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IKi TABAKALI ELASTIK BiR ORTAMDA NONLINEER SH
DALGALARININ HARMONIK REZONANS iINCELEMESI

OZET

Bu calismada, diizgiin kalinliklara sahip farkli hiperelastik malzemelerden olusan iki
tabakali elastik bir ortam igerisinde yayilan nonlineer SH dalgalarinin harmonik
rezonans etkilesimi problemi ele alinmigtir. Serbest yiizeylerde gerilmelerin
olmadig1, tabakalar arasi arayiizeyde ise yerdegistirmelerin ve gerilmelerin siirekli
oldugu kabul edilmistir. Dalgalarin harmonik rezonans etkilesimi problemi bir
asimptotik pertiirbasyon metodu kullanilarak incelenmistir. Temel dalganin faz hiz1
ile onun m.ci harmonigi bir kritik dalga saysi, k,’de ¢akisirsa m. harmonik rezonans
etkilesimi ortaya cikar. Bu durumda temel dalga ile onun m.ci harmonik bileseni
arasinda enerji transferi meydana gelir. Bu yiizden harmonik rezonansin varoldugu
durumda, uniform asimptotik agilimda, ilk mertebe problemde etkilesime girecek
olan harmonik terim dahil edilerek incelemeye devam edilmesi gerekir. Bu ¢alismada
m=5 olmast durumu yani temel dalga ile onun 5. harmoniginin etkilesimi problemi
incelenmistir. Bu incelemede, uygun sekilde yiiriitiilen asimptotik analiz neticesinde
temel dalga ve onun 5.ci harmoniginin etkilesimine ait birinci mertebe yavas degisen
genlik fonksiyonlarmin degisimini asimptotik olarak karakterize eden kuple
nonlineer Schrédinger (KNLS) denklemi elde edilmistir.

Calismamiz ti¢ boliimden olusmaktadir:

Giris boliimiinde, elastik dalgalarimin yayilmasma yonelik gelisimin tarihi kisaca
verilmistir. Ikinci kisimda ise ilk olarak lineer farkli malzemelerden olusan iki
tabakali elastik bir ortamda lineer SH dalgalarma ait dispersiyon bagintisi
tiiretilmistir. SH dalgalarina ait dispersiyon bagintisindan temel dalganin 3. ve 5.
harmoniklerinin hangi dalga sayilarinda ortaya ¢iktig1 incelenmistir. Bilindigi gibi cq
Ve C, sirasiyla iist ve alt tabakalara ait ortamda yayilan lineer dalgalarin yayilma
hizini, ¢ ise SH dalgalarinin faz hizim1 géstermek tizere 3 < C, kabulu altinda, iKi
tabakali ortamda bu tip dalgalarin yayilabilmesi ig¢in c¢3<C< C; ya da C3<Cp<C
esitsizliklerinden birinin gerceklenmesi gerekmektedir. Bu ¢alismada, faz hizlan
arasinda ilk esitsizligin gerceklendigi kabulu altinda inceleme yliriitiilmiistiir. Benzer
calisma ikinci esitsizligin gecerli oldugu durum i¢in de yapilabilir.

Uciincii  kisimda, ilk esitsizligin gegerli oldugu durumda, farkli nonlineer
malzemelerden olusan diizgiin kalinlikli iki tabakadan olusan elastik bir ortamda
temel dalga ile onun m. harmoniginin etkilesimi problemi ele alinmis ve bu problem
bir asimptotik pertiirbasyon metodu olan degisik Olgekler metodu yardimiyla
incelenmistir. Uygun bir asimptotik agilim segilerek, temel dalga ile onun 5.
harmoniginin etkilesimine ait birinci mertebe yavas degisen genlik fonksiyonlarini
asimptotik olarak karakterize eden nonlineer denklem sistemi elde edilmistir. Ozel
halde bu denklem sistemi kuple nonlineer Schrodinger (KNLS) denklem sistemine
indirgenebilmektedir.

Xi



Son yillarda, KNLS denklem sistemi {izerine, denklemlerin solitary dalga ve
periyodik ¢oziimleri ve bunlara iliskin lineer kararlilik analizinin incelendigi bir¢ok
calisma bulmak miimkiindiir. Solitary zarf ¢6ziimlerinin bulunmasinda, KNLS
sistemini olusturan denklemlerin lineer ve nonlineer katsayilarinin isaretleri biiyiik
Onem tagimaktadir.
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HARMONIC RESONANCE OF NONLINEAR SH WAVES ON A TWO
LAYERED ELASTIC MEDIUM

SUMMARY

In this work, the nonlinear resonance interaction between the fundamental SH (shear
horizontal) wave and its fifth harmonic component that propagate in a two layered
elastic plate of uniform thickness consisting of different elastic materials is
considered. The plate of uniform thickness which is composed of two layers
occupying the regions,

P ={(X,Y,Z)|0<Y <h,-w<(X,Z) <o} (1a)
and
P, ={(X,Y,Z)| -h, <Y <0,-0<(X,Z) <o} (1b)

in the reference frame (X,Y,Z). It is assumed that the free boundaries Y =h, and
Y =—h, are free of traction. It is supposed that SH waves propagate along the

positive X axis and the displacement of a particle is in the Z direction. Then, the
wave motion can be defined as

X=X, y=Y, z=Z+u(X,Y,t)  in R (2a)
and
x=X, y=Y, z=Z+v(X,Y,t)  in P, (2b)

u and v are the displacement functions of X,Y and t in the upper and lower layer,
respectively. The constituent materials are assumed to be incompressible,
homogeneous, isotropic and hyperelastic. The strain energy functions of the
materials are of the form X =3(l) where | is the first invariant of the Green’s

deformation tensors C, =X, X . These materials are called generalized neo-

Hookean. Here we assume that the strain energy functions are continuously
differentiable functions of the strain invariant | . The wave motion defined in (2.a,b)
can exist in the layered plate made of such materials in the absence of body forces
acting in the XY- plane. In this work, we deal with the small but finite amplitude
wave motion, therefore we will proceed with the approximate equations rather than
exact ones. Because of this reasons, the following approximate governing equations
and boundary conditions involving terms not higher than the third degree in the
deformation gradients can be written as follows.
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o'u ,|ou du| | o (eu o (ou :
G {W+W}_nl{a_x(a_xQ(“)j+a_Y(a_YQ(”)j} "R

v, |d v d 0 .
- {W*avz} n{ax( Q()] (YQ(v)j} n P (3b)

%“:o on Y=h (4)
%:o on Y=-h, (4b)
uov
S S emaQu-asew o Y70 D
where
Q)45 + () ©)

In the equations (3a,b), ¢’ yal ( iI=1,2) are the propagation velocity of linear waves

in the layers where g is the linear shear modulus of the layer, and p, are the density
% 3)
dl’

materials. In the layers, when n, >0the relevant medium is hardening in shear, if

2 . . :
of the layers.n, =— are nonlinear material constants of the constituent

n, <0 then it is softening. The constants y, B are defined as y = B :%.
H, G

In the present work our aim is to investigate the interaction of the fundamental wave
and its fifth harmonic at a critical wave number k., by employing a perturbation

method. It is known that when the phase velocity of the fundamental wave coincides
with that of its fifth harmonic at k_, then the asymptotic expansion ceases to be
uniformly valid. When the harmonic resonance occurs, a uniform asymptotic
expansion to the problem may be obtained by including the interacting harmonic
term in the first order perturbation problem. To investigate the fifth harmonic
resonance interaction, we employ the method of multiple scale by introducing new
variables.

x=&X, t=ctand y=yY (i=0,1,2) (6)

where {x1,X2,t1,t,} are slow variables to describe slow variations of the amplitudes
whereas {Xo,Y,to} characterize the fast variables, and &>0 is a small parameter
which measures the degree of nonlinearity.

Now u and v are considered to be a function of these new variables and they are
expanded in power of ¢ to the asymptotic series;
Xiv



u :Zg”un(xo 1 X5 Xy y’to ’tlitz)’ V:Zgnvn(XO’waz ) y1to ’tl’tz) . (7)
n=1 n=1

and we can arrange a transformation between old and new variables as follows:

- 8)

Then writing the equations of motion in (3a,b) and boundary conditions in (4) with
considering the terms in (8) by applying (6) and using asymptotic expansion in (7)
with collecting the terms of some powers in ¢, we find a hieararchy of problems
which can be determined for u, and v, . First three perturbation problems can be

given as follows:

O(e): L&y, =0 inP, and LPv, =0 inP, (9a,b)
ou,
—=0 on y=h |, (10a)
oy
oV,
51:0 on y=-h, (10b)
ul = Vl (1OC)
and
ou, ov
e s R | on y=0 10d
o dy y (10d)
0(e%): LYu, =Py, in P, and v, =Py, in P, , (llab)
ou,
—2=0 on y=h |, (12a)
oy
ov.
EZZO on y=-h, , (12b)
u, =V, and (12c)
ou, oV,
—2_y22-0o0n y=0 . (12d)
o dy



O(&%): Lg)l)u?, = Lgl)uz + L(zl)ul +nNo(u) in R (13a)

LBZ)V3 = Lf)vz + L(ZZ)Vl +n,Ny (V) in B, (13b)
ou,
=0 on = 14a
Y y=h (14a)
oV
53 =0 on y=-h, (14b)
U, =V, and (14c)
Ouy

A
=5, : -0 (14d
AT ﬁlayQo(ul) on y=0 (14d)

where  the linear operators  L,"?, L™ and L, and the nonlinear operators

N, and Q, are given as follows:

2,0y 8!// Oy 2 Oy
Lo‘”(w)— ¢X( ), L) =2 o2 SV
x| atot, O%,0%,

2 2 2
L) =- Y 2 TV 2TV 5 OV
ot oo, OX, OX,0X, (15)

oy oy _ O\ OY .,
No(v) = [—(—Qo(W)) 5(5(?0(‘//))] Qo(l//)—(dxo) +(dy)

Note that, in this type of asymptotic analysis these perturbation problems are linear
at each step and the first order problem is simply the classical linear wave problem in
the layered media under consideration.

Here we assume that between the linear shear wave velocities of the layers, the
inequality c, <c, is valid. For the existence of a SH wave, the phase velocity c of the

wave must satisfy either of ¢, <c<c, and ¢, <c, <c . We will only investigate the
problem under first condition.
The solutions of the first order problem are given by

- Z{Af')e“klply + Bl(')e’”klply} e +cc., v = Z{Cl("e"kvzy + Dl(')e"‘vzy}e”“’ +CC.
= =

(16)
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where  “c.c.” denotes the complex conjugate of the preceding terms and
12 12
po=(c*1ci—1)" v, =(1-c* /), =k, —wt, .

Thecoefficent A",B",C’, D" are the first order amplitude functions depending
on the slow variables (x,x,,t;,t,). The use of solutions in (16) in the boundary
conditions of the first order problem yields the following homogeneous algebraic
system of equations

wu® =0, 1=12,.

(17)
where
ilkp,e"®™  —ilkp,e "™ 0 0
_ 0 0 —lkv,e"="  Ikv,g """
! ilkp, —ilkp, 7lkv, —ylkv,

and U{" are the first order amplitude vectors defined as U{" = [Ai"), BY,CY, Dl")]T :

Here W, is called the “ dispersion matrix”. It is clear that for a nontrivial solution, the
determinant of the dispersion matrix must vanish, i.e., det W, =0.

Since we have examined the interaction of the fundamental wave and its fifth
harmonic component, both the pairs (k w) and (5k 5w) simultaneously satisfy the
linear dispersion relation, det W; =0 and det W5=0 and det W,#0  for 1£1,5
with these assumptions, the solutions of the first order problem are found as

ul — (A:{l) (X1’ Xz,tl’tz)(eiklplyR:El) +e*ik1p1yR(21))ei(k1X0_Wlt0)
+(AP (%, %y, 1, 1,) (" RE g " sPYR P )g!(Xovh) 4 ¢ ¢,

v, = (A:El) (Xl’ Xz,tl,tz)(e_klvzngl) + ek1V2ngl))ei(k1X0—W1to)

+(A®) (%, %,, b, 1,) (YR + eV RP ! (o) 4 o c, (19)
where ks =5k and ws=5w  R;¥  R,¥ R;¥and R,¥ (j:1,5? are constants. c.c. is the
symbol for complex conjugate of preceding terms and A,Y is complex function of
the slow variables {xi,X,t1,tz} which represents the first order slowly varying
amplitudes of the wave interaction. In (19) and henceforth a subscript value j=1
indicates the fundamental and j=5 its fifth harmonic.

To complete the first order solutions of the nonlinear problem, A" and A;® have
to be determined. This can be achieved by examining the higher order perturbation
problems. If the first order solutions are used in the second order problem and if the
resulting non homogeneous linear problem is solved, compatibility conditions related
with the fundamental wave and its fifth harmonic yield

AP = AP0 -V L), j=15 20)
where Vo =dw; / dk; (j=1,5) are group velocities of the waves. These A1 and A;®
remain constant in a frame of reference moving with the group velocity Vg(l) and
AR respectively.
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To reveal the dependence of AD (j=15 on (X2,t2) the third order problem has
been examined. A compatability conditions in the third order problem vyield the
following coupled equations for the amplitudes of the fundamental wave and its fifth
harmonic;

(OAY Lo O°AT

| 2

2 2
LA ‘ A(l" AD L AGD ‘ A‘5)‘ A -0

or
i s +iA i +T® G +A® ‘A(S) ‘2 A® L A ‘A(l) ‘2 A® =0
ot o0& 0&°
(21)
Here , the nondimensional variables and constants are
T=Wl, &=k(x _Vg(l)tl)’ Al = klAia)’
re@ e L AWD:AWM’I\ZILOA@_Vm)
tow Wik ew, ¢ 0
(22)

The coefficient T® and T'® are the linear dispersion coefficients, A“" and A®®
are the nonlinear coefficients which describe the self modulation of wave packets,

A®and A®Pare the nonlinear coupling coefficients of the interaction of the
fundamental wave and its fifth harmonic. By the depending variable transformation,
or the assumption A =0, then (21) can be reduced the following system:

: oA® LT O2AW
ot 0E’

LA ‘ A(l)r AD 4 AGD ‘ A(s>‘2 A® —0
(23)

OA° +T® O°A” +A® ‘A(S)‘Z A® +A®) ‘A(l)‘z A® =0
ot 0&’

which are called CNLS equations. Noted that if A® =0, the CNLS in (23) reduced to
a NLS equation, which characterizes the self modulation of SH waves in a two
layered plate, asymptotically. CNLS equations have been obtained in the similar
wave interaction problems of various branches of physics and engineering. Thus,
they have great interest to find exact solutions for special values of coefficients of
equations.
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1. GIRIS

Elastik dalgalar, sismoloji, malzeme ylizeylerinin tahribatsiz muayeneleri, elektronik
sinyal isleme teknolojisi gibi degisik alanlarda kullanilmaktadir. Bu Onemli
uygulamalarindan dolay1 elastik dalgalarin yayilimi birgok incelemenin konusu

olmustur [1, 2, 3, 4, 5].

Boyuna ve enine dalgalar, homojen izotrop elastik malzemeden olusan sonsuz
ortamda dispersif degildirler. Ote yandan, homojen elastik izotrop malzemeden
olusan cubuk, plaka ve farkli malzemelerden meydana gelen tabakali yarim uzay
gibi, cogunlukla dalga kilavuzu olarak adlandirilan ortamlarda yayilan dalgalar, sinir
yiizeylerinde olusan yansimalarin da etkisiyle dispersif olurlar, yani faz hizlar1 dalga

sayisina bagli olarak degisir.

Son yillarda, dispersif ortamlaradaki nonlineer dalga yayilimi ve etkilesimi
problemleri tizerine bir ¢ok calisma yapilmaktadir. Bu durum farkli dalga modlari
arasindaki enerji transferinin olugsmasindan kaynaklanmaktadir. Boyle etkilesimler,
farkli dalga modlar arasindaki dalga sayilar1 ve acgisal frekanslari rezonans sartini
saglamasi durumunda olur. Bu agidan fizikte ve miihendislikte uygulama alanina
sahiptir. Nayfeh, [7] de yaptig1 ¢alismada, kilcal (capillary) ve yergekimi (gravity)
dalgalarinin temel dalga ile onun ikinci harmoniginin rezonans etkilesimini degisik
Ol¢ekler metoduyla incelemis ve genlik fonksiyonlarmmin uzay zaman degisimini
asimptotik olarak karakterize eden bir denklem sistemi tiiretmistir. Nayfeh, [8] de
benzer calismay1 iiglincli harmonik rezonans i¢in yiirlitmiis ve ikinci harmonik
rezonans da oldugu gibi kesin bir ¢6ziim bulamamistir. Teymur [9]° da SH
dalgalarinin yar1 sonsuz uzay modeli i¢in besinci harmonik rezonans etkilesimi
problemini incelemistir. Yaptig1 inceleme sonucunda, dalgalara ait birinci mertebe
yavas degisen genlik fonksiyonlarinin 6zel halde KNLS denklemine

indirgenebilecegini gostermistir.

[10]” da Kalyanasundaram tarafindan kuazi-monokromatik dalgalarmn yayilimi,

asimptotik bir yontem olan degisik Olgekler metodu kullanilarak incelenmis ve



kompleks genlik fonksiyonlarinin yavas degisimini karakterize eden bir yari lineer
denklem elde edilmistir. Ayrica, bu calismada Love dalgalarinin énemli bir 6zelligi
olan dispersiyonun etkisi tam olarak goriillmemistir. [11]” de ise Batallie ve Lund
tarafindan hem nonlineerligin hem de dispersiyonun etkisini birlikte modelleyen bir
denklem elde edilmis ve dalga modiilasyonunun genlik fonksiyonlari i¢in soliton tipi
¢oziimleri oldugu sonucuna varilmistir. Daha sonradan, Teymur tarafindan, diizgiin
kalinlikli, farkli malzeme ozelliklerine sahip homojen, izotrop, sikistirilabilir ve
hiperelastik malzemeden yapilmis bir tabaka ile kapli yari sonsuz uzayda SH
dalgalarinin nonlineer modiilasyonu degisik 6l¢ekler metodu ile incelenmistir [11].
Inceleme sonucunda, dalgalarin nonlineer self modiilasyonunun asimptotik olarak
Nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir.
[12]" ye paralel ¢aligsmalar, [9,13,14,15,16]" da yapilmustir. [9,14,16]" da ayn1 yonde
ilerleyen iki dalganin nonlineer etkilesimleri incelenmistir. [17] de ise homojen,
sikistirilamaz, izotrop elastik malzemelerden olusan diizgiin kalinlikli iki tabaka ile
kapli elastik bir ortamda SH dalgalarinin self modiilasyonu NLS denklemi ile

karakterize edilmistir.

[20]’ de Teymur ve Ahmetolan, homojen, izotrop ve sikistirilamaz diizgiin kalinlikli
bir tabakadan olusan ortamda nonlineer SH dalgalarinin yayilimimi incelemistirler.
Zayif  nonlineerlik ve dispersiyon dengelenerek, nonlineer dalgalarin
modiilasyonunun NLS denklemi ile karakterize edilebildigi gosterilmistir. [12]” de
Teymur tarafindan yapilan caligmadaki yar1 sonsuz uzay modeli i¢in ayn1 yonde
ilerleyen iki SH dalgasmin etkilesimleri problemi [16,18]" de ele alinmistir. Bu
calismalarda, dalgalarin etkilesimi iizerindeki nonlineerlik etkisi incelenmis ve grup
hiz1 ayn1 olan dalgalarin nonlineer etkilesimlerini karakterize eden KNLS denklemi
elde edilmistir. [21]” de ise ayn1 yonde ilerleyen iki SH dalgasinin etkilesim problemi
ele almmustir. Inceleme neticesinde, ayn1 ydnde ilerleyen ve birbiri ile etkilesen
dalgalara ait yavas degisen genlik fonksiyonlarmin uzay zaman degisimini
asimptotik olarak karakterize eden kuple bir denklem sistemi tiiretilmistir ve ozel
halde kuple nonlineer Schrodinger (KNLS) denklemine indirgendigi gosterilmistir.
2014 senesinde Ahmetolan ve Demirci, iki tabakali elastik ortamda ayni yonde
ilerleyen iki SH dalgasinin etkilesimleri problemini ele almislardir [22]. Bu
caligmada, etkilesen dalgalarin genlik fonksiyonlarinin KNLS denklemi ile

karakterize edilebilecegi gosterilmistir.



Bu calismada ise, daha 6nceden [17, 23]’ de analiz edilen homojen, sikistirilamaz,
izotrop elastik malzemelerden olusan diizglin kalinlikli iki tabaka ile kapl elastik bir
ortamdaki model i¢in temel mod ile onun 5.ci harmonik rezonans etkilesimi problemi
ele alinmaktadir. Dalgalarin rezonans etkilesimi problemi bir asimptotik
pertiitbasyon metodu olan degisik Olgekler metodu uygulanarak ¢dziilecektir.
Yapilan asimptotik inceleme neticesinde, temel dalga (I=1) ile onun besinci
harmomiginin etkilesimine ait birinci mertebe yavas degisen genlik fonksiyonlarmin
asimptotik olarak karakterize eden KNLS denklemine indirgenebilecegi

gosterilmektedir.






2. iKi TABAKALI BiR ELASTIK ORTAMDA SH-DALGALARI

2.1 Giris

Bu bolimde ilk olarak farkli ve sikismaz nonlineer neo-Hookean elastik
malzemelerden yapilmis diizgiin (uniform) kalinlikli iki tabakadan olusan bir
ortamda SH dalgalarinin yayilmasini karakterize eden hareket denklemleri ve sinir
kosullar1 verilmektedir. Daha sonra da bu denklemler ve smir kosullar
lineerlestirilerek SH tipi lineer dalgalarin yayilmasini karakterize eden siir deger
problemi incelenecektir. Ayrica dispersiyon bagintisi tiiretilecek ve dispersiyon
bagintisindan faydalanilarak harmonik rezonans etkilesiminin hangi kosullarda

varolacag tartisilacaktir. Bilindigi gibi ¢, ve ¢, sirasiyla st ve alt tabakalara ait

ortamda yayilan lineer dalgalarin yayilma hizini, ¢ ise SH dalgalarinin faz hizim

gostermek lizere C <C, kabulu altinda, iki tabakali ortamda bu tip dalgalarin
yayilabilmesi i¢in ¢, <C<C, yada C, <C, < Cesitsizliklerinden birinin gerceklenmesi

gerekmektedir. Bu calismada, faz hizlar1 arasindaki ilk esitsizligin ger¢eklendigi

kabulu altinda inceleme yiiriitiilecektir.

2.2 Problemin Tanim ve Temel Denklemler

Ug boyutlu uzayda bir noktanin, aymi dik kartezyen eksen takimina gore uzaysal ve

maddesel koordinatlart sirast ile (X, X,,X;) ve (X, X,, X,) sirali iiglii sayilar ile

verilsin. Baglangi¢ konumunda,

~U

={(X1'X2'X3)| 0<X,<h, _°o<(X1’X3)<OO}

2.1
P, ={(X,, X, X,)| —h, £X, <0, —o0<(X;,X,) <00} (2.1)

bolgesini dolduran ve farkli elastik malzemelerden olusan uniform kalinlikli iki

tabakadan olusan bir siirekli ortam gozoniine alalim. (bknz Sekil 2.1 )



Sekil 2. 1: h; kalinlikli P, tabakasi ve hy kalinlikli P, tabakasindan
olusan stirekli ortam.

X,= 0 ara yiizeyi boyunca yer degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugunu ve

X, =h ve X, =-h,serbest yiizeylerinde gerilmelerin sifir oldugunu varsayalim.

Boyle bir ortamda X, ekseni boyunca yayilan ve

X = Xy G U (X4,1) s (2.2)

yani,
X =X, X=X, X=X;+u, (X, X,,t) v=12 (2.3)

denklemleri ile tanimlanan SH dalgalarini gdzoniine alalim. Burada u{® ve u{® ,
sirastyla P, ve P, tabakalarindaki noktalarin X, yoniindeki yer degistirmelerini
gostermektedir. Alan biiyiikliikleri tizerindeki 1 iist indisi biiyiikliiglin P, tabakasina,
2 Gist indisi ise P, tabakasina ait oldugunu gosterecektir. Ayrica ( X;, X,, X,) yerine
(X,Y,Z), uf? =u ve u{? =v yazalim. Bu calismada sonlu fakat kiigiik genlikli

dalgalarin yayilmasi problemi incelenecegi igin, deformasyon gradyentinde tigiincii
dereceden biiyiik olan terimler alinmayarak elde edilen yaklagik hareket denklemleri

ve sinir kosullarindan olusan sinir deger problemi asagidaki formda yazilabilir:

. U, [du du u
Ride —7-G {ax”av} n{ax[ Q(u )) (YQ(U)}, (2.4)

, ov. L, |0 v 0
PZ de y_CZ {W+8Y2}_ n {ax[ Q( )j ( oY Q(V)j} ' (25)




o))
c

Y =h'de E:O , (2.6.a)
Yy=-h'de Y-o, (2.6.b)
Y=0'da u=v , (2.7.8)

ou ov
a—Y—7a—Y—%32 Q() ﬁl Q() (2.7.b)

Burada,
~ a_w 2 6_1// 2

QW) —( s j { i j (28)

dir ve c, st tabakada, c, ise alt tabakadaki lineer dalgalarin yayilma hizini
gostermektedir. (2.4) - (2.7) smirdeger problemi igin nonlineer SH dalgalarinin self
modiilasyonunun incelenmesi ve malzeme nonlineeritesinin yayilma olayina katkisi

[17, 25] de incelenmistir. cvzzﬂv
Py

,v=12 seklinde tanimlanmaktadir [15].

u,=2dx (3)/dl olmak iizere, g ve u, sirasiyla ist ve alt tabakadaki kayma
modiiliini, p, ve p, ortami olusturan malzemelerin yogunluklarin1 gostermektedir.
n, ve n, sabitleri ise sirasiyla iist ve alt tabakalar1 olusturan malzemelerin nonlineer
ozellikleri ile ilgili sabitlerdir ve n, =(2/ p,)d’E, /dl? seklinde tanimlanmaktadirlar
[15]. Burada X, , ortami olusturan elastik malzemelerin i¢ enerji fonksiyonudur ve
‘nin birinci

Z,=Z,(l) yapisindadir. |, Green deformasyon tensorlii C,, =X, (X, «

invaryantini gostermektedir. Bu ozellige sahip elastik malzemeler, yani i¢ enerji
fonksiyonu sadece Green deformasyon tensdriiniin birinci invaryantinin bir
fonksiyonu olarak yazilabiliyor ise bu tip malzemelere neo-Hookean malzeme adi
verilmektedir. Biz de bu calismada ortami olusturan malzemelerin neo Hookean

malzemeden olustugunu kabul ediyoruz. Ayrica n, > 0 ise malzeme kaymada
sertlesen, n,< 0 ise kaymada yumusayan ozellige sahiptir [15]. » lineer, £ ve p,

nonlineer elastik sabitleri ise



seklinde tanimlanmaktadir.

2.3 Lineer SH Dalgalari ve Dispersiyon Bagintisi

Bu boliimde lineer SH dalgalarinin iki tabakali elastik bir ortamda yayilimi problemi
ele alinacaktir. Boyle bir ortamda yayilan SH dalgalar1 dispersiftirler, yani dalgalarin
yayilma hiz1 (agisal frekansi) dalga sayisina bagli olarak degigsmektedir. Bu degisimi
veren dispersiyon bagntis1 elde edilecek ve se¢ilen malzeme ozellikleri igin hangi

dalga sayilarinda harmonik rezonans etkilesiminin meydana geldigi incelenecektir.

Lineer dalgalar1 betimleyen sinir deger problemi (2.4), (2.5) ve (2.7b)’ de n,=0 ve

n,=0; dolayisiyla g, = f, =0 alinarak asagidaki gibi yazilir:

o%u o’u Al
P 'de ——c? + =0 2.9
! ot? Cl[ax2 8Y2J (29)
, o%v ov v
P2 de E—Cg(axz +6Y2J:O (210)
8u
Y =h 'de =0 211.a
h'de = (211)
Y=hde Yo (2.11.b)
oY
Y=0'da u=v (2.12.a)
ve
ou
5—7— 7ﬂz Q() ﬂl Q() : (2.12.b)

Pozitif X ekseni yoOniinde yayilan harmonik dalgalar igin (2.9) ve (2.10)

denklemlerinin ¢6ztimlerini

u(X,Y,t) =U(Y)e'™™ 1ke. (2.13)



ve

v(X,Y,t) =V (Y)e'®™™ 1 ke. (2.14)

formunda arayabiliriz. Burada k dalga sayisini, w agisal frekansi gostermektedir ve
“k.e.” ise Onceki terimlerin kompleks eslenigini gostermektedir. (2.13) ve (2.14)
¢ozliim formlar1 sirastyla (2.9) ve (2.10) denklemlerinde kullanilirsa U (Y) ve V (Y)
fonksiyonlar1 i¢in asagidaki ikinci mertebeden lineer adi tiirevli diferansiyel

denklemler elde edilir:

2
u"+k2(%—1]u -0 (2.15)
1
ve
2
Vi+k21-S v =o0. (2.16)
CZ
2

Bilindigi gibi ¢, ve c, sirasiyla iist ve alt tabakalara ait ortamda yayilan lineer
dalgalarin yayilma hizini, ¢ ise SH dalgalarinin faz hizin1 géstermek iizere c, <c,

kabulu altinda, iki tabakali ortamda bu tip dalgalarin yayilabilmesi i¢in

c,<C<C, yada ¢ <c,<CcC (2.17a,b)

esitsizliklerinden birinin gergeklenmesi gerekmektedir [17,23]. Bu calismada, faz
hizlar1 arasinda ilk esitsizligin ger¢eklendigi kabulu altinda inceleme yliriitiilecektir.

Benzer ¢aligma ikinci esitsizligin gegerli oldugu durum i¢in de yapilabilir.

(2.17a) kosulu altinda (2.15) ve (2.16) denklemlerinin ¢éziimleri
U(Y) = Ae*™ +Be ™ (2.18)

V(Y)=Ce ™ + De"" (2.19)

2 2
olarak elde edilir. Burada, pf:[z—z—lj ve vgz(l—g—zj dir. U(Y) ve V(y)

1 2

coztimleri (2.11) ve (2.12) sinir kosullarinda kullanilirsa,



U=[AB,C,DJ

ve
ikp, "™ —ikp,e " 0 0
0 0 _kV kv, h, k —kv,h,
w-| _ 26 VoE (2.20)
ikp, —ikp, rkv, —ykv,
1 1 -1 -1
olmak tizere,
WU=0 (2.21)

homojen cebrik denklem sistemi elde edilir. Burada W “dispersiyon matrisi”” olarak
adlandirilmaktadir. (2.21) cebirsel denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziime

sahip olabilmesi i¢in katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi gerekir:

det W=0. (2.22)

(2.22) denklemi bize farkli lineer malzemelerden olusan iki tabakali bir ortamda

yayilan SH-dalgalarina ait dispersiyon bagimntisini verir:

p, tan(kh,p,) — yv, tanh(kh,v,) =0 (2.23)

(2.23) denklemi degiskenleri (k, c) ya da (k, w) olan bir denklemdir. Bu denklem
degisik malzeme modelleri i¢in [17,23]" de incelenmistir. Bir sonraki boliimde temel
dalga ile onun m.ci harmoniginin ortaya c¢iktigi dalga sayisi civarinda SH
dalgalarinin yayilimi ve harmonik rezonans etkilesimi problem ele alinacaktir. Bu
yiizden burada (2.23) denkleminden vyararlanarak temel dalga ile onun m.ci

harmoniginin etkilesiminin hangi dalga sayilarinda ortaya ¢iktigini inceleyelim.

2.4 Temel Dalga ile M. Harmonik Rezonans Etkilesimi

Bilindigi iizere, hem bir kritik dalga say1s1 ve ona kars1 gelen agisal frekanst (k_, w,)
hem de (mk,mw,) ,me{35,7,9,..} ciftleri aym1 anda dispersiyon bagintisini

saglarsa temel modla onun m. harmonidi arasinda harmonik rezonans etkilesimi

olacagi goriilebilir. Harmonik rezonansta, etkilesen dalgalarin faz hizlar1 ayni

10



oldugundan, lineer dispersiyon bagintis1 yardimiyla harmonik rezonans incelemesini
yiiriitebiliriz.
Oncelikle m.ci harmonik rezonansin olusmasi igin gerekli olan k_ = mk_esitligini ve

(2.23) denkleminin sag yaninda yer alan periyodik fonksiyonu g6zoniine alalim.

Tanjant fonksiyonunun periyodunun © oldugu kullanilirsa:

tank.h p, =tanmk. h p, = tan(k_h p, +nx) (2.24)
oldugu goriiliir. Diger taraftan m=3,5,7,... olmasi durumu igin m=2s+1

(s=12,...) yazilirsa

tan[(2s +1)k_h p,]=tan(k.h p, +nz) (2.25)

ve 2sk.h p, =nz oldugu kullanilirsa,

kch1p1=r;—7sr, s=12,.. (2.26)

olur. Burada dikkat edilirse,
e s=1ise m=3 olur ve liglincii harmonik rezonans ortaya ¢ikar.
e s=2ise m=5 olur ve besinci harmonik rezonans ortaya ¢ikar.
Yukarida verilen iki durumu ayri ayri ele alarak hangi dalga sayisi ve faz hizinda
harmonik rezonansin ortaya ¢iktigini inceleyelim.
2.4.1 Ugiincii harmonik rezonans durumu

(2.26) esitliginde s=1 (m=3) alinirsa

kchlpl:n?ﬁ, n=12,.. (2.27)

olur. (2.27) esitligi (2.23) dispersiyon bagintisinda kullanilirsa

tan ”7” = %2 tanh(k h,v,) (2.28)
1
elde edilir.

Simdi, asagida boyutsuz degisken ve sabitleri

11



K=kh, c=% M=% H="
c c,

1

(2.29)

tanimlayalim. Burada, C dalgalarin boyutsuz faz hizim1 ve K da boyutsuz dalga

sayisin1 gostermektedir. (2.29) boyutsuz biiyiikliikleri kullanilarak kolayca

p,=vC?-1, v,=+1-C*M? (2.30)

oldugu goriilir. Bu boyutsuz biiyiikliikler dispersiyon bagintisinda yazilirsa

’ _ 22
tan(n—ﬂ)zﬂtanh(KH V1-M?C?), n=123,.. (2.31)
2 Jer-1

elde edilir. Bu halde (2.31) dispersiyon bagmtisini inceleyelim:
e n=135..(2r+1) icin tan(r +1)n7” o oldugu bilinmektedir. Bu

durumda tanh fonksiyonu sinirli oldugu i¢in C?-1-0, C—1, yani ¢ —>¢,
olur. Bu da temel dalga ile onun ii¢lincli harmoniginin etkilesiminin ¢ =c, ’de

ortaya ¢iktigini gosterir.

e n=246,..(2r) igin tan(2rn77[):0 olur. Bu durumda da (y=#0)

V1-M?C?=0 veya tanh(KHvV1-M?C?)=0 olur. Her iki halde de

CZ:#, Czﬁ, yani c=c, bulunur. Yani n=2,4,6,..(2r) igin temel

dalga ile onun {glincii harmoniginin etkilesimi c=c, oldugunda

olusmaktadir.

2.4.2 Besinci harmonik rezonans durumu

(2.26) esitliginde s=2 (m=5) alinirsa,

kCQplZ“T”, N=12,3.. (2.32)

olur. Bu durumda dispersiyon bagintisi

12



tan ”T” = 7V2 tanh(k.h,v,) (2.33)

1

olur. (2.29)’da tanimlanan boyutsuz degiskenler kullanilirsa

h_c2m?
tan % 22O M G h(KHAI—C?M?) (2.34)
4 Jcr-1

elde edilir. Simdi (2.34)’de verilen dispersiyon bagntisini inceleyelim:

n=2,4,6,...(2r) (r=12,.) igin tan(2rn77z)—>oo olur ve tanh

fonksiyonunun sinirli oldugu gdzéniine almirsa C*-1—0, C= ° —1,
Cl

buradan c=c, elde edilir.Yani, bu halde temel dalga ile onun besinci
harmoniginin etkilesimi Nn=2,4,6,...(2r) igin ¢—c¢, oldugunda ortaya

cikmaktadir.
n=4,8,..(4r), (r=12,..) igin tan(%ﬂ):tan(m)=0 olur. Bu durumda

(2.34)’ de verilen dispersiyon bagmtisindan, 1-C*M?=0, C =%, yani
c=¢, elde edilir ve besinci harmonik rezonans C=c, oldugunda ortaya
cikmaktadir.

n=15,9,..1+4r) (r=012,..) i¢in tannTﬂzl olur. Bu durumda (2.34)

dispersiyon bagintisi

Jci-1 B s

halini alir. Yani temel dalga ile onun besinci harmoniginin arasindaki etkilesim

c=C, c=cC, Ve (2.35) de verilen denklemi saglayan (k,c) giftlerinde ortaya

cikmaktadir.

Simdi (2.35) denklemini de inceleyelim. K — 0 igin (sabit h, ve K —0 igin) yani

cok c¢ok kiiciik dalga sayilarinda, (2.35) denkleminden C —»1 (c—¢c,) oldugu

13



kolayca gortliir. Diger taraftan ¢ok biiyiik dalga sayilarinda, K — ocoiken, (2.35)

Jeci-1
y1-M2C?

denkleminden —1 yani,

l 2
P L A (2.36)
1+M?y?
olacagi kolaylikla goriiliir.

(2.29)’da verilen boyutsuz degiskenler kullanilarak besinci harmonik rezonans

etkilesiminin ortaya ¢iktigi (k,c) degerlerini (2.35) denkleminden hesaplayalim.

Bunun i¢in iki farkli malzeme modeli g6zoniine alinmistir:
[lk olarak, malzeme modeli olarak p,/p, =128007, y=u,/ 1 =2,159

se¢ilmistir. Ortami olusturan kalinlik oranlari ise sirastyla H =h, /h =1 ve 5 olarak

secilmigtir. Bu durumda besinci harmonik rezonans etkilesiminin ortaya ciktigi

(K,C)’ leri gosteren egriler H =1 ve H =5 i¢gin (2.35) denkleminden yararlanilarak

Sekil 2.2’ de ¢izdirilmistir.

1.30 —
125 =
1.20 —
1.15 =
—
S
.I:I) 1.10 —
&)
1.05 =
1.00 — Het
H=5
0.95 =
0.90 1 1 I 1 I 1 I 1 I
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

K=kh,

Sekil 2. 2: Besinci harmonik rezonansin ortaya ¢iktigi (K,C) egrileri. Malzeme
modeli olarak p, / p, =1,28007, y =,/ 14 =2,159 olarak segilmistir.

14



Dikkat edilirse, secilen malzeme modeli i¢in, K biiyiik degerler aldikga, yani k dalga
sayist arttikca, tabaka kalinliklarindan bagimsiz olarak C, 1.2264 degerine
yaklasmaktadir. Bu deger de (2.36) ile verilen degerdir. Diger taraftan K’ nin ¢ok
kiigik degerleri igin ise C— 1, yani c— c¢; oldugu goriliir. Ayrica tabakalarin
kalinlik oranlarinin, 5. harmonik rezonans etkilesiminin ortaya ¢iktigi (K, C)

egrilerini etkiledigi de goriilmektedir.

1.60 —
1.50 =
1.40 —
1.30 =
—
L
(&)
11
O
1.20
1.10
H=1
H=5
1.00

0.90

1.00 3.00 5. 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
K=kh,

Sekil 2. 3: Besinci harmonik rezonansin ortaya ¢iktigi (K,C) egrileri. Malzeme
modeli olarak p,/p, =1.0, y =,/ 14 =3.0 segilmistir.
Ikinci olarak, p,/p, =1.0, y =,/ =3.0 malzeme modeli segilerek ve tabakalar

aras1 kalinlik oranlart H=1 ve H=5 alinarak besinci harmonik rezonansin ortaya
ciktigi (K, C) egrileri Sekil 2.3’ de verilmektedir. Dikkat edilirse, bu segilen
malzeme modeli icin de Sekil 2.2 icin yapilan gbézlemler gegerlidir. K’ nin biiyiik

degerlerinde C — 1.5811 olmaktadir.
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3. iKi TABAKALI ELASTIK BiR ORTAMDA SH DALGALARININ
M.HARMONIK REZONANSI

3.1 Giris

Nonlineer elastik malzemelerden olusan diizgiin kalinlikli iki tabakali elastik bir
ortamda, SH dalgalarinin yayilmasin1 karakterize eden hareket denklemi ve sinir
kosullart Bolim 2.2° de gosterilmistir. Boliim 2.3” de ise lineer SH dalgalarinin
yayilmasi incelenerek SH dalgalarina ait dispersiyon bagintisi elde edilmis ve Boliim

2.4’ de temel dalga ile onun tiglincii ve besinci harmoniginin rezonans etkilesiminin

hangi dalga sayilarinda ortaya ¢iktig1 incelenmistir. Burada, ¢, < ¢, kabulu altinda, c
SH dalgalarmin faz hizini, ¢, ve ¢, ise sirasiyla iist tabakada ve alt tabakadaki lineer
kayma dalgalarinin yayilma hizlarimi gostermek iizere, ¢, <Cc<cC, ve C, <C,<C
olmast halinde SH dalgalar1 varolmaktadir. Her iki durum da ayr1 ayr ele

incelenebilir. Bu galigmada ilk esitsizligin gerc¢eklendigi kabulu altinda inceleme

yiiriitilecektir.

Bu boliimde, farkh elastik malzeme 6zelliklerine sahip iki tabakadan olusan bdyle bir
ortamda Boliim 2.4° de incelenen harmonik rezonansin ortaya ¢iktigi dalga sayisi
civarinda nonlineer SH dalgalarinin harmonik rezonans etkilesimi ele alinmaktadir.
Bu problem, Boliim 3.2’ de asimptotik bir pertiirbasyon metodu olan degisik dl¢ekler

yontemi kullanilarak incelenecektir.

3.2 SH Dalgalarimin Harmonik Rezonansi

Iki tabakali elastik bir ortamda pozitif X ekseni boyunca yayilan ve Z ekseni
boyunca yer degistiren kii¢iik ama sonlu genlikli SH dalgalarinin harmonik rezonans
problemi, asimptotik bir pertiirbasyon metodu olan degisik Olcekler metodu ile

incelenecektir.

Bu amagla, & >0 nonlineerligin mertebesini gosteren kiiciikk bir parametre olmak

tizere, X,Y,t bagimsiz degiskenleri yerine asagidaki yeni degiskenler tanimlanar:
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X=X, t=¢&t, y=Y ,i=012 . (3.1)

Burada (x,,Y,t,) degiskenleri problemdeki hizli degisimleri ve (x,X,,t,t,)
degiskenleri ise yavas degisimleri karakterize eden degiskenlerdir.

Tabakalara ait yer degistirme fonksiyonlarinin, U ve v, ¢ cinsinden uniform gegerli
acilima sahip olduklar1 varsayilmaktadir [6];

o0

U=>"e", (X, X, %, Yato 1)
" (3.2)

V= Zg”vn(xo, X, %y, Yo b, 1, t)
n=1

Eski ve yeni degiskenlere gore tiirev operatorleri arasinda asagidaki bagintilar

gecerlidir:
0 0 0 , O
—=—te—+& —,
oX oX, OX OX,
0_0,,0,20 (3.3)
ot o, ot o,
0_29
oY oy

Ik olarak, (2.4), (2.5)’de verilen hareket denklemleri ve (2.6)-(2.7) ile verilen sinir
kosullar1 (3.1)’ de verilen bu yeni degiskenler cinsinden yazilir ve (3.3) tiirev
dontigimleri kullanilirsa ve daha sonrasinda da (3.2)’ de verilen asimptotik agilimlar
kullanilirsa, ¢ 'nun ayni kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenerek u_ ’ lerin ve v ’ lerin
ardigik olarak hesaplanabilecegi bir problemler hiyerarjisi elde edilir. Buna gore, ilk

li¢ pertiirbasyon problem asagidaki gibidir:

Birinci Mertebe Problem:

O(e): P'de LWPu, =0, (3.4a)
P'de LPv, =0 , (3.4b)
ou
y=h'de —=0 (3.5a)
oy
ve
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, ov.
y=-h,'de Elzo ,

y=0'da u, =v,
ve
ou, oy
oy Ty
Ikinci Mertebe Problem:
0(e%): P'de Wu,=L"y
R,'de LPv, =LPy, :
, ou,
y=h'de E =0 ,
y=-h,'de N, =0 :
oy
y=0'da u,=V,
ve
ou ov.
Uciincii Mertebe Problem:
0o(e%): P'de LYu, =L%u, +LPu, +nN,(u,)

P,'de LPv, =LPv, +LPv, +n,N,(v,)

ou
y=h'de —=0
oy
: ov
y=-h,'de 53:0
y=0'da u; =v, ve
ou OV, oV, ou
§_7§:7ﬁ2§Q0(V1)_ﬂ1al
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(3.5b)

(3.6a)

(3.6b)

(3.7a)

(3.7b)

(3.8a)

(3.8b)

(3.9a)

(3.9b)

(3.10a)

(3.10b)

(3.11a)

(3.11b)

(3.12a)

(3.12b)



Burada, lineer diferansiyel operatorler,

LY, 1L, LY ve nonlineer

operatorler N, ve Q, asagidaki gibi tanimlanmustir:

L) =Y

2 2
2(8‘/I+6W)

oty oxy

8y2

I—l(V)( )_ 2 82!r// 2C2 821//

OOt " X0
W 0w 26w O’y
L, (w) = o 8t6t+ ( axax)

No(y) = [—(a—‘”Qo(w» —(—"’Qo(w»]

Qo(!//)( ) (dy)

diferansiyel

(3.13a)

(3.13b)

(3.13¢)

(3.14a)

(3.14b)

Bu tip asimptotik analizde her bir mertebe pertiirbasyon problemi lineer olmaktadir.

Ayrica, (3.4)-(3.6) ile verilen birinci mertebe problem Boliim 2.2° de verilen (2.19)-
(2.12) ile verilen klasik lineer problemi ile es yapidadir. Sadece (2.9) ve (2.10)’daki

yer degistirme fonksiyonlar1 (X,Y,t) degiskenlerine bagl iken (3.4a,b)’ de verilen

& mertebesindeki problemde yer degistirme fonksiyonlari

degiskenlerine baglidir.

(X0 %01 %, ¥, T, 1y, 1)

Bu c¢alismada dalgalarin faz hiz1 i¢in ¢, <c<c, esitsizliginin saglandigi kabulu

altinda incelemeyi yiiriitecegiz. Bu halde birinci mertebe problemin ¢dzlimlerini

Boliim 2.3’ teki gibi degiskenlerin ayrilmasi metodu ile agsagidaki formda alabiliriz:

= Z{Ai(')e“klply + Bl(')e’”klply} e" +ke.

1=1

= {Cle™ + D"V e +ke.

1=1

Burada,
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2 \/2
(1_2_2] ,¢=kX0 — Wi,

(3.15a)

(3.15b)

(3.16)



ve AV, BY,C,D{" birinci mertebe {x,X,.t,t,} yavas degiskenlerine bagh dalga

genligi fonksiyonlaridir. kK dalga sayisi, W agisal frekans olup,"k.e." ise Onceki
terimlerin kompleks eslenigini ifade etmektedir. (3.15a,b)’ de verilen ¢oziimler (3.5)-

(3.6) sinir kosullarinda kullanildiginda
wu® =0, 1=12,.. (3.17)

homojen cebrik denklem sistemi elde edilir. Burada, W, dispersiyon matrisi

ilkp,e"®"  —ilkp,e "M 0 0
0 0 _Ik Ikv,h, Ik —lkv,h,
w=| | V,€ V,€ (3.18)
ilkp, —ilkp, ylkv, —ylkv,
1 1 -1 -1
ve U birinci mertebe genlik vektorleri ise
u® =[A",B",c, D] (319)

seklinde tanimlanmaktadir.
Dikkat edilirse, | =1 i¢in (3.18) ile verilen W, matrisi (2.20) ile verilen W matrisi
ile 6zdestir. Dolayisiyla, | =1 igin

detW, =0 (3.20)

olur ve dispersiyon bagmtisi (2.22) ile verilen klasik dispersiyon bagintisiyla ayni

yapida elde edilir:
p, tan(kh, p,) —»v, tanh(kv,h,) =0 . (3.21)

Bu c¢alismada temel dalga ile onun m. harmoniginin etklesimi problemi
incelenecektir. Bu ylizden m. harmonik rezonans durumunun ortaya ¢iktigi bir kritik

dalga sayist k., ve ona karsi gelen agisal frekanst W, olmak iizere, (K ,w,) ve
(mk_,mw,) ciftleri aym1 anda (2.23) veya (3.21)’ de verilen lineer dispersiyon

bagintisin1 saglar. (2.20) ve (3.18) es yapida oldugundan, (3.18) yardimiyla
det W, =0 olacag: goriilebilir.

Yani,

=1 igin detW,=0 ve I=m i¢in detW =0
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=L m icin detW, #0
olur. Dolayisiyla birinci mertebe ¢oziim,
U = AP 00X, L BRY U™ = AP 00, BB)R™

U 20, I#Lm. (3.22)
bulunur. Burada A" ve A!™ sirasiyla temel mod (1 =1) ve onun m. harmoniginin
yavas degisen kompleks genlik fonksiyonlaridir. R ve R™ ise

WR® =0 , W R™ =0 (3.23)
sartlarin1 saglayan siitun vektorleridir.
Temel dalganin dalga sayisina k; =k ve onun m. harmoniginin dalga sayist k, =mk
dersek (3.23)’ de verilen homojen denklemlerinin bir ¢dziimii olarak R®ve R™
asagidaki gibi alinabilirler:

(R(l)) = (Sle—iklplhl—klvzhz ’ Sleiklplhl—klvzhz ’e—2k1V2h2 ’1)T (324)

— ik Py KV ik Pty —KeVohy  a—2KVohy ANT
(R(m)):(sme' pihy sz’Sme' Pihy—Kmv, 2 e V2 2’1)

Burada,

g _cosh(khyv,) o _ cosh(kyhyv,)
Yocos(khp) " cos(k,hp)

dir.
Boylece , (3.22) kullanilarak birinci mertebe pertiirbasyon probleminin ¢oziimleri

ul — (A:El) (Xl’ Xz’t:l’tz)(eiklply R:El) + e*iklplyR(zl))ei(leO_Wlto)

_ . _ (3.25)
+(AM (X, Xy, 1, 1,) (€ PYR™ g HnPYR M )g! (o ~vinlo) 4 | g

v, = (Ail) (Xl’ Xz,ti,tz)(e_klvzngl) + ek1V2ngfl))ei(k1X0—V‘ﬁto)

. (3.26)
+(AM (%, %, b, 1,) (€7 RM 4 gfn YR (Mgl tno=vinbo) 4 g

olarak elde edilir. Dikkat edilirse, birinci mertebe yavas degisen kompleks genlik

fonksiyonlart AP ve A™’ nin agik olarak hesaplanmasi, birinci mertebe problem
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¢oziimii icin yeterli olacaktir. A" ve A™’ yi acik olarak hesaplayabilmek igin
ikinci ve tgilincii mertebe problemlerin de incelenmesi gerekmektedir. Bunun igin,
(3.25) ve (3.26)’ da verilen birinci mertebe problemin ¢oziimleri u, ve v,, ikinci
mertebe pertiirbasyon probleminin (3.7a,b)’de verilen hareket denklemlerinde

kullanilirsa bu denklemler agagidaki formda elde edilirler:

|_$)1)u2 — 2i(R£1)eiklply + R(Zl)e*ikiply)ei(ﬁ Ml(i'l)

_ . _ _ (3.27a)
+2I(R{MelnPy 4 R(MgtnPY)gidn\ M) 4 k g,
)y, = 2i(RWe k%Y 1 RDeakiv2Y ol \. 2D
LO 2 ( 3 ) 4 k) _ll (327b)
+2i(R{Me Y 1 R{Mekn2Y)gln M 2M) 4 k g,
Burada, «a =12 icin
vy OAD OAY
Ml(l 1):W1 6‘:1 +k,c3 81 , ¢ =KX, — Wity
(3.28)
(m) (m)
M =w, PR 2 O3 g kg~

m atl m~a axl !
seklinde tanimlanmaktadir.

Simdi de (3.27a,b) hareket denklemleri ve (3.8)-(3.9) ile verilen sinir kosullart ile
tanimlanan siir deger probleminin ¢dziimlerini insa edelim. Bunun igin Once

problemin ¢oziimlerini

[
N
Il
=)

.t

<l
N

(3.29a)

V, 5+

<l
N

(3.29b)

formunda iki parcaya aywralim. U, ve V, homojen olmayan denklemin ozel

cozumleri; 0, ve V, ise

L9(@,)=0 (3.30a)
L2 (7,) =0 , (3.30b)

homojen denklemlerini ve asagida verilen homojen olmayan sinir kosullarini

saglayan ¢oziimler olsunlar:
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o, __on, 3.30
= (3.30c)
ov OV,
N S 3.30d
y . = (3.30d)
y=0'da 0,-V,=—(T,-V,) , (3.30e)
ve
%_7%:_(@—;/%)
o oy o oy

(3.30f)
Once (3.27a,b) denklemlerinin &zel ¢oziimlerini belirsiz katsayilar yontemini

kullanarak insa edecegiz. (3.27a,b) denklemlerinin sag yanlarindaki fonksiyonlarinin
yapilarini dikkate alarak ikinci mertebe 6zel ¢oziimleri

0, = (FYe"PY + FMe 4Pyt 4 (FMe™ P 4 FMe Py yeitn 4 ke, (3.31a)
v, = (FPe % + FWek2Y)ye'h + (F(Me Y + FMeln2Y)yelh 1 ke, (3.31b)

formlarinda segilebilirler. Bu ¢6ziim formlar1 (3.27a) ve (3.27b) denklemlerinde

yerlestirilir ve belirsiz katsayillar metodunun kurallar1 uygulanirsa gerekli ara
islemlerden sonra F® ve F™ katsay: fonksiyonlari asagidaki sekilde elde edilirler:

g (11 )pg (L1
Fl(l) _ _Ri)Ml(l ) 2(1) _ R(Z)Ml(l :
2 >

K C K\ Ct

o _ IREMG?
V2k1C22 L V2k1022
(3.32)
F]_(m) = __Rim)Mj;I:’m) 1 Fz(m) = R(Zm)M:S;m) ]
PiKnCy PG

Fm — iR{MMET™ Fm = iR(MMM ™
2 ! 2
VoKnC; VoKnC;
Diger taraftan, (3.30a) ve (3.30b) homojen denklemlerinin ¢oéziimleri de birinci

mertebe problemdeki gibi degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilarak asagidaki
formlarda elde edilirler:
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0, = i{Ag')e”"l"ly + Bé')e“”‘lply}ew +ke. (3.333)
1=1

7, = {Ce ™Y - D{e" &' +ke. (3.33b)
1=1

Burada A, B{",C{" ve D{", (x,X,,t,t,) yavas degiskenlerine bagli ikinci mertebe

dalga genligi fonksiyonlaridir ve (3.30) sinir kosullarinda kullanilirak hesaplanirlar.

Birinci mertebe problemin ¢dziimiinde yaptigimiz gibi U = (A" B C{ D))"
vektoriinli tanimlayalim. (3.33)’de verilen ¢éziimler (3.30) kosullarinda kullanilirsa

Ug) ’ler i¢in asagidaki cebrik denklem sistemi elde edilir:
WU =p . (3.34)
Burada,

b 20, bi™ =0 ve Il =L,m igin b{" =0 (3.35)

dir. 1 =1 ve | =m igin b{” ve b{™ asagidaki formda elde edilirler:

RO @ik ph e’ — FP (1-ik,pjhy)e P |
b® — —F® (L+kyV,h, )e'2" — F® (1—k v, h, )e " |
~(FY+F9)+y(FY +FY)
0

(3.36)
R Lk, pyhy e — B (L ik, pyhy e |
—F™ (L+K,V,h, e — F(M (1K v,h,)e """
(K™ + ™) +y(F™ + F™)
0

g™ =

Burada, I=1,m igin detW,=0 ve detW, =0 ve b{® 0 ve b{™ =0’ dir (3.34)
homojen olmayan cebrik denklem sisteminin | =1,m i¢in ¢dziime sahip olabilmesi

icin LY ve L'™ vektorleri,
LYW, =0  ve L™W, =0 (3.37)

denklemleri ile tanimlanan satir vektorler olmak tizere
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L% =0  ve L™p{™ =0 (3.38)

uygunluk kosullarinin saglanmasi gerekir. (3.37)’ nin ¢oziimleri

-1
I=1m icin LO = , Y1, —ykv,tanhkhy, |(3.39

mem (cosk,hlp1 coshkh,v, Fhte 1Moz |(3:39)
olarak hesaplanabilir.

Diger taraftan W, (I=1,m) matrisinin ve R(j') vektoriinlin tanimlarini kullanarak

gerekli hesaplamalar yapilirsa, b{" vektorii asagidaki formda yazilabilir:

0} (M
b =—i OA;” OW, _ 0A” W, RO, 1=1m (3.40)
o ow  ox ok

(3.23)’ de verilen bagmti, WR® =0, k’e ve WR™ =0 ise k, e gore

turetilise ,

0] 0]
%Jrvg(l)% RO 4+ W, ﬁJrVg(l)ﬁ =0, I=1m (3.41)
ok, oW, ok oW,

denklemleri elde edilir. Burada,

duy

l=Lmicin V' = m
|

(3.42)

olarak tanimlanmaktadir. Vg(l) ve Vg(m), sirastyla temel dalga ve onun m.

harmoniginin grup hizlarim gostermektedir. (3.41) denklemini soldan L") vektorii ile

carpilip (3.37) dikkate alinirsa

l=1m icin Vg(l) :_(L(I) 68\:(\4 R(I)]/{L(I) %W\NIR(I)J (3.43)
| |

oldugu bulunur. (3.36)’ da verilen b{" (1=1,m) ve (3.43) kullanilirsa L"b{’ =0

uygunluk kosulunda
oAD +Vv ¥ oAP _ 0 e oA" +V M A" _ 0 (3.44)
o, 7 ox o,
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oldugu goriiliir. Bu ise AY ve A™ genlik fonksiyonlarmin sirasiyla Vg(l) grup hizi

ve Vg(m) grup hiz1 ile ilerleyen bir referans gercevesinde sabit kaldiklarin1 gosterir. O

halde,
AP = AP, VLX) ve  AM =AM (V% L) (345)

yapisinda olacaklardir. Boylece, (3.34) denkleminin ¢6ziimii, (3.41) ve (3.43)

kullanilarak | =1,m i¢in

Uy = APRO oA (

o (3.46)

RY i RY
a o

seklinde elde edilir. Burada A’ ve A{™ fonksiyonlarmin temel dalga ve onun m.

harmoniginin ikinci mertebe yavas degisen genligini temsil eden fonksiyonlardir.
Bu ¢alismada sadece birinci mertebe ¢dziim inga edilecegi igin A ve A{™ genlik
fonksiyonlarmin agik yapilara ihtiyacimiz olmayacaktir. 1#1,m igin detW =0

kabul edildigi i¢in b{" =0 olur ve
uP =0, I=1m (3.47)

olarak bulunur.

Simdi, birinci mertebe genlik fonksiyonlarini tam olarak belirleyebilmek i¢in {iglincii
mertebe pertiirbasyon probleminin ¢dziimiinii insaa edelim. Bunun i¢in elde edilen
birinci ve ikinci mertebe ¢oziimleri (3.10a,b) denklemlerinde kullanilirsa, gerekli ara

islemlerden sonra hareket denklemleri asagidaki formda elde edilirler:
LOu, =[(D, + D,y)e™™ + (D, + D,y)e P + De¥4™ 4 D g 3PV

+ D, e/t )P e [(D, + Dy, y)e* Y + (D, + D, y)e
+ D15e3|km Py + Dlﬁe—Slkm Py + D17e'(km‘2"1) Py + Dlse—l(km+2k1) %
+ Dlgei(km+2k1)ply + Dzoei(—km+2k1)ply]ei¢m + (e3‘¢l,e3‘¢m ,ei(¢l+2¢m)

!n+20) ollin=201) ol(2dn~4) )i terimler)+k.e.

(3.48a)
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L@v, =[(D,, + D,,y)e 'Y +(D,; + D,,y)e""?Y + D,.e "
n D26€3k1v2y T D27e(k1—2km)v2y + D28e(k1+2km)v2y
+ D, e (at#nly | D eClatdmaYieih L (D, +D,,y)e
+(Dy; + Dy, y)e' ™Y + Dye %Y 4 D, %Y 4 D, glkn 2k
+ Dyyeln 2y 4 D g tnr2%y | D k2 gl (e3i¢l,e3i¢m ’ei(¢1+2¢m),
e'Un+2h) olln=201) ol(20m=h)1|j terimler) +k.e.
(3.48b)

Daha onceden de belirtildigi gibi bu ¢alismada biz temel dalga (I =1) ile onun m.
harmoniginin (I =m) etkilesimini inceliyoruz. Bolim 2.4° de m=3 iginci
harmonik rezonans ve m=5 besinci harmonik rezonansin ortaya ¢iktigi (k,w)
degerlerinin bulunmas! igin analiz yiiriitiilmiistii. Ozel olarak m=3 olmas1 durumu
yani iigiincii harmonik rezonans kosulunun saglandigir durumda (K., w,.) = (3k;,3w,)

olacaktir. Bu durumda (3.48) denkleminin sag yanindaki, bazi terimlerin

ei(2Q+¢m) — eSi¢’ ei(2¢m+¢§_) — e7i¢’ ei(¢m_2¢1) — e|¢

formunda olmasi gerektigi cikar. €' =¥ ve ' —e olacag icin,

e 2Aye e %24l terimlerden gelecek olan katkilarinda gézoniinde

bulundurularak e ve e “terimlerinin katsyilarina eklenmelidir. Simdi temel dalga

ile besinci harmoniginin etkilesimi i¢in incelemeye devam edilecektir.

3.2.1 Temel dalga ile besinci harmoniginin etkilesimi

(3.48a,b) denklemlerinde k =k ,w,=w ve m=5 i¢in k;=5k ve w,=5w

yazilirsa gerekli diizenlemelerden sonra (3.48a,b) denklemleri asagidaki forma

indirgenir:

LSL)Us = [( Dl + D2 y)eikply + (D3 + D4 y)e*ikply + D5e3ikp1y
+ D6e‘3‘kp1y + D7e—9ikp1y + D8e—11ikp1y
11ikpy 9ikpyy Yai Sikpry
+ Dge Py + DlOe Py ]e|¢ +[(D11+ Dlzy)e o
+ (D13 + D14 y)e—5lkp1y + Dlsel5|kply + D16e—15|kply
+ Dl7e3ikply + Dlge—7ikp1y + D19e7ikply n DZOE_Sikply ]e5i¢ 4

(3%, e7% e%¢ el 15 i terimler)+k.e. (3.49a)

28



LV, =[(D,; + Dy y)e ™ + (Dyy + Dy y)e " + Dyge
i D2683k"2y n D27e—9kv2y + D28e11kv2y
+ nge—llkvzy + D30e9kvzy]ei¢ + [(D31 + D32 y)e—5kv2y
+(Dyy + Dy, y)eswzy n D35e—15kv2y n D36615kv2y + D37e3kv2y
i D38e7kv2y n D3ge—7kv2y n D40e—3kvzy]e5i¢ N

(€37 e7 &% e o159 ]i terimler)+Kk.e. (3.49b)
Burada, D,, i=12,..40 Kkatsayilarinin agik ifadeleri Ek A.da (A.3.1)’ de
verilmektedir.

Simdi iigiincii mertebe probleme ait hareket denklemlerini ele alalim. Uciincii
mertebe problemde yer alan denklemler de ikinci mertebe problem gibi homojen

olmayan denklemlerdir. Dolayisiyla, ti¢iincli mertebe ¢oziimler de

U, = (3.50a)

=
1%

+

|
w

Vy =V, +

S

(3.50b)

olacak sekilde ikiye ayirilabilir, dyle ki E ve \/_3, sirasiyla (3.49a) ve (3.49b)

homojen olmayan denklemlerinin 6zel ¢6ztimlerini; U, ve V, ise,

L (0,) =0 (351a)
L9 (7,) =0 (3.51b)

homojen denklemlerinin ~ ve asagida verilen homojen olmayan siir kosullarini

saglayan ¢6ztimleri olsunlar.

ou,  ou
yoh'de Qa0 (3.51c)
o oy
o, oV
yohide oo T (3.51d)
2 ay ay
y=0'da 0,-V,=—(T,-V,) (3.51e)
ve
aaa 8\73 aUS 8\73 (351f)
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(3.49a) ve (3.49b) denklemlerinin 6zel ¢oziimleri U, ve V, fonksiyonlari,

0, = 06" + 0% 4 O 4 £V 4+ P 1 {06! 4 {0965 ke (3.52a)

v, = gél’ei‘” + g§3)e3i¢ + g§5)65i¢ + g§7)e7i¢ + gég)eQiqﬁ + géll)elli¢ T g§15)e15i¢ +ke. (3.52b)

seklinde secilebilir. Dikkat edilirse T, ve V, 6zel ¢oziim formlarinda e’ ve e

terimlerine ek olarak €% e™? e%¢ e e terimlerinin de olmast gerektigi
goriilir. Ancak biz bu g¢alismada temel dalga ile onun besinci harmoniginin
etkilesimini inceledigimiz i¢in bu terimlerin katsayilarmin acik ifadelerini
bulmamiza gerek olmayacaktir. Yani € ve €%’ 1i terimlerin katsayilar1 olan

0, 15 g, g katsayilari hesaplanacaktir.

O = (g +&,Y)ye"™ + (g, +£,y) ye ™ + g5 + g 07"

. . _ _ (3.53a)
+ 6,870 4 oo 4 o @t 4 g @2 ke,
5 5ik —5ik 15ik -15ik
£ = (611 + 1Y) Y& + (655 + 1Y) YO + 5,8 4087 (3.53b)
+ 6‘17e3|kp1y n 818e—7|kp1y + 819e7|kp1y + gllef3lkp1y +ke. ,
o _ —kvy kvay —3kipy 32y
3 =(EntEY)Ye " + (63 +85Y) Y™ +6,58 "7 + 6507 (3.54a)
KLy gllkvzy g 1tkv2y kY 4k |
+&y + &g T &9 + &30 TR
] o Skv. 15k 15k
087 = (551 + £ Y) Y& + (635 + 53, Y) Y&V + 535070 + 6,501 (3.54b)

+£5,8% +£50™Y + 508N 1,670 +ke.

seklinde secilebilirler.

(3.52a,b) ¢oziimleri (3.49a,b) denkleminde kullanilirsa, gerekli ara islemlerden sonra

& katsayilar1 (i=1,..40 ) elde edilirler. Bu katsayilarin agik ifadeleri Ek A.” da
(A.3.4)’ de verilmektedir.

Uglincii mertebe homojen denklemlerin ¢oziimleri ise U, ve V, asagidaki bigimde

aliirlar:
0y = (A" + B ™ )el + ke, (3.55a)
1=1
V= (C{e™ + D{e")e' 1+ ke. (3.55b)
1=1
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(3.55a) ve (3.55b) ile verilen homojen ¢oziimler, (3.52a) ve (3.52b) ile verilen 6zel
coztimlerle birlikte (3.51) (c-f) sinir kosullarinda kullanilirsa,

WU =b®”  ve W,U$ =h® (3.56)
cebrik denklem sistemleri elde edilir.

n=135,7,91115 igin  b{™ %0
l#n  i¢in b’ =0 (3.57)

dir. n=1 ve n=5 igin b{" ve b{® vektorlerini uzun ara islemlerden sonra asagidaki

formda agik olarak yazabiliriz:

b® — B 4 FE ‘ Aﬂz AD 4 F ‘ Af’)r A® (3.58a)
B = B0+ P AR AP+ F AP AP (3.580)

Burada, bg(') 1 =1,5 vektorlerinin agik ifadesi asagidaki gibidir:

50 | i OWLOAY oW 0AD ) (0w, 0AD W AP ) |
ow ot ok ox, ow, o, ok o,

+1 62\/\/' aZAJ(-D s aZVVI 62A:(LI) +82VV| 62A:(L|) R(|)
2w ot “owok atox, | okE ok

{[GW, AL oW, azAf)j(aRl O aR,ﬂR(,) 115

(3.59)

ok o ow otox ok ¢ ow,

(af)=@15) ve (af)=(51) ve a,f=15 a=f olmak iizere, F*? , F*®ve F

vektorlerinin bilesenleri agagidaki gibidir:

cosh®(k,hV,) s un,

F) =—pghk(9+2pf +9p;
i Bk, (9+2p; +9p;) cos (N p.)

Fe) = B hk?(9-2p +9p;)e ",
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_ p ka cosh®(k,h,v,)
' pl Coss(kahl pl)

3
+1p, k_ﬂ[(g —2VZ +9v, )sinh(ka ph) - % (—=3+2v2 +9v;)sinh(3k,, plhl):| o3kl

v

2

aa . 3 ] i ,
F3( ) {(9+2pf +9pf)sm(k,, p1h1)—z(—3—2p12 +9p14)S|n(3ka plhl)}e 3k, voh,

5 cosh®(k_h,v,)
’ Cos3(kahl pl)

+2yB,V K> {(H 3v; )sinh(3k, p;hy) + % (1-9v3)sinh(k, plhl)j| oy

~2hpk [(2-3p2)sin(3k, phy) + L+ 9p)sin(k, ph) Je

k? cosh®(k, h,v,)
4p; cos’(k,hp,)

2

-5, % [(—3 +2v} +9v; )cosh(3k,V, hz)] g kel
2

R =—p, | (-3-2p} +9p;)cos(3k, pihy) Je "

(3.59)

cosh” (k,h,v,) cosh(k,h,v,) o (2K Vol
cos”(k,hp,) cos(k;hp,)

R =—48hkik; (3+2p; +3p;)

R = 48,0 k2K (3—2v; +3v, e e
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Fon _ap k2k, coshzz(kahzvz) cosh(k,h,v,)

b, cos’(k,fupy) cos(k,hp,)

. k;kﬂ (2ka + kﬂ) _(Skﬂ + 2ka plz _3(kﬂ + Zka) p14 )_ Sin(2ka + kﬂ) plhl COShZ(ka thz) COSh(kﬁhZVZ) ei(Zkaﬂ)VZh?
1 Pk, +kg) cos’(k,hp,) cos(kshp,)

kK, (2K, —k,)[ (3K, +2k, p; —3(k, —2k,) p;)_

[(3+ 2p7 +3p; )sin(kﬁ plhl)] g (Phataliale

Sin(Zka - kﬂ) p1h1 COShz(ka hZVZ) COSh(kﬂhZVZ) e*(ZkaJrkﬂ)Vzhz

+
' pl(ka_kﬂ) cosz(kahlpl) Cos(kﬂhlpl)
k2K
+4yp8, L | (3—2v2 +3v¢ )sinh(k v,h, ) |e” @«
"B, v, |:( 2 z) ( 5V2 z):|
i k2K, (2K, +K, )| (3K, + 2K, 02 +3(k, + 2K, )V ) [sinh(2k, +k,)vh, o
i v, (k, +k,)
ki, (2, k) (3K, + 2K,v2 +3(k, + 2K, )v; ) [sinh(2k, ~k,)vh, .
2 vy (k, —k,)

ks | (3, + 2k, 2 ~3(k, ~2K,)p; ) [cos(2k, +K,) By cosh?(k v, ) coshik, ) T

Fzgaﬂ) =B 2 2
pr (K, +k;) cos” (k,hyp,) cos(ksh, p,)
iy KoKy [(3kﬂ +2k,p; -3(k, -2k, )p/ )}COS(Zka —Kg) PPy cosh?(k h,v,) cosh(k,hyv,) i
' p12 (ka - kﬁ) cos’ (kahl p1) Cos(kﬁhl p1)
y Ky | (3K +2K,02 +3(K, + 2K, )5 ) [cosh(2k, +k, v h e
’ va (k, +K,)
Kk, | (=3K, +2k V2 +3(k, +2k_)v; ) |cosh(2k, —k,)v,h
_/Bz B [( B 2 : B 2 )J 17272 e—(zka+kﬂ)vzhz (3.60)
VZ (ka - k/j)

Burada, b{" (n#15) vektdrlerinin  agik ifadeleri incelememizde gerekli
olmadigindan verilmemistir. F“?, F“ (o, f=15,a# f) vektorleri lineer ve

nonlineer malzeme parametrelerine ve dalga sayilarina baglidir. Nonlineer malzeme

parametreleri n, =0 ve n, =0 oldugunda F“* =0 ve F*” =0 olur.

Ayrica su noktaya da dikkat ¢ekmek gerekir; h, —» o igin yukarida incelenen

problem fiziksel ve geometrik olarak daha 6nce [9]° da tek tabaka ile kapli yari
sonsuz uzay modeli i¢in incelenen Love dalgalarinin besinci harmonik rezonans

etkilesimi problemine doniisiir. Bu nedenle Boliim 3.2.1°deki sonuglarin da [9]” da
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elde edilen sonuglara doniismesi gerekir. Yukaridaki hesaplardan da hemen goriiliir

ki (3.59) ve (3.60) denklemlerinde tamimlanan F“®, F“" (o, f=15,a# f)

vektorleri h, — oo limitinde [9]° daki F“?, F“?ya indirgenebilmektedir.

| =1,5 igin b{" #0 ve detW, =0 oldugundan W,U’ =b{" denkleminin bir ¢dziime

sahip olabilmesi i¢in LY, 1=1,5 (3.39) ile tanimlanan satir vektor olmak iizere
LY =0, 1=15 (3.61)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. (3.61)’ de (3.40) ve (3.41) bagmtilari
kullanilirsa, yukaridaki uygunluk kosulu | =1 ve | =5 i¢in asagidaki gibi yazilabilir:

i oAy LYo 6A§1) 5A(1) VO oAy L AL A LA ‘ A(l)‘ AD
at, ° ox o, OX, ox;
+A AP AP =0

i A Vo L8 oAY i oAy Ve oA +1~(5)a AP G ‘A(“”)‘ A®
at, X, o, P ox ox;

4+ A6S) ‘Afl)r A® =0, (3.62)

Burada, T, A“? (a,8=15, a= f) asagidaki gibi tammlanmislardur:

EL(Q) V(a) 8 W 2\/(06) aZW +62V\2/a R(a)
. 2 2 ow, ok,  ok? 263
| (ew oW \( aR@ oR® oW, (363)
+ =4V —= +V @ /| L9 —= R
ok, ow, )\ ok, oW, ok, |
ve
_ L(ﬂ)F(aﬂ)
AP = 0 , a,f=15 a=p (3.64)
L& (ZZE\RW)
( kﬂ)

' tabakayi olusturan malzemelerin lineer 6zelliklerine ve k, dalga sayisina bagl

iken, A“” ise bunlara ek olarak ortam: olusturan malzemelerin nonlineer

ozelliklerine de baglhdir.
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(3.62) denklemlerinde AY ve AY ikinci mertebe genlik fonksiyonlarmm {x,,t,}
yavas degiskenlerine baghhigmin A® ve A®birinci mertebe genlik fonksiyonlart
gibi, sirastyla x, -Vt ve x -Vt formunda oldugunu kabul edersek, yani |=1
ve | =5 i¢in

A = AP (VI L) ve AP AP -VOLX.L) (369

oldugunu varsayarsak, | =1 ve | =5 igin

(8] @ (5) (5)
oA, +V O Ri 10 ve | VSR A oo (366)
o X ot X,

oldugu gériiliir. Bu kosullar altinda (3.62) denklemleri yalnizca AY ve AP igin

asagidaki kuple denklemlere doniisiir:

: A% YO oAl +F(1)8 AP +A0)| A‘l)‘ AL 4 AGY ‘A(F’)‘ A® =0 (3.67a)
o, ? ox, ox;

[ A7y AT | o TAT | e AOF AD K9 |AC AP 0. (367b)
ot, oX, ox;

Simdi, yeni boyutsuz degiskenler ve sabitler tanimlayalim:

T=Wt,, &=ki(x _Vg(l)tl)’

a a o f(a)
Al =k AW T@ k2 (3.68)
Wl
A(aB) K
AleP) — CA=—1 (VO _y )y
wk? W, Vg™ V)

Bu yeni degiskenlerin ve sabitlerin (3.67a,b)’ de kullanilmasiyla AP ve A®
boyutsuz genlik fonksiyonlari igin asagidaki kuple denklem sistemi elde edilir:

OAY L OPAY A

L AW ‘ Am‘ AD £ AGD ‘A“’)‘ AY =0 (3.69a)
ot

+iA
or o0&

(AT LAY L re aaA + A AO] A® 4 75 |AB[" A® = (3.69b)
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Burada T ve T'® Kkatsayilar1 lineer dispersiyon katsayilaridir. A®Y ve A®®
katsayilar1 ise temel dalga ve onun besinci harmoniginin self modiilasyonlarini
tanimlayan nonlineer katsayilardir. A™ ve A®? katsayilari ise iki dalganin birbirleri

ile etkilesen terimlerini gosteren katsayilardir. (3.69a, b)’ de A=Vg(5) —Vg(l) =0

olarak alinirsa yani temel dalganin grup hiz1 ile onun besinci harmoniginin grup hiz1
birbirlerine esit olursa, (3.69a, b) denklem sistemi kuple nonlineer Schrédinger

denklem (KNLS) sistemi haline dontistir;

i@A(l) +T® o°AY LA ‘A(l)‘2 AD L AGD ‘A(S)‘z A® =0
ot o&?

A7 o TAT | N |aB A 4 A |AG] A =0
2
or o (3.70)

Ayrica (3.69a,b) denklemlerinin,
AY(E,0 =AY, APE0)=AY (3.71)

baslangi¢ kosullar1 altinda genel olarak kesin analitik ¢6ziimiinii yapmak miimkiin
degildir. Burada dikkat edilirse, (3.69b) denkleminde A katsayisini yok etmek igin
AP 5 AP O i bir degisken doniisiimii yontemi de kullanilabilir. Gerekli
ara islemler sonucunda Q ve u katsayilar1 bulunarak ve doniisiimiin asagidaki gibi

oldugu sonucuna varilir:
5 5 _i(é%_r%)
A®) — AP Tr® ar (3.72)
Bu durumda da (3.69a,b) denklemleri A® ve A® genlik fonksiyonlari igin (3.70)’
y

de verilen KNLS denklemine indirgenir.

Kuple NLS denklem sistemi, fizigin jeofiziksel akigkanlar, nonlineer optikler gibi
bircok dalinda karsilagilan denklem sistemidir. Bu sebepten, literatiirde KNLS i¢in
solitary dalga c¢oziimleri, periyodik dalga c¢oziimleri arayislari ve kararlilik

incelemeleri iizerine bir¢ok ¢alisma bulmak miimkiindiir [24-31].

(3.69a, b) denklemlerinin A® ve A® genlik fonksiyonlar1 bulunursa, (3.68)° deki
degisken doniisiimleri kullanilarak (3.25) ve (3.26)’ da verilen birinci mertebe

uniform gegerli ¢oziimler tam olarak belirlenmis olur.
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A® =0 kabul edilirse, (3.69a,b) denklem sistemi iki tabakada yayilan A® genlikli
SH dalgalarinin self modiilasyonunu karakterize eden NLS denklemine indirgenmis

olur [17,23];

.0A®
|
or

, 0°AY

@
+T 5

+ AW AV AD =0 (3.73)

Burada benzer analiz temel dalga ile onun {i¢iincli harmoniginin etkilesimi i¢in de

ylritiilebilir. Bu durumda (3.48a, b) denklemlerinde m=3 icin k; =k, w, =w ve

_ _
k, =3k, w,=3w yazalm. Dikkat edilirse bu durumda gl ﬁ):ewj,

g n=24) — g-id olacagindan bu terimlerden etid terimine, e*3% terimlerinden de
639 terimlerine katki gelecektir.

Bu incelemede su noktaya dikkat edilmesi gerekir; (3.48) denklemlerinin sag

c i . .. 2 2 2
yanindaki €', €%’ terimlerinin katsayilarinda A® ‘Af)‘ , A® ‘Af)‘ , AY ‘Af’)‘ ve

2 . . —2 .
A® ‘Af)‘ terimlerine ek olarak AY A® ve A® ¢ de bagh yapilar goriilecektir.

Temel dalga ile ii¢lincli harmoniginin etkilesimi problemi ileride baska bir

calismanin konusu olarak incelenecektir.
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4. SONUC

Bu calismada farkli elastik 6zelliklere sahip diizgiin kalinlikli iki tabakadan olusan
bir ortamda nonlincer SH dalgalarinin yayilmasi problemi, ortamda yayilan
dalgalarin faz hizlar c, iist tabakaya ait lineer dalgalarin faz hiz1 c;, alt tabakaya ait
olan ise c; olmak tiizere c1<c<cC; kabulu altinda ele alinarak temel dalga ile onun m.
harmonigi etkilesimi problemi incelenmistir. Bu inceleme i¢in bir asimptotik

pertiirbasyon metodu olan degisik 6l¢ekler metodu kullanilmistir.

Oncelikli olarak lineer dalgalara ait dispersiyon bagintisindan yararlanilarak hangi
dalga sayilarinda harmonik rezonansin ortaya ¢ikacagi arastirilmig, 6zel halde temel
dalga ile onun {igiincii ve besinci harmoniginin etkilesiminin oldugu dalga sayilar1 ve
faz hizlart (k,c) belirlenmistir. Daha sonra nonlineer SH dalgalarinin besinci
harmonik rezonans etkilesimi incelenmis ve temel dalga paketi ile besinci
harmoniginin grup hizlarimin ayni olmasi durumunda bu etkilesimin bir kuple

nonlineer Schrodinger denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir.
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EKLER

EK A: Ugiincii Mertebe Pertiirbasyon Probleminin Katsayilari

43



EKA:
(3.49a, b)’ deki D, (i=1...,40) katsayilarinin agik ifadeleri agagidaki gibidir:

D, =2iR® (M5 + MY )+ RN + 21, % MEY+PR

D, = 2iR{’ (MSY + M§? )+ REON® + 21,9 % M3 +P,

in@
D4=2”§2 (wi+kcfijMﬁ’l) :
ke p,\ ot X

D, <[RY RIPAD AP |
D, =[RY[ RIRAD AL
D, =RPRVRPPAL[AC[
D, =RPRIRIRAL (AP
D, =RORPRIAL[AP['R,
D, =RORORIAY[AP['P,

D,, = 2iR® (ME” + M§9)+ RONS + 21, % ME +R,

—2iR® 0 0
D, = 2R1 (W_ + I«-:12 _j Ml(i'S) '
keyp, \ a4 %

Dy, = 2R (M3 + MG )+ REN® + 2T % MEP+P,

iR
D, = 2'52 (wijtkcl2 i} MEY
kerp oL T ox
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2 oy 2
Dy :‘R1(5)‘ RZ(S)F%AES)‘AES)‘ '
D. =|RO ROP A®|AO[
16_‘ 2 ‘ R™RA; ‘ 1 ‘ '
HRG) ROP AG) | AO]
D, =RPRORIRAL AL
Ty 2
D, = RORPRIRAP AV
Yy 2
D, =RPRORIAL AV R, |
- 2
D, =RORORIAL AV P,

D, =2iRP (MSY + ME? )+ ROND + 2T, % MY +PR,

_29RW
D, = on | W el = MG
kC2V2 at]. 8)(1

D, 2R (ME? +ME )+ RN + 210 S p,

(@)
D24 = 2R;4 Wi+kc§ i M1(12'l) )
kc,v, | ot 0%,

_pO|pO | A
Dy =R ‘Rs ‘ RaA; ‘Al ‘ ’
D. = RO|ROF p.A®[AO[

26— '\4 4 13411 1 '
D. —ROIRO p AO|AO[
27_4‘3‘14A1‘A1‘1
D. —R® R(E”ZP A® A‘E’)Z
287 '\4 4 154 ™ 1 '

_pO |G INGIG
D, =RP RO PAP AP,
D. —RO|RO p AO|AO[

30_R3 4 144 ™ 1 '

D, = 2RY (M7 + ME? ) RN +210 T MET o,
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(5)
D34:2R4 (Wi+kc§i]Mff'5) :
24

2 2

_ RO |pG OINE
Dss =R ‘Rs ‘ FeA ‘Al ‘ '

2 2

_p®|pG ®) | A6
Dss =R, ‘R4 ‘ ReA ‘Al ‘ ’

_pG |po]? G| A0
Dy, =RP[RY[ P AP AL

_ pG |po[? I
Dss = R4 ‘R4 ‘ PZOAl ‘Al ‘ )

2 2

_p6 |p® G [ A®
Ds =R ‘Ra ‘ PoAs ‘Al ‘ '

2 2
— RO RM® G AD
Dy =R ‘R4 ‘ FoA ‘Al ‘

ve ¢=1,234 ,]=1,5 olmak lizere

T oR;” Ly oR;
. ok, ° ow, |

]

N(j) _ CZ aZAij) _aZAgi)
@ )

ot “ ox

/4 14

. oAl oAl
M;‘;"):{W £ 4 ke —~

P, =-nkA? |AP[ {31+ p?)*RY RE[ +2(3- 2pf +3p!)RYRY[ }
-50nk‘AL|AC[ 3@+ p?)*RYRO[ +(3-2p2 +3p )RV RP[}

(A3.1)

(A.3.2)



2 2 2
P, =-nkAP|AP[ B+ p?) RO RY[ +2(3-2p7 +3p))RPRY[}

2 2 2
-50nk* AL |AP {3+ p))* R R[]+ (3-2p7 +3p! )RR

P, =k*n(-3-2p2+9p}) |
P, = 50k*n,[10p?(1—3p2) +(-3+3p?)] ,
R, =50k n,[10pf (~1+3p{) +(-3+3p{)]

P, =—625nk‘ AP |A[ {31+ p?)*R® RO +2(3-2p2 +3p{)RP [RP[ }
~50nk“ AP |AL[ {31+ p?)*RO R +(3-2p7 +3p1)RP RO}

P, = -625nk*A® [A®[ {3(L+ p?)?RO RO +2(3-2p2 +3p!)RO R}
2 2 2
—50nk ‘AP [AP[ {31+ p7)° R [RP[ +(3-2pf +3p)RP [RY)
P, =625k"n,(-3—-2p; +9p;) ,
R, =10kn[2p; (1-3p;) +5(-3+3p{)]

B, =10k*n,[2p7 (-1+3p?) +5(-3+3pf)]

Ry =—nk‘AY |AD[ B(L-v2)?RY RE +2(3+2v2 +3v))RY [RO['}

~50n,k*AY [AP[ 3L -v2)?ROROR +(3+2v2 +3v})RORPRO

2 2 25 ()"
R, =Nk ‘AP A 3UL-v2)’RY [RO[ +2(3+2vZ +3v/)RY RV}

-50k‘n, AL |A®[ {3(1-v2)2RORORE +(3+2v2 +3v5)RPRERY

P, =k'n,(=3+2v. +9v;) ,

P, = 25k*n,[(—6+ 6V, ) +5(-4v; —12vj)]
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P =25k*n,[(-6+6vS) +5(4vZ +12v%)]

Rs =625,k AP A 81— v2)2 R R +2(3+ 2v2 +3v/)RP R¥[ }

~50n,k*A® [AD[ B -v2)?RORPRY + (3+2v2 +3vf)RERV R}

R, =-625nk‘A® |AP[ {3L-v2)’ RO [RO[ +2(3+2v2 +3v/ )R RP}

~50k‘n, AP |AD[ 3L -v2)?RERPRY + (3+2vZ +3v))RORPRY}

P, =625k*n, (-3+2v; +9v;)
P =5k*n,[5(—6+6Vy) + (—4v5 —12v;)]

P, =5K*n,[5(—6+6v;) + (4v2 +12v;)].
Yukarida verilen denklemlerde ‘Ai”‘, AY” nin modiiliinii géstermektedir.

(3.53) ve (3.54) denklemlerindeki &

(i=1,...,40) katsayilarinin agik ifadesi

asagidaki gibidir:
o iD D o iD,
to2kelp, 4k’cip! ? dke?
Cl pl pl 1 pl
o — —iD, D4 . -iD,
3 2k 2 2 2 .2 4 4k 2
G p1 k. p; C P
& _Ds & _Ds
> Bk p? ® 8k p?
& __Db & N
" 80k*clp? ® 120k’ p;
D9 DlO
& =—5 =5
® 120k%c?p? 80k p?
. = iDll _ D12 . = iD12
11 2 2.2 .2 12 2
10kc; p, 100k°c; p; 20ke; p,
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—i D13 D14

En =
® 10kc’p, 100k%c?p?

e = Dis
' 200k*c? p?

& = D17
MRS
D19
E9 =55
T

o = D,, i D,,
2 2kcdv, 4kZcAv?

D D

31 32

Ey = +
% 10kc?v, 100kZc2v?

-D D
€3 = ot 257
10kc,v,  100k“c;v,

_D35
&35 = 2 2.2
200k“c, v,

o = D,
% 16k%cAv?

-D.

£ = 39
" 28N

Ew ="
“© = 16K2CAV2

€ = _ID214
20ke; p,

. = Dy
- 200k?c?p?

o = D
® o 24k%c?p!

DZO

Epp=—— 22—
2 _16k3c?p?

_ D,
2 4kciv,
- D,
2 4kcv,
— Dze

g =
® 8k2civ?

— D28

E =5
? 120k%cAv?

£ = —Dy
* 80kcAv?

D

£ = 32
% 20kc2v,

-D.
&y = 5
20kc, Vv,

£ = _Dss

® 200k2c2v2
_D38

Egg =———

® 0 24Kk2civ?
D40

(A3.4)
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