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CHEBYSHEVSONLUFARKLAR\KDﬂImHiLEADiTUREV%i¥UK§EK
MERTEBE BASLANGIC VE SINIR PROBLEMLERININ COZUMU

OZET

Bu calismada adi tiirevli yiiksek mertebeden baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin
¢oziilmesi amacglanmaktadir. Yiiksek mertebeden sinir deger problemleri uygulamali
mekanigin bircok muihendislik probleminde ortaya ¢ikmaktadir. Adi tirevli yuksek
mertebe diferansiyel denklemlerin ¢6zimi igin global faz-integrasyon, Adomian-
ayrigtirma, “The new-iterative”, diferansiyel doniisiim, diferansiyel kuadratik kurali,
homotopi analiz, homotopi pertiirbasyon, Spline ve Laplace ayristirma gibi gesitli
yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemlerden Adomian yontemi karmasik Adomian
polinomlarinin hesabini, homotopi yontemleri saglanmasi gereken bir¢ok kosulu ve
uygun parametrelerin bulunmasimi gerektirmekte ve hemen hepsi Chebyshev
polinomlarina gore daha fazla CPU zamanina ihtiya¢ duymaktadir.

Chebyshev polinomlar siirekli fonksiyonlar uzay: iizerinde tam ortogonal bir kiime
olusturmakta verekiirsif iligkileri kolayca elde edilebilmesi nedeniyle 6zellikle tiirev
ve integralleri istenilen mertebeden rekursif olarak hesaplanabilmektedir. Chebyshev
polinomlar1 ayn1 dereceden diger polinomlara gore verilen aralikta maksimum hatasi
minimum olan en uygun yaklagim polinomlaridir.

Chebyshev sonlu farklar yontemi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimiinde
siklikla kullanilan fonksiyonlardan biridir. Bu yontemde diferansiyel denklem hangi
mertebeden olursa olsun yaklasim polinomunun denklemde goriinen mertebeden
tiirevleri hesaplanmakta ve bu tiirevler diferansiyel denklemde kullanilarak, denklem,
lineerse lineer denklem sistemine, nonlineer ise nonlineer denklem sistemine
indirgenmekte, dolayisiyla buradaki tek problem nonlineer denklem sisteminin
¢Oziimi olmaktadir. Ayrica bu yontem ile birgok sayisal yontemde oldugu gibi
¢ozlim araliginin sadece belirli noktalarinda degil, tim aralik boyunca gegerli bir
yaklasim polinomu olarak elde edilir.

Chebyshev sonlu farklar yontemi ile birinci ve ikinci mertebe baslangic veya sinir
deger problemlerinin ¢6ziimi literatiirde siklikla goriilmektedir. Nadiren birkac
problemde ise ortaya ¢ikan l¢iincli mertebeden diferansiyel denklemler Chebyshev
yaklasim polinomunun 3. mertebeden tiirevi i¢in ardistk toplam sembolleri
kullanilarak ¢oztilmistiir. Bu mantik n. mertebeden tiirev i¢in ardigik n tane toplam
sembolii kullanilmasin1 gerektirmekte ve her toplamda igerideki ifade de
degiseceginden, programlamada giicliikklere neden olmaktadir.Yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemler, rekiirsif bir iliskinin var olmasina ragmen bu rekiirsif
iligkinin giderek karmasiklasmas: nedeniyle Chebyshev sonlu farklar yontemi
kullanilarak ¢ozilememektedir.

Bu tez ¢alismasinda Chebyshev polinomlarinin her mertebeden tiirevleri i¢in var olan
rekiirsif iligski yerine genel bir formiil iiretilmistir. Uretilen bu genel formiil ile
Chebyshev sonlu farklar yontemi her mertebeden adi tiirevli baslangic veya sinir
deger problemine uygulanabilir hale getirilmis ve bu yontem uygulanarak problemler
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lineer veya nonlineer denklem sistemlerine indirgenmis, bunlarin ¢oziimiinden de
diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak yaklasim polinomlari elde edilmistir. Calisma
kapsaminda, bu genel tirev formili yardimiyla genellestirilen Chebyshev sonlu
farklar yontemi farkli yiiksek mertebelerden aditiirevli lineer sistemlere, baslangi¢ ve
sinir deger, Robin sinir deger, karisik siir deger problemleri ile nonlineer sistemlere
uygulanmistir. Elde edilen sayisal ¢ozimler ile, analitik ¢gozimler karsilagtirilmig ve
yaklasim polinomunun terim sayisindaki artigla birlikte sayisal ¢oziimlerin hizla
analitik ¢oziimlere yakinsadig1 grafiklerle gosterilmistir.
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SOLUTION OF INITIAL AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF
HIGHER ORDER ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
CHEBYSHEV FINITE DIFFERENCE METHOD

SUMMARY

In this work, it is aimed to solve initial and mixed boundary value problems of higher
order ordinary differential equations. High-order boundary value problems arise in
many engineering problems of aplied mechanics. Many classical engineering
problems such as calculus of variations problems, kinematics are modeled
successfully with at least second-order differential equations. However, different
order differential equations come up when the mathematical constraints are reduced
for compliance with physical reality. For example, when non elastic, microstructured
material is considered, third-order differential equations arise at the mass flow of a
micropolar material. Even for the elastic case, fourth-order differential equations
arise in the bending of the linear elastic rod. Modelling of the behavior of the
induction motor requires fifth order differential equation, but when the fluid layers
are heated and rotated, the resulting classic heat dissipation require sixth order
differential equation. Many other examples can be found in the literature, but here
the two examples are given lastly for extreme cases; when the magnetic effects are
considered in setting of above example, the differential equation is tenth order, and
the vibration of a uniform bar governed by eighth-order differential equation is more
familiar one.

Various methods such as Global Phase-Integration Method, Adomian-decomposition
method, The New-Iterative Method, Differential Transformation Method,
Differential Quadrature Rule, Homotopy Analysis Method, Homotopy Perturbation
Method, Spline Method and Laplace decomposition methods are used for the
solution of high-order ordinary differential equations. Adomian method requires the
calculation of complex Adomian polynomials, homotopy methods require several
conditions to be satisfied and the presence of appropriate parameters and almost all
of them need more CPU time than Chebyshev polynomials.

Chebyshev polynomials create a complete orthogonal set for continuous functions
space and specially their derivatives and integrals of any order can be calculated,
since their recursive relationships can easily be obtained. Chebyshev polynomials are
the most appropriate approximation polynomials, maximum error of which is the
minimum on the given interval among the other same degree polynomials.

Chebyshev finite difference method is one of the frequently used functions for
numerical solution of differential equations. In this method, no matter what order of
differential equations, all order derivatives of the approximation polynomial
appearing in the equation are calculated and by using this derivatives in the
differential equations, the equation is reduced to the linear system, if equation is
linear. Similarly, if the equation is nonlinear, it is reduced to the nonlinear system.
Therefore, the only problem remaining here is the solution of the nonlinear equation.
In addition, in this method, the solution is not obtained for only at certain points as
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many numerical methods, but also a valid approximation polynomial as a solution is
obtained throughout the entire interval.

The solution of first and second order initial or boundary value problems with
Chebyshev finite difference method is studied widely in the literature. As we known,
in rarely a few problems, third-order differential equations are solved by Chebyshev
finite diffference method. In these studies, the summation symbol is used three times,
iteratively for the third-order derivative of the approximation polynomial. This logic

requires the use of the summation symbols n times, consecutively for the n™ order
derivatives, which causes difficulties in programming phases since the expressions
inside the summation symbols may change each time. Although there is a recursive
relationship between the derivatives of the approximation polynomial, higher order
differential equations have not solved using Chebyshev finite difference methods
before this thesis because of the increasing complexity of this recursive relationship
between derivatives.

In this thesis, a general formula is presented for every order derivatives of
Chebyshev polynomials instead of existing recursive relationship of Chebyshev
polynomials. Thanks to the obtained general formula, Chebyshev finite difference
method is made applicable to the initial or boundary value problems of any order of
ordinary differential equations. Thus, the problems are reduced to linear or nonlinear
system of equations and the approximation polynomials are obtained as the solutions
of the given differential equations by solving this system. In this study, Chebyshev
finite difference method with the proposed generalized formula for the any order
derivatives is applied to a linear system, some initial and boundary value problems,
Robin and mixed boundary value problems and a nonlinear system of different
higher order ordinary differential equations. The obtained numerical solutions are
compared with analytical solutions and an increase in the number of terms of the
approximation polynomial causes rapid convergence of numerical solutions to the
analytical solutions, this fact is shown by graphs for all examples.

This thesis consists of four parts.
In the first section, the subject and purpose of thesis is mentioned.

In the second part of the thesis, Chebyshev Polynomials of the first kind is defined,
their properties are given and the recursive relationship between the successive
Chebyshev polynomials are shown in detail. Then, the extreme points and the roots
of the Chebyshev polynomials were found.

In the third part of the thesis, Chebyshev finite differences method is described in
steps. In the first step, assuming that Chebyshev polynomials can be obtained by sum
of series, an approximation polynomial which uses the extreme points of Chebyshev
polynomials is obtained. In the second step, a formula was obtained for the
coefficients of the approximation polynomial. In the third step, first and second order
derivatives of Chebyshev polynomials have been found step by step and then third,
fourth and fifth derivatives are calculated in a similar way and by the help of these
derivatives, a general formula is obtained for any higher order derivatives of
Chebyshev polynomials. In the last step, with the guidance of this proposed formula,
a general formula is obtained for any order of derivatives of approximation
polynomial.

In the fourth part of the thesis, some examples are given. First, to illustrate the
method, a basic linear and nonlinear initial value problems are solved. In the second
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part of this section, various linear examples are solved. Respectively, a second and a
sixth order boundary value problems, an eighth order initial value problem, an eighth
order Robin boundary value problem, an eighth order mixed boundary value
problem, a fourth order system and lastly a nonlinear initial value problem of second
order are given. In the third part of this section, various nonlinear examples are
solved. Respectively, a second and a tenth order boundary value problem, an eighth
order initial value problem, a seventh order Robin boundary value problem, a twelfth
order mixed boundary value problem, and finally a fourth order system are given.
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1. GIRIS

Bu caligmada adi tiirevli yiiksek mertebeden baslangi¢ ve siir deger problemlerinin
¢Oziilmesi amaglanmaktadir. Yiiksek mertebeden sinir deger problemleri akigskanlar
mekanigi, astrofizik, uygulamali mekanik gibi bircok miihendislik probleminde
ortaya ¢ikmaktadir. Kinematik, varyasyonlar hesabi problemleri gibi birgok Kklasik
muhendislik problemleri en azindan ikinci mertebe diferansiyel denklemler ile basari
ile modellenmektedir. Ancak, fiziksel gerceklere uygunluk icin matematiksel
kisitlamalar biraz daha esnetildiginde, 6rnegin malzeme klasik elastik degil de,
mikroyapili alindiginda mikropolar malzemenin kiitle akiginda tgtinci mertebeden
[1], linear elastik ¢ubuklarin egilmesinde dordiincii mertebeden diferansiyel
denklemler ortaya ¢ikmaktadir [2]. Induksiyon motorunun davranisi besinci mertebe
[3], akiskan tabakalar1 1sitildiginda ve donmeye tabi tutuldugunda ortaya ¢ikan klasik
1s1 yayillimi altinct mertebe, ortamda manyetik etkiler diisiiniildiigiinde onuncu
mertebe [4], dizgln ¢ubuklarin burulma titresimleri sekizinci mertebe diferansiyel

denklemlerle modelleme gerektirmektedir [5].

Literatirde adi turevli yuksek mertebe diferansiyel denklemlerin ¢ézimdi igin
¢ogunlukla homotopi analizi yontemi kullanilmakla birlikte, Baldwin altinci
dereceden sinir deger problemini ¢6zmek igin global faz-integrasyonu yéntemini [6],
Wazwaz  sekizinci dereceden simir deger problemi igin Adomian ayrigtirma
yontemini [7], Ullan, Khan ve Rahim ise ¢alismalarinda onuncu dereceden nonlineer
denklemi ¢ozmek igin “The new-iterative” [8] yontemini kullanmislardir. Ayrica
Abdel-Hassan, Ertiirk yiiksek mertebeden nonlineer sinir deger problemlerini
cozerken diferansiyel dontisim yontemini  [9], sekizinci dereceden smir deger
problemini ¢ozmek icin Li ve Wu diferansiyel kuadratik [10], Golbabai ve Javidi
homotopi pertirbasyon [11], Siddiqi, Twizell ve Akram ise Spline ydntemlerini
kullanmislardir[12-13-14]. Khan ve Hussain nonlineer Blasius akisi denkleminin seri
¢cOzimuni elde edebilmek igin Laplace ayristirma yontemini kullanmiglardir [15].

Bu yontemlerden Adomian yontemi karmasik Adomian polinomlarinin hesabini,



homotopi yontemleri ise uygun parametrelerin bulunmasinin yani sira bir ¢ok kosulu
daha gerektirmektedir [16].

Ilk kez Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) tarafindan
kullanilan Chebyshev polinomlart [17], 1930 Iu yillarda Corneilus Lanczos
tarafindan sayisal yontemlerdeki tstiinliigii kanitlansa da [18], Clenshaw tarafindan
Chebyshev yaklagim polinomlarinin 1950 lerde kullanilmasina kadar [19, 20], hak
ettigi ilgiyi gérmemistir. Ozellikle Lanczos tarafindan Chebyshev polinomlarinin
ortogonal olduklar1 ve kiiciik dereceden polinomlar kullanilarak iyi yaklasim
saglayabildikleri gosterilmistir [21]. Chebyshev polinomlart bu ortogonallik
ozellikleri nedeniyle, siirekli fonksiyonlar uzay: {izerinde tam ortogonal bir kiime
olusturmaktadir. Ayrica rekiirsif iligkilerin kolayca elde edilebilmesi nedeniyle
Ozellikle  tirev ve integralleri  istenilen  mertebeden  rekirsif  olarak
hesaplanabilmektedir ve ayni dereceden diger polinomlara goére verilen aralikta
maksimum hatast minimum olan en uygun yaklagim polinomlar1 olduklar1 da

ispatlanmustir [22].

Chebyshev sonlu farklar yontemi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde
siklikla kullanilan fonksiyonlardan biridir [1, 23-25]. Bu yontemde diferansiyel
denklem hangi mertebeden olursa olsun yaklasim polinomunun denklemde goériinen
mertebeden tlrevleri hesaplanmakta ve bu tlrevler diferansiyel denklemde
kullanilarak, denklem, lineerse lineer denklem sistemine, nonlineer ise nonlineer
denklem sistemine indirgenmekte, dolayisiyla buradaki tek problem nonlineer
denklem sisteminin ¢Oziimii olmaktadir. Chebyshev ydnteminde bir¢ok sayisal
yontemde oldugu lizere, ¢oziim araliginin sadece belirli noktalarinda degil, tiim
aralik boyunca gecerli bir yaklagim polinomu ¢oziimii elde edildigini o6zellikle
vurgulamak gerekir. Chebyshev sonlu farklar yontemi ile birinci mertebe problemler
ile ikinci mertebe baslangic veya sinir deger problemlerinin ¢6ziimii literatiirde
siklikla goriilmektedir; El-Kady ve Elbarbary (2003) calismalarin da Chebysev
yaklagim polinomunun ilk iki mertebeden turevlerini rekursif bir iliski olarak degil,
genel bir formiille elde etmisler ve bu tiirevler yardimiyla da ikinci mertebeden sinir
deger problemlerini ¢oézmiislerdir [23]. Saadatmandi ve Farsangi (2007) ikinci
mertebe nonlineer sistem, Saadatmandi ve Deghan (2008) varyasyonlar hesabi
problemlerinin ¢6zlmlerini Chebyshev sonlu farklar yontemi ile elde etmislerdir,

ancak bu calismalarda da sadece ilk iki mertebeden problemler ¢oziilebilmistir [24,



25]. Aouadi (2008) 1s1 ile gerdirilmis bir ylzeyden mikropolar akisi ve kiitle
transferini incelerken ortaya ¢ikan 3. mertebe diferansiyel denklemin ¢6zliimii igin
onceki ¢alismalarda elde edilen Chebyshev yaklasim polinomunun ilk iki tiirevinden
yararlanarak Gg¢inci tlrev icin iteratif iliskilerden bir formil elde etmistir [1]. Fakat
burada yaklagim polinomunun 3. mertebeden tiirevi i¢in ardisik toplam sembolleri
kullanmistir. Bu mantik ise, N . mertebeden tiirev i¢in ardigik n tane toplam semboli
kullanilmasini gerektirmekte ve her toplamda icerideki ifade de degisececeginden, bu
durum programlamada giigliiklere neden olmaktadir. Yukarida belirtilen diger
yontemlere goére Chebyshev sonlu farklar yonteminin yiksek mertebeden
diferansiyel denklemler igin kullanilamasinin temel nedeni, yiiksek mertebeden
tirevler igin rekiirsif bir iliskinin var olmasi, ancak bahsedildigi tizere bu rekdrsif
iliskinin giderek karmasiklasmasi nedeniyle yuksek mertebeden diferansiyel

denklemler i¢in kullaniminin etKili olmamasidir.

Bu tez ¢alismasinda Chebyshev polinomlarinin her mertebeden tiirevleri i¢in var olan
rekiirsif iliski yerine genel bir formiil iiretilmistir. Uretilen bu genel formiil ile
Chebyshev sonlu farklar yontemi her mertebeden adi tiirevli baslangig veya sinir
deger problemine uygulanabilir hale getirilmis ve bu yontem uygulanarak problemler
lineer veya nonlineer denklem sistemlerine indirgenmis, bunlarin ¢6ziimiinden de
diferansiyel denklemlerin c¢ozimleri olan yaklasim polinomlar1 elde edilmistir.
Calisma kapsaminda, bu genel formiil yardimiyla genellestirilen Chebyshev sonlu
farklar yontemi farkli yiiksek mertebelerden lineer sistemlere, baslangic ve smir
deger, Robin smir deger, karigik sinir deger problemleri ile nonlineer sistemlere
uygulanmis ve elde edilen sonucglar, bu problemlerin analitik c¢ozimleriyle de

karsilastirilmistir.

Tez dort bolimden olusmakta olup, birinci béliminde tez konusu ve amacindan
bahsedilmis, ikinci bolimde ise Chebyshev polinomlart tanimlanmis, 6zellikleri
maddeler halinde verilmis ve bu 6zelliklerden Chebyshev polinomlar1 arasindaki
rekiirsif iligkiler detayli bir sekilde gosterilmistir. Son olarak da bu polinomlarin

kokleri ve ekstremum noktalar1 bulunmustur.

Uclincti boliimde Chebyshev sonlu farklar yontemi asamali olarak anlatilmigtir. Ilk
asamada ¢oziimiin Chebyshev polinomlarinin seri toplami seklinde olusturulabilecegi
varsayilarak, bu polinomlarin ekstremum noktalarinin kullanildigi bir yaklagim

polinomu elde edilmistir. ikinci asamada bu yaklasim polinomunun katsayilari igin



bir formiil elde edilmistir. Ugiincii asamada Chebyshev polinomlarmin birinci ve
ikinci mertebe turevleri o6rnek olusturmasi agisindan adim adim gosterilerek
bulunmus, iiglincli, dordiincii ve besinci tiirevleri de benzeri bir mantikla
hesaplanarak, bu bes tirev yardimiyla da herhangi bir mertebeden Chebyshev
polinomlarnin tiirevleri igin genel bir formil elde edilmistir. Son asamada da
olusturulan bu formiil yardimiyla yaklasim polinomunun tiirevleri i¢in genel bir

formiil elde edilmistir.

Dordinct bolimde adi tirevli diferansiyel denklemler incelenmis olup, ilk olarak
ikinci mertebeden lineer bir sistem, bir baslangic ve bir de smir deger problemi
verilmistir. Ikinci olarak yiiksek mertebeden lineer, birer tane 8. mertebeden
baslangi¢c deger, 6. mertebeden sinir deger, 8. mertebeden Robin sinir deger ve 8.
mertebeden karisik smir deger problemi verilmistir. Uciincii olarak, ikinci mertebe
nonlineer bir sistem, bir baglangic ve bir de smir deger problemi verilmistir. Son
olarak yiksek mertebeden problemlerden ise birer tane 8. mertebeden nonlineer
baslangi¢c deger, 10. mertebeden sinir deger, 7. mertebeden Robin sinir deger ve 12.
mertebeden karisik sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimleri Chebyshev sonlu
farklar yontemi kullanilarak elde edilmistir. Incelenen tiim problemler hangi aralikta
verilirse verilsin, uygun lineer bir doniisiimle Chebyshev polinomlarinin tanim
araligina taginmustir. Verilen ikinci mertebeki ilk ornekler ydntemin daha iyi
anlasilmasi icin detayli ¢6ziilmiis, yiikksek mertebeden 6rneklerde ise detayli ¢oziim
cok uzun olacagindan sadece sonuglar1 verilmistir. Incelenen tiim problemler igin
analitik ¢coziimler ile Chebyshev sonlu farklar yonteminden elde edilen tiim aralikta
gecerli yaklasim polinomu ¢oziimleri karsilastirilmis ve yaklasim polinomunun terim
sayisindaki artigla sayisal ¢oziimlerin hizla analitik ¢oziimlere yakinsadig: grafiklerle

gosterilmistir.



2. CHEBYSHEV POLINOMLARI

2.1. Tanim

Chebyshev polinomlarinin dort farkli tiiri olmasina ragmen bu c¢alismada diger
tirlerine gbre daha yaygin olarak kullanilan 1. Tip Chebyshev Polinomlari
incelenmistir [23-26].

Birinci Tip Chebyshev Polinomlari

T,(x)=cos(nd), x=cosd, 6¢<][0,x], vn>0, xe[-11] (2.1)

seklinde tanimlanir [22]. Ayrica bu polinomlar

Tn(x)=inn!\/l—x2 i(l—xz)%l vn>0 (2.2)
(2n)! dx"

olarak da tanimlanabilir [27].

2.2. Chebyshev Polinomlarinin Ozellikleri

Asagida Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri siralanmistir.
1. Uretici fonksiyon

Birinci Tip Chebyshev Polinomlari asagidaki fonksiyonun seri ag¢ilimindan

uretilebilir;

1-1tx =
——— = =T ()" vn=0 (2.3)
1—2tx +t? Z;

2. X herhangi bir reel say1 veya kompleks say1 olmak iizere

T Zl=—2_, n>0 (2.4)

iliskisi vardir.



3. Chebyshev polinomlarinin en yiiksek dereceli terimin katsayis1 2" (N >1) dir.

4. T,,(X) cift, T,,.,(x) tek fonksiyondur.

5. Chebyshev polinomlar1 arasindaki rekiirsif iligki

T (X) =2XT, (X) =T, (X) (2.5)
seklindedir .
Ispat: (2.1) ifadesinden,
T,.1(c0s ) = cos((n+1) cos ™ (cos 6)) = cos((n+1)0) (2.6)
T,.,(cos ) = cos(nd) cos & —sin(nd)sin & 2.7)
ve
T, (cos0) = cos((n—1) cos ™ (cos #)) = cos((n~1)6) (2.8)
T, ,(c0s0) = cos(nd) cos 6 +sin(ng) sin 6 (2.9)

elde edilir. (2.7) ve (2.9) toplanarak,

T,..(cos@)+T, ,(cos@) =2cos(nd)cosd (2.10)

sonucuna ulasilir. Burada, @ =cos™ x iliskisi kullanilir
T ., (cos(cos™x)) +T__, (cos(cos X)) = 2cos(n(cos X)) cos(cos'x)  (2.11)

ve bu ifade sadelestirilirse (2.5) rekiirsif iligkisine ulagilir.

6. Chebyshev polinomlar1 X € [—1,1] araliginda

w(X) = 1 (2.12)
1-x?
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler.
Ispat: T_(X) = cos(ncos™x) oldugundan, n=m=0 igin
1 1 -1 2
| = [WeOT, (T, ()dx = | (cos(ncos )" 4 (2.13)
-1 -1 \ 1_ X2



elde edilir, burada @=cos™ x déniisiimii yapilirsa

| = j‘—(cos(ne))zde (2.14)

haline gelir. Trigonometrik yarim a¢i formilleri kullanilarak ve smurlarin yerleri

degistirilerek integral

(2.15)

j (cos260 +1) do-”
0 2 2

olarak bulunur.

| integrali n=m=0 igin incelenir ve T,(x) = cos(0cos'x) =1 oldugu kullanilirsa,

fo1
=] dx =7 (2.16)
-1

sonucuna ulasilir.

Son olarak | integrali, n=m=0 icin incelenirse;

| .1[ cos(ncosx) cos(mcos x) dx

e NG

seklini alir. Benzer sekilde € =cos™ x doniisiimii ve gerekli sadelestirmelerle

(2.17)

I =][‘%[cos(n+m)¢9+cos(n—m)9]d9=0 (2.18)

0

elde edilir. Yukaridaki bu {i¢ durum

L 0, n=m
[WOOT, (T, ()dx =< 7/2,  n=m=0 (2.19)
- T, n=m=0

seklinde yazildiginda Chebyshev polinomlarinin agirlik fonksiyonuna gore, [—1, l]

araliginda ortogonal oldugu kolaylikla gortilebilir.



2.3. Chebyshev Polinomlarmmin Kékleri Ve Ekstremum Noktalar:

Teorem 2.2: T, (x) polinomunun n>1 iken x €[-11] araliginda

X, :cosizz_lnj, k=12,..,n (2.20)
n

noktalarinda n tane kdki ve

X, :cos(k—”j, k=012,..,n (2.21)
n

Noktalarinda (n +1) tane ekstremumu vardir.
Ispat: Chebyshev polinomlarmin kokleri icin,

T (X.)=cos(ncos*x ) =0 (2.22)
denklemini saglayan X, degerlerine ihtiyag vardir. Ifadenin her iki yaninm arccos ’u
alindiginda

cos(cos(n cos™ X, )) =cos "0 —>ncos X, = % (2k-1) (2.23)

elde edilir ki, buradan

2k -1

X, = cos( o r) k=12,.,n (2.24)

noktalarinda N tane kokii oldugu sonucuna ulagilir.

Ekstremum noktalar1 i¢in ise, (2.1) ifadesinin tiirevi alinirsa,

nsin(ncos™ X, )

T(%)= =0 (2.25)
‘ J-x2
denkleminden de,
X, :cos(k%j, k=0,12,..,n (2.26)

olarak elde edilir. Ekstremum noktalar1 (2.1) ifadesinde yerine yazilir,

n

T (%)= cos(n cos‘l(cos k—”D (2.27)



seklinde yeniden diizenlenirse Chebyshev polinomlarinin ekstremum degerleri
T, (%) = (D" (2.28)

olarak bulunur. Buradan da T, (X) polinomunun K tek say1 ise minimum, K cift say

ise maksimum deger aldig1 kolayca goriilebilir.
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3. CHEBYSHEV SONLU FARKLAR YONTEMIi

Bu boluimde Chebyshev sonlu farklar yonteminden bahsedilmistir. Bu yontemde

¢O0zUmun

Y00 =3 "aT, () (3.1)

n=0

seklinde Chebyshev polinomlarinin seri toplami olarak yazilabilecegi varsayilir.

Burada toplam semboliindeki " isareti ilk ve son terimlerin yarismnin alinmasi
anlamimdadir ve N yaklagim polinomunun derecesini gostermektedir. (3.1) deki

ifadenin seri a¢ilimi
1 1
y(x)=§a0TO+a1T1+...+anTn+...+§aNTN (3.2)
seklinde de yazilabilir.

3.1 Chebyshev Yaklasim Polinomunun Katsayilari

(3.1) deki ifadenin seri agiliminda a, katsayilariin bulunabilmesi i¢in her iki taraf
w(x) ve T.(x) ile carpilip [—1,1] araliginda integre edilirse, Chebyshev

polinomlarinin ortogonalite 6zelliginden dolay1

n=m (3.3)

m?

LWWWWFAmng%ZEa

ifadesi elde edilir. n=m iken (2.19) dan dolay:1 yukaridaki integral sifir olacagindan

sag tarafta yalnizca %an ifadesi kalir.

Buradan da
%=EIMMWMRWMX (3.4)
T

olarak bulunur. Bu integral diizenlenerek

11



3, == D YT, (X) 39

sonucuna ulasilir.

fspat:
um=§:uyngm (3.6)

seklinde tanimlanan Lagrange interpolasyon formiilii f (x) = y(X)T,(X) olarak alinir

ve (3.4) ifadesine uygulanirsa a, katsayilari

a2 w(x)[i YO, ()L, <x)]dx (37)
halini alir. Bu ifade
w; (X) = jw(x)Lj (x)dx (3.8)

seklinde tekrar yazilirsa
2 n
3, =2, 00] 20T x) (39)

olarak elde edilir. Buradan w;(x) ifadesi bulunup yerine yazildiginda a,

katsayilarina da ulagilmis olacaktir.

(3.8) integralinin ¢6zim icin ilk olarak

X=X
L.(x)= ' 3.10
0=115= (310)
i#]
ifadesi yerine yazildiginda,
h nX—X,
WAM=IWU)IIX_ dx (3.11)
-1 i=1 7j j

i#]

halini alan integraldeki | [ x—x; ifadesi

i=1
i#]

12
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I1
Hx X, == =an(x—xj) (3.12)

X—= X

I¢J

seklinde diizenlenir. Burada, P,(Xx)N. dereceden bir polinomu vea,, en yuksek
dereceli terim olan x"teriminin katsayisidir.

(3.12) ifadesinin limiti alindiginda

P.(X)
li || =lim———~2_ 3.13
XLnX],,lX s XLnX]Ja(x x) (3.13)

i#]

sonucuna ulasilir. Elde edilen belirsizlik geregi L’ Hospital kurali uygulandiginda

n P/(x,
IIx-%= () (3.14)
i1 a,
i#]
seklinde yazilarak (3.11) integralinde bu sonug kullanilirsa
w, (x) = j w(X) (x X) 5 (3.15)
—1 ( J)
i#]
olarak bulunur. (3.12) ifadesi (3.15) de kullanildiginda
P (x
w00 =—— [y 20 gy (316)

X=X

F’()

sonucu elde edilir. Burada

1_(XJK k
1 __\% {l] ! (3.17)
X.

oldugu kullanilirsa, (3.16) yardimiyla

1- k
1 P gy [ J x| _1
P(X)j W(x) =t Xj g )j w(X)P, (x) -y +[—] dx (3.18)

ifadesine ulasilir. Gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapildiginda,

13



X" j w(x) (X)dt j wix) “ (X) xdx, k<n (3.19)

J

elde edilir. X'j( =q(x;) ve x* =q(x) atamalari yapilarak ulasilan

j w(x) B9 g = [ W(X)Lq(x)dx (3.20)

ey ( i)
P.(X)

X—Xj

ifadesinde q(x) en fazla n. dereceden bir polinom olabilir.

ifadesinin (n-1).

dereceden olduguna dikkat edilirse q(X) =P, ,(X) olarak alinmalidir.s(x), (n—2).
P, (x)

dereceden bir polinom olmak lzere N ifadesi
7
RO _ g xt s s(0) (3.21)
X=X

]

seklinde yazilabilir. (3.20) yeniden diizenlendiginde

j w(x) - (X)d = j w(x)(a,x"* +s(x))q(x)dx (3.22)

_1( i)

halini alir. Bu ifade

Iw(x) (X) dx_ (Iw(x)a X ‘1q(x)dx+Iw(x)s(x)q(x)dx] (3.23)

1()

seklinde agilir ve parantez icindeki ikinci terimin, farkli dereceden iki polinomun

agirlik fonksiyonuna gore integralini icerdiginden, sifir oldugu dikkate alinarak

_[W(x) (X) dx = Iw(x)a x"q(x)dx (3.24)

n1()

ifadesine ulagilir. q(X) =P, ,(X) olarak alindigindan

1
j w(x) (X)d WY jl w(x)a, x"*P._ (x)dx (3.25)
elde edilir.
Xn—l — (an _ Pnl(X)j+ Pn—l(x) (326)
a‘n—l a'n—l
(n—2).derece

14



ifadesi (3.25) de kullanilarak

jw (x) ”(X)dx_ [ W(x)( MJPH1(x)dx+jw(x)L(x)Pnl(x)dx (3.27)
n- 1( ) a ] a

n-1 n-1

seklinde diizenlendikten sonra bu ifade ile ¢arpilir ve (3.16) ifadesine dikkat

1
Pn,(Xj)
edilirse
j w(x)P, ,2(x)dx

! j wix) 2 gy _ A 1 —w,(x) (3.28)
P'(x ) o X=X a1 B ()P (X))

sonucuna ulasilir.

Elde edilen ifade P,(x) polinomlart yerine Chebyshev polinomlar1 alinarak

diizenlendiginde
1
[ wOOT, 2 (x)lx

,1 jw(x) To(X) gy = @ 5 = w, (x) (3.29)
T ()2 X=X B T ()T ()

bulunur. Chebyshev polinomlari igin

=2 (3.30)

a,
a,_
1 , _z
jl wW()T, _2(X)dx = ,

)

ifadelerinin gergeklendigi ve x; = cos[(z% 7] oldugu gozoniinde tutulursa
n

1
- 2j-1
Sin T
2n (3.31)

ot -coran( 22
2n

T, (x;) =n(-1)""

olarak elde edilir ve bunlar (3.29) denkleminde kullanilirsa

15



- 2 7
W, (X) =2 —5—— o (3.32)
sonucuna ulastlir ve (3.9) ifadesi buna gore yeniden diizenlendiginde
2 N
a, :Wz y(Xj)Tn(Xj) (3.33)
j=1

oldugu goriiliir. Sonu¢ olarak (3.1) ile verilen yaklasim polinomunun elde

edilebilmesi i¢in gerekli katsayilar da belirlenmis olur.

3.2. Chebyshev Yaklasim Polinomunun Tiirevleri

(3.6) dan faydalanilarak yaklasim polinomu
N
y(x) =2 L, (x)y(x)) (3.34)
j=0
seklinde yazilabilir. Bu ifadede y(x) in m . mertebeden tiirevleri

Y09 =3 LY (y(x,) 339

yapisinda elde edilir. Genel notasyona uygun olarak y™(x) tirevlerini x,
noktalarinda hesaplamak icin (3.35) te L' (x,) ifadeleri yerine, d") kullanilarak

N
Y™ (%) =2 AT y(x) (3.36)
j=0

elde edilir. (3.1) de y(x)in m. mertebeden tlrevi alinir ve (3.33) bu sonugta

kullanilirsa

YO (x) =233 y(x, )T, (3T () (337)

\\ iy j=0

halini alir. Bu denklem X, noktalari igin,

N

23 YT, ()T (%) (339)

=0

ym (Xk) =

sonucunu verir. (3.36) ve (3.38) denklemlerinin esitlendiginde,



m 2 L n m
d =an_:; T,(X)T™ (%) (3.39)

olarak bulunur. Bu ifadede sadece Chebysev polinomlarimin tiirevleri, T™(x)ler

bilinmemektedir ve bu bilinmeyenler agsagidaki boliimde elde edilmistir.

3.2.1 Chebyshev polinomlarinin tiirevleri

(2.1) deki Chebyshev polinomunun tiirevi,

n=1

' . 1
T, (X) =nsin[narccos X] ——— (3.40)
Ja-x)
seklinde yazilabilir. Burada
T,(x)=1=T/(x), n=0
T,(X) (3.41)

T.(X)=x= 1

iligkileri vardir. Trigonometrik doniisiimlerden faydalanilir ve basit kesirlere ayirma

M 2.terim M

islemi yapildiktan sonra 1.terim :
(n+1) (n-1)

ile carpilirsa,

1 Msin[(n _|_1) arccos X]—E 1 MSin[(l’] —1) arccos X] (342)

(1-x%) (n+1) 2 Ju-x) (0=

olarak bulunur. Burada

T(@=%

T, ,(X)= (n+2) - sin[(n+1)arccos X]

1-x

L (3.43)
T.,(xX)= (n-1) sin[(n—1)arccos x]
' V1-x°
oldugundan
T (=2t 1T, (3.44)

2+ 2 (-1’

seklinde yazilir ve (3.41) sonuglari ile birlestirilirse,
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Tn’+1 (X)

, n=0
n+1
T.(x)= Ty (X) , n=1
2(n+1)

Tn'+1(x) _ Tnl—l(x)
2(n+1) 2(n-1)°

elde edilir. Burada gorilen

Tn,+l(x) _ Tnl—l(x)
2(n+1) 2(n-1)°

T,(x) =

ifadesi

n+1(X) 2(n+1) [T (x)+ (—1(X))J

olarak diizenlenir ve n gorilen yerlere n—1 yazilirsa

! _ n— Z(X)
T, (x)—zn( nl(x>+2( _ZJ

seklinde bulunur. Burada n ¢ift iken iteratif bir iliski kurulur

Tn'(x)=2n( 0+ “‘X’J

2(n-2)
Tn'72 (X) — Tn73 (X) + n—4 (X)
2(n-2) 2(n—4)
Tn,—4 (X) — Tn_5 (X) + Tn'—6 (X)
2(n—4) 2(n—6)
00 1 9. X
2.4 202

T (X) = T,(X) esitligi kullanilip, terimler alt alta toplanirsa

T, () =2n(T,,(X)+T,5(¥) +T, s (X) +... 4+ T,(X) + T,(X))

olarak bulunur. Ayn1 ifadede N tek iken benzer bir iteratif iliski kurulur
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)



T (x)=2n [ T .(X)+ Mj

2(n-2)
Tn'—z (X) — T (X) + Tn’—4(x)
2(n-2) "°77 2(n-4)
Tn,—4 (X) — T (X) + Tn'fS(X)
2(n-4) ™° 2(n—6)
(3.51)
T3,(X) — T (X) + Tl'(X)
2.3) ° 2(1)
ve @ = @ esitligi kullanilip, terimler alt alta toplanirsa
T'(X)= Zn[Tnl(x) +T () +T (X)) +..+T,(X) + @] (3.52)

elde edilir. Cift ve tek durumunda elde edilen (3.50) ve (3.52) deki ifadeler toplam
sembollyle gosterilirse, her iki durumda da Chebyshev polinomlarinin birinci

mertebe tlrevi igin,

n-1
T, ()= > ?T,(x), C, =2, =1i#0 (3.53)

1=0
(n+1)tek

sonucu elde edilir. (3.48) ifadesinin tiirevi alinarak Chebysev polinomlarmin ikinci

mertebe tirevi

" ’ TC (X)
T (X)=2n| T ,(X)+—"2—= 3.54
() [nlu Z(H_Z)] (3.54)
olarak bulunur. (3.48) yardimiyla,
n_2 _ "
T"(x)=2n 20071 1y T2 | 0o (3.55)
(0T tek G 2(n-2)

bulunur ve burada n ¢ift iken iteratif bir iliski kurulursa,
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n-2 14
T"(x)=2n 2(n 1) T( T,,(X)
-0 2(n-2)
(n—1+I)tek
T, (x = 2(n-3 T, (x
n—z( ) — Z ( ) I( ) n—4( )
2(n-2) i C, 2(n—4)
(n=1+1)tek
" n-6 _ "
Tn—4(X) _ Z 2(” 5)-|-| (X)+ Tn—G(X)
2n-4) | & C 2(n-6)
(n-1+1)tek
(3.56)
n 2 n
T4 (X) — z @TI(X)_'_TZ (X)
2(4) o 2(2)
(n—1+I)tek
seklinde bulunur. Burada ;((2)) =T,(X) esitligi kullanilarak
Tn"(x)=2nH2(”_1) 0 L= Ie. L= T j
CO C n 2
. 2(n—3)_|_0+2(n—3)_|_2+m 2(n 3)T j
CO CZ
+ 2(n-5) T0+2(n_5) T, +... 2(n 5) j (3.57)
CO 2
6 6 2
+| —T,+—T, [+| —T

elde edilir.n tek igin (3.55) de benzer islemler yapilir
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T"(x)=2n

Tao(X) _

2(n-2)

T

2(n—4)

T () _

2(3)

n-2

2(n 1)

Tn”— 2 ( X)

I:Z 2(n-2)
(n-1+1)tek

S 2(n-3) T, (%)
2 g T
(n=1+1)tek

S 2(n-5) T s(X)
:Zo: | TI(X)+2(I‘]—6)
(n-1+1)tek

S 2(2) T (%)

2 o 0

(n-1+l)tek

2(n 1)

ve T () =0 esitligi de kullanilir ise
2(2)
Tn”(x):2nH2(n_1) L2An-D
c c,

+(2(n—3)_|_1+2(n—3)_|_3 2(n 3)T
Cl

+(2(n—5)_|_1+2(n—5)_|_2 2(n 5
Cl

i
)

.
o]

(3.58)

(3.59)

seklinde yazilir. Cift ve tek igin elde edilen (3.57) ve (3.59) ifadeleri sadelestiginde

Chebyshev polinomlarinin ikinci mertebe tiirevleri i¢in,

sonucu elde edilir.

Benzer islemlerle Chebyshev polinomlarinin iigiincii,

mertebeden tlrevleri igin

n—

m Z

(n+ )tek

/=Y

(n+T)Qift

Y
4c,

1
c

n® —(1+1)?)(n?
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n(n* —1*)T,(x)

~(1-D))T, (%),

(3.60)

dordiincii ve besinci

(3.61)



T, (%) = Z =2)°)(n* =1%)(n* = (1 + 2)*)T, (x) (3.62)
(n-lv-lg)(;lft
ve
T.7(x) = Zsl n(n 1-3)")(n* —(1-D)*)(n* - (1 +D*)(n* ~ (1 +3)*)T,(x) (3.63)

(n+|)tek

formiilleri elde edilir. Bu ifadelerden genellestirme yapilarak, Chebyshev

polinomlarinin herhangi bir mertebeden tiirevi igin genel formul

TM(x) = nzm: [H (n*-(1+i) )]—ﬁ T,(x), m=1 (3.64)

= i=2-m
(n+l+m)gift m>1

seklinde bulunur. Elde edilen bu genel formilden herhangi bir noktada m. mertebe

tirevin degeri, T,"(X ) hesaplamp (3.39) daki ifadede yerine yazilirsa,
m_ v T e RPNTZAL 1 o
de} = Z [1] 0 =(0+1))] ey TN (%), m>17k j=01..,N (3.65)

olarak bulunur. (Carpim sembollerindeki * lar ¢arpim indisinin ikiser ikiser
artacagini  gostermektedir.) dm) katsayis1 (3.36) denkleminde kullanildiginda

yaklasim polinomunun m. mertebe tlrevleri hesaplanabilir.

Sonu¢ olarak, tim adi tirevli baslangic ve smir deger problemleri, yaklasim
polinomu (3.1), yaklasim polinomunun katsayilar1 (3.5) ve yaklasim polinomunun
threvleri (3.36) cinsinden yazilarak lineer veya nonlineer problem haline getirilir.
Yaklagim polinomunun kaginci derece (N ) alindigma bagh olarak, (N+1)
bilinmeyenin bulunmasi igin (X;, j=0,1,...,N) noktalar1 i¢in (N+1) denklemden
olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Newton-Raphson yontemi ile

cozllerek orijinal diferansiyel denklemin ¢ézlimii olan yaklagim polinomu bulunur.

Saadatmandi ve Deghan (2008) ¢alismalarinda 2. mertebe sinir deger problemlerinin
¢ozlimlerini vermiglerdir [25]. Aouadi (2008) 1s1 ile gerdirilmis bir yilizeyden
mikropolar akigi ve kiitle transferi konusunu incelerken ortaya c¢ikan 3. Mertebe

diferansiyel denklemin ¢6zimu igin

/ ”nl(nZ—I)Z)Tn(xj)'ﬂ(xk), (n+1) gift, (i+1)tek (3.66)
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ifadesinden faydalanmislardir [1]. (3.66) ifadesinde 3. Tirev, gorulecegi lzere daha
onceki tiirevler cinsinden verilmistir. Bu durum hem bilgisayar ortaminda
programlamay1 zorlastirmakta, hem de daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin
hesabinda yeni toplamlar gelmesine neden olmakta, dolayisiyla yiiksek mertebeden

tiirevlerinin genel halde verilmesini imkansizlastirmaktadir.

Bu ¢alismada ise problem kaginci mertebeden olursa olsun, (3.65) ve (3.36) genel
ifadeleri kullanilarak denklem sistemine doniistiiriilebilmekte ve tek giiclik bu
denklem sisteminin istenilen yakinsaklik mertebesinde ¢6ziilmesi olarak ortaya
cikmaktadir. Bu giigliik ise, aliman denklemler ve baslangi¢ kosullarinin uygun
secilmesi ile asilabilmektedir.

Bir sonraki bolimde en kolay 2. mertebe lineer baslangi¢ deger probleminden
baslayip, 4, 6, 7, 8, 10 ve 12. mertebeden lineer ve nonlineer baslangig, sinir, Robin
siir deger ve karigik sinir deger ve sistem problemleri genellestirilen Chebyshev
sonlu farklar yontemiyle ¢oziilmiis, sonuglar analitik ¢oziimler ile karsilastirilarak
cogunlukla hata paymin 107°oldugu, en biiyiik hata paymm bile 10°yi gegmedigi

gozlenmistir.
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4. UYGULAMALAR

Bu boéliimde analitik ¢oziimii bilinen ¢esitli adi diferansiyel denklemlerin Chebyshev
sonlu farklar yontemi ile elde edilen ¢ozumlerine ve bu iki ¢ézimin grafiksel
karsilastirmalarma yer verilmistir. Incelenen tiim drneklerde yaklasim polinomunun
farkli dereceleri i¢in de sonuclar verilmistir. Her 6rnegin incelenen ilk derecesi icin

sonuclar tez metni ig¢inde, diger dereceler i¢in ise eklerdeki programlarda verilmistir.

Yontemin uygulanmast igin ilk olarak incelenen problemlerin tanimli oldugu
herhangi bir [a,b] araligi, Chebyshev polinomlarinin tanimli oldugu [-1,1] araligina
taginir. Bu doniisiim elde edilen diferansiyel denklemlere ve sinir kosullarima da
uygulanarak problem yeniden diizenlenir. Ortaya ¢ikan yeni diferansiyel denklemde
yaklagim polinomu ve tiirevleri igin ise (3.1) ve (3.36) ifadeleri kullanilir. Bunlar i¢in
gerekli olan dm) katsayilar1 da (3.65) yardimiyla elde edilir. Chebyshev

polinomlarimin denklemlere uygulanmasi mantifinin daha iyi anlasilmasi ve bu

calismadaki bazi1 6rneklerin elle de ¢ozllebilmesi icin N =4 iken dél)j , dlfzj) , di ve

d,EA'J) degerleri matris gosterimiyle,

55 -68284 2 -11715 05
17071 -0.7071 -1.4142 07071 —0.2928
d¥=(d%)=| -05 14142 0 -14142 05 (4.1)
0.2928 -0.7071 14142 07071 -1.7071
-05 11715 -2 68284 55

17 -284852 18 -115147 5
0.2426 -139999 6 -2  0.7573
d?=(d?)=| -1 4 6 4 -1
07573 -2 6 -13.9999 9.2426
5 -115147 18 -284852 17

(4.2)
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30  -56.4852 48  -395147 18
229705 —-42.4264 339411 -25.4558 10.9705
d¥=(d?)=| 6 ~8.4852 0 8.4852 6 | 43
~10.9705 254558 -33.9411 42.4264 —22.9705
~18 395147 48 564852  —30

24 48 48 -48 24
24 48 48 -48 24
d®=(d{")=|24 -48 48 -48 24 (4.4)
24 48 48 -48 24
24 48 48 -48 24

seklinde verilmistir, burada k, j =0,...,4" tiir.

Bu katsayilar yardimiyla elde edilen tiirev ifadeleri (3.65) deki yaklasim polinomunu
yeniden diizenlenen diferansiyel denklem ve sinir kosullarinda kullanilarak
diferansiyel denklem ve sinir kosullar cebrik bir denklem sistemine doniistiiriiliir. Bu

cebrik denklem sisteminden y(X,), Y(X,), Y(X,),..., Y(Xy 1), Y(X\) c¢ozulir. Bir
sonraki adim olarak (3.33) ifadesinden a, katsayilar1 hesaplanarak (3.1) de kullanilir

ve boylece y(x) yaklasim polinomu elde edilerek yontem tamamlanmis olur.

Asagidaki orneklerin Mathematica programi ile yapilmis ¢oziimleri eklerde mevcut
olup, kodlarda N =4 icin y(0), y@), y(2), y(3), y(4) olarak belirtilen ifadeler
Y(X,), Y(X.), Y(X,), Y(X5), Y(X,) = Y(X\) degerlerini ifade etmektedir.

Analitik ¢6zlimiin ve Chebyshev sonlu farklar yontemi ile elde edilen sayisal
¢coziimiin  karsilastirilmas1  grafiklerde farkli terim sayilart igin  verilmistir.
Grafiklerdeki analitik ¢6zim noktalarla, Chebyshev sonlu farklar yénteminden elde

edilen sayisal ¢bzUm ise egrisel bir ¢izgi ile gosterilmistir.

Elde edilen grafikler degerlendirildiginde beklendigi {izere; terim sayisinin artmasi
ile Chebyshev sonlu farklar yontemi ile bulunan sayisal ¢oziimiin, analitik ¢coziime

yakinsadig1 goriilmektedir.
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4.1 Adi Tarevli Lineer Diferansiyel Denklemlerin Chebyshev Sonlu Farklar

Yontemi fle Coziimleri

Bu boliimde ¢esitli Adi tiirevli lineer diferansiyel denklemler Chebysev sonlu farklar

yontemiyle ¢oziilmiistiir.
4.1.1 ikinci mertebe baslangic deger problemi

V' (X)+2y' (x)=12x+6, 1<x<2 (4.5)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ozimunu

y=3y@1)=6 (4.6)

baslangi¢ kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde

ediniz.

Cozim: (4.5) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢oziimi y(x) = 3x*dir.
Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [1,2]
araligin1 [-1,1] araligina t — 2X—3 doniisiimii ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni

diferansiyel denklem ve baslangi¢ kosullar1

4y" +4y =6t+24, —-1<t<1 (4.7)

y(-)=3 y (D=3 (4.8)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
N N
4% dey(t)+4> dey(t) =6t +24, k=12,..,N-1 (4.9)
j=0 =0
denklem sistemi haline getirilir, k=N igin baslangi¢c kosullarindan da y(t,)=3,
N
Zdﬁuy(tj) = 3 degerleri kullanilir ise, N =4 i¢in ¢6zimin
j=0
y(t,) =12, y(t,) =10.3069, y(t,) = 6.7500, y(t,) =3.9430, y(t,) =3.  (4.10)
degerleri elde edilir. Buradan (3.33) sayesinde

a,=14.25a =4.5a,=0.3749,a, =6.6x10*°,a, =-1.3x10*°  (4.11)

katsayilarina ulasilir. (3.1) ifadesinden de arzu edilen yaklasim polinomu
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y(t) =6.75+ 4.5t +0.75t* — 2.6 x10°t* —=5.3x10°t* (4.12)
olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 2X—3 doniisiimii kullanildiginda da

y(x) =—3.28x107"° +9.5x10 " x +2.99x* + 4.9x10°x* -8.5x10 7 x* (4.13)

N=8 ve N =12 i¢in dogrudan ckte verilen programlarla elde edilen ¢oziimler de

sirasiyla asagidaki gibidir.

y(X) =—1.5x107° +8.7x10° X+ 2.9x* +3.x10°x* - 2.6 x10°x* +1.4x10°x°

(4.14)
-4.9%x10°x5 +9.5x10°x" —8.x107 " x®

y(x) = 0.000001-0.00001x +3.00004x* —0.0001x° +0.0001x* —0.0001x° +

15)
0.0001x® —0.00009x” +0.0004x® —0.0001x° +0.0002x° ~3.4x10™" X"1.9x 104X

Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢6ziim ile

sayisal ¢oziim karsilastirilmistir.

L
.0

L 1
0.8

1
0.8

1
0.z 0.4 1

Sekil 4.1 : N =4 i¢in analitik ve sayisal ¢ziimlerin karsilastirilmasi.

Sekil 4. 2 : N =8 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4. 3 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.1” de verilmistir.

Cizelge 4.1 : N nin farkli degerleri igin maksimum hatalar.

N 4 8 12
2.3x107" 2.2x107%° 2.6x10°

4.1.2 ikinci mertebe simir deger problemi

y' (X)+2y (X)+y(x) =2cos(x), 0<x s% (4.16)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ozimuna
¥(0)=0,y(5)=1 (417)

siir kosullar altinda Chebyshev sonlu farklar yontemini kullanarak elde ediniz.

Gozum: (4.16) da verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ozimi y(x)=sin(x) dir.

Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [O, %]

4
araligini [-1,1] araligina t - —X—1 doniisiimi ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni
Vs

diferansiyel denklem ve smir kosullari

4y" (t) +4y (1) + y(t) = cos(% (t+1), -1<t<1 (4.18)
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y(-1)=0, y§) =1 (4.19)
seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
N

N
deyjy(tj)+%Zd,fyjy(tj)+y(tk)=2cos(%(tk +1), k=12,..,N-1 (4.20)
=0

j=0

16
72_2

denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k=N igin smir kogullarindan da y(t, ) =0

, Y(t,) =1degerleri kullanilir ise, N =4 i¢gin yaklagim polinomu

y(t) = 0.7068+0.5543t —0.2171t* —0.0543t* + 0.0103t* (4.21)

4
olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t - — X —1 doniistimii kullanildiginda da
V4

y(x) =0+40.9984x +0.0130x* —0.1978x° + 0.0272x* (4.22)

N =8 ve N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢oziimler de
sirasiyla asagidaki gibidir.

y(x) =—-2.3x107"° +0.999x + 7.4x10 " x* —0.1666 x> +0.00002x"* (4.23)
+0.0082x° +0.00006x° —0.0002x" + 0.00001x*

ve
y(x) =3.3x10™ +0.9x+3.2x10 " x? —0.1x> +6.2x10 " x*

+0.008x° + 9.7 x10°x® —0.0001x” + 2.6 x107® x® +0.000002x° (4.24)
+1.5x108x*° —3.1x10 8 x* +1.4x107° x*?

Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 da N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢ozim ile

sayisal ¢oziim karsilastiriimistir.

n s 10
0.3 a

Sekil 4.4 : N =4 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

30



a .I'.= 1 .I:I I I 1 .I'.=
Sekil 4.5 : N =8 icin analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

vl

0.5 1.0 1.5

Sekil 4.6 : N =12 igin analitik ve sayisal ¢oziimlerin kargilastirilmasi

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.2” de verilmistir.

Cizelge 4.2 : N nin farkli degerleri igin maksimum hatalar.

N 4 8 12
4x107* 1.0x10°° 1.0x107™*

4.1.3 Yiiksek mertebe baslangi¢c deger problemi
y®(x) =256e**, 0<x<1 (4.25)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimind
y(0)=1 y™(@©) =2" m=1.2,..,7 (4.26)

baslangi¢ kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde

ediniz.
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Cozim: (4.25) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ozimii y(x) = e** dir.
Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢6ziimil i¢in ilk olarak [0,1]
araligim [-1,1] arahigina t — 2X-1 donisimi ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni

diferansiyel denklem ve sinir kosullari
y® @) =e™, —1<t<1 (4.27)
y(-1) =1 y™(-1) =1 m=1,2,....7 (4.28)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla

N
>dgy(t)+=e®P, k=12, N-1 (4.29)
j=0

denklem sistemi haline getirilir, k=N i¢in baslangic kosullarindan da

y(t,) =1 y™(t,) =1, m=12,...,7 degerleri kullamlir ise, N =8 igin

y(t) = 2.7184+2.7194t +1.3630t* + 0.4608t° +0.1229t* + 0.0303t° (4.30)
+0.0075t° +0.0015t" +0.0001t®

olarak bulunur.Yukaridaki ifade de t — 2X—1 doniisiimii kullanildiginda da

y(X) = 0.9999+ 2.x +1.9999x* +1.3333x> + 0.6666x" + 0.2666x° (4.31)
+0.0888x° +0.0253x" + 0.0434x°

seklinde elde edilir. N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen

¢Ozlimde asagidaki gibidir.

y(X) =1.+1.9999x + 2.x* +1.3333x> +0.6666 x"* +0.2666x" +0.0888x° + (4.32)
0.0253x" +0.0089x® —0.0003x° +0.001x"° —0.0002x™" +0.00004 x**

Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 de analitik ¢6ziim ile sayisal ¢oziim karsilastirilmistir.

0 = a o e 0 10
0.2 0.4 0.8 0.8 a

Sekil 4.7 : N = 8i¢in analitik ve sayisal ¢oztimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.8 : N =12i¢in analitik ve sayisal ¢oztiimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.3’ de verilmistir.

Cizelge 4.3 : N nin farkli degerleri igin maksimum hatalar.

N 8 12

3.5x107 1.4x10°°

4.1.4 Yiiksek mertebe simir deger problemi
yOX) +y*®(x)=0, 0<x<rx (4.33)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimiind
y(0)=0,y'(0)=0,y"(0)=-1 y(n)=-1 y'(#)=0,y" (n)=1  (4.34)
sinir kosullart altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.
COzim: (4.33) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢dzimu y(X) = cos(x) dir.
Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [0, ]

2
araligini [-1,1] araligina t - —X—1 doniisiimi ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni
/1

diferansiyel denklem ve smir kosullar

64 16

YO+ = y?®) =0, -1<t<1 (4.35)
T T
YD) =0,y (-)=0, y'(-1) = —”7, y@) =1y =0y 1= ”7 (4.36)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
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Zd Yt )+—Zd () =0, k=12..,N-1 (4.37)

denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k=N i¢in siir kosullarindan da

2

y(ty)=0, Zdh,jy(t,-)=0. Zd Yt =—=, y(t,)=-1, Zd () =0, Zd ,y(t,-):%

degerleri kullanilir ise, N =6 i¢in yaklaslm pohnomu

y(t) = 0.0075-1.5665t +0.0226t* + 0.6331t*> — 0.0226t*

(4.38)
—0.0665t° +0.0075t°
olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 2 X—1 doniisiimii kullanildiginda da
7
y(x) =0.9999-4.8x107"° x — 0.4999x* — 0.0239x> + 0.0695x"* (4.39)

—0.0116x° +0.0005x®

N=9 ve N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢6ziimler de

sirasiyla asagidaki gibidir.

y(X) =1~4.5x10"x—0.4999x* — 0.0048x> +0.0491x* —0.0038x"

(4.40)
~0.0007x° +0.00004x” +0.000004x" —3.3x107 x°

y(x) =0.9999 + 6.7 x10*x — 0.5x* —0.005x° +0.0494x" —0.004x° —0.0006x° +

(4.41)
0.00003x" +0.00004x% —=1.5x107" x° =3.3x10°x¥ +2.2x10°x* —3.3x10 ! x*2

Sekil 4.9 , Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 de N nin farkli degerleri igin analitik ¢6ziim ile

sayisal ¢oziim karsilastirilmistir.

Sekil 4.9 : N =6 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.10 : N =9 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

Sekil 4.11 : N =12 igin analitik ve sayisal ¢éziimlerin karsilagtirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4. 4° de verilmistir.

Cizelge 4.4 : N nin farkl degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 6 9 12
5.9x10°3 5.6x107* 6.1x10™

4.1.5 Yuksek mertebe Robin sinir deger problemi
y®(x)-64y?@(x)=0, 0<x<1 (4.42)

ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢6zimdani
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y(0) +y'(0) =2, y(1) +y'(1) = 2cosh(2) +sinh(2),
y(0)+Yy"(0)=0, y(1)+y" (1) =5sinh(2),

y(0) +y"(0) =8, y(1) +y" (1) =8cosh(2) +sinh(2),
y(0) + y®(0) =32, y(1) + y® (1) = 32cosh(2) +sinh(2),

(4.43)

siir kosullar altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

GOzum: (4.42) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimi y(x)=sinh(2x)

dir. Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢6ziimii i¢in ilk olarak

[0,1] araligim1 [-1,1] araligina t — 2X—1 doniisiimii ile tasimak gerekir. Elde edilen

yeni diferansiyel denklem
yO@M)-y?(t)=0, -1<t<1

ve sinir kosullari
y(-1) + 2y' (1) = 2, y(1) + 2y’ (1) = 2cosh(2) + sinh(2),
y(-1)+4y" (-1)=0, y(1)+4y" (1) =5sinh(2),

y(-1) + 8y" (1) =8, y(1) + 8y" (1) = 8cosh(2) +sinh(2),
y(-1) + 32y® (1) = 32, y(1) + 32y® (1) = 32cosh(2) +sinh(2),

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
N 8 : 2
Dodey)-> dZy()=0, k=12,..,N-1
=0 j=0
denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k=N i¢in sinir kosullarindan da
- 1 N 1 H
y(ty) +2 sz,jy(tj) =2, y(t,) + szo,jy(tj) = 2cosh(2) +sinh(2),
j=0 j=0
N N
y(tN )+ 4Zdl3],jy(tj) =0, y(tN )+ 4Zd|§l,jy(tj) =5sinh(2),
j=0 j=0
N N
y y(tN )+ 8Zdl§l,jy(tj) =8, (to) + 8Zd§,jy(tj) =8cosh(2) +sinh(2),
i=0 j=0

N N
y(ty ) +32> dy y(t,) =32, (t,) + 32> _dg,y(t;) =32cosh(2) +sinh(2),
j=0 j=0

degerleri kullanilir ise, N =8 i¢in yaklasim polinomu

y(t) =1.1691+1.5478t +0.5843t* +0.2569t° + 0.0506t* +0.0128t° +0.0011t°

+0.0003t" +0.00008t*
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olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 2X—1 doniisiimii kullanildiginda da

y(x) =—-0.0125+2.0125x +0.0062x* +1.3354x> — 0.0366x" + 0.2667x° +

(4.49)
0.0727x°® —0.0424x" +0.0212x°

seklindedir. N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programla elde edilen ¢6ziim de

asagidaki gibidir.

y(x) = —0.00006 + 2.00006x +0.00003x? +1.3333x* —0.0002x" +
0.2666x%° +0.0008x° +0.0239x" +0.0013x°® +0.0005x° + (4.50)
0.0004x" —0.0007x* +0.0002x*

Sekil 4.12 ve Sekil 4.13 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢oziim ile sayisal

¢Oziim karsilastiriimistir.

vz

Sekil 4.13: N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢ozlimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4. 5° de verilmistir.

Cizelge 4.5 : N nin farkl degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 8 12

1.0x1072 6.3x10°

4.1.6 Yiiksek mertebe karisik sinir deger problemi
yO(X)-y(x)=0, 0<x<

ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ozimunu

s

y(0)+y'(£):1+ei2r y(%) +y'(0):3+eg, y(0)+y (2) ez,

y[gjww) 2vet, y(D)+y O =1+e y(O)+"

—
NN

y@ (%) _1ie? y®@ (0)=1

N

o

(4.51)

(4.52)

sinir kosullart altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

Cozim: (4.51) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢dzimi y(x) =sin(x) +¢e*
dir. Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢éziimii icin ilk olarak

4
[O,%] araligini [-1,1] araligina t——x-1 donisiimii ile tasimak gerekir. Elde
T

edilen yeni diferansiyel denklem

4 8
(—j yOM)-y)=0, -1<t<1
T
ve sinir kosullari

v+ (o “1re?,y(1)+ Gy “31e?, y(1)+ Gy _e
YO Y D=2 YO (Y (D =Tret YD+ (DY (1) =Lret
4@ () _1a 02 i4(4)_=

(2 @)=trer, (yy® (-)=1

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla

( jzdk,y(t)—y(tk)=0, k=12,...,N-1
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denklem sistemi haline getirilir, k =0 ve k =N igin simir kosullarindan da

z
2

Y(t) + ()3 dEy(E) =167, y(te) + ()X di,y(t,) =3+e7,

z
2

V(t) (2D, y(t) =t v(t) + (2?3 i vt ) =2 et (456)

z
2

4 N z 4 N
y(t,) + (;)3 zodilljy(tj) =1+e?, y(ty )+ (;)3 z odog,j)’(t,-) =1l+e2,
j= =

z
2

4 N 4 N
(;)41_22;0'3,,-3/(%—) =1+e?, (;)4;d|ﬁ,jy(tj) =1,

degerleri kullanilir ise, N =8 i¢in yaklasim polinomu

y(t) =2.9111+ 2.2727t +0.4563t” + 0.1195t° +0.0459t* +0.0071t> + (4.57)
0.0004t° +0.00006t” +0.00001t®

olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t > (ij X—1 doniisiimii kullanildiginda da
V2

y(x) =1.0143+1.9970x + 0.4985x” —0.0004x° +0.0416x* +0.0159x°

(4.58)
+0.0023x° —0.0005x" + 0.0001x®

seklindedir. N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programla elde edilen ¢oziim de
asagidaki gibidir.

y(x) =1.0001+1.9999x +0.4999x° —5.4x10” x* +0.0416x* +0.0166X° +0.0013x° (4.59)
~0.0001x" +0.00002x° +0.0005x° —2.7x107x* +8.9x10° X" —7.7x10°x**

Sekil 4.14 ve Sekil 4.15 de analitik ¢oziim ile sayisal ¢oziim karsilagtirilmistir.

Sekil 4.14 : N =8 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.15 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.6” da verilmistir.

Cizelge 4.6 : N nin farkl degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 8 12

1.4x1072 1.6x107°

4.1.7 Yiksek mertebe sistem
y(4)(X)_Z’(X) :0 (460)
2™ (x) — y(x) = cosh(x) —sinh(x)

ile verilen diferansiyel denklemleri

{y(O) =0, y'(0)=1,y"(0)=0,y"(0) =1 (4.61)

2(0)=1, 2(0)=0,z"(0)=1,2"(0) =0
kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar yontemini kullanarak ¢6zuntz.

Gozim: (4.60) ile wverilen diferansiyel denklem sisteminin analitik ¢6zimi
y(x) =sinh(x), z(x)=cosh(x)tir. Burada t—>2X-1 doniisiimii ile yukardaki

denklem ve sinir kosullari

16y“ (t)-2z'(t) =0

_1<t<1  (4.62)
16z (t) - y(t) =cosh((t+1)/2)—sinh((t+1)/2)
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y(-1)=0, 2y'(-1) =1,4y"(-1)=0,8y"(-) =1
2(-1) =1, 27'(-1)=0,4z" (-1)=1,8z"(-1) =0

(4.63)

olarak elde edilir. Bu denklem yaklasim polinomu ve tiirevlerinin Chevyshev

acgilimlari ile

N N
16 dyty(t;) -2 ddz(t;) =0
i=0 i=0

k=0,12,..,N —4(4.64)

16ZN: dy(t,) - y(t,) = cosh((t, +1)/2) —sinh((t, +1)/2)

halinde yazilir ve K =N igin baslangi¢ kosullarindan
N 1 - 2 - 3
y(N)=0, ZZdN,jy(tj) =1, 4ZdN,jy(tj) =0, SZdN,jy(tj) =1
j=0 =0 =0

N N N
z(N) =1, 2Zd;,jz(tj) =0, 4Zd§,jz(tj) =1, Sde,yjz(tj) =0
j=0 j=0 j=0

elde edilir. N =4 igin yaklasim polinomlari

y(t) =0.5234+0.5730t +0.0783t* + 0.0314t* + 0.0026t*
2(t) =1.1291+ 0.2664t +0.1496t* + 0.0164t> + 0.0041t*

olarak elde edilir. Bu sonuglar t — 2X—1 doniistimii ile de

y(X) =041.x—1.5x10"x* +0.1666x° + 0.0423x"
2(x) = 0.9999 + 4.3x107"° x + 0.5000%* —1.5x10 7 x* + 0.0657 x*

halini alir. N =8 ve N =12 i¢in ¢ézlimler sirasiyla agagidaki gibidir.

y(x) = 2.3x107° +0.9999x +8.1x10° x* + 0.1666 x> + 0.00003x* +
0.0082x° +0.00007x° +0.0001x” +0.00001x®

2(X) =1+ 2.3x10 ¥ x +0.4999x* +1.2316x10°x* + 0.0417x* —
0.00009x° +0.0014x°® —0.00003x” + 0.00003x°
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(4.66)

(4.67)

(4.68)



y(x) = 4.3x10™ +1.x-3.4x10"" x* +0.1666 x> —0.0001x* +
0.0094x° —0.0048x° +0.0138x” —0.0251x® +0.0297x° —

0.0219x" +0.0091x"* —0.0016x™

2(X) =1.—4.2x10 ™ x+0.5x* —1.1x10° x* + 0.0416x" +0.000001x°
+0.0013x° —0.000003x’ +0.00003x® —0.00002x° +0.00001x™
—0.000007 x™ +0.000001x™

(4.69)

seklindedir. Sekil 4.16, Sekil 4.17 ve Sekil 4.18 de N nin farkli degerleri i¢in analitik

¢Oziim ile sayisal ¢oziim karsilagtirllmigtir. Burada z(x) icin analitik ¢dzim kareler,
sayisal ¢0ziim egrisel bir ¢izgi, y(X) icin analitik ¢6zim noktalar, sayisal ¢oziim ise

kesikli bir gizgi ile gosterilmistir.

]
Fi=l

Sekil 4.17 : N =8 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.18 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastiriimasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢dzlimiinlerinin karsilastirilmasiyla
elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.1.7° de verilmistir. Cizelgedeki 1. Satir N

degerlerini gosterirken 2. Satir y(X) 3. Satir z(X) igin hatay1 gostermektedir.

Cizelge 4.1.7 : N nin farkli degerleri igin maksimum hatalar.

N 4 8 12
3.3x1072 1.0x10° 7.8x107°
1.5x107 1.5x10°° 2.7x107

4.2 Adi Turevli Nonlineer Diferansiyel Denklemler

Bu béliimde ¢esitli Nonlineer adi tiirevli diferansiyel denklemler Chebysev sonlu

farklar yontemiyle ¢oziilmiustiir.
4.2.1 ikinci mertebe baslangic deger problemi
”n 3 19 1 -
y (X)=(y (x) +Z y(x)=zsm(6x), 0<x<1 (4.70)

ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimdind
y(0)=0, y'(0)=2 (4.71)

baslangi¢ kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde

ediniz.
Gozum: (4.70) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ozimi y(x) = sin(2x) dir.

Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [0,1]
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araligim [-1,1] arahigina t — 2X—1 doniigiimii ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni

diferansiyel denklem ve baslangi¢ kosullart

4y”(t)—y(t)3+%y(t)—%sin(3t+3) = —-1<t<1 (4.72)

y-D=0y (-1 =1 (4.73)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla

N
4Zd§-¥jy(tj)—y(tk)3+%y(tk)—%sin(3tk+3)=0, k=0,12,..,N-1 (4.74)
j=0

denklem sistemi haline getirilir, k=N igin baslangi¢ kosullarindan da y(t,)=0,
ZN:dﬁ,y y(t;)=1 degerleri kullanilir ise, N =4 ic¢in Newton-Raphson yontemi
=0
kullanilarak ¢6ziim(n
y(t,) =0.8879, y(t,) =0.9808, y(t,) = 0.8419, y(t;) =0.2954, y(t,) =0. (4.75)
degerleri elde edilir. Buradan (3.33) yardimiyla
a, =1.2811, a, =0.4642, a, =-0.1990, a, =—-0.0203, a, =0.0048 (4.76)
katsayilarina ulagilir. (3.1) ifadesinden de arzu edilen yaklagim polinomu
y(t) = 0.8444+0.5252t —0.4367t* —0.0813t> +0.0386t* (4.77)
olarak bulunur.Yukaridaki ifade de t — 2X—1 dontisimii kullanildiginda da
y(x) =0.0024+1.9999x +0.1575%* —1.8887x° + 0.6191x* (4.78)

N=8 ve N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢6ziimler de

sirasiyla asagidaki gibidir.

y(x) =8.5x10"* +1.9999x +0.00002x* —1.3336x> +0.0020x*

(4.79)
+0.2604x° +0.0104x° —0.0356x’ + 0.0055x®

y(X) =4.4x107" + 2.x+3.x10"°x* —=1.3333x* +1.3x10"" x* + 0.26666X"

(4.80)
+0.0004x° —0.025x +0.0002x° +0.0013x° +0.0003x™° — 0.0007x™ + 0.0007x™2

Sekil 4.19, Sekil 4.20 ve Sekil 4.21 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢6ziim ile
sayisal ¢oziim karsilastirilmistir.
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0z 0.4 0.6 08 1.0

Sekil 4.19 : N =4 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastiriimasi.

08t

0.z 0.4 o8 0.8 1.0

Sekil 4.20 : N =8 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

08t

Sekil 4.21 : N =12 icin analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢ozlimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.8” de verilmistir.
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Cizelge 4.8 : N nin farkli degerleri i¢cin maksimum hatalar.

N 4 8 12
1.8x107? 1.8x10° 1.5x10™

4.2.2 Ikinci mertebe simir deger problemi
Y (X)+2Y (X)y(X) =—cos(X)(L+2sin(x)), 0<x< % (4.81)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimdiind
T
y(0) =1y (E) =0 (4.82)

sinir kosullar altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

GOzum: (4.81) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimu y(x) = cos(x) dir.

Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [O, %]
< < 4 P . : .
araligimi [-1,1] araligina t > —x—1 doniisiimi ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni
V4
diferansiyel denklem ve sinir kosullar1

4y"(t)+4y'(t)y(t)=—cos(%(t+l))(1+25in(%(t+1))), _1<t<1  (4.83)

yD)=1y@)=0 (4.84)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
16 & 42 8 " T 2sin(” k=12
2 )+ S8 y)Y6) o6+ D28+, K=12..N-1(4.85)
j= j=

denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k=N igin smir kosullarindan da y(t,) =1,

y(t,) =0 degerleri kullanilir ise, N =4 i¢in yaklagim polinomu

y(t) =0.7073-0.5541t — 0.2186t* +0.0541t> +0.0112t* (4.86)
olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 4 X—1 doniisiimii kullanildiginda da

T

y(X) =1+ 0.0009x — 0.5087x° +0.0191x° + 0.0295x* (4.87)
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N=8 ve N =12 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢6ziimler de
sirastyla asagidaki gibidir.
y(x) =0.9999 +1.4x10° x —0.500x* +0.000005x° +0.0416x* (4.88)
+0.00004x° —0.0014x° +0.00002x" +0.00001x°

y(X) =0.9999 —8.3x10 *x —0.500x* +1.6x10°x* +0.0416x*
+6.4x107°x° —0.0013x° +3.2312x10®x” +0.00002x° (4.89)
+3.0580x1078x? —2.9133x107" X" + 4.9x10° x" +1.3x10°x*

Sekil 4.22, Sekil 4.23 ve Sekil 4.24 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢oziim ile
sayisal ¢oziim karsilastirilmistir.

Sekil 4.22 : N =4 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin kargilastirilmasi.

Sekil 4.23 : N =8 igin analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.24 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.9’ da verilmistir.

Cizelge 4.9 : N nin farkl degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 4 8 12
5.0x10™* 2.3x107° 2.7x107®

4.2.3 Yiiksek mertebe baslangic deger problemi
y®(x)+ y(x)y® (x) = sinh(x) +sinh(x) cosh(x), 0<x<1 (4.90)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimiind
ye™m(@©) =0, y*™(0) =1, m=0,1,23 (4.91)

baslangi¢c kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde
ediniz.

GOzum: (4.90) da verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimu y(x) = sinh(x) dir.
Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak [0,1]

araligini [-1,1] araligma t — 2X—1 doniisiimii ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni

diferansiyel denklem ve smir kosullar
22y 1)+ 2y(t)y® (t) = sinh((t—;l)) +sinh((%)) cosh((%)), _1<t<1 (4.92)

ye"(-1) =0, y*™9(-1) =1, m=0123 (4.93)

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
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ZBdeJyt)+2y dejy =sinh( 21)(1+cosh(%)), k=12..,N-1 (4.94)

denklem sistemi haline getirilir, k=N icin baslangic kosullarindan da
yem(t,) =0, y*™I(t,) =1, m=0123 degerleri kullamlr ise, N =8

icinyaklasim polinomu

y(t) = 0.5210+0.5638t +0.0651t* +0.0234t* +0.0013t* +0.0002t° +

(4.95)
0.00001t® +0.000002t" +9.x10°%t®
olarak bulunur.Yukaridaki ifade de t — 2X—1 doniisiimii kullanildiginda da
y(X) =—2.x107" +0.9999x +1.x10 *x* +0.16666 x> +1.x10 ™ x* + (4.96)

0.0083x° —1.x107* x® +0.00019x" +0.00002x°
N =12 igin dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢6ziimde asagidaki
gibidir.
y(X) =.8x107"° +1.x+4.9x107 x* +0.1666x> — 2.8 x10° x* +0.0083x°
—6.9x107°x° +0.0001x" +1.4255x10" x® +0.000002x° +5.9x10°°x"  (4.97)
+5.9299x107°x" +3.1x107° x*?

Sekil 4.25 ve Sekil 4.26 da N nin farkli degerleri igin analitik ¢dzliim ile sayisal
¢0zlm karsilagtirilmistir.

=]

=]

=]

=]

o n n oA n 4 i
u.s .= (L 0.8 A

X

Sekil 4.25 : N =8 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.26 : N =12 igin analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.10” da verilmistir.

Cizelge 4.10 : N nin farkli degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 8 12

2.1x10°° 4.7x10°®

4.2.4 Yiiksek mertebe simir deger problemi
yOx)—e*(y(x))*=0, 0<x<1 (4.98)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ozimuna
y0) =1 y@=e y®™(0)=1 y*™ (@) =e, m=1,234 (4.99)
sinir kosullart altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

Cozim: (4.98) de verilen diferansiyel denklemin analitik ¢dzimi y(x) = e* dir.
Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii igin ilk olarak [0,1]
araligini [-1,1] araligina t — 2X—1 doniisimii ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni
diferansiyel denklem ve sinir kosullari

(=t

20y t)—e 2 (t)y(t)=0, -1<t<1 (4.100)
YD) =1 y@=e y<2m>(—1)=2%,y<2m>(1)=2%, m=1234 (4.101)
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seklinde duizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla

—t-1

N 5
2°% ddy(t)—e ? y(t)=0, k=12..,N-1 (4.102)
j=0

denklem sistemi haline getirili, k=0 ve k=N i¢in smr kosullarindan da

N N
yity) =1, y(t,)=e D dily(t;) = } , Zdozj‘y(tj):z%, m=1,2,3,4 degerleri

i=0 2 j=0

kullanilir ise, N =10 igin yaklasim polinomu

y(t) =1.6487 +0.8243t +0.2061t* +0.0343t° +0.0042t* +0.0004t°

(4.103)
+0.00003t° +0.000002t" +1.4x107"t* +9.2x107°t? +7.3x107°t"°

olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 2X—1 doniistimii kullanildiginda da

y(x) = 0.9999+0.9999x + 0.4999x* + 0.1667 x> + 0.04166x*
+0.0082x° +0.0013x° +0.0002x" + (4.104)
0.00002x® +9.8x107"x* +7.4x107" x*°

N =14 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen ¢oziim asagidaki gibidir.

y(X) =1.+0.9003x +0.5x* +0.2280x* + 0.0416x* —0.0235x"
0.00138x° +0.0092x" +0.00002x® —0.0034x° +0024x"° + (4.105)
—0.00105x"+0.0003x™ —0.00005x"+4.97699 x10°x*

Sekil 4.27 ve Sekil 4.28 de N nin farkli degerleri igin analitik ¢dzliim ile sayisal
¢Ozlim karsilagtirilmistir.

[=]
T

" n A B a _—
a.2 0.4 0.6 0.8 .0

Sekil 4.27 : N =10 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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Sekil 4.28 : N =14 igin analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.11° de verilmistir.

Cizelge 4.11 : N ’ in farkli degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 10 14

1.3x10°° 8.6x107

4.2.5 Yuksek mertebe Robin simir deger problemi
y 7 (x)-128,/y(x) cos(x) =0, 0<x< % (4.106)
ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimdiind
’ T ', T
yO +y (0=0y(7) +y ) =1
Y0) +y?(0) =2, y(3) +y?()=-1 (4.107)
@ (Q) — @) — 7 @7y _
y(0) +y*(0)=0, y(0)- y™(0) =8, y(E)—y (5) =1

siir kosullar altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

Cozum: (4.106) da verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ozimii y(x) = (sin x)*dir.

Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢6ziimii igin ilk olarak [O, %]

4
araligini [-1,1] araligina t - —X—1 doniisiimi ile tasimak gerekir. Elde edilen yeni
V1

diferansiyel denklem
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(£)7 yO (1) +128./y(t) cos(% (t+1))=0, —-1<t<1 (4.108)
V4
ve sinir kosullart
4. 4.
WEDH)Y D=0y +(—)y ) =1
4 4
YD) +(=) YO (D) =2 yO) (=) y? ) =-1
72 7 . (4.109)
Y1)+ (=)y? (1) =0, y(-1)- (=)*y¥(-1)=-8
V4 V4
4
y@-(=)'y“@)=9
p/s
seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla
N
()24l y(t) VG o (6 +D) =0, k=12...,N-1  (4110)
T i=0
denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k =N igin simir kosullarindan da

Yt +H) jZi;dh,,-y(t,-FO, yt) +() idé,,-y(t,») _1

y(t,) +(§)Z§;dﬁ,jy(t,-) =2, y(t) 2y ﬁ;dé,,-y(t,-) _ 1

4 4 (4.111)
y(tN) + (_)3st‘,jy(tj) = 01y(tN) + (_)4st,jy(tj) =-8,
T =0 T =0
4., o 4
y(to) +(—) Zdo,jy(tj) =9
T =0
degerleri kullanilir ise, N =7 i¢in yaklagim polinomu
_ 2 _ 3 4
y(t) = 0.4983+0.7222t +0.0294t —0.2921t" — 0.0071t" + (4.112)

0.0280t° +0.0004t° —0.0003t’

olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t > 4 X—1 doniisiimii kullanildiginda da
V4

y(x) =0.0633-0.0633x +0.9683x* —0.0105x> — 0.3359x"* +

(4.113)
0.0594%° +0.0126x° —0.0019%’

seklindedir. N =9 ve N =13 i¢in dogrudan ekte verilen programlarla elde edilen

coziimler de sirasiyla asagidaki gibidir.
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y(X) = —0.0302 + 0.0302x +1.0151x? + 0.0050x® — 0.3320x"

(4.114)
—0.0456%° +0.0893x° —0.0174x” —0.0006X° + 0.0002x°

y(x) =1.2x10™" -2.4x10 " x +1.0x* - 2.3x10**x* —0.3332x"
—0.0002x° +0.0448x° —0.0003x" —0.0029x® —0.0001x° +0.0001x" (4.115)
—0.00001x"* —0.000003x** +4.5x10" x™

Sekil 4.29, Sekil 4.30 ve Sekil 4.31 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢oziim ile
sayisal ¢6ziim karsilastirilmistir.

vl

1ol

Sekil 4.29 : N =7 igin analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilagtirilmasi.

Sekil 4.30 : N =9 igin analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi.
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Sekil 4.31 : N =11i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.12” de verilmistir.

Cizelge 4.12 : N nin farkli degerleri i¢in maksimum hatalar.

N 7 9 11
3.0x107 2.2x107° 6.9x107°

4.2.6 Yiiksek mertebe karisik sinir deger problemi

Y00 +y? )=y y? (9 -cos(2x) =0,  0<x< (4.116)

NN

ifadesi ile verilen diferansiyel denklemin ¢ézimdiind
| T V4 ’ n| T
0O-y|=|==2,yl=|-y(0)=0y0)+y | =|=-2
y(0) y(zj y(ZJ y (0)=0, y(0) +y (2)
r ") — @3 (Q) — @7 @ () =
Y(§)+Y(®—2,y 0)=-1y (EJ——Ly 0)=-1 (4.117)

w“(%J=L yo(0) =1, wﬂ(gj=1,¢“«»=L w®[%J=—1

siir kosullar altinda Chebyshev sonlu farklar methodunu kullanarak elde ediniz.

Gozim:  (4.116) da verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zim

y(X) =sin(x) —cos(x) dir. Problemin Chebyshev sonlu farklar yontemi ile sayisal
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¢cozimu icin ilk olarak [O,%] araligmi [-1,1] aralifina t—>ix—1 doniisimi ile
V4
tasimak gerekir. Elde edilen yeni diferansiyel denklem
4.1 12) 4., @) 4 o) A
=7y O+ YT O)-() Oy () —cos(Z (t+1) =0, -1<t<1  (4.118)
/4 T V4 2
ve sinir kosullari
4. 4.,
y(-1) - (—)y (1):—2,y(1)—(—)y (-)=0
" " 4
yeD + (= >2 (L)=-2 y(1) +(= )2 (D=2 (=) y9(-h=-1
. i (4.119)
Gy =1 Gyorn=1 Gyop=1
T /4 V4
Epyocn=1 (2yyOn)=1 (2O =1 ()yo @)=
T T T 4

seklinde diizenlenir. Bu denklem (3.36) nin yardimiyla

(= )122d Yyt +(= )Zd @) -(= )Zd Yy -
(4.120)
cos(E(tk+1))=0, k=12,..,N-1

denklem sistemi haline getirilir, k=0 ve k=N i¢in sinir kosullarindan da
y(ty) Zd ) =-2 y(t, )ZdN,y
—>22d§,jy(tj>=—2 () +(—)2 > yit) =2
: <

N

)Y dave (4.121)

j=0

éllb

dNJy

o

N

Z LYt =-1(=) Zdé‘,y(t ZdN,y
) §:dN]y §:d01y

_p

é\lh =\~1|-l> k}lb
3

&MZ

degerleri kullanilir ise, N =12 igin yaklagim polinomu

y(t) =—4.8x107° +1.1107t +5.1x10°t* —0.1141t° + 6.1x10 °t* +
0.0035t° —4.9x10°°t° —0.00005t" +2.6x10°t° +4.4x10"t° ~  (4.122)
8.2x107°t" —2.4x10°°t" +1.1x10 "t
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olarak bulunur. Yukaridaki ifade de t — 4 X—1 dontisiimii kullanildiginda da
T

y(X) = —1.+0.9999x +0.5x* —0.16666x° —0.0416x"* + 0.0083x° +
0.0013x° —0.0001x" —0.00002x® +0.000002x° +3.7x10~" x** — (4.123)
5.4x107°x" +2.x107°x"*

seklindedir. N =16 i¢in dogrudan ekte verilen programla elde edilen ¢6ziim de

asagidaki gibidir.

y(x) =—1.00008 +0.9996x + 0.5001x° — 0.1666x° — 0.0417x* + 0.0089x
~0.0014x° +0.0082x" —0.0186x° +0.0313x° —0.0389x" +0.0353x"  (4.124)
~0.0231x" +0.0106x™ —0.0032x™ + 0.0005x* —0.00004x°

Sekil 4.32 ve Sekil 4.33 de N nin farkli degerleri i¢in analitik ¢6ziim ile sayisal
¢Oziim karsilastiriimistir.

Sekil 4.32 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi.

Sekil 4.33 : N =16 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin karsilastiriimasi.
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Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢oziimiinlerinin karsilastirilmasiyla

elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.13’ de verilmistir.

Cizelge 4.13 : N ’ in farkli degerleri i¢in maksimum hatalar.
N 12 16

6.5x10°® 3.6x10™

4.2.7 Yiksek mertebe sistem

y@(x) = (z (X)) =sin x—cos?(X)

(4.125)
2 (x) - y(x)y' (x) = cos(x) —cos(x) sin(x)
ile verilen diferansiyel denklemleri
y(0)=0, y'(0)=1y"(0)=0, y"(0)=-1 (4.126)
2(0)=1, 2/(0)=0,2"(0)=-1,2"(0)=0

kosullar1 altinda Chebyshev sonlu farklar yontemini kullanarak ¢6zuniz.

COzim: (4.60) ile verilen diferansiyel denklem sisteminin analitik ¢6zimdi
y(x) =sin(x), z(x)=cos(x) tir. Burada t — 2X—1 doniisiimi ile yukardaki denklem

ve smir kosullari

16y“ (t) - (z (t))? =sin((t+1) / 2) —cos’((t +1) / 2)

_ } ~1<t<1(4.127)
162 (t) -2y (t)y'(t) =cosh((t+1)/2)(L—sinh((t+1)/2))

y(-1)=0,2y'(-1) =1 4y"(-1)=0,8y" (-1) =1

(4.128)
2(-D) =1, 27'(-1)=0,42"(-1) =-1,8z"(-1) =0

Bu denklem yaklagim polinomu ve tiirevlerinin Chevyshev agilimlari ile

16id§f‘j’y(tj)— 2°(t,) =—cos’((t, +1)/2) +sin((t, +1)/2)

16 dy(t,)- 2y(tk)idk<%}y(t () =cosh((t, +1)/2)(L-sinh((t, +1)/2))

j=0 j=0

k=01.,N-4 (4.129)

halinde yazilir ve K =N igin baslangic kosullarindan
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Y(N) =0, 23> dy jy(t;)) =1, 4> di;y(t;) =0,82 dJ ;y(t;)) =—1
=0 =0 =0 (4.130)

N N N
z(N) =1, 2> d}, ;z(t;) =0, 4> di ;z(t;) =—1, 8> d; ;z(t;) =0
j=0 j=0 j=0

elde edilir. Newton-Raphson yontemi yardimiyla, N = 4 i¢in yaklagim polinomlari

y(t) = 0.4812 +0.4459t —0.0497t* —0.0123t* + 0.0021t* (4.131)
z(t) = 0.8759-0.2462t —0.1193t* +0.0037t> +0.0009t *

olarak elde edilir. Bu sonuglar t — 2x—1 doniisiimii ile de

_ -17 _ -15,,2 3 4
{y(x)—5.5x10 +1.X—1.4x107x? —0.1666X° + 0.0339x (4.132)

Z(X) =1+4.4x107"°x—0.4999x” +1.7 x10°x* + 0.0150x*
halini alir. N =8 ve N =12 i¢in ¢ozlimler sirastyla asagidaki gibidir.

y(x) =1.6x107"° +1.x—6.x10*x* —0.1666x°* + 0.0003x" +

0.0079x° +0.0003x° —0.0003x’ + 0.00003x® (4.133)
z2(x) =1-1.1x10"*x —0.5x* + 7.5x10 ™ x* + 0.0414x" —0.0038x° —
0.0017x° +0.0006x" —0.00008x°

y(Xx) =3.2x10™" + x+8.6x107* x* -~ 0.1666x%> + 2.x10~" x* +0.0083x" + 0.0001x°
—-0.0002x" +0.00001x® —0.00001x° +3.x107" x* + 7.1x10 " x** —1.4x10"" x* (4.134)
7(x) =1.-6.3x10™°x—0.5x* +1.2x10™" x*> + 0.0416x"* —0.0041x> —0.0013x° +

0.0004x’ +0.00001x® —0.00001x° — 0.00002x™ +0.000001x** —1.8x10 " x*

seklindedir. Sekil 4.34, Sekil 4.35 ve Sekil 4.36 ile verilen grafiklerde z(x) icin
analitik ¢cozum karelerle, sayisal ¢oziim ise egrisel bir ¢izgiyle, y(x) i¢in analitik

¢cozlim noktalarla, sayisal ¢oziim ise kesikli bir ¢izgi ile verilmistir.

Sekil 4.34 : N =4 icin analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi.
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Sekil 4.36 : N =12 i¢in analitik ve sayisal ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Yukarida verilen problemin analitik ve sayisal ¢ozlimiinlerinin karsilastirilmasiyla
elde edilen maksimum hatalar Cizelge 4.14° de verilmistir. Cizelgedeki 1. Satir N

degerlerini gosterirken 2. Satir y(X), 3. Satir ise z(x) igin hatay1 gostermektedir.

Cizelge 4.14 : N ’ in farkli degerleri igin maksimum hatalar.

N 4 8 12
2.5%x1072 1.1x107* 2.0x10°
2.5x1072 3.8x10°° 3.8x10°
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Chebyshev polinomlarinin her mertebeden tiirevleri rekiirsif
olmayan sekilde elde edilmis ve bu sonuglarla adi tirevli yiksek mertebeden
baslangi¢ deger, sinir deger, Robin ve karisik sinir deger ¢ozimleri icin lineer,
nonlineer diferansiyel denklem ve denklem sistemi igeren g¢esitli uygulamalar

gercgeklestirilmistir. Calismada,

» Chebyshev polinomlarinin her mertebeden tiirevleri i¢in genel bir formiil
tretilmistir.

> Uretilen Chebyshev polinomlarmin tiirevleri kullanilarak Chebyshev
yaklagim polinomunun her mertebeden tlrevleri icin genel bir formdl
tiretilmistir. Boylelikle Chebyshev sonlu farklar yontemi bundan 6nceki
caligmalarda oldugu gibi sadece ilk iki mertebenden degil, her mertebeden adi
tiirevli baslangi¢ veya sinir deger problemine uygulanabilir hale getirilmistir.

» Chebyshev sonlu farklar yontemi kullanilarak problemlerin,
e (Cebrik denklem yapisina indirilerek kolayca ¢oziilebildigi

e Lineer olmasi durumunda indirgenmis cebrik denklem sisteminin de

lineer oldugu ve kolayca ¢oziilebilecegi

e Nonlineer olmasi durumunda indirgenmis cebrik denklem sisteminin de
nonlineer oldugu ve Newton-Raphson yéntemiyle bu nonlineer problemin

coziilebilecegi

e Diferansiyel denklem sistemi olmas1 durumunda da tek farkin indirgenmis
denklem sisteminde denklem sayisinin fazlaligi oldugu, ve benzer sekilde

cozlime ulagilabilecegi gosterilmistir.

» Bulunan genel formiller yardimiyla genellestirilen Chebyshev sonlu farklar
yontemi farkli yiiksek mertebelerden lineer sistemlere, baslangic ve smir

deger, Robin smir deger, karisik sinir deger problemleri ile nonlineer
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sistemlere uygulanmis ve elde edilen sonuglar, bu problemlerin analitik
¢oziimleriyle de karsilastirilmistir.

» Bu Kkarsilastirma sonucunda, gerek Chebyshev serilerinin ortogonalite
Ozellikleri, gerekse de polinom yapisinda olmalar1 nedeniyle, diferansiyel
denklemlerle modellenen bircok problem igin, hem kolay programlanabilir
hem de az islemle giivenilir sonuglara ulasmak i¢cin Chebyshev sonlu farklar
yonteminin avantajli oldugu gézlenmistir.

» Cok blyidk nonlineer sistemlerde terim sayisindaki artigla Dbirlikte
indirgemeden elde edilen nonlineer denklem sistemini  ¢ozmek
zorlagacagindan Chebyshev sonlu farklar yontemin de giigliikler ¢ikmakla
birlikte baslangic kosullarimin 1yi secilmesiyle birlikte bu giicliigiin

ustesinden gelinebilmektedir.

Yontemin rasyonel mertebeden turevli diferansiyel denklemlere ve ¢ok boyutlu
problemlerin ¢oziimii i¢in kismi tlirevli diferansiyel denklemlere uygulamasi gelecek

calismalar1 beklemektedir.
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EK C1: Nonlineer ikinci mertebe baslangic deger.
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EKA

Not: Programda *** ile verilen ifadeler her program icin farkl: degerler almaktadr.

Diger ifadeler ise her programda ortak oldugu i¢in sadece bu programda

verilecektir.

kANl [x_]:= 3x2
T [n_,x_]:=ChebyshevT[n,x]
*** NN=12;
{[i_]:=Cos]i Pi/NN]
c[0]=2;c[i_]:=1;Th[0]=Th[NN]=1/2;Th[i_]:=1;
d[k_j_,m_]:=Th[j}/NN Sum[Sum[If[OddQ[n+l+m], L/((m-1)12~(m-3))

Product[n™2-(i)*2,{i,2-m,m+2}] T[n.t[]] T,tk]1,0.],{1,0,n-m}].{n,1,NN-1}]

*** denk[NN]=y[NN]==3 ;denk[0]=Sum[d[0,j,1] y[j].{j,0,NN}]==3;
*** denk[k_]:=Sum([d[k.j,2] y[i].{J,0,NN}]+Sum[d[k,j,1]
y[i1,{J,0,NN}]==6(t[k]+3)+6
CM=Table[Coefficient[denk[i][[1]],y[j]].{i,0,NN},{j,0,NN}]
right = Table[denk[i][[2]],{i,0,NN}]
sol = Inverse[CM].right
*** yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->12.,y[1]->11.7964,y[2]->11.2096,y[3]->10.307,y[4]->9.1875,y[5]-
>7.96493,y[6]->6.75,y[7]->5.63555,y[8]->4.6875,y[9]->3.94302,y[10]-
>3.41539,y[11]->3.10309,y[12]->3.}

a[n_]:=2/NN Sum[Th[j] y[j]1 T[n,t[j1].{j,0,NN}]
Y[t _]:=Sum[Th[n] a[n] T[n,t],{n,0,NN}]
YY[t ]:=Y[t]/.yer

***Numy=YY[t]/.t->2x-3
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1.25051*107°-0.0000109741 x+3.00004 x?-0.000105696 x3+0.000170811 x*-
0.000195094 x°+0.000161479 x5-0.0000975873 x’+0.000042736 x8-0.0000132259
x%+2.74577*107° x10-3.43348*107 x11+1.95578*1078 x12

SekNum=Plot[Numy,{x,0,1},PlotStyle->{Red, Thickness[0.005]},AxesLabel-
>(x" "X}

sonlist=Table[{x,Anl[x]}{x,0,1,0.05}]
SekAnl=ListPlot[sonlist,PlotMarkers->{Automatic,15}]

Show[SekAnl,SekNum,PlotRange->All,AxesLabel->{"x","y[X]"}]
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EK Al
Anl [x_]:=3x"2

NN=12;

denk[NN]=y[NN]==3 ;denk[0]=Sum[d[0,j,1] y[j]{j,0,NN}]==3;

denk[k_]:=Sum[d[k.},2] Y[j1.{j,0,NN}]+Sum[d[k,j,1]
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

Numy=YY[t]/.t->2x-3
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EK A2

Anl[x_]:=Sin[ x];
NN=8;
denk[0]=y[0]==1;denk[NN]=y[NN]==0;

denk[k_]:=Sum[d[k.j,2] y[il,£i,0,NN}]+Sum[d[kj1]
yIil.{i,.0,NN}+y[K]==2Cos[Pi/4(t[k]+1)]

yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->1.,y[1]->0.998213,y[2]->0.973658,y[3]->0.88475,y[4]->0.707107,y[5]-
>0.466066,y[6]->0.228014,y[7]->0.0597493,y[8]->0.}

Numy=Y [t]/.t->(4/Pi)x-1

-2.55351*10715+1. x+7.4006*107" x?-0.166674 x3+0.0000273502 x*+0.00827633
x°+0.0000674944 x5-0.000244429 x”+0.0000170593 x8
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EK A3

Anl[x_]:=E"(2x)

NN=12;
denk[0]=y[NN]==1,denk[NN]=Sum[d[NN,j, 7] y[i].{i,0,NN}]==128;
denk[NN-1]=Sum[d[NN.,j,6] y[j].{j,0,NN}]==64,
denk[NN-2]=Sum[d[NN,j,5] v[j].{j,0,NN}]==32;
denk[NN-3]=Sum[d[NN.,j,4] y[il.{j,0,NN}]==186,
denk[NN-4]=Sum[d[NN.,j,3] y[il.{j,0,NN}]==8:
denk[NN-5]=Sum[d[NN.,j,2] y[j].{j.0,NN}]==4 ;
denk[NN-6]=Sum[d[NN,j,1] v[j].{j,0,NN}]==2;
denk[k_]:=Sum[d[k.j,8] y[il,{j,0,NN}]==256E~(2z[K])
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->7.39051,y[1]->7.1428,y[2]->6.46342,y[3]->5.51343,y[4]->4.48185,y[5]-
>3.5213,y[6]->2.71829,y[7]->2.09841,y[8]->1.64872,y[9]->1.3403,y[10]-
>1.14336,y[11]->1.03466,y[12]->1.}

Numy=Y[t]/.t->2x-1

1. +2. x+2. x?+1.33333 x3+0.666667 x*+0.266665 x°+0.0888968 x5+0.0253725
x’+0.00896094 x8-0.000334776 x°+0.00110514 x'°-0.000201128 x'!+0.0000497419

X12
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EK A4

Anl[x_]:=Cos] X]
NN=9;
denk[0]=y[NN]==1;denk[NN]=y[0]==-1,

denk[NN-1]=Sum[d[NN,j,1] y[j1.{j,0,NN}]==0;denk[NN-2]=Sum[d[NN,j,2]
y[i1,{j,0,NN}]==-1;denk[NN-3]=Sum[d[O0,,1] Y[j].{j,0,NN}]==0;denk[NN-
4]=Sum[d[0,j,2] y[j].{J,0,NN}]==1;

denk[Kk_]:=Sum[d[kj,6] Y[j],{j,0,NN}+Sum[d[k.j,4] V[il.{j,0,NN}]==0
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->-1.,y[1]->-0.995513,y[2]->-0.933091,y[3]->-0.706548,y[4]->-0.268937,y[5]-
>0.269047,y[6]->0.706601,y[7]->0.933101,y[8]->0.995513,y[9]->1.}

Numy=Yt]/.t->2/Pi x-1

1. +3.35287*101* x-0.5 x2-0.00485926 x3+0.0491354 x*-0.00386686 x°-
0.000721806 x®+0.0000480501 x'+4.35715*10°° x8-3.34196*10°" x°
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EK A5

Anl[x_]:=Sinh[ 2x]
NN=12;k1=0;k2=NN;k3=NN-1;k4=NN-2;k5=NN-3;k6=NN-4;k7=NN-5;k8=NN-6;
denk[k1]=y[0]==Sinh[2];denk[k2]=y[NN]==0;

denk[k3]=y[NN]+Sum[d[NN.,j,1] y[j].{j,0,NN}]==2,denk[k4]=Sum[d[O0,j,1]
y[i1.{j,0,NN}]+y[0]==2Cosh[2]+Sinh[2];denk[k5]=y[NN]+Sum[d[NN,j,3]
y[j1,{j,0,NN}]==8,denk[k6]=Sum[d[0,},3] y[j].{j,0,NN}]+y[0]==8Cosh[2]+Sinh[2];
denk[k7]=Sum[d[NN.,},2] y[j1.{j.0,NN}]==0 denk[k8]=Sum[d[0,},2]
y[j1,{j,0,NN}]==4Sinh[2];

Do[If[k!=k1l && k!=k2 && k!=k3 && k!= k4 && k!= k5 && kl=k6 && k!=k7
&& k!'=k8,denk[k_]:=Sum[d[k,j,8] y[j1.{j,0,NN}]-Sum[d[k,},2]
y[01.{i.0,NN}]==0].{k,0,NN}]

yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]
{y[0]->3.62686,y[1]->3.50075,y[2]->3.15391,y[3]->2.6658,y[4]->2.12928,y[5]-

>1.61864,y[6]->1.1752,y[7]->0.810931,y[8]->0.521095,y[9]->0.297099,y[10]-
>0.134376,y[11]->0.0340808,y[12]->0.}

YY[{]

1.1752 +1.54308 t+0.5876 t°+0.25718 t3+0.0489676 t*+0.0128585 t°+0.00163174
t°+0.000306451 t'+0.0000291856 t8+4.21205*10°° t°+3.51054*10°" t19+2.68731*10°®
t1145.39262*107° t12
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EK A6

Anl[x_]:=Sin[x]+E"x
NN=12;k1=0;k2=NN;k3=NN-1;k4=NN-2;k5=NN-3;k6=NN-4;k7=NN-5;k8=NN-6;
denk[k1]=y[0]==1+E"(Pi/2)denk[k2]=y[NN]==1

denk[k3]=y[NN]+ Sum[d[0.j,1] y[i].{i,0,NN}]==1+EA(Pi/2),denk[k4]=
Sum[d[NN,j,1] y[i].{i,0,NN}]+y[0]==3+E~(Pi/2):denk[Kk5]=y[NN]+ Sum[d[0,],2]
y[il.£i,0,NN}==E~(Pi/2):denk[k6]= Sum[d[NN.j,2]
y[i1.{i.0.NN}]+y[0]==2+E~(Pi/2):

denk[k7]=Sum[d[NN.j,3] V[i].{j,0,NN}]==0 denk[k8]=Sum[d[0,],3]
y[i1.{3,0,NN}]==E"(Pi/2);

Do[If[k!=k1 && k= k2 && k!= k3 && k!= k4 && k!= k5 && k= k6 && k!= k7
&& k1=k8,denk[k_]:=(Sum[d[k.j,8] YLil.{i,0,NN}])-y[k]==0],{k,0,NN}]

yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->5.81048,y[1]->5.68309,y[2]->5.32449,y[3]->4.7956,y[4]->4.17207,y[5]-
>3.52297,y[6]->2.90039,y[7]->2.33963,y[8]->1.86366,y[9]->1.48666,y[10]-
>1.21599,y[11]->1.05388,y[12]->1.}

Numy=Y[t]/.t->4/Pi x-1

1. +2. x+0.5 x2-3.87319*10° x3+0.0416673 x*+0.0166644 x°+0.00139258 x°-
3.73529*10% x”+0.0000274976 x8+4.07064*10° x°+8.20019*10°7 x10-1.29683*10~7
x11+1.74377*10°8 x12
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EKB

Ay=Sinh[x];Az=Cosh[x];
T[n_,x_]:=ChebyshevT[n,x]

NN=12;

t[i_]:=Cos[i Pi/NN]
c[0]=2;c[i_]:=1;Th[0]=Th[NN]=1/2;Th[i_]:=1;

d[k_,j_,m_]:=Th[j]J/NN Sum[Sum[If[EvenQ[n+l+m], n Th[n]/c[l] 1/((m-1)!2"(m-
3))Product[n”2-(1+i)"2,{i,2-m,m-2,2}] T[n,t[j1] T[I,t[K]],0.]1.{1,0,n-m}],{n,0,NN}]

denk[NN]=y[NN]==0;denk[NN-1]= Sum[d[NN,j,1] y[i].{i,0,NN}]==1/2;denk[NN-
2]= Sum[d[NN.j,2] V[il.{i,0,NN}]==0;denk[0]= Sum[d[NN.j,3] y{il.{i,0,NN}]==1/8;

Do[denk[K]=16Sum[d[kj4] Y[i].{i,0,NN}]-2Sum[d[k,j,1]
2[i1,45,0,NN}]==0,{k,1,NN-3}];

denk[2NN+1]=z[NN]==1;denk[2 NNJ=Sum[d[NN.j,1] z[j]{j,0,NN}]==0:denk[2
NN-1]=Sum[d[NN.j,2] z[j],{j,0,NN}]==1/4;denk[2 NN-2]=Sum[d[NN.j,3]
z[j],{5,0,NN}]==0;

Do[denk[NN+1+k]=16Sum[d[k.j,4] z[j].{j,0,NN}]-y[k]==Cosh[(t[k]+1)/2]-
Sinh[(t[k]+1)/2],{k,0,NN-4}]

1=0;

While[i<= 2 NN+1,m[i]=If[i<=NN,y[i],z[i-(NN+1)]];

i=i+1]

CM=Table[Coefficient[denk[i][[1]],m[i]]{i,0,2 NN+1},{j,0,2 NN+1}]
right=Table[denk[i][[2]],{i,0,2NN+1}]

sol=Inverse[CM].right

yer=Table[m[i]->sol[[i+1]],{i,0,2NN+1}]

{y[0]->1.1752,y[1]->1.14908,y[2]->1.07439,y[3]->0.961038,y[4]->0.822317,y[5]-
>0.671798,y[6]->0.521095,y[7]->0.379132,y[8]->0.252612,y[9]->0.146971,y[10]-
>0.0670374,y[11]->0.0170379,y[12]->0.,2[0]->1.54308,2[1]->1.52328,2[2]-
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>1.46776,2[3]->1.38694,2[4]->1.29468,2[5]->1.20472[6]->1.12763,2[7]-
>1.06946,2[8]->1.03141,2[9]->1.01074,2[10]->1.00224,2[11]->1.00015,2[12]->1.}

ya[n_]:=2/NN Sum[Th([j] y[j] Tn,t[i]].{j,0.NN}]
Table[ya[i], {1,0,4}]/.yer

{za[0] za[1],za[2] za[3],za[4]}

za[n_1:=2/NN Sum[Thij] z[j] T[n.t[i]].{i,0,NN}]
Y[t_]:=Sum[Th[n] ya[n] T[n,t],{n,0,NN}]
Z[t_]:=Sum[Th[n] za[n] T[n,t].{n,0,NN}]
YY[t_]:=Y[t]/.yer

ZZ[t_]:=Z[t]/.yer

ExpandAN[YY[t]]

0.521095 +0.563813 t+0.0651369 t2+0.0234921 t3+0.00135701 t*+0.000294269
°+0.0000117959 t5+4.67613*107 t'-1.24131*10°° t8+1.10267*107° t°+1.22725*10®
t10-3.34515*1077 t11-3.98883*10 t12

ExpandAll[ZZ[t]]

1.12763 +0.260548 t+0.140953 t>+0.0108561 t3+0.00293653 t*+0.000135702
t°+0.0000244707 t°+8.08595*10 t'+1.10291*107" t3+1.84158*10°° t°-7.90664*10°
t19+4.65169*1010 t1+3.40416*10%° t1

Numy=YY[t]/.t->2 x-1
ExpandAll[Numy]

4.39648*107+1. x-3.43683*10" x*+0.166677 x3-0.000142755 x*+0.00940366 x°-
0.00481007 x5+0.0138687 x’-0.0251369 x8+0.0297913 x°-0.0219334
x10+0.00911786 x'!-0.00163382 x*2

Numz=ZZ[t]/.t->2 x-1
ExpandAll[Numz]

1.-4.21163*10"2 x+0.5 x2-1.13252*10°8 x3+0.0416658 x*+1.86771*10°®
x°+0.00138736 x°-3.66891*10° x’+0.000038372 x8-0.0000202543
x°+0.0000169574 x1°-7.41341*10° x11+1.39435*10°° x?
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sonlist=Table[{x,AnI[x]},{X,0,1,0.07}]

sonlist1=Table[{x,Anl1[x]}{x,0,1,0.07}]
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EKC

Not:Programda ***ile verilen ifadeler her program igin farkli degerler almaktadir.

Diger ifadeler ise her programda ortak oldugu i¢in sadece bu programda

verilecektir.
NewtonRaphson[g_,bas_,tol_,adim_]:=
Block[{c,uz1,unk,jac,hata,i,yer,fx,jacx,y},
uzl=Length[bas];
unk=Table[y[i].{i,0,uz1}];
jac=Table[D[g[[i]],unk[[j11].{i,1,uz1},{j,1,uz1}];
hata=10"10;c[0]=bas;i=1,
Print["J=",jac];
While[hata>=tol && i<=adim,
yer=Table[unk[[j]1]->c[i-1][[i1].{j,1,uz1}];
fx=g/.yer;jacx=jac/.yer;
c[i]=N[c[i-1]-Inverse[jacx].fx];
hata=Norm[c[i]-c[i-1]];
Print[StringForm[""". adimda ulasilan kokler="", norm hata=""",i,c[i],hata]];
i=i+1];
i=i-1;
If[i>= adim,Print[StringForm["ith="", =~ Maximum iterasyon gecildi",i,adim]]];

Print[StringForm[""". adimda ulasilan kok="", fonk="", norm hata=""
"1,c[i],fx=g/. Table[unk[[j]]->c[i][[]].{J.1,uz1}],hata]];

Return[c[i]]]
Anl[x_]:=Sin[2 X]
T[n_,x_]:=ChebyshevT[n,x]

t[i_]:=Cos[i Pi/NN]
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c[0]=2;c[i_]:=1;Th[0]=Th[NN]=1/2;Th[i_]:=1;

*** NN=12;

d[k_,j_,m_]:=Th[j]J/NN Sum[Sum[If[OddQ[n+I+m], 1/((m-1)!2"(m-3))
Product[n"2-(i)*2,{i,2-m,m+2}] T[n.t[1] T1,{K]1,0.],{1,0,n-m}].{n.1,NN-1}]

**% denk[NN]=y[NN]; denk[NN/2]=Sum[d1[NN,j] y[j].{j,0,NN}]-1

*x denk[K_]:=4(Sum[d2[k.j] V[il,{j,0,NN})-(Y[K])"3+19/4 y[K]-L1/4Sin[3 t[K]+3]

*** has=Table[1,{i,1,NN-1}];bas=Insert[bas,1.,NN/2+1];bas=Insert[bas,0.,-1];

denklemler=Table[denk[i],{i,0,NN}];

sol=NewtonRaphson[denklemler,bas,107(-5),100]

***yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->0.909297,y[1]->0.922947,y[2]->0.956736,y[3]->0.990724,y[4]-
>0.997495,y[5]->0.951729,y[6]->0.841471,y[7]->0.67516,y[8]->0.479426,y[9]-
>0.288723,y[10]->0.133574,y[11]->0.0340676,y[12]->0.}

a[n_]:=2/NN Sum[Th[j] y[i] T[n.t[i]].{i,0,NN}]
Y[t_]:=Sum[Th[n] a[n] T[n,t],{n,0,NN}]
YY[t_]:=Y[t]/ . yer

wxxNumy=Y Y[t])/.t->2x-1

4.45644*1071%+2, x+3.06248*10710 x2-1.33333 x3+1.34355*10" x*+0.266666
x5+4.61786*107° x5-0.0254105 x’+0.0000272257 x8+0.00137407 x°+0.0000337975
x10-0.0000716454 x'1+7.42481*107° x12
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EKC1

NN=12;

denk[NN]=y[NN]; denk[NN/2]=Sum[d1[NN,j] y[il.{j,0,NN}]-1
denk[k_T:=4(Sum[d2[k.j] V[i].{i,0,NNY])-(y[K])"3+19/4 y[K]-1/4Sin[3 t[K]+3]
bas=Table[1,{i,1,NN-1}];bas=Insert[bas,1.,NN/2+1];bas=Insert[bas,0.,-1];
sol=NewtonRaphson[denklemler,bas,107(-5),100]
***yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->0.909297,y[1]->0.922947,y[2]->0.956736,y[3]->0.990724,y[4]-
>0.997495,y[5]->0.951729,y[6]->0.841471,y[7]->0.67516,y[8]->0.479426,y[9]-
>0.288723,y[10]->0.133574,y[11]->0.0340676,y[12]->0.}
Numy=YY[t]/.t->2x-1

4.45644*10713+2, x+3.06248*1010 x2-1.33333 x3+1.34355*107 x*+0.266666
X°+4.61786*10° x5-0.0254105 x”+0.0000272257 x8+0.00137407 x°+0.0000337975
x19-0.0000716454 x1+7.42481*10° x12
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EK C2

Anl[x_]:=Cos[ x]
NN=12;
denk[0]=y[0];denk[NN]=y[NN]-1;

denk[k_]:= Sum[d2[k,j] ¥[i]1.{j,0,NN}]+ (Sum[d1[k,j]
y[i1,{i,0,NN}])+Cos[+(Pi/4)(t[i]+1)](1+2Sin[+(Pi/4)(t[i]+1)])

bas=Table[L.,{i,1,NN-1}];bas=Insert[bas,0,1];bas=Insert[bas,-1,-1];
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->0.,y[1]->0.0267586,y[2]->0.105029,y[3]->0.228014,y[4]->0.382683,y[5]-
>0.549798,y[6]->0.707107,y[7]->0.835298,y[8]->0.92388,y[9]->0.973658,y[10]-
>0.994469,y[11]->0.999642,y[12]->1.}

Numy=YY[t]/.t->(+4/(Pi))x-1

1. -8.30003*10% x-0.5 x?+1.64992*101° x3+0.0416667 x*+6.41322*10° x°-
0.00138891 x%+3.23122*10® x’+0.000024763 x5+3.05808*10° x°-2.91336*107
x10+4.,92853*10°9 x11+1.3319*10°9 x12
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EKC3

Anl[x_]:=Sinh[x]
NN=12;k1=NN;k2=NN-1;k3=NN-2;k4=NN-3;k5=NN-4;k6=NN-5:k7=1;k8=0;
denk[k1]=y[NN];

denk[k2]=(Sum[d[NN,j,1] y[j1.{i,0,NN}])-1;

denk[k3]=(Sum[d[NN,},2] y[i1.{i,0.NN}]);

denk[k4]=(Sum[d[NN.j,3] y[j].{i,0,NN}])-1;

denk[k5]=(Sum[d[NN,j,4] y[i]{i,0,NN}]);

denk[k6]=(Sum[d[NN,j,5] y[i].{i,0.NN}])-1;

denk[k7]=(Sum[d[NN,j,6] y[i].{i,0.NN}]);

denk[k8]=(Sum[d[NN.j, 7] y[j].{J,0,NN}])-1;

Do[If[k!=k1 && k1=k2 && k!=k3 && k!=k4&& k!=k5 && k!=k6 && k1=K7&&
k1=k8,denk[k]= (Sum[d[k.j,8] VIil.{j,0,NN}])+y[K](Sum[d[k.j,1] V[il.{i,0,NN3]) -
Sinh[(t[K]+1)/2](1+Cosh[(t[k]+1)/2])].{k,0,NN}]

bas=Table[1.,{i,1,NN-1}];
bas=Insert[bas,1,1];bas=Insert[bas,0,-1]
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->1.1752,y[1]->1.14908,y[2]->1.07439,y[3]->0.961038,y[4]->0.822317,y[5]-
>0.671798,y[6]->0.521095,y[7]->0.379132,y[8]->0.252612,y[9]->0.146971,y[10]-
>0.0670374,y[11]->0.0170379,y[12]->0.}

YY[t_]:=Y[t]/.yer
Numy=YY|[t]/.t->2x-1

3.88578*1015+1. x+4.99045*104 x?+0.166667 x3-2.83329*1012 x*+0.00833333 x°-
6.94664*10°1° x5+0.000198416 x'+1.42552*10°7 x8+2.64187*10° x°+5.97053*108
x19+5,92991*10° x11+3.16262*10°° x?

81



EKC4

Anl[x_]:=E"x
NN=14;k1=0;k2=NN;k3=NN-1;k4=NN-2;k5=NN-3;k6=NN-4;k7=NN-5;k8=NN-
6;k9=NN-7;k10=NN-8

denk[Kk1]=y[0]-E;denk[k2]= Y[NN]-1;

denk[k3]=(Sum[d[NN,j,2] y[j1.{j,0,NN}])-1;denk[k4]=(Sum[d[0,},2] y[i].{j,0,NN}])-
E;

denk[Kk5]=(Sum[d[NN,j,4] y[il{j,0,NN}])-1:denk[k6]=(Sum[d[0.j,4] V[i].{j,0,NN}])-
E;

denk[k7]=(Sum[d[NN,j,6] y[j1.{j,0,NN}])-1;denk[k8]=(Sum[d[O0,},6] y[i].{j,0,NN}])-
E;

denk[k9]=(Sum[d[NN,j,8] v[il.{j,0,NN}])-1denk[k10]=(Sum[d[0,j,8]

Do[If[k!=k1l && k!= k2 && k!= k3 && k!= k4 && k!=k5 && k!= k6 && k!= k7
&& ki= k8 && k!= k9 && k!= k10 ,denk[k]= (Sum[d[k.j,10] y[j].{j,0,NN}]) - EA(-
(t[k]+1)/2)y[k]"2].{k,0,NN}]

bas=Table[1.,{i,1,NN-
9}]bas=Insert[bas,N[E],1]bas=Insert[bas,N[E]/256,k9]bas=Insert[bas,1/256,k8]bas=I
nsert[bas,N[E]/64,k7];bas=Insert[bas,1/64,k6]bas=Insert[bas,N[E]/16,k5]bas=Insert[
bas,1/16,k4]bas=Insert[bas,N[E]/4,k3]bas=Insert[bas,1/4,k2]bas=Insert[bas,1,-1];

yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->2.71828,y[1]->2.68395,y[2]->2.58513,y[3]->2.43338,y[4]->2.24522,y[5]-
>2.03895,y[6]->1.8316,y[7]->1.63684,y[8]->1.46395,y[9]->1.31794,y[10]-
>1.2005,y[11]->1.11125,y[12]->1.04892,y[13]->1.01215,y[14]->1.}

ExpandAN[YY[t]]
Numy=YY[t]/.t->2x-1

1. +0.962563 x+0.5 x%+0.228804 x3+0.0416667 x*-0.0235478 x°+0.00138893
x8+0.00920253 x’+0.0000254311 x5-0.0034416 x°+0.00241329 x'°-0.00105679
x11+0.00031715 x'2-0.0000583881 x!3+4.97699*10° x4
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EK C5
Anl[x_]:=(Sin[x])"2

denk[k1]=y[0]+(4/Pi)*4Sum[d[0.j,4] V[j],{j,0,NN}]-9;
denk[k2]=y[NN]+(4/Pi)*4Sum[d[NN.j,4] Y[il.{i,0,NN}]+8;

denk[k3]=y[NN]+(4/Pi) Sum[d[NN.j,1] y[i].{i,0,NN}]:denk[k4]=(4/Pi) Sum[d[0,j,1]
y{il,4i,0,NN}]+y[0]-1:denk[K5]=y[NN]+(4/Pi)*2 Sum[d[NN.},2] y[i].{i,0,NN}]-
2:denk[k6]=(4/Pi)*2 SUum[d[0,j,2]
y[il.£i,0,NN}+y[0]+1;denk[k7]=y[NN]+(4/Pi)*3Sum[d[NN,j,3] V[i].{j,0,NN};

Do[If[k!=k1 && k!= k2 && k= k3 && k!= k4 && k!= k5 && k!= k6 && k!=
k7,denk[k]= (4/PiY~7(Sum[d[k,j,7] V[il.{j,0,NN}]) +128 Sqrt[y[k]]Cos
[Pi/4(t[K]+1)]].{k,0,NN}]

bas=Table[1.,{i,1,NN-4}];
bas=Insert[bas,0,k6];
bas=Insert[bas,-1,k5];
bas=Insert[bas,+2,k4];
bas=Insert[bas,0,k2];
bas=Insert[bas,0,-1];
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->0.999473,y[1]->0.998445,y[2]->0.983951,y[3]->0.927696,y[4]-
>0.803088,y[5]->0.610651,y[6]->0.389511,y[7]->0.197404,y[8]->0.0732728,y[9]-
>0.0174422,y[10]->0.00321841,y[11]->0.00228032}

YY[t_]:=Y[t]/ . yer
ExpandAN[YY[t]]

0.500058 +0.783452 t+0.00116445 t°-0.322236 t3-0.00043498 t*+0.0396331
t°+0.0000985974 t°-0.00233696 t'-5.9394*10°° t8+0.0000859315 t°-3.05772*10°° t1°-
1.0373*10° t1*

Numy=Y'Y[t]/.t->4/Pi x-1

ExpandAll[Numy]
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0.00228032 -0.00228032 x+0.99886 x2-0.000380054 x3-0.333428 x*+0.00474032
x°+0.0379606 x°+0.00449543 x’-0.00515091 x8+0.000522874 x°+0.0000935233
x10-0.0000147882 x!
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EK C6
Anl[x_]:=Sin[x]-Cos[X]

NN=12;k1=0;k2=NN;k3=NN-1;k4=NN-2;k5=NN-3;k6=NN-4;k7=NN-5;k8=NN-
6;k9=NN-7;k10=NN-8;k11=NN-9;k12=NN-10;

denk[k1]=(4/Pi)6Sum[d[NN,j,6] y[i].{i,0,NN}]-1;
denk[k2]=(4/Pi)*6Sum[d[0,j,6] Y[j1.{j,0,NN}]+1;
denk[k3]=-(4/Pi) Sum[d[0,j,1] y[j]1.{j,0,NN}]+y[NN]+2;

denk[k4]=-(4/Pi) SUm[d[NN.j,1] y[il.{j,0,NN}]+y[0]:denk[k5]=y[NN]+(4/Pi)*2
Sum[d[0,j,2] V[il.{i,0,NN}]+2:denk[k6]=(4/Pi)*2 Sum[d[NN,j,2]
y[il.£i,0,NN}+y[0]-2;denk[k7]=(4/Pi)*4Sum[d[NN,j 4]
y[il,£i,0,NN}+1;denk[k8]=(4/Pi)*4Sum[d[0,j,4] y[il.{j,0,NN}]-1;

denk[k9]=(4/Pi)"3Sum[d[NN,j,3] y[jl.{i,0.NN}+1;
denk[Kk10]=(4/Pi)*3sum[d[0,,3] yil.{i,0.NN}]+1;
denk[k11]=(4/Pi)*5Sum[d[NN.j,5] y[jl.{i,0.NN}]-1;
denk[k12]=(4/Piy*5Sum[d[0,j,5] y[il.{j,0,NN}]-1;

Do[If[k!=kl && kl=k2 && k!= k3 && kl= k4 && k!=k5 && k!=k6 && k!=k7
&& k!=k8 && k!= k9 && k!= k10 && k!=k11&& k!= k12,denk[k]=
(4/P1)*12(Suml[d[k,j,12] y[j1,{J,0,NN3}]) -(4/Pi)y[k](Sum[d[k,j,1]
y[i1,{J,0,NN}])+(4/Pi)*2Sum[d[Kk.j,2] y[j1,{i,0,NN}]-Cos[Pi/2(t[k]+1)]],{k,0,NN}]

bas=Table[1.,{i,1,NN-8}];
bas=Insert[bas,1,1];
bas=Insert[bas,-1,k11];
bas=Insert[bas,-1,k10];
bas=Insert[bas,-1,k8];
bas=Insert[bas,2,k7];
bas=Insert[bas,-2,k6];
bas=Insert[bas,0,k5];
bas=Insert[bas,-2,k4];
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bas=Insert[bas,-1,-1];
yer=Table[y[i]->sol[[i+1]],{i,0,NN}]

{y[0]->1.,y[1]->0.972883,y[2]->0.88944,y[3]->0.745643,y[4]->0.541196,y[5]-
>0.2855,y[6]->-4.88469*1078,y[7]->-0.2855,y[8]->-0.541196,y[9]->-0.745643,y[10]-
>-0.88944,y[11]->-0.972883,y[12]->-1.}

YY[t_]:=Y][t]/.yer
ExpandAN[YY[t]]

-4.88469*108+1.11072 t+5.12788*10° t2-0.114191 t3+6.15255*10° t*+0.00352195
t5-4.92279*107° t5-0.0000517273 t'+2.6375*107° t8+4.43254*107 t°-8.20594*101°
t10-2.45486*10° t'1+1.11896*10710 t12

Numy=YY[t]/.t->4/Pi x-1
ExpandAll[Numy]
-1.+1. x+0.5 x?-0.166667 x3-0.0416667 x*+0.00833333 x°+0.00138889 x°-

0.000198496 x’-0.0000246101 x8+2.56634*10° x°+3.75861*10°" x1°-5.41405*10®
x1+2.03113*10°9 x12
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EKD

NewtonRaphson[g_,bas_,tol_,adim_]:=
Block[{uz1,unk,jac,hata,i,yer,fx,jacx,y},
uzl=Length[bas];
unk=Table[m[i],{i,0,uz1}];
jac=Table[D[g[[i]],unk[[j11].{i,1,uz1},{j,1,uz1}];
hata=10"10;c[0]=bas;i=1,
Print["J=",jac];
While[hata>=tol && i<=adim,
yer=Table[unk[[j]1]->c[i-1][[i1].{j,1,uz1}];
fx=g/.yer;jacx=jac/.yer;
c[i]=N[c[i-1]-Inverse[jacx].fx];

hata=Norm][c[i]-c[i-1]];

Print[StringForm[""". adimda ulasilan kokler="", norm hata=""",i,c[i],hata]];
i=i+1];

i=i-1;

If[i>= adim,Print[StringForm["itn="", =~ Maximum iterasyon gecildi",i,adim]]];

Print[StringForm["*"". adimda ulasilan kok="", fonk="", norm hata=""
" i,c[i],fx=g/. Table[unk[[j]]->c[i][[i]].{j,1,uz1}],hata]];

Return[c[i]]]
Ay=Sin[x];Az=Cos[X];
T[n_,x_]:=ChebyshevT[n,x]
NN=12;
t[i_]:=Cos[i Pi/NN]

c[0]=2;c[i_]:=1;Th[0]=Th[NN]=1/2;Th[i_]:=1,;
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d[k_,j_,m_]:=Th[j]J/NN Sum[Sum[If[EvenQ[n+l+m], n Th[n]/c[l] 1/((m-1)!2"(m-
3))Product[n*2-(1+1)"2,{i,2-m,m-2,2}] T[n,t[j]] T[I,t[K]],0.],{1,0,n-m}],{n,0,NN}]

denk[NN]J=y[NN];
denk[NN-1]=2Sum[d[NN.,j,1] y[j1.{j,0,NN}]-1;
denk[NN-2]=4Sum[d[NN,j,2] y{i].{i,0,NN};
denk[NN-3]=8Sum[d[NN,j,3] y[i].{i,0,NN}]+1;

Do[denk[K]=16Sum[d[kj4] Y[il.{i,0,NN}]-(z[K])*2-
Sin[(t[k]+1)/2]+(Cos[(t[K]+1)/2])*2,{k,0,NN-4}]:

denk[2 NN+1]=z[NN]-1;

denk[2 NN]=2Sum[d[NN.,j,1] z[j],{j,0,NN}];
denk[2 NN-1]=4Sum[d[NN.,},2] z[j].{j,0,NN}]+1;
denk[2 NN-2]=8Sum[d[NN.,j,3] z[j],{j,0,NN}];

Do[denk[NN+1+k]=16 Sum[d[k.j,4] z[j],{j,0,NN}-y[K]Sum[d[K.j,1] V[il.{j,0,NN}]-
Cos[(t[K]+1)/2](1-Sin[(t[K]+1)/2]),{k,0,NN-4}];

bas=Table[1.,{i,1,2NN-6}];
bas=Insert[bas,-1/8,NN-2];

bas=Insert[bas,0,NN-1];

bas=Insert[bas,1/2,NN];

bas=Insert[bas,0,NN+1];

bas=Insert[bas,0,2NN-1];

bas=Insert[bas,-1/4,2NN];

bas=Insert[bas,0,2NN+1];

bas=Insert[bas,1,2NN+2];

bas
{1.1.1.1.1.1.1.1.1.-(1/8),0,1/2,0,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,0,-(1/4),0,1}
i=0;

While[i<= 2 NN+1,m[i]=If[i<=NN,y[i],z[i-(NN+1)]];
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i=i+1]

denklemler=Table[denk[i],{i,0,2 NN+1}]
sol=NewtonRaphson[denklemler,bas,2 10"(-3),100]
yer=Table[m[i]->sol[[i+1]],{i,0,2NN+1}]

{y[0]->0.841469,y[1]->0.832142,y[2]->0.803416,y[3]->0.75362,y[4]-
>0.681639,y[5]->0.588668,y[6]->0.479426,y[7]->0.362166,y[8]->0.247404,y[9]-
>0.145924,y[10]->0.0669372,y[11]->0.0170363,y[12]->0.,2[0]->0.536511,2[1]-
>0.55107,2[2]->0.592703,2[3]->0.655548,2[4]->0.730752,2[5]->0.807979,2[6]-
>0.877455,2[7]->0.932085,2[8]->0.968908,2[9]->0.989296,2[ 10]->0.997757,2[11]-
>0.999855,2[12]->1.}

ya[n_]:=2/NN Sum[Th[j] y[j] T[n.t[i]].{j.0.NN}]

za[n_]:=2/NN Sum[Thl[j] z[j] T[n,t[j11.{j,0,NN}]

Y[t_]:=Sum[Th[n] ya[n] T[n,t],{n,0,NN}]

Z[t_]:=Sum[Th[n] za[n] T[n,t],{n,0,NN}]

YY[t_]:=Y[t]/.yer

ZZ[t 1:=Z[t]/.yer

YVY[t]

0.449926 +0.42522 t-0.0293452 (-1+2 t%)-0.00450007 (-3 t+4 t*)+0.000153989 (1-8
t2+8 t4)+0.0000140914 (5 t-20 t3+16 t°)-3.32358*10°" (-1+18 t>-48 t*+32 t9)-
2.24131*10°8 (-7 t+56 t3-112 t5+64 t7)+3.62689*1071° (1-32 t?+160 t*-256 t°+128
t8)+4.75998*101! (9 t-120 t3+432 t°-576 t'+256 t°)+3.66659*10712 (-1+50 t>-400
t4+1120 t°-1280 t8+512 t19)-1.31672*10" (-11 t+220 t3-1232 t°+2816 t’-2816
t°+1024 t11)-9.48778*101° (1-72 t2+840 t%-3584 t°+6912 t8-6144 t19+2048 t12)
ZZ[t]

0.822639 -0.23387 t-0.0545998 (-1+2 t2)+0.00213752 (-3 t+4 t3)+0.000216993 (1-8
t2+8 t4)-0.0000119393 (5 t-20 t3+16 t°)-3.92656*10 (-1+18 t>-48 t*+32
16)+3.68795*10°8 (-7 t+56 t°-112 t>+64 t7)-1.81665*10"° (1-32 t?+160 t*-256 t°+128
t8)-9.99407*10* (9 t-120 t3+432 t°-576 t'+256 t°)+6.8578*10°*2 (-1+50 t2-400
t4+1120 t6-1280 t8+512 t19)+9.87173*10 (-11 t+220 t3-1232 t°+2816 t'-2816
1°9+1024 t11)+7.77156*101° (1-72 t2+840 t*-3584 t°+6912 t8-6144 t1°+2048 t'?)
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Numy=YY[t]/.t->2 x-1

0.449926 +0.42522 (-1+2 x)-0.0293452 (-1+2 (-1+2 x)?)-0.00450007 (-3 (-1+2 x)+4
(-1+2 x)3)+0.000153989 (1-8 (-1+2 X)*+8 (-1+2 x)*)+0.0000140914 (5 (-1+2 X)-20 (-
1+2 X)3+16 (-1+2 X))-3.32358*10°7 (-1+18 (-1+2 X)%-48 (-1+2 X)*+32 (-1+2 X)°)-
2.24131*%10°8 (-7 (-1+2 Xx)+56 (-1+2 x)3-112 (-1+2 x)°+64 (-1+2 X)")+3.62689*101°
(1-32 (-1+2 x)?+160 (-1+2 x)*-256 (-1+2 x)®+128 (-1+2 X)8)+4.75998*10 (9 (-1+2
X)-120 (-1+2 X)3+432 (-1+2 X)5-576 (-1+2 X)7+256 (-1+2 X)?)+3.66659*102 (-1+50
(-1+2 X)2-400 (-1+2 X)*+1120 (-1+2 X)8-1280 (-1+2 X)8+512 (-1+2 x)19)-1.31672*10
13 (-11 (-1+2 x)+220 (-1+2 x)*-1232 (-1+2 x)°+2816 (-1+2 X)-2816 (-1+2 x)°+1024
(-1+2 x)11)-9.48778*10%° (1-72 (-1+2 x)?+840 (-1+2 x)*-3584 (-1+2 X)®+6912 (-1+2
X)8-6144 (-1+2 X)10+2048 (-1+2 x)2)

Numz=ZZ[t]/.t->2 x-1

0.822639 -0.23387 (-1+2 x)-0.0545998 (-1+2 (-1+2 X)2)+0.00213752 (-3 (-1+2 x)+4
(-1+2 x)%)+0.000216993 (1-8 (-1+2 x)*+8 (-1+2 x)*)-0.0000119393 (5 (-1+2 X)-20 (-
142 X)3+16 (-1+2 X)%)-3.92656*108 (-1+18 (-1+2 X)?-48 (-1+2 X)*+32 (-1+2
X)8)+3.68795*108 (-7 (-142 X)+56 (-1+2 X)3-112 (-1+2 X)5+64 (-1+2 x)7)-
1.81665*10 (1-32 (-1+2 X)>+160 (-1+2 X)*-256 (-1+2 X)6+128 (-1+2 X)8)-
9.99407*10 (9 (-1+2 X)-120 (-1+2 X)3+432 (-1+2 X)?-576 (-1+2 X)"+256 (-1+2
X)%)+6.8578*10712 (-1+50 (-1+2 X)%-400 (-1+2 x)*+1120 (-1+2 x)6-1280 (-1+2
X)8+512 (-1+2 x)19)+9.87173*10°14 (-11 (-1+2 X)+220 (-1+2 x)3-1232 (-1+2 x)5+2816
(-1+2 X)"-2816 (-1+2 x)°+1024 (-1+2 X)11)+7.77156*1071® (1-72 (-1+2 x)*+840 (-1+2
X)*-3584 (-1+2 X)5+6912 (-1+2 x)®-6144 (-1+2 x)*%+2048 (-1+2 x)?)
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