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5.1 Bir Tensör Alanının Reküran Olma Koşulu ve Geometrik Yorumu............... 63
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ΛΛΛmMMM : m ∈M noktasındaki 2−formların uzayı
uuu...vvv : u,v ∈ TmM vektörlerinin iç çarpımı
<<<>>> : Üreteç kümesi
⊥⊥⊥ : Dik bütünleyen

xi



xii
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BAZI ÖZEL MANİFOLDLAR ÜZERİNDE VEKTÖR ALANLARI

ÖZET

Bu çalışmanın amacı, geometrik ve fiziksel açıdan önem taşıyan bazı manifoldlar
üzerinde tanımlanabilen vektör alanlarını incelemek ve özelliklerini araştırmaktır.

Çalışmanın birinci bölümünde, çalışmada göz önüne alınacak olan bazı manifoldlar
ve özel vektör alanlarından bahsedilmiştir. Bu amaçla, ilk olarak, özel manifoldlar ile
ilgili literatür taraması verilmiştir. Ayrıca, bu manifoldların ve vektör alanlarının, başta
geometri ve fizik olmak üzere, diğer birçok bilim ve mühendislik dalındaki uygulama
alanları vurgulanmıştır.

Çalışmanın ikinci bölümünde, çalışmada kullanılacak olan bazı temel kavramlardan
bahsedilmiştir. Daha sonra, ele alınan manifoldlar üzerinde incelenecek olan özel
vektör alanlarının tanımlarına yer verilmiştir.

Çalışmanın üçüncü bölümünde, genelleştirilmiş Einstein manifoldlarının çeşitleri
incelenmiştir. İlk olarak, fiziksel açıdan önem taşıyan yarı-Einstein manifoldları
üzerindeki özel vektör alanlarını inceleme problemi ele alınmıştır. Bununla
birlikte, 4−boyutlu yarı-Einstein manifoldu örneği verilmiştir. Ayrıca, yarı-Einstein
manifoldlarının konformal dönüşümleri araştırılmıştır. Bu konformal dönüşüm altında,
ϕ(Ric) ve konsörkılır vektör alanlarının birtakım özellikleri elde edilmiş ve konformal
dönüşümün aynı zamanda konharmonik olması halinde yarı-Einstein manifoldunun
ilişkili büyüklükleri arasındaki bağıntılar bulunmuştur. Daha sonra, bu bölümde,
neredeyse yarı-Einstein manifoldları göz önüne alınmıştır. Neredeyse yarı-Einstein
manifoldlarının çeşitli geometrik özellikleri incelenmiştir. Bu manifoldun üreteç-
lerinin özel vektör alanları olabilme şartları araştırılmış ve bu manifoldlarla ilgili çeşitli
teoremler ispatlanmıştır. Bunlara ek olarak, özel vektör alanları içeren neredeyse
yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri göz önüne alınmıştır. Konformal
ve konharmonik dönüşüm altında, konsörkılır ve ϕ(Ric) vektör alanları üzerine çeşitli
sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca, bu manifoldun 4−boyutlu uzaylardaki örnekleri
verilmiş ve neredeyse yarı-Einstein uzay-zamanı incelenmiştir.

Bu bölümde son olarak, genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları üzerindeki özel
vektör alanlarını inceleme problemi ele alınmıştır. Bu manifoldlar üzerinde tors
oluşturan vektör alanları ve ϕ(Ric) vektör alanları incelenmiştir. Manifoldun
üreteç vektör alanlarının, söz konusu özel vektör alanları olup olmaması durumu
araştırılmıştır. Bununla birlikte, Ricci tensörü için göz önüne alınan bazı özel koşullar
altında, manifold üzerinde tanımlanan özel vektör alanlarının özellikleri incelenmiştir.

Çalışmanın dördüncü bölümünde, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo
Ricci simetrik manifoldlar göz önüne alınmıştır. Pseudo Ricci simetrik ve hemen
hemen pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldların özellikleri
araştırılmıştır. Pseudo Ricci simetrik manifoldlara ait bazı sonuçlardan faydalanılarak,
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genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldunun ilişkili skalerlerinin sağlaması gereken
bazı şartlar elde edilmiştir. Daha sonra, genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldunun
aynı zamanda pseudo Ricci simetrik olması durumunda, üreteç vektör alanları
incelenmiş ve bu vektör alanları ile ilgili olarak çeşitli teoremler ispatlanmıştır.

Çalışmanın beşinci ve son bölümünde ise, (+,+,−,−), (+,+,+,−) ve (+,+,+,+)
metrik işaretlerine sahip 4−boyutlu manifoldlar göz önüne alınmıştır. Bu manifoldlar
üzerinde ikinci mertebeden simetrik ve reküran olan tensör alanları incelenmiştir.
Genel yaklaşım, ikinci mertebeden simetrik tensörlerin söz konusu metrik işarete
göre sınıflandırılmasına dayanmaktadır. Bu problemde ilk olarak, ikinci mertebeden
simetrik ve paralel olan tensör alanları araştırılmıştır. Bu tensör alanları, ilk olarak,
4−boyutlu, nötr işaretli manifoldlar olarak isimlendirilecek olan, (+,+,−,−) metrik
işaretli manifoldlar için Segre tiplerine göre belirlenmiştir. Daha sonra, aynı metrik
işarete göre, ikinci mertebeden simetrik reküran özelliğine sahip tensör alanları
araştırılmıştır. Bu incelemeler, metriğin dolanım grubu göz önüne alınarak yapılmıştır.
Daha sonra, ikinci mertebeden simetrik tensör alanları için, ilk problemde elde
edilen sonuçlar özel olarak Ricci tensörüne uygulanmıştır. Ricci tensörünün paralel
olması ve reküran olması problemi ele alınmıştır. Metrik işareti (+,+,−,−) olan
4−boyutlu manifoldlar için Ricci tensörünün mümkün olabileceği bütün Segre tipleri
ve dolanım tipleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu uygulama sayesinde, bu manifoldun
Einstein manifoldu olması durumu da incelenmiştir. Son olarak, (+,+,−,−) metriği
için ele alınan problemler, sırasıyla, Lorentz ve pozitif tanımlı metrik işaret olarak
nitelendirilen, (+,+,+,−) ve (+,+,+,+) işaretli metriğe sahip manifoldlarda da
araştırılmıştır. Benzer şekilde, dolanım teorisi göz önüne alınarak elde edilen sonuçlar
Ricci tensörüne uygulanmıştır.
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VECTOR FIELDS ON SOME SPECIAL MANIFOLDS

SUMMARY

The purpose of this thesis is to examine the vector fields which can be defined on some
geometrically and physically important manifolds and investigate their properties. By
considering some vector fields on these special manifolds, various theorems related to
these vector fields are proved and some geometrical properties of these manifolds are
obtained.

In the first chapter, it is mentioned about some manifolds and special vector fields
which are taken into consideration in the study. For this purpose, first of all, a review
of literature related to these special manifolds is given. Furthermore, the application
areas of these special manifolds and vector fields to many other branches of science
and engineering disciplines, mainly differential geometry and physics is highlighted.

In the second chapter, it is introduced some fundamental concepts which are used in
the study. Then, the definitions of some special vector fields such as torse-forming
vector fields, concircular vector fields, recurrent vector fields, parallel vector fields,
ϕ(Ric)-vector fields, which will be examined on discussed manifolds, are given. In
addition, some known results about these notions which will be considered later are
given.

In the third chapter, the types of the generalizations of Einstein manifolds are
examined. In this examination, three kinds of these manifolds which are called the
quasi-Einstein manifolds, the nearly quasi-Einstein manifolds and the generalized
quasi-Einstein manifolds are considered.

Firstly, the problem of examining some special vector fields on quasi-Einstein
manifolds which are physically important is discussed. It is shown that if the generator
vector field of the quasi-Einstein manifold is a ϕ(Ric)-vector field, then this vector
field must be parallel. Also, it is considered that if a quasi-Einstein manifold admits
a ϕ(Ric)-vector field, the relationship between the generator of the manifold and this
vector field is found.

On the other hand, an example of a quasi-Einstein manifold which is 4−dimensional
is given. Moreover, conformal mappings between quasi-Einstein manifolds admitting
special vector fields are investigated. Under conformal mapping, some theorems
are proved and some properties of ϕ(Ric)-vector fields and concircular vector fields
are obtained. At the same time, in the case the conformal transformation is also a
conharmonic one, which is a conformal transformation preserving the harmonicity
of a certain function, the relations between the associated scalars of quasi-Einstein
manifolds are found.

After that, in this chapter, nearly quasi-Einstein manifolds are considered. By
considering a special type nearly quasi-Einstein manifold, the conditions of being

xvii



special vector fields of the generators of this manifold are investigated and some
theorems about this manifold are proved.

In addition, conformal mappings of nearly quasi-Einstein manifolds admitting special
vector fields are considered. Under the conformal transformation and conharmonic
transformation, some results on concircular vector fields and ϕ(Ric)-vector fields are
given. Moreover, examples of these manifolds on 4−dimensional spaces are given and
nearly quasi-Einstein space-time is studied.

In this chapter, finally, the problem of examining special vector fields on
generalized quasi-Einstein manifolds is considered. The conditions for a generalized
quasi-Einstein manifold admitting special vector fields when the Ricci tensor of the
manifold satisfies some conditions are determined. Torse-forming vector fields and
ϕ(Ric)-vector fields are examined on these manifolds. Also, the conditions whether
the generators, which are described as vector fields on these manifolds, can be some
special vector fields or not are investigated. Meanwhile, under the certain specific
conditions taken into the Ricci tensor, some properties of special vector fields defined
on the manifold are examined.

In the fourth chapter, pseudo Ricci symmetric and almost pseudo Ricci symmetric
manifolds are considered. The properties of pseudo Ricci symmetric gener-
alized quasi-Einstein manifolds and almost pseudo Ricci symmetric generalized
quasi-Einstein manifolds are investigated. From the known results about pseudo
Ricci symmetric manifolds, some conditions required to be provided by the associated
scalars are obtained.

Later, assuming that a generalized quasi-Einstein manifold is also a pseudo Ricci
symmetric, the associated vector fields of this manifold are examined and some
theorems related to these vector fields are proved. Some relations between the
generator vector fields of the pseudo Ricci symmetric manifold and the generalized
quasi-Einstein manifold are found.

In this chapter, finally, by assuming that a generalized quasi-Einstein manifold is also
an almost pseudo Ricci symmetric manifold, some relations between the generators
are found likewise in the pseudo Ricci symmetric case.

In the fifth and the last chapter, 4−dimensional manifolds admitting a metric of
signature (+,+,−,−), (+,+,+,−) and (+,+,+,+) are considered. The recurrence
structure of the second order symmetric tensors on these manifolds are examined.
The technique used is to first solve the problem when the tensor in question is either
parallel (covariantly constant) or can be scaled so that it is parallel. Then one considers
those recurrent tensors which are not in this category. This will allow a definition of
proper recurrence for such tensors (and the vector fields) and it is investigated in this
work. The general approach is based on the classification scheme of the second order
symmetric tensors with respect to the metric signature which is at issue. The analysis is
based on the holonomy group of the Levi-Civita connection associated with the metric,
the possible Lie algebras of which are known. In this problem, the tensor fields which
are the second order symmetric and parallel are investigated initially.

Firstly, these tensor fields are determined with respect to the Segre types for
4−dimensional manifolds with signature (+,+,−,−) which will be called a neutral
signature. Then, the tensor fields which are the second order symmetric and recurrent
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are investigated for the same metric signature. These investigations are made by
considering the holonomy group of the metric.

After that, the results obtained for the second order symmetric tensors in the first
problem are applied specially to the Ricci tensor. Thus, the problems of Ricci tensor
which is parallel and Ricci-recurrent are examined. These problems are investigated by
considering the possible Segre types for the Ricci tensor on the manifold. All possible
Segre types and holonomy types for the Ricci tensor are obtained for 4−dimensional
manifolds admitting a metric with signature (+,+,−,−). Also, with the help of
this application, the case of being an Einstein manifold, that is the Ricci tensor is
proportional to the metric tensor, of this manifold is studied.

A by-product of this study is the finding of certain useful, direct techniques to study
the properties of the various holonomy types using direct algebraic methods and the
Ambrose-Singer theorem.

Finally, the same problems discussed for the metric signature (+,+,−,−) are
investigated for the metrics of signature (+,+,+,−) and (+,+,+,+)which are called
Lorentz signature and positive definite signature, respectively. Similarly, the results
obtained by considering the holonomy theory are then applied to the Ricci tensor
and the possible Segre types and holonomy types are determined for these metric
signatures.
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1. GİRİŞ

Literatürde, bazı özel Riemann ve pseudo-Riemann manifoldları tanımlanmıştır.

Bu özel manifoldlardan biri olan Einstein manifoldları ile ilgili hem diferansiyel

geometride, hem de fizikte çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Einstein manifoldunda,

Ricci tensörü metrik tensör ile orantılıdır, [1]. Öte yandan Einstein manifoldları,

genel görelilik teorisindeki Einstein alan denklemlerinin vakum çözümlerinde ortaya

çıkmaktadır. Genel görelilik teorisinde, kozmolojik sabit içeren Einstein alan denklemi

Si j−
1

2
rgi j+Λgi j =

8πG

c4
Ti j (1.1)

bağıntısı ile verilir. Burada, Si j Ricci tensörünü, gi j metrik tensörü, r skaler eğriliği, Λ

kozmolojik sabiti, G Newton’un yerçekimi sabitini, c ışık hızını ve Ti j gerilme-enerji

tensörünü göstermektedir. Eğer Ti j = 0 ise, bu denklemler vakum alan denklemleri

adını alır. Bu durumda, vakum alan denklemleri Einstein manifoldlarını vermektedir.

Einstein manifoldları, pek çok akademisyen tarafından genelleştirilmiş ve böylece

özel manifoldlar tanımlanmıştır. Einstein manifoldları, yarı-Einstein manifoldlarının

bir alt sınıfını oluşturmaktadır. Bu manifoldlar, Einstein alan denklemlerinin tam

çözümlerinin bulunmaya çalışılması sonucunda ortaya çıkmaktadır. Birçok makalede

bu manifoldların çeşitli özellikleri incelenmiştir, [2–6].

Yarı-Einstein manifoldlarının genelleştirilmişi olan manifoldlarla ilgili literatürde

birçok çalışma yapılmış ve pek çok matematikçi, yarı-Einstein manifoldları üzerinde

farklı koşullar göz önüne alarak, farklı manifoldlar tanımlamışlardır. Bu özel manifold-

lardan bazıları, genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları [7, 8], süper yarı-Einstein

manifoldları [9], neredeyse yarı-Einstein manifoldları [10], karışık genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldları [11], pseudo genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları [12]

şeklinde isimlendirilmiştir. Genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları, ısı akışı içeren

4−boyutlu uzay-zaman çalışmaları ile ilgili olması sebebiyle fiziksel açıdan önemli bir

yer teşkil etmektedir. Başka bir deyişle, genel görelilik açısından, 4−boyutlu Lorentz
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işaretli bir genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldu, ısı akışı içeren bir uzay-zamanıdır,

[6].

Şimdiye kadar sözü edilen manifoldların dışında, günümüzde, pseudo simetrik [13],

pseudo Ricci simetrik [14], hemen hemen pseudo Ricci simetrik [15] ve zayıf

Ricci simetrik [16] olarak adlandırılan özel manifoldların genel görelilik teorisinde

uygulamaları olması sebebiyle matematikçilerin ilgisini çekmektedir. 4−boyutlu

Lorentz işaretli pseudo Ricci simetrik manifoldlar, uzay-zaman modeli olarak alınarak,

bu manifoldların birtakım özellikleri incelenmiştir. Benzer fiziksel uygulamalar,

hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifoldlar için de yapılmıştır. Bu manifold,

mükemmel akışkanlı uzay-zaman modeli olarak düşünülerek birtakım sonuçlar elde

edilmiştir.

Riemann ve pseudo-Riemann geometrisinde önemli yer teşkil eden kavramlardan biri

de konformal tasvirdir. Bu tasvirler açıyı ve lokal olarak şekli korur. Akışkanlar

mekaniği, genel görelilik, haritacılık gibi birçok alanda konformal dönüşümler

kullanılmaktadır. Literatürde, konformal dönüşümler ile ilgili pek çok çalışma

yapılmıştır, [17–23]. H. W. Brinkmann [17] Einstein manifoldlarının konformal

dönüşümlerini ele alarak çeşitli sonuçlar elde etmiş ve Einstein manifoldunu Einstein

manifolduna dönüştüren konformal dönüşümleri araştırmıştır. Son zamanlarda, ayrıca,

yarı-Einstein ve genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri

de incelenmeye başlanmıştır, [20, 22].

Geometride kullanılan temel nesnelerden biri olan vektör alanları, çeşitli fizik

modellemelerinde kullanılmasından dolayı önemli bir yere sahiptir. Örneğin, hareketli

bir sıvının hızı, çeşitli akışlar, manyetik alanlar ve yerçekimi alanı konularında vektör

alanları kullanılmaktadır. Bununla birlikte vektör alanları, sadece matematik ve

fizikte değil, biyoloji, meteoroloji ve çeşitli mühendislik dalları gibi pek çok sahada

uygulama alanı bulmaktadır. Vektör alanlarının diferansiyel geometri yanında pek çok

dalda kullanılması gerçeği, bu kavramlar hakkında elde edilen geometrik sonuçların

özellikle fizikteki uygulamaları, yorumlanması ve farklı manifoldlardaki sonuçlarının

araştırılması problemini ortaya çıkarmaktadır. Böylece, diferansiyel geometride temel

bir yere sahip olan vektör alanlarının fizikteki uygulanabilirliğini araştırma ihtiyacı

ortaya çıkmaktadır.
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Yukarıda bahsedilen sebeplerden dolayı, hem matematiksel hem de fiziksel açıdan

önem teşkil eden manifoldlar üzerinde özel vektör alanlarını inceleme isteği

doğmaktadır. Bu vektör alanlarından bazıları, paralel vektör alanları, reküran vektör

alanları, konsörkılır vektör alanları, tors oluşturan vektör alanları, [24–26] ve ϕ(Ric)

vektör alanlarıdır, [27]. Özellikle, tors oluşturan vektör alanlarının özel bir hali olan

reküran vektör alanları ile paralel vektör alanları dolanım teorisinde önemli bir yer

tutmaktadır. Öte yandan, dolanım teorisi esas alınarak uygulanan teknikler yardımıyla,

çeşitli manifoldlar üzerinde geometrik yapılar araştırılmaktadır. Örneğin, 4−boyutlu,

farklı metrik işaretli manifoldlar üzerinde pek çok çalışma yapılmıştır ve bu yapıların

birçok özelliği elde edilmiştir, [28–35].

Bu çalışmada, ilk olarak, yukarıda bahsedildiği üzere, fiziksel açıdan önem taşıyan

yarı-Einstein, neredeyse yarı-Einstein ve genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları

üzerindeki özel vektör alanlarını inceleme problemi ele alınmıştır. Bu manifoldların

çeşitli özellikleri incelenerek, bu manifoldlar üzerinde tors oluşturan vektör alanları,

paralel vektör alanları ve ϕ(Ric) vektör alanları gibi bazı özel vektör alanlarının

durumu araştırılmıştır.

Bununla birlikte, yarı-Einstein ve neredeyse yarı-Einstein manifoldlarının konformal

dönüşümleri ele alınarak, bu manifoldların varlığına ait örnekler bulunmuştur.

Daha sonra, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik

genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları üzerinde incelemeler yapılmıştır. Bu

manifoldların üreteçlerinin özel vektör alanları olması durumunda, manifoldların

fiziksel büyüklüklerinin nasıl değişeceği üzerinde çalışılmıştır. Ayrıca, pseudo Ricci

simetrik genelleştirilmiş yarı-Einstein uzay-zamanı göz önüne alınarak, bu uzaylarda

bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Bu çalışmada, son olarak, farklı metrik işaretli bazı özel manifoldlar üzerinde vektör

alanları incelenmiştir. Genel görelilik teorisinde önemli bir yere sahip olan özel

manifoldlar ele alınmış ve bu manifoldların içerdiği özel vektör alanlarının geometrik

ve fiziksel uygulama alanları üzerine çalışılmıştır. İkinci mertebeden simetrik ve

reküran olan tensör alanları, 4−boyutlu (+,+,−,−) metrik işaretli, Lorentz metrik

işaretli ve pozitif tanımlı manifoldlar üzerinde incelenmiştir. Daha sonra, bu yapı ikinci
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mertebeden simetrik bir tensör olan Ricci tensörüne uygulanarak çeşitli sonuçlar elde

edilmiştir.
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2. BAZI ÖZEL VEKTÖR ALANLARI

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 M bir diferansiyellebilir manifold olsun. M manifoldu üzerinde

g : χ(M)×χ(M)−→C∞(M,R)

şeklinde tanımlanan simetrik, pozitif tanımlı ve bilineer g Riemann metriği ile verilen

M manifolduna bir Riemann manifoldu denir ve (M,g) ile gösterilir.

Tanım 2.1.2 M, n−boyutlu bir diferansiyellebilir manifold olsun.

∇ : χ(M)×χ(M)−→ χ(M)

(X ,Y ) 7−→ ∇XY

dönüşümü, ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) ve f ∈C∞(M,R) için

1. ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇XZ

2. ∇X+YZ = ∇XZ+∇YZ

3. ∇ f XY = f∇XY

4. ∇X( fY ) = (X f )Y + f∇XY

bağıntılarını gerçekliyorsa, ∇ operatörüne M manifoldu üzerinde bir lineer

konneksiyon (lineer bağlantı) adı verilir.

Tanım 2.1.3 Bir ∇ operatörü lineer konneksiyon şartlarına ek olarak,

∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için

5. ∇XY −∇YX = [X ,Y ] (burulmasız konneksiyon)

6. Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇XZ) (metrik konneksiyon)
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şartlarını da sağlıyorsa, bu konneksiyona Riemann Konneksiyonu adı verilir.

Aşağıda verilecek olan teorem, Riemann Geometrisi’nin Temel Teoremi olarak

bilinmektedir.

Teorem 2.1.1 M bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldu üzerinde burulmasız bir

ve yalnız bir metrik konneksiyonu vardır.

Tanım 2.1.4 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve x1, ...,xn, M manifoldu

üzerinde bir lokal koordinat sistemi olsun. M manifoldunun birinci cins ve ikinci cins

Christoffel sembollerinin ifadeleri, sırasıyla,

[k, i j] =
1

2

(
∂g jk

∂xi
+

∂gik
∂x j

− ∂gi j

∂xk

)
, (2.1)

Γk
i j = gkh[h, i j] (2.2)

şeklinde verilir, burada tekrarlanan h indisi üzerinde toplam vardır ve gkh tensörü gkh

metrik tensörünün eşleniğini göstermekte olup,

gik g
kh = δ h

i (2.3)

dir, [36].

Bundan sonra, (2.2) ve (2.3) ifadelerinde ele alındığı gibi, tekrarlanan indisler üzerinde

Einstein toplama kuralı kullanılacaktır.

Tanım 2.1.5 (M,g) bir Riemann manifoldu ve ∇, M manifoldu üzerinde tanımlı

Riemann konneksiyonu olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

R(X ,Y )Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X ,Y ]Z (2.4)

olarak tanımlanan R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M) dönüşümü, M üzerinde (1,3)

tipinden bir tensör alanıdır. Bu tensör alanına M manifoldunun Riemann eğrilik

tensörü denir ve

R(∂ j,∂k)∂i = Rh
i jk∂h (2.5)
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şeklinde yazılır. Burada, ∂i = ∂
∂xi

(i = 1, ...,n) koordinat vektör alanlarını

göstermektedir. Rh
i jk fonksiyonlarına Riemann eğrilik tensörü katsayıları denir ve bu

katsayılar

Rh
i jk = ∂ jΓ

h
ki−∂kΓ

h
ji+Γh

jlΓ
l
ki−Γh

klΓ
l
ji (2.6)

şeklindedir.

∀ X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için, R(X ,Y,Z,W ) = g(X ,R(Z,W )Y ) olarak tanımlanan

(0, 4) tipindeki tensör alanına Riemann-Christoffel eğrilik tensörü denir ve lokal

koordinatlarda,

Ri jkl = gihR
h
jkl (2.7)

biçiminde ifade edilir.

Riemann-Christoffel eğrilik tensörünün özellikleri aşağıdaki teoremle verilmektedir.

Teorem 2.1.2 ( [37]) (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.

∀ X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için, manifoldun eğrilik tensörü

i. R(X ,Y )Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = 0 (I. Bianchi Özdeşliği)

ii. R(X ,Y,Z,W ) =−R(Y,X ,Z,W )

iii. R(X ,Y,Z,W ) =−R(X ,Y,W,Z)

iv. R(X ,Y,Z,W ) = R(Z,W,X ,Y )

bağıntılarını gerçeklemektedir.

Önerme 2.1.1 (II. Bianchi Özdeşliği) (M,g) bir Riemann manifoldu ve ∇, M

manifoldu üzerindeki Riemann konneksiyonu olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

(∇ZR)(X ,Y )+(∇XR)(Y,Z)+(∇YR)(Z,X) = 0 (2.8)

dir, [38].

Tanım 2.1.6 ( [38]) (M,g) n−boyutlu (n > 2) bir yarı-Riemann manifoldu olsun.

Eğer M manifoldunun Riemann eğrilik tensörü paralel ise, yani

∇R= 0 (2.9)

koşulu sağlanıyorsa, bu manifolda lokal simetrik manifold adı verilir.
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Tanım 2.1.7 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, ...,en}, bu manifoldun

teğet uzayının ortonormal bir bazı olmak üzere,

S(X ,Y ) =
n

∑
i=1

g(R(ei,X)Y,ei) (2.10)

ile verilen (0, 2) tipinden S tensör alanına Ricci tensörü denir.

Lokal koordinatlarda, Ricci tensörünün bileşenleri Si j (i, j = 1, ...,n) ile gösterilmek

üzere,

Si j = Rk
i jk = gklRli jk (2.11)

bağıntısı mevcuttur.

Q Ricci operatörü ise,

g(QX ,Y ) = S(X ,Y ) (2.12)

biçiminde tanımlanmaktadır.

Tanım 2.1.8 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, ...,en}, bu manifoldun

teğet uzayının ortonormal bir bazı olmak üzere, M manifoldunun r skaler eğrilik

fonksiyonu

r =
n

∑
i=1

S(ei,ei) (2.13)

şeklindedir.

Lokal koordinatlarda, (2.13) ifadesi

r = gi jSi j (2.14)

şeklinde yazılır.

Tanım 2.1.9 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer M manifoldunun

R Riemann eğrilik tensörü özdeş olarak sıfırsa, bu manifolda düz manifold adı verilir.

Eğer M manifoldunun S Ricci tensörü özdeş olarak sıfırsa, bu manifolda Ricci-düz

manifold adı verilir.
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2.2 Bazı Özel Vektör Alanları

Bu bölümde, çalışmanın devamında göz önüne alınacak olan özel manifoldlar

üzerindeki vektör alanlarının tanımları verilecektir.

Tanım 2.2.1 ( [38]) (M,g) bir yarı-Riemann manifoldu ve A bir tensör alanı olsun.

∀ V ∈ χ(M) için,

∇VA= 0 (2.15)

koşulu sağlanıyorsa, A tensör alanına paralel tensör alanı adı verilir.

Tanım 2.2.2 ( [24]) (M,g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve ξ , M manifoldu

üzerinde bir vektör alanı olsun. Eğer ∀ X ∈ χ(M) için, ξ vektör alanı

∇Xξ = ρX+λ (X)ξ (2.16)

bağıntısını gerçekliyorsa, bu vektör alanına tors oluşturan vektör alanı adı verilir.

Burada, ρ bir skaler fonksiyon ve λ bir lineer formdur.

Lokal koordinatlar kullanılırsa, (2.16) ifadesi

∇iξ
h = ρ δ h

i +ξ hλi (2.17)

şeklinde yazılır. Burada ξ h ve λi, sırasıyla, ξ ve λ ’nın bileşenleri olup, δ h
i ise

Kronecker delta sembolüdür. Bu bağıntıda,

i. ρ = 0 ise, ξ vektör alanına reküran vektör alanı,

ii. λi bir gradiyent kovektör ise, yani, λ = dυ(x) olacak şekilde bir υ(x) fonksiyonu

varsa, ξ vektör alanına konsörkılır vektör alanı

denir. Buna göre, ξ h = gihξi olmak üzere, (2.17) ifadesi yardımıyla, reküran ve

konsörkılır vektör alanları için, sırasıyla,

∇ jξi = λ jξi (2.18)

ve

∇ jξi = ρgi j (2.19)

bağıntıları elde edilir. Üzerinde konsörkılır vektör alanı tanımlanan bir Riemann

manifolduna eş mesafeli manifold adı verilir.
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Tanım 2.2.3 ( [27]) (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve ϕ , M manifoldu

üzerinde bir vektör alanı olsun. Eğer, ϕ vektör alanı

∇ϕ = µRic (2.20)

koşulunu sağlıyorsa, bu vektör alanına ϕ(Ric) vektör alanı adı verilir. Burada, µ bir

sabittir ve Ric, Ricci tensörünü göstermektedir.

Şimdi, M manifoldu üzerinde sabit uzunluklu olan bir ϕ(Ric) vektör alanı için elde

edilen ve bu çalışma açısından yararlı olacak bir sonuç verilecektir.

Teorem 2.2.1 ( [27]) (M,g) n−boyutlu bir Riemann (ya da yarı-Riemann) manifoldu

olsun. M manifoldu sabit uzunluklu bir ϕ(Ric) vektör alanına sahipse, bu manifoldun

skaler eğriliği sabittir.
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3. YARI-EINSTEIN VE GENELLEŞTİRİLMİŞ YARI-EINSTEIN
MANİFOLDLARI

3.1 Yarı-Einstein Manifoldları

Einstein manifoldları, genel görelilik teorisinde önemli bir yere sahiptir. Bu nedenle,

matematiğin yanı sıra fizikte de bu manifoldlarla ilgili çalışmalar yapılmıştır. Einstein

manifoldları ile ilgili ayrıntılı bilgi [1] numaralı kaynakta bulunmaktadır.

Tanım 3.1.1 (M,g) n−boyutlu bir Riemann (ya da yarı-Riemann) manifoldu olsun.

∀ X ,Y ∈ χ(M) için,

S(X ,Y ) =
r

n
g(X ,Y ) (3.1)

koşulu gerçekleniyorsa, bu manifolda Einstein manifoldu denir. Burada, S, r ve g

M manifoldunun, sırasıyla, Ricci tensörünü, skaler eğriliğini ve metrik tensörünü

göstermektedir.

Tanım 3.1.2 ( [2]) (M,g), n−boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensörü sıfırdan farklı olmak üzere, ∀ X ,Y ∈ χ(M) için,

S(X ,Y ) = ag(X ,Y )+bφ(X)φ(Y ) (3.2)

koşulu sağlanıyorsa, M manifolduna yarı-Einstein manifoldu adı verilir. Burada, a

ve b skaler fonksiyonlar olup, b 6= 0’dır. Bu fonksiyonlara, M manifoldunun ilişkili

skalerleri denir. φ , sıfırdan farklı 1-formdur ve

g(X ,U) = φ(X) (3.3)

şeklinde tanımlanır. U , bir birim vektör alanıdır ve bu vektör alanına M manifoldunun

üreteci denir. n−boyutlu bir yarı-Einstein manifoldu kısaca, (QE)n sembolü ile

gösterilmektedir.

Yarı-Einstein manifoldlarının önemi ilk bölümde açıklanmıştır. Bu sebeple, bu

manifoldlarla ilgili pek çok çalışmalar yapılmıştır. Yarı-Einstein manifoldlarının
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ilişkili katsayılarının skaler olmaları durumu, M. C. Chaki ve R. K. Maity tarafından

2000 yılında göz önüne alınmış ve bu manifoldların özellikleri incelenmiştir, [2]. Özel

bir durum olarak, [4,5] numaralı makalelerde, (3.2) koşulundaki a ve b katsayıları reel

sayılar olarak alınıp, bu manifoldlarla ilgili sonuçlar elde edilmiştir.

(ei)
n
i=1, (QE)n manifoldunun bir ortonormal bazı olmak üzere, (3.2) koşulu

kullanılırsa, manifoldun skaler eğrilik fonksiyonu

r =
n

∑
i=1

S(ei,ei) = na+b (3.4)

olarak bulunur. Benzer şekilde,

S(U,U) = a+b (3.5)

bağıntısı gerçeklenir.

3.1.1 Yarı-Einstein manifoldları üzerindeki özel vektör alanları

Bu bölümde, yarı-Einstein manifoldları üzerinde bazı özel vektör alanları göz önüne

alınacaktır. Öncelikle, Teorem 2.2.1’in tersinin de doğru olduğu aşağıdaki teoremle

verilebilir.

Teorem 3.1.1 (M,g) Riemann manifoldunun skaler eğriliği sabit olsun. ϕ , M

manifoldu üzerinde bir ϕ(Ric) vektör alanı oluştursun. Bu durumda, ϕ tarafından

üretilen vektör alanının uzunluğu sabittir.

İspat: (M,g) Riemann manifoldunun skaler eğriliği sabit ve ϕ ,M manifoldu üzerinde

bir ϕ(Ric) vektör alanı meydana getirsin. Ricci özdeşliği ve (2.20) bağıntısı

kullanılırsa,

ϕαR
α
i jk = µ(∇kSi j−∇ jSik) (3.6)

elde edilir. Burada, µ sabittir ve ϕα , Rα
i jk, Si j, sırasıyla, ϕ tarafından üretilen vektör

alanının, eğrilik tensörünün ve Ricci tensörünün bileşenlerini göstermektedir.

II. Bianchi özdeşliği olarak verilen (2.8) bağıntısı (3.6) ifadesinde kullanılırsa,

ϕαR
α
i jk = µ ∇αR

α
i jk (3.7)

denklemi bulunur.
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Diğer taraftan, daraltılmış II. Bianchi özdeşliği yardımıyla ve Sα
k = giαSik

(i= 1,2, ...,n) bağıntısından, r manifoldun skaler eğrilik fonksiyonu olmak üzere,

ϕαS
α
k =

µ

2
∇kr (3.8)

elde edilir.

M manifoldunun skaler eğriliği sabit olarak kabul edildiğinden, (3.8) denklemi

yardımıyla,

ϕαS
α
k = 0 (3.9)

bulunur.

Öte yandan, ϕ tarafından üretilen vektör alanının uzunluğunun karesinin kovaryant

türevi alınırsa ve (2.20) ve (3.9) denklemleri kullanılırsa,

∇k(g
i jϕiϕ j) = gi j(∇kϕi)ϕ j+gi jϕi∇kϕ j

= µ(gi jSikϕ j+gi jS jkϕi) (3.10)

= 2µ ϕ jS
j
k

= 0

sonucuna ulaşılır. Bu durumda, (3.10) denkleminden, ϕ tarafından üretilen vektör

alanının uzunluğunun sabit olması gerektiği görülür ve ispat tamamlanmış olur. �

Şimdi, (QE)n manifoldununU üreteç vektör alanının φ(Ric) vektör alanı olduğu kabul

edilsin. Bu takdirde, (2.20) denklemi göz önüne alınarak, µ bir sabit olmak üzere,

∇ jφi = µSi j (3.11)

elde edilir. (QE)n manifoldunun üretecinin (3.11) bağıntısını sağlaması durumu ele

alınarak aşağıdaki teoremler ispatlanmıştır.

Teorem 3.1.2 (QE)n manifoldunun φ , 1-formuna karşılık gelen U vektör alanı,

φ(Ric) vektör alanı olsun. Bu durumda,U vektör alanı paralel vektör alanıdır.

İspat: (QE)n manifoldunun U üreteç vektör alanı, φ(Ric) vektör alanı olsun. (3.2)

koşulu (3.11) denkleminde yerine yazılırsa,

∇ jφi = µ(agi j+bφiφ j) (3.12)
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şeklinde elde edilir.

Böylece, (3.12) denklemi, φ i ile çarpılırsa ve g(U,U) = 1 koşulu kullanılırsa,

µ(a+b)φ j = 0 (3.13)

bulunur.

µ sabiti sıfırdan farklı olmak üzere, (3.13) denkleminden,

a=−b (3.14)

bağıntısı elde edilir. Bu durumda, (3.2) ve (3.14) denklemleri kullanılarak,

Si j = a(gi j−φiφ j) (3.15)

bulunur. Daha sonra, (3.15) ifadesi φ i ile çarpılırsa,

Si jφ
i = 0 (3.16)

koşulu gerçeklenir. Şimdi, (3.16) koşulunun kovaryant türevi alınırsa ve (3.11)

denklemi göz önüne alınırsa,

(∇kSi j)φ
i+µSi jS

i
k = 0 (3.17)

bağıntısı elde edilir. Bu durumda, (3.17) denklemi g jk ile çarpılırsa, Si j = g jkSik olmak

üzere,

(∇kS
k
i )φ

i+µSi jS
i j = 0 (3.18)

bulunur.

U birim vektör alanı olduğundan, Teorem 2.2.1’e göre, manifoldun skaler eğriliği

sabittir. Ayrıca, daraltılmış II. Bianchi özdeşliği yardımıyla,

∇kS
k
i =

1

2
∇ir = 0 (3.19)

bağıntısı mevcuttur. Böylece, (3.18) ve (3.19) ifadeleri kullanılırsa, µ sabiti sıfırdan

farklı kabul edildiğinden,

Si jS
i j = 0 (3.20)

denklemi elde edilir. Buradan, (3.15) ve (3.20) denklemleri göz önüne alınırsa,

(n−1)a2 = 0 (3.21)
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sonucu bulunur. Böylece, yarı-Einstein manifoldunun boyutu n> 2 olduğundan, (3.21)

denklemine göre, a= 0 olmak zorundadır. Bu takdirde, (3.15) denklemine göre, Ricci

tensörünün sıfır olması gerektiği görülür. Bu sonuç, hipotezle çelişki yaratmaktadır.

Dolayısıyla, µ sabiti sıfır olmak zorundadır. Böylece,U üreteç vektör alanının paralel

vektör alanı olduğu görülür ve ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.1.3 ϕ , (QE)n manifoldu üzerinde sabit uzunluklu bir ϕ(Ric) vektör alanı

meydana getirsin. Bu takdirde, φi ve ϕi eşdoğrusaldır ya da Ricci tensörü

Si j = b φiφ j

şeklinde olmalıdır.

İspat: ϕ , (QE)n manifoldu üzerinde sabit uzunluklu bir ϕ(Ric) vektör alanı

oluştursun. Bu durumda, c bir sabit olmak üzere,

ϕiϕ
i = c (3.22)

koşulu gerçeklenir. Bu takdirde, (3.22) bağıntısının kovaryant türevi alınırsa ve (2.20)

denklemi kullanılırsa, µ sabiti sıfırdan farklı olduğundan,

Sikϕ
i = 0 (3.23)

bulunur. Ayrıca, (3.2) ve (3.23) ifadeleri yardımıyla,

aϕk+b (ϕ iφi)φk = 0 (3.24)

elde edilir. Böylece, (3.24) denklemi φ k ile çarpılırsa ve g(U,U) = 1 olduğu göz önüne

alınırsa,

(a+b)ϕkφ
k = 0 (3.25)

sonucuna ulaşılır.

Bu durumda, ϕkφ
k = 0 ise, (3.24) denklemine göre, a = 0 olmak zorundadır. Sonuç

olarak, Ricci tensörü

Si j = bφiφ j (3.26)

formuna indirgenir.

Eğer ϕkφ
k 6= 0 ise, (3.25) denklemine göre, a=−b olmalıdır. b 6= 0 olduğundan a 6= 0

olmalıdır ve böylece, (3.24) denkleminden,

ϕk = (ϕ iφi)φk (3.27)
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bulunur. Dolayısıyla, ϕk ve φk eşdoğrusaldır. Böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 3.1.1 ϕ , (QE)n manifoldu üzerinde sabit uzunluklu bir ϕ(Ric) vektör alanı

meydana getirsin. Eğer ϕ tarafından üretilen vektör alanı manifoldun üreteç vektör

alanına dik değilse, bu durumda ϕ vektör alanı paralel vektör alanıdır ve (QE)n

manifoldunun ilişkili skalerleri sabittir.

İspat: ϕ tarafından üretilen vektör alanının manifoldun üreteç vektör alanına dik

olmadığı kabul edilsin. Bu durumda, Teorem 3.1.3’ten, (QE)n manifoldunun ilişkili

skalerleri arasında a = −b bağıntısı mevcuttur. Bununla birlikte, (3.4) denklemi

kullanılırsa,

r = (n−1)a (3.28)

elde edilir. Teorem 2.2.1’e göre, r skaler eğriliği sabit olmalıdır. Böylece,

(3.28) denkleminden, manifoldun ilişkili skalerlerinin sabit olması gerektiği sonucuna

ulaşılır. Öte yandan, (3.27) denklemi ϕk ile çarpılırsa ve (3.22) göz önüne alınırsa,

ϕ iφi ifadesinin sabit olduğu görülür. Böylece, (3.27) denklemine göre,U üreteç vektör

alanının da φ(Ric) vektör alanı olduğu sonucuna ulaşılır. Teorem 3.1.2’ye göre, U

vektör alanı paralel vektör alanı olmak zorundadır. Diğer taraftan, U ve ϕ tarafından

üretilen vektör alanı eşdoğrusal olduğundan, ϕ tarafından üretilen vektör alanı da

paralel vektör alanıdır. Bu takdirde, ispat tamamlanır. �

Örnek 3.1.1 R
4 üzerinde, aşağıdaki gibi tanımlanan g metriği göz önüne alınsın

ds2 = gi jdx
idx j = (1+ ex

1
)[(dx1)2+(dx2)2+(dx3)2+(dx4)2]. (3.29)

Burada, i, j = 1,2,3,4 ve x1,x2,x3,x4, R4’ün standart koordinatlarıdır. Buna göre,

sıfırdan farklı olan Christoffel sembolleri, Riemann eğrilik tensörünün ve Ricci

tensörünün bileşenleri ve skaler eğrilik, sırasıyla,

Γ1
22 = Γ1

33 = Γ1
44 =−ex

1
/2(1+ ex

1
), Γ1

11 = Γ2
12 = Γ3

13 = Γ4
14 = ex

1
/2(1+ ex

1
),

R1221 = R1331 = R1441 = ex
1
/2(1+ ex

1
),

R2332 = R2442 = R3443 = e2x
1
/4(1+ ex

1
),

S11 = 3ex
1
/2(1+ ex

1
)2,

S22 = S33 = S44 = ex
1
/2(1+ ex

1
),

16



r =
3ex

1
(2+ ex

1
)

2(1+ ex
1
)3

olarak bulunur. O halde, (M4,g) bir Riemann manifoldudur. Şimdi, bu manifoldun

(QE)4 olduğu gösterilecektir. Herhangi bir x ∈M4 için, a ve b ilişkili skalerleri ile φ ,

1-formundan üretilen vektör alanının bileşenleri,

a=
ex

1

2(1+ ex
1
)2
, b=

2ex
1− e2x

1

2(1+ ex
1
)3

φi(x) =

{√
1+ ex

1
, i= 1 ise

0, i= 2,3,4 ise

şeklinde seçilirse,

(i) S11 = ag11+bφ1φ1,

(ii) S22 = ag22+bφ2φ2,

(iii) S33 = ag33+bφ3φ3,

(iv) S44 = ag44+bφ4φ4,

(v) gi jφiφ j = 1

denklemleri sağlanmaktadır. (i) − (v) durumlarının dışındaki diğer durumların

sağlanması aşikardır. Böylece, (3.2) koşulu gerçeklenir ve (M4,g) manifoldunun

(3.29) metriği ile birlikte bir (QE)4 olduğu ispatlanmış olur.

3.1.2 Yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri

Bu bölümde, yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri incelenecektir. Bu

yüzden, ilk olarak, konformal dönüşümle ilgili temel tanımlardan bahsedilecektir.

Tanım 3.1.3 (M,g) ve (M̄, ḡ), n−boyutlu Riemann manifoldları olsun. f tasviri,

M’den M̄’ye bir difeomorfizma olarak göz önüne alınsın. Bu takdirde, σ , M üzerinde

skaler bir fonksiyon olmak üzere,

ḡ= e2σg (3.30)

olacak şekilde tanımlanan f difeomorfizmasına bir konformal dönüşüm denir. Özel

olarak, σ fonksiyonu sabit ise, bu dönüşüme homotetik dönüşüm adı verilir.
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Lokal koordinatlarda, (3.30) ifadesi

ḡi j(x) = e2σ(x)gi j(x) (3.31)

şeklinde yazılır ve buradan

ḡi j = e−2σgi j (3.32)

olarak elde edilir.

Bu konformal dönüşüm altında, Christoffel sembolleri, Riemann eğrilik tensörü, Ricci

tensörünün bileşenleri ve skaler eğrilik, sırasıyla,

Γ̄h
i j = Γh

i j+δ h
i σ j+δ h

j σi−σhgi j, (3.33)

R̄h
i jk = Rh

i jk+δ h
k σi j−δ h

j σik+ghα(σαkgi j−σα jgik)

+∆1σ(δ h
k gi j−δ h

j gik), (3.34)

S̄i j = Si j+(n−2)σi j+(∆2σ +(n−2)∆1σ)gi j, (3.35)

r̄ = e−2σ (r+2(n−1)∆2σ +(n−1)(n−2)∆1σ), (3.36)

şeklinde dönüşür, [19]. Burada, Si j = Rα
i jα , r = Sαβg

αβ , σi =
∂σ
∂xi

= ∇iσ ,σh = σαg
αh

ve

σi j = ∇ j∇iσ −∇iσ∇ jσ , (3.37)

dir. ∆1σ ve ∆2σ , birinci ve ikinci Beltrami sembolleridir ve bu semboller

∆1σ = gαβ ∇ασ∇β σ , ∆2σ = gαβ ∇β ∇ασ (3.38)

ifadeleri ile tanımlanmaktadır.

S̄i j ifadesinin kovaryant türevi alınırsa ve (3.35) denklemi kullanılırsa,

∇̄kS̄i j = ∇kSi j+(n−2)∇kσi j+∂k(∆2σ +(n−2)∆1σ)gi j−2σkSi j

−σiS jk−σ jSik−2(∆2σ +(n−2)∆1σ)gi jσk+σh(Sihg jk+Sh jgik) (3.39)

+(n−2)(σhσh jgik+σhσihg jk−2σkσi j−σiσk j−σ jσik)

elde edilir. Burada, ∇̄ ve ∇, sırasıyla, M̄ ve M’ye göre Levi-Civita konneksiyonlarını

ve ∂k, x
k’ya göre kısmi türevi göstermektedir.
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Tanım 3.1.4 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve T , M manifoldu üzerinde

(0, 2) tipinden simetrik bir tensör alanı olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için T tensör alanı

(∇XT )(Y,Z) = (∇YT )(X ,Z) (3.40)

bağıntısını sağlıyorsa, bu tensör alanına Codazzi tensörü adı verilir.

Şimdi, S ve S̄ Ricci tensörlerinin, sırasıyla, ∇ ve ∇̄ konneksiyonlarına göre Codazzi

tensörleri olduğu kabul edilsin. Bu durumda, (3.40) denklemine göre,

∇kSi j = ∇ jSik (3.41)

ve

∇̄kS̄i j = ∇̄ jS̄ik (3.42)

bağıntıları gerçeklenir.

Öte yandan, Ricci tensörünün Codazzi tensörü olması durumunda, II. Bianchi

özdeşliğine göre manifoldun skaler eğriliği sabittir. Bu durumda, r ve r̄ sabittir. Bu

koşullar altında, aşağıdaki teoremler elde edilmiştir.

Teorem 3.1.4 (M,g) ve (M̄, ḡ) yarı-Einstein manifoldlarının ḡ = e2σg şeklindeki

konformal dönüşümü göz önüne alınsın. Bu manifoldların Ricci tensörlerinin Codazzi

tensörü olduğu kabul edilsin. Eğer bu konformal dönüşüm, σ(Ric) vektör alanı

içeriyorsa, bu dönüşüm homotetiktir veya

µ =
(2−n)(n−1)c− r

2(n−1)r

bağıntısı gerçeklenir. Burada, r 6= 0, ‖σi‖2 = c, σi =
∂σ
∂xi

= ∂iσ ve µ , σ(Ric) vektör

alanının ilişkili sabitidir.

İspat: (M,g) ve (M̄, ḡ) iki yarı-Einstein manifoldu olmak üzere, bu manifoldlar

arasında ḡ = e2σg şeklinde bir konformal dönüşüm göz önüne alınsın. Ayrıca, bu

manifoldların Ricci tensörlerinin Codazzi tensörü olduğu kabul edildiği takdirde, II.

Bianchi özdeşliğine göre, r ve r̄ skaler eğrilik fonksiyonları sabittir. Teorem 3.1.3 ve

Sonuç 3.1.1’e göre, r 6= 0’dır. r sabit olduğundan, Teorem 3.1.1’e göre, σi’nin boyu

sabittir. Bu durumda, c sabiti için

σiσ
i = c (3.43)
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koşulu gerçeklenir. Eğer, (3.31) konformal dönüşümünde σ tarafından üretilen vektör

alanının, σ(Ric) vektör alanı olduğu kabul edilirse, bu takdirde, µ bir sabit olmak

üzere,

∇ jσi = µSi j (3.44)

bağıntısı mevcuttur. Böylece, (3.38), (3.43) ve (3.44) yardımıyla aşağıdaki denklemler

elde edilir

∆2σ = µr, ∆1σ = c. (3.45)

Böylece, ∆1σ ve ∆2σ sabittir. Ayrıca, (3.45) bağıntısı (3.36) denkleminde kullanılırsa,

r̄ = e−2σB (3.46)

elde edilir. Burada, r, r̄ ve B = [r+ 2(n− 1)µr+(n− 1)(n− 2)c] sabitlerdir. Eğer r̄

sıfırdan farklı ise, (3.46) denklemine göre, B sıfırdan farklıdır. O halde, e−2σ sabittir.

Dolayısıyla, σ sabittir. Bu durumda, (3.31) konformal dönüşümü homotetiktir. Eğer

M̄ manifoldunun skaler eğriliği sıfır ise, B sıfır olmak zorundadır. Bu takdirde,

µ =
(2−n)(n−1)c− r

2(n−1)r
(3.47)

olarak elde edilir. Böylece, (3.47) denklemine göre, r 6= (2 − n)(n − 1)c ise,

µ 6= 0’dır. O halde, (3.31) konformal dönüşümü σ(Ric) vektör alanı içerir.

r = (2− n)(n− 1)c olması durumunda ise, σi vektör alanı paralel vektör alanıdır.

Böylece, ispat tamamlanır. �

Teorem 3.1.5 (M,g) ve (M̄, ḡ) ile gösterilen iki yarı-Einstein manifoldları arasında

ḡ = e2σg şeklinde bir konformal dönüşüm mevcut olsun. Bu manifoldların Ricci

tensörlerinin Codazzi tensörü olduğu kabul edilsin. Eğer σi konsörkılır vektör alanı

ise, bu durumda, φi ve σi vektörleri birbirine diktir veya konsörkılır vektör alanının

ilişkili fonksiyonu olarak tanımlanan ρ skaler fonksiyonu

ρ =
b− (n−2)∆1σ

n+2

şeklindedir.

İspat: Ricci tensörleri Codazzi tensörü olan (M,g) ve (M̄, ḡ) yarı-Einstein

manifoldlarının arasında ḡ = e2σg konformal dönüşümü göz önüne alınsın ve σ
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tarafından üretilen σi vektör alanı konsörkılır vektör alanı olsun. Bu durumda, (2.19)

denkleminden,

∇ jσi = ρgi j (3.48)

olarak bulunur. Böylece, (3.39) denkleminde, j ve k indisleri yer değiştirilirse ve elde

edilen denklemler taraf tarafa çıkarılarak, (3.37), (3.41), (3.42) ve (3.48) bağıntıları

kullanılırsa,

2(n−1)(ρkgi j−ρ jgik)+ [(n−2)∆1σ +(n+2)ρ](σ jgik−σkgi j)+σ jSik−σkSi j

+σhSh jgik−σhShkgi j = 0 (3.49)

bulunur. Burada, ρk = ∂kρ ve ∆1σ = σhσh ile gösterilmektedir.

Böylece, (3.49) denklemi gi j ile çarpılırsa,

2(n−1)2ρk+[(n−2)(1−n)∆1σ +(n+2)(1−n)ρ− r]σk

+(2−n)σhShk = 0 (3.50)

bağıntısı bulunur.

Öte yandan, Ricci özdeşliği ve (3.48) denklemi kullanılırsa, Rα
i jk eğrilik tensörünün

bileşenlerini göstermek üzere,

σαR
α
i jk = ρkgi j−ρ jgik (3.51)

denklemi elde edilir.

Bu durumda, (3.51) ifadesi gi j ile çarpılırsa,

σαS
α
k = (n−1)ρk (3.52)

bulunur. Bu takdirde, (3.52) denklemindeki ρk ifadesi (3.50) denkleminde yerine

yazılırsa,

nσhShk+[(n−2)(1−n)∆1σ +(n+2)(1−n)ρ− r]σk = 0 (3.53)

elde edilir.

Böylece, (3.2), (3.4) ve (3.53) ifadeleri kullanılırsa,

nbσhφhφk+[(n−2)(1−n)∆1σ +(n+2)(1−n)ρ−b]σk = 0 (3.54)
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sonucuna ulaşılır.

Daha sonra, (3.54) denklemi φ k çarpılırsa,

[(n−1)b+(n−2)(1−n)∆1σ +(n+2)(1−n)ρ]σ kφk = 0 (3.55)

olarak bulunur.

Sonuç olarak, (3.55) denkleminden,

σ kφk = 0

veya

(n−1)b+(n−2)(1−n)∆1σ +(n+2)(1−n)ρ = 0

koşullarının sağlanması gerektiği bulunur. Dolayısıyla, σk ve φk vektörleri birbirine

dik olmalıdır veya ρ fonksiyonu

ρ =
b− (n−2)∆1σ

n+2
(3.56)

bağıntısını sağlamalıdır. Bu durumda, ispat tamamlanmış olur. �

Tanım 3.1.5 (M,g), n−boyutlu (n> 2) bir Riemann manifoldu ve A, M manifolduna

ait skaler bir fonksiyon olsun. Eğer A’nın Laplasien’i sıfıra eşitse, yani

gi j∇i∇ jA= 0 (3.57)

koşulu sağlanıyorsa, A fonksiyonuna harmonik fonksiyon adı verilir.

Genel olarak, (3.31) şeklinde ele alınan konformal dönüşüm, harmonik bir fonksiyonu

harmonik bir fonksiyona dönüştürmek zorunda değildir. Bu durumda,

Ā= e2pσA (3.58)

dönüşümü göz önüne alınırsa ve A fonksiyonunun g metriğine göre harmonik

fonksiyon olduğu kabul edilirse, p = 2−n
4 olmak kaydıyla, Ā fonksiyonunun da ḡ

metriğine göre harmonik fonksiyon olması için

∇iσ
i+

1

2
(n−2)σiσ

i = 0 (3.59)

bağıntısının gerçeklenmesi gerektiği bulunmuştur, [21]. Burada, σi = ∇iσ ve

σ i = gihσh ile gösterilmektedir. Böylece, bir konformal dönüşüm (3.59) koşulunu

sağlıyorsa, bu dönüşüme konharmonik dönüşüm adı verilir, [21].
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Teorem 3.1.6 (M,g) ve (M̄, ḡ) ile gösterilen iki yarı-Einstein manifoldu arasında

ḡ= e2σg şeklinde bir konformal dönüşümmevcut olsun. Bu dönüşümün aynı zamanda

konharmonik dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul, ā ilişkili skalerinin ā= e−2σa

şeklinde dönüşmesi durumunda, b̄ ilişkili skalerinin b̄= e−2σb şeklinde dönüşmesidir.

İspat: (M,g) ve (M̄, ḡ) ile verilen yarı-Einstein manifoldlarının ḡ = e2σg konformal

dönüşümü göz önüne alınsın. Bu durumda, (3.2) ve (3.35) denklemleri kullanılırsa,

āḡi j+ b̄φ̄iφ̄ j = agi j+bφiφ j+(n−2)σi j+(∆2σ +(n−2)∆1σ)gi j (3.60)

ifadesi elde edilir.

Daha sonra, (3.60) denklemi ḡi j ile çarpılırsa ve (3.31), (3.37), (3.38) denklemleri

kullanılırsa,

nā+ b̄= e−2σ [na+b+2(n−1)∆2σ +(n−1)(n−2)∆1σ ] (3.61)

bağıntısı bulunur. Eğer konformal dönüşüm aynı zamanda konharmonik dönüşüm ise,

(3.38) ve (3.59) denklemleri yardımıyla,

2∆2σ +(n−2)∆1σ = 0 (3.62)

elde edilir.

Böylece, (3.61) ve (3.62) denklemleri kullanıldığı takdirde,

nā+ b̄= nae−2σ +be−2σ (3.63)

ifadesi bulunur.

Bu durumda, (3.63) denkleminden, ā ilişkili skalerinin ā= e−2σa şeklinde dönüşmesi

durumunda, b̄ ilişkili skalerinin b̄= e−2σb şeklinde dönüşmesi gerektiği görülür.

Tersine, ā ilişkili skalerinin ā= e−2σa şeklinde dönüşmesi durumunda, b̄ ilişkili skaleri

b̄= e−2σb şeklinde dönüşüyorsa, (3.61) denklemi kullanılarak,

2(n−1)∆2σ +(n−1)(n−2)∆1σ = 0 (3.64)

sonucuna ulaşılır ve böylece, (3.59) koşulunun gerçeklendiği görülür. Bu durumda,

göz önüne alınan konformal dönüşüm aynı zamanda konharmonik dönüşümdür. Bu

takdirde, ispat tamamlanmış olur. �
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3.2 Neredeyse Yarı-Einstein Manifoldları

Yarı-Einstein manifoldlarının genelleştirilmesi çeşitli şekillerde yapılmıştır. Neredeyse

yarı-Einstein manifoldları bu özel manifoldlardan birisidir ve bu manifold aşağıdaki

gibi tanımlanmaktadır.

Tanım 3.2.1 ( [10]) (M,g), n−boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensörü sıfırdan farklı olmak üzere, ∀ X ,Y ∈ χ(M) için

S(X ,Y ) = ag(X ,Y )+bE(X ,Y ) (3.65)

koşulu sağlanıyorsa, M manifolduna neredeyse yarı-Einstein manifoldu adı verilir.

Burada, a ve b sıfırdan farklı skaler fonksiyonlar olup, bu fonksiyonlara M

manifoldunun ilişkili skalerleri denir. E sıfırdan farklı, (0,2) tipinden simetrik bir

tensör olmak üzere, bu tensöre M manifoldunun ilişkili tensörü denir. n−boyutlu,

neredeyse yarı-Einstein manifoldu N(QE)n sembolü ile gösterilmektedir.

Özel bir durum olarak, [39] numaralı makalede, neredeyse yarı-Einstein manifoldunun

E ilişkili tensörü

E(X ,Y ) = φ(X)ψ(Y )+ψ(X)φ(Y ) (3.66)

biçiminde göz önüne alınarak, bazı sonuçlar elde edilmiştir. U veV birbirine dik birim

vektör alanları olmak üzere, yani

g(U,V ) = 0, g(U,U) = g(V,V ) = 1 (3.67)

şartları gerçekleniyorsa, φ ve ψ tarafından üretilenU ve V vektör alanları

g(X ,U) = φ(X), g(X ,V ) = ψ(X) (3.68)

şeklinde tanımlanır.

3.2.1 Neredeyse yarı-Einstein manifoldlarının bazı özellikleri ve bu manifoldlar

üzerindeki özel vektör alanları

Bu kısımda, neredeyse yarı-Einstein manifoldları üzerinde özel vektör alanları

incelenecek ve elde edilen sonuçlar ifade edilecektir. Ayrıca, E ilişkili tensörü (3.66)

şeklinde alınacak ve bu manifoldun çeşitli özellikleri araştırılacaktır.
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(M,g), n−boyutlu (n > 2), neredeyse yarı-Einstein manifoldu ve {e1, ...,en}, bu

manifoldun teğet uzayının ortonormal bir bazı olmak üzere, (3.65) ifadesi kullanılırsa,

M manifoldunun r skaler eğrilik fonksiyonu

r = na+bẼ (3.69)

şeklinde elde edilir. Burada, a ve b manifoldun ilişkili skalerlerini ve Ẽ = E(ei,ei), E

ilişkili tensörünün izini göstermektedir.

Tanım 3.2.2 (M,g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve T , ikinci mertebeden

simetrik bir tensör olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

(∇XT )(Y,Z)+(∇YT )(Z,X)+(∇ZT )(X ,Y ) = α(X)g(Y,Z) (3.70)

+α(Y )g(Z,X)+α(Z)g(X ,Y )

koşulu sağlanıyorsa, T simetrik tensörüne kuadratik konformal Killing tensörü adı

verilir. Burada, α , 1-formdur.

Teorem 3.2.1 (M,g), n−boyutlu bir N(QE)n manifoldu olsun. Bu manifoldun Ricci

tensörünün kuadratik konformal Killing tensörü olması için gerek ve yeter koşul, E

ilişkili tensörünün bir kuadratik konformal Killing tensörü ve b ilişkili skalerinin sabit

olmasıdır.

İspat: N(QE)n manifoldunun Ricci tensörü kuadratik konformal Killing tensörü

olsun. Bu durumda (3.70) ifadesi kullanılarak,

(∇XS)(Y,Z)+(∇YS)(Z,X)+(∇ZS)(X ,Y ) = α(X)g(Y,Z) (3.71)

+α(Y )g(Z,X)+α(Z)g(X ,Y )

bulunur. Öte yandan, (3.65) bağıntısının kovaryant türevi alınırsa,

(∇XS)(Y,Z) = (∂Xa)g(Y,Z)+(∂Xb)E(Y,Z)+b(∇XE)(Y,Z) (3.72)

bağıntısı elde edilir.

(3.72) denkleminde X , Y ve Z vektör alanları dairesel olarak değiştirilirse ve bulunan

üç denklem toplanırsa, (3.71) koşulu ve E tensörünün kuadratik konformal Killing

tensörü olma koşulu, yani

(∇XE)(Y,Z)+(∇YE)(Z,X)+(∇ZE)(X ,Y ) = γ(X)g(Y,Z) (3.73)

+ γ(Y )g(Z,X)+ γ(Z)g(X ,Y )
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şeklinde olması da göz önüne alınırsa,

(∂Xb)E(Y,Z)+(∂Yb)E(Z,X)+(∂Zb)E(X ,Y ) = 0 (3.74)

bağıntısı elde edilir. Burada,

γ(X) =
1

b
(α(X)−∂Xa)

şeklindedir.

Walker’ın Yardımcı Teoremi’ne göre,

a(Y,Z)b(X)+a(Z,X)b(Y )+a(X ,Y )b(Z) = 0 (3.75)

koşulu sağlanıyorsa ve a simetrik ise, tüm a(X ,Y )’ler veya tüm b(X)’ler sıfır olmalıdır,

[40]. Bu Yardımcı Teorem’e göre, E(X ,Y ) 6= 0 olduğundan, (3.74) ve (3.75)

denklemleri yardımıyla, b ilişkili skalerinin sabit olması gerektiği görülmektedir.

Tersine, E ilişkili tensörü bir kuadratik konformal Killing tensör ve b ilişkili skaleri

sabit ise, (3.70) ve (3.72) ifadeleri kullanıldığında, Ricci tensörü kuadratik konformal

Killing tensör olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. �

Tanım 3.2.3 ( [41]) (M,g), n−boyutlu (n > 2) düz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için, manifoldun Ricci tensörü S

(∇XS)(Y,Z) = α(X)S(Y,Z)+β (X)g(Y,Z) (3.76)

bağıntısını gerçekliyorsa, M manifolduna, genelleştirilmiş Ricci-reküran manifoldu

adı verilir. Burada, α ve β sıfırdan farklı 1-formlardır. n−boyutlu bir genelleştirilmiş

Ricci-reküran manifoldu, GRn sembolü ile gösterilmektedir. β = 0 ise, bu manifold

Ricci-reküran manifolda indirgenir.

Teorem 3.2.2 N(QE)n manifoldunun genelleştirilmiş Ricci-reküran manifold olması

için gerek ve yeter koşul, bu manifoldun genelleştirilmiş E-reküran manifold

olmasıdır.

İspat: N(QE)n manifoldu genelleştirilmiş Ricci-reküran olsun. Bu durumda, (3.65)

koşulunun kovaryant türevi alındığında ve (3.76) ifadesi kullanıldığında,

(∇XE)(Y,Z) =
1

b
(α(X)a+β (X)−∂Xa)g(Y,Z) (3.77)

+
1

b
(α(X)b−∂Xb)E(Y,Z)
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denklemi elde edilir. Bu durumda, Tanım 3.2.3’e göre, N(QE)n manifoldu

genelleştirilmiş E-rekürandır.

Diğer taraftan, N(QE)n manifoldu genelleştirilmiş E-reküran ise, (3.65) ve (3.72)

yardımıyla,

(∇XS)(Y,Z) = γ(X)S(Y,Z)+δ (X)g(Y,Z) (3.78)

denklemi bulunur. Burada,

γ(X) =
1

b
[∂Xb+α(X)b]

ve

δ (X) = [∂Xa+β (X)b− a(∂Xb)

b
−α(X)a]

şeklindedir. Böylece, (3.76) koşulu sağlanır ve ispat tamamlanmış olur. �

Şimdi, N(QE)n manifoldunun E ilişkili tensörünün (3.66) formu ele alınarak,

neredeyse yarı-Einstein manifoldunun özel bir durumu için çeşitli sonuçlar sunula-

caktır. Başka bir deyişle, manifoldun Ricci tensörü

S(X ,Y ) = ag(X ,Y )+b[φ(X)ψ(Y )+ψ(X)φ(Y )] (3.79)

biçiminde ele alınacaktır.

Teorem 3.2.3 M, (3.79) koşulunu sağlayan n−boyutlu bir neredeyse yarı-Einstein

manifoldu, U ve V , bu manifoldun φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen üreteç vektör

alanları olsun. Bu durumda, U ve V vektör alanlarının konsörkılır vektör alanları

olması mümkün değildir.

İspat: M manifoldu (3.79) koşulunu sağlasın. Bu manifoldun üreteç vektör alanlarıU

ve V , sırasıyla, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanları olsun. Bu takdirde,

lokal koordinatlarda

∇iφ j = ρgi j (3.80)

ve

∇iψ j = σgi j (3.81)

bağıntıları gerçeklenir. Burada, ρ ve σ skaler fonksiyonlardır.

Öte yandan, g(U,U) = 1 bağıntısının kovaryant türevi alınırsa,

(∇ jφi)φ
i = 0 (3.82)
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denklemi bulunur. Burada, φ i = gihφh (h= 1,2, ...,n) şeklindedir.

(3.80) denklemi φ j ile çarpılırsa ve (3.82) ifadesi kullanılırsa,

ρφi = 0

bağıntısı elde edilir. Bu durum, ρ skaler fonksiyonunun sıfırdan farklı ve φ ’nin

sıfırdan farklı bir 1-form olmasıyla çelişir. Bu nedenle, U üreteç vektör alanının

konsörkılır vektör alanı olması mümkün değildir. Benzer şekilde, V üretecinin de

konsörkılır vektör alanı olamayacağı gösterilebilir. O halde, M manifoldunun üreteç

vektör alanlarının konsörkılır vektör alanı olamayacağı ispatlanmış olur. �

Eğer, N(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanlarından birinin tors oluşturan vektör

alanı olduğu kabul edilirse, örneğin, U üreteç vektör alanı tors oluşturan vektör alanı

ise, ρ skaler fonksiyon olmak üzere, (2.17), (3.67) ve (3.68) denklemleri kullanıldığı

takdirde,

∇ jφi = ρ(gi j−φiφ j) (3.83)

elde edilir.

Bununla birlikte, g(U,V ) = 0 bağıntısının kovaryant türevi alınırsa ve (3.83) denklemi

kullanılırsa,

φ i(∇kψi) =−ρψk (3.84)

sonucuna ulaşılır. Bu bağıntılar göz önüne alınarak, aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.4 M, (3.79) koşulunu sağlayan ve Ricci tensörü kuadratik konformal

Killing tensörü olan, n−boyutlu bir neredeyse yarı-Einstein manifoldu, U ve V , bu

manifoldun, sırasıyla, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen üreteç vektör alanları olsun.

Üreteç vektör alanlarından biri tors oluşturan vektör alanı ise, diğer üreteç vektör

alanının diverjansı sıfır olmak zorundadır.

İspat: N(QE)n manifoldunun Ricci tensörünün kuadratik konformal Killing tensörü

olduğu kabul edilsin. Bu durumda, lokal koordinatlarda (3.70) bağıntısı kullanılırsa,

α , 1-form olmak üzere,

∇kSi j+∇iS jk+∇ jSki = αkgi j+αig jk+α jgki (3.85)

elde edilir.
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Daha sonra, (3.79) koşulunun kovaryant türevi alınırsa,

∇kSi j = akgi j+bk(φiψ j+φ jψi)

+b((∇kφi)ψ j+φi(∇kψ j)+(∇kφ j)ψi+φ j(∇kψi)) (3.86)

denklemi bulunur. Burada, a ve b manifoldun ilişkili skalerlerini göstermektedir ve

ak = ∂ka, bk = ∂kb dir.

Manifoldun φ , 1-formuna ait U üreteç vektör alanı tors oluşturan vektör alanı olarak

kabul edilirse, (3.83) koşulu sağlanır. Bu takdirde, (3.86) ifadesinde indisler dairesel

olarak değiştirilirse ve (3.83), (3.85) denklemleri kullanılırsa,

(ak+2bρψk−αk)gi j+(ai+2bρψi−αi)g jk+(a j+2bρψ j−α j)gik

+bk(φiψ j+φ jψi)+bi(φ jψk+φkψ j)+b j(φkψi+φiψk) (3.87)

+b(φi(∇kψ j)+φ j(∇kψi)+φ j(∇iψk)+φk(∇ jψi)+φk(∇iψ j)+φi(∇ jψk))

−2bρ(φiφkψ j+φ jφkψi+φiφ jψk) = 0

elde edilir. Böylece, (3.87) denklemi gi j ile çarpılırsa ve (3.84) koşulu göz önüne

alınırsa,

(n+2)(ak+2bρψk−αk)+2bi(φ
iψk+φkψ

i)

−4bρψk+2b(φ i(∇iψk)+φk(∇iψ
i)) = 0 (3.88)

bağıntısının sağlanması gerektiği görülür. Öte yandan, (3.88) ifadesi, sırasıyla, φ k ve

ψk ile çarpılırsa ve (3.67) koşulu kullanılırsa,

(n+2)(ak−αk)φ
k+2bkψ

k+2b∇kψ
k = 0 (3.89)

(n+2)(ak−αk)ψ
k+2nbρ +2bkφ

k = 0 (3.90)

denklemleri bulunur. Ayrıca, (3.87) denklemi, sırasıyla, φ iφ jφ k ve ψ iψ jφ k ile

çarpılırsa,

(ak−αk)φ
k = 0 (3.91)

ve

(ak−αk)φ
k+2bkψ

k = 0 (3.92)

bağıntıları elde edilir. Manifoldun b ilişkili skaleri sıfırdan farklı olduğundan, (3.89),

(3.91) ve (3.92) denklemleri kullanıldığı takdirde,

∇kψ
k = 0
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elde edilir. Böylece, ψ , 1-formuna ait V üreteç vektör alanının diverjansının sıfır

olması gerektiği sonucuna ulaşılır ve bu durumda, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.2.5 M, (3.79) koşulunu sağlayan n−boyutlu bir N(QE)n manifoldu olsun.

M genelleştirilmiş Ricci-reküran bir manifold ise, φ ve ψ , 1-formları tarafından

üretilenU veV üreteç vektör alanlarının tors oluşturan vektör alanları olması mümkün

değildir.

İspat: M manifoldu (3.79) koşulunu sağlayan, n−boyutlu bir neredeyse yarı-Einstein

manifoldu olsun. Bu durumda, lokal koordinatlarda, (3.86) bağıntısı mevcuttur.

Manifoldun φ , 1-formu tarafından üretilen U üreteç vektör alanı tors oluşturan vektör

alanı ise, (3.83) koşulu sağlanır. M manifoldu genelleştirilmiş Ricci-reküran bir

manifold ise, (3.76), (3.83) ve (3.86) bağıntıları yardımıyla,

(ak−δk−aγk)gi j+(bk−bγk)(φiψ j+φ jψi)+b[ρ(gik−φiφk)ψ j

+φi(∇kψ j)+ρ(g jk−φ jφk)ψi+φ j(∇kψi)] = 0 (3.93)

denklemi elde edilir. Burada, γ ve δ , Ricci-reküran manifoldun ilişkili 1-formlarıdır.

(3.93) denklemi gi j ile çarpılırsa ve (3.84) koşulu kullanılırsa,

ak = δk+aγk (3.94)

sonucuna ulaşılır. Diğer taraftan, (3.93) denklemi φ iφ j ile çarpılırsa ve (3.67)

kullanılırsa,

ak−δk−aγk+2bφ i(∇kψi) = 0 (3.95)

elde edilir.

(3.84), (3.94) ve (3.95) denklemleri yardımıyla,

bρψk = 0

sonucuna ulaşılır. Bu ise, b ve ρ’nun sıfırdan farklı skaler fonksiyonlar ve ψ’nin

sıfırdan farklı 1-form olması ile çelişir. Dolayısıyla, U üreteç vektör alanının tors

oluşturan vektör alanı olması mümkün değildir. Benzer şekilde, V üretecinin de tors

oluşturan vektör alanı olamayacağı gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. �
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3.2.2 NNN(((QQQEEE)))nnn manifoldlarının konformal dönüşümleri

Bu bölümde, neredeyse yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri

incelenecektir.

M ve M̄ (n> 2), sırasıyla, g ve ḡmetriklerine sahip, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein

manifoldları olsun. Bu durumda, (3.31), (3.35) ve (3.65) denklemleri kullanılırsa,

b̄Ēi j = bEi j+(n−2)σi j+(∆2σ +(n−2)∆1σ +a− āe2σ )gi j (3.96)

bağıntısı elde edilir.

Teorem 3.2.6 M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun ḡ = e2σg

konformal dönüşümü yardımıyla M̄ ile gösterilecek olan, n−boyutlu neredeyse

yarı-Einstein manifolduna dönüştüğü kabul edilsin. M manifoldunun, E ilişkili

tensörünün ve b ilişkili skalerinin bu dönüşüm altında değişmez kalması halinde, M

manifoldu eş mesafeli bir manifolda dönüşür.

İspat: M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun E ilişkili tensörünü ve

b ilişkili skalerini koruyan ḡ = e2σg şeklinde bir konformal dönüşüm içerdiği kabul

edilsin. Bu durumda, (3.96) denklemi göz önüne alınırsa, β = ∆2σ + (n− 2)∆1σ

olmak üzere,

(n−2)σi j+(β +a− āe2σ )gi j = 0 (3.97)

bağıntısı elde edilir. Buna göre,

σi j = αgi j (3.98)

ifadesi bulunur. Burada, α = 1
n−2(āe

2σ − a−β ) şeklindedir. ξ = −exp(−σ) olarak

alınırsa ve (3.37) kullanılırsa, (3.98) koşulunun (2.19) ifadesiyle eşdeğer olduğu

görülür. Dolayısıyla, M eş mesafeli bir manifolddur. Böylece, ispat tamamlanmış

olur. �

Teorem 3.2.7 M manifoldu eş mesafeli, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldu

olsun. Manifoldun a ve b ilişkili skalerleri, γ = (n−1
n
)[2 ∆2σ + (n− 2)∆1σ ] olmak

koşuluyla, ḡ = e2σg konformal dönüşümü altında, b̄ = b, ā = e−2σ (a+ γ) şeklinde

dönüşüyorsa, bu manifoldun E ilişkili tensörü konformal invaryanttır.
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İspat: M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun eş mesafeli bir manifold

olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, (2.19) bağıntısından, ξi ≡ ∇iξ olmak üzere,

∇ jξi = ρgi j (3.99)

elde edilir.

σ =− ln(−ξ (x)) olarak alınırsa ve (3.35) denklemi kullanılırsa,

S̄i j = Si j+ γgi j (3.100)

bulunur. Burada, γ = (n−1
n
)[2 ∆2σ + (n− 2)∆1σ ] dir. (3.31), (3.65) ve (3.100)

denklemleri yardımıyla,

āe2σgi j+ b̄Ēi j = (a+ γ)gi j+bEi j (3.101)

elde edilir.

Bu takdirde, ā= e−2σ (a+ γ) ve b̄= b olarak alınırsa, (3.101) denkleminden Ēi j = Ei j

sonucuna ulaşılır ve böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.2.8 M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun E ilişkili ten-

sörününün ve b ilişkili skalerinin invaryant kaldığı ḡ = e2σg şeklinde bir konformal

dönüşümü göz önüne alınsın. Bu konformal dönüşümün aynı zamanda konharmonik

dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul, ā ilişkili skalerinin ā = e−2σa şeklinde

dönüşmesidir.

İspat: M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun E ilişkili tensörünü ve

b ilişkili skalerini koruyan ḡ = e2σg şeklinde bir konformal dönüşüm içerdiği kabul

edilsin. (3.37), (3.38) ve (3.96) ifadeleri kullanılırsa,

(n−2)∇ j∇iσ − (n−2)σiσ j

+[∇hσh+(n−2)σhσh+a− āe2σ ]gi j = 0 (3.102)

bağıntısı elde edilir. (3.102) bağıntısı gi j ile çarpılırsa,

∇hσh+
1

2
(n−2)σhσh+

n

2(n−1)
(a− āe2σ ) = 0 (3.103)

sonucuna ulaşılır.
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Eğer konformal dönüşüm aynı zamanda konharmonik ise, (3.59) ve (3.103)

yardımıyla,

ā= e−2σa

bulunur. Tersine, manifoldun ilişkili skaleri yukarıdaki şekilde dönüşüyorsa, (3.103)

kullanıldığı takdirde, (3.59) denklemi elde edilir. Böylece, ispat tamamlanır. �

Şimdi, M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein manifoldunun σ(Ric) vektör alanı

içerdiği kabul edilsin. Bu takdirde, µ bir sabit olmak üzere, lokal koordinatlarda

∇ jσi = µSi j (3.104)

koşulu gerçeklenir.

Teorem 3.2.9 İlişkili skalerleri sabit olan M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein

manifoldunun (3.30) konformal dönüşümü aynı zamanda konharmonik olsun. Eğer

M manifoldu σ(Ric) vektör alanı içeriyorsa, σ ’nın boyunun sabit olması için gerek ve

yeter koşul, E ilişkili tensörünün izinin sabit olmasıdır.

İspat: İlişkili skalerleri sabit olan M, n−boyutlu neredeyse yarı-Einstein mani-

foldunun konharmonik dönüşümü göz önüne alınsın. Eğer bu manifold, σ(Ric) vektör

alanı içeriyorsa, (3.59) ve (3.104) bağıntıları kullanılırsa, M manifoldunun skaler

eğriliği,

r =
(2−n)

2µ
σ iσi (3.105)

olarak elde edilir. M manifoldunun ilişkili skalerleri sabit olduğundan, (3.69) ve

(3.105) yardımıyla,

Ẽ =
1

b
[
(2−n)

2µ
σ iσi−na]

bulunur.

Eğer σ ’nın boyu sabit ise, c sabiti için,

σ iσi = c

olduğundan Ẽ’nin sabit olması gerektiği sonucuna ulaşılır. Tersine, Ẽ sabit ise, σ ’nın

boyu sabittir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. �
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3.2.3 NNN(((QQQEEE)))nnn manifoldlarının örnekleri ve NNN(((QQQEEE)))nnn uzay-zamanı

Bu kısımda, neredeyse yarı-Einstein manifoldlarının varlığına ait örnekler verilecek ve

N(QE)n uzay-zamanı incelenecektir.

Örnek 3.2.1 R
4 üzerinde aşağıdaki gibi tanımlanan g metriği göz önüne alınsın

ds2 = gi jdx
idx j = (dx1)2+(x1)2(dx2)2+(x1 sinx2)2(dx3)2+ ex

1
(dx4)2. (3.106)

Burada, i, j= 1,2,3,4 ve 0< x1 < 1 olup x1,x2,x3,x4, R4’ün standart koordinatlarıdır.

Buna göre, sıfırdan farklı olan Christoffel sembolleri, Riemann eğrilik tensörünün ve

Ricci tensörünün bileşenleri ve skaler eğrilik, sırasıyla,

Γ1
22 =−x1, Γ1

33 =−x1(sinx2)2, Γ1
44 =−

ex
1

2
, Γ2

12 = Γ3
13 =

1

x1
,

Γ3
23 = cotx2, Γ2

33 =−sinx2 cosx2, Γ4
14 =

1

2
,

R1441 =
ex

1

4
, R2442 =

(x1)ex
1

2
, R3443 =

(x1)ex
1

2
(sinx2)2,

S11 =
1

4
, S22 =

x1

2
, S33 =

x1

2
(sinx2)2, S44 =

(x1+4)ex
1

4x1
, r =

x1+4

2x1
(3.107)

olarak bulunur. O halde, (M4,g) bir Riemann manifoldudur. Şimdi, bu manifoldun

N(QE)4 olduğu gösterilecektir. Herhangi bir x ∈M4 için, a ve b ilişkili skalerleri ile E

ilişkili tensörünün bileşenleri, x2 6=± kπ
2 (k = 0,1,2, ...) olmak üzere,

a=
1

4
(cosx2)2 , b=

1

4
(sinx2)2 (3.108)

ve

Ei j(x) =





1, i= j = 1 ise
2x1

(sinx2)2
− (x1)2(cotx2)2, i= j = 2 ise

2x1− (x1)2(cosx2)2, i= j = 3 ise
ex

1

(sinx2)2
( x

1+4
x1
− (cosx2)2), i= j = 4 ise

0, i 6= j ise

(3.109)

şeklinde seçilirse, (3.65) koşulunun sağlanması için, i= 1,2,3,4 olmak üzere,

Sii = agii+bEii
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denklemlerinin sağlanması yeterlidir. Çünkü, diğer durumlar aşikar olarak

sağlanacaktır. Bu takdirde, (3.107), (3.108) ve (3.109) kullanılırsa,

S11 = ag11+bE11 =
1

4
(cosx2)2×1+

1

4
(sinx2)2×1=

1

4

olarak elde edilir. i= 2,3,4 için de benzer şekilde, (3.65) bağıntısının gerçekleneceği

gösterilebilir. Böylece, (M4,g) manifoldunun (3.106) metriği ile birlikte bir N(QE)4

olduğu ispatlanmış olur.

Öte yandan, (M4,g) manifoldu (3.106) metriği ile birlikte bir yarı-Einstein manifoldu

değildir. Aksi halde, i, j = 1,2,3,4 için,

Si j = agi j+bφiφ j

koşulunun sağlanması gerekirdi. Bu bağıntıda, i= j için,

Sii = agii+bφiφi (3.110)

bulunur. Sii 6= 0 ve gii 6= 0 olduğundan, i= 1,2,3,4 için, a 6= 0, b 6= 0 ve φi 6= 0 olacak

şekilde seçilebilir. Fakat, bu değerler için i 6= j olması durumunda, Si j = agi j+bφiφ j

denklemi sağlanmayacaktır. Çünkü, i 6= j için, Si j = gi j = 0 ve φi 6= 0’dır. Dolayısıyla,

(M4,g) bir yarı-Einstein manifoldu değildir.

Örnek 3.2.2 R
4 üzerinde aşağıdaki gibi tanımlanan g metriği göz önüne alınsın

ds2 = gi jdx
idx j = (x4)

4
3 [(dx1)2+(dx2)2+(dx3)2]+ (dx4)2. (3.111)

Burada, i, j = 1,2,3,4 ve x1,x2,x3,x4, R4’ün standart koordinatlarıdır. Buna göre,

sıfırdan farklı olan Christoffel sembolleri, Riemann eğrilik tensörünün ve Ricci

tensörünün bileşenleri ve skaler eğrilik, sırasıyla,

Γ1
14 = Γ2

24 = Γ3
34 =

2

3x4
, Γ4

11 = Γ4
22 = Γ4

33 =−
2

3
(x4)

1
3 ,

R1441 = R2442 = R3443 =−
2

9(x4)2/3
,

R1221 = R1331 = R2332 =
4

9
(x4)2/3,

S11 = S22 = S33 =
2

3(x4)2/3
, S44 =−

2

3(x4)2
, r =

4

3(x4)2
(3.112)
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şeklinde bulunur. O halde, (M4,g) bir Riemann manifoldudur. Herhangi bir x ∈ M4

için, a ve b ilişkili skalerleri ile E ilişkili tensörünün bileşenleri

a=− 2

3(x4)2
, b=− 1

9x4
(3.113)

ve

Ei j(x) =

{
−12(x4)1/3, i= j = 1,2,3 ise

0, i= j = 4 ve i 6= j ise
(3.114)

şeklinde seçilirse ve (3.112), (3.113) ve (3.114) bağıntıları kullanılırsa,

S11 = ag11+bE11 =
2

3(x4)2/3

elde edilir. Benzer şekilde, S22, S33 ve S44 bileşenlerinin de (3.65) koşulunu

gerçekleyeceği gösterilebilir. Diğer durumlar ise aşikar olarak sağlanacaktır. O halde,

(3.113) ve (3.114) koşulları ile birlikte, (M4,g) manifoldu bir N(QE)4 manifoldudur.

Ayrıca, Örnek 3.2.1’deki benzer adımlarla, (M4,g) manifoldunun bir yarı-Einstein

manifoldu olamayacağı gösterilebilir.

Şimdi, (M4,g) manifoldunun (3.111) metriği ile birlikte, E ilişkili tensörünü ve b

ilişkili skalerini koruyan bir konformal dönüşüm içerdiği kabul edilsin. x1x2x3 > 0

olmak üzere, σ ve ā aşağıdaki gibi seçilirse,

σ = ln(x1x2x3), ā=− 2

3(x1x2x3x4)2
(3.115)

bu ifadelerin Teorem 3.2.8’i sağladığı gösterilebilir. (3.115) koşulundan, i = 1,2,3

için ∇iσ = ∂σ
∂xi

= σi =
1
xi

ve σ4 = 0 olarak bulunur. Öte yandan, σi’nin (i = 1,2,3,4)

sıfırdan farklı kovaryant türevleri,

∇1σ4 = ∇4σ1 =−
2

3x1x4
,

∇2σ4 = ∇4σ2 =−
2

3x2x4
,

∇3σ4 = ∇4σ3 =−
2

3x3x4
, (3.116)

∇1σ1 =−
1

(x1)2
,

∇2σ2 =−
1

(x2)2
,

∇3σ3 =−
1

(x3)2
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şeklinde elde edilir. (3.116) denklemleri kullanılırsa,

g11∇1σ1+g11σ1σ1 = 0 (3.117)

bulunur. Benzer şekilde, diğer koşullar da sağlanır. O halde, (3.59) bağıntısı

gerçeklenir. Bu duruma ek olarak, (3.116) ve (3.117) yardımıyla,

āe2σ =− 2e2ln(x
1x2x3)

3(x1x2x3x4)2
=− 2

3(x4)2
= a (3.118)

elde edilir. (3.117) ve (3.118) bağıntıları göz önüne alınırsa, (3.103) denkleminin

sağlandığı görülür. Böylece, Teorem 3.2.8’in yukarıdaki koşullar altında gerçeklendiği

gösterilmiş olur.

Şimdi ise, N(QE)n manifoldunun uzay-zaman modelleri araştırılacaktır. Bu

uzay-zaman, N(QES)4 şeklinde gösterilecektir. Genel görelilik teorisinde, kozmolojik

sabitli Einstein alan denklemi

kT (X ,Y ) = S(X ,Y )− r

2
g(X ,Y )+λg(X ,Y ) (3.119)

şeklinde verilir. Burada, S Ricci tensörünü, g metrik tensörü, r skaler eğriliği, λ

kozmolojik sabiti ve T gerilme-enerji tensörünü göstermektedir.

(3.65) denkleminde X ve Y üzerinde daraltma yapılırsa ve (3.119) kullanılırsa,

T (X ,Y ) =
1

k
(λ −a− bẼ

2
)g(X ,Y )+

b

k
E(X ,Y ) (3.120)

olarak bulunur. Bununla birlikte, mükemmel akışkanlı bir uzay-zamanı için

gerilme-enerji tensörü

T (X ,Y ) = (σ + p)A(X)A(Y )+ pg(X ,Y ) (3.121)

şeklinde verilir. Burada, σ enerji yoğunluğu ve p izotropik basıncı göstermektedir ve

σ + p 6= 0 dır. A, sıfırdan farklı bir formu g(X ,V ) = A(X) olarak tanımlanır ve V hız

vektörü g(V,V ) =−1 koşulunu sağlar. (3.120) ve (3.121) denklemleri kullanılırsa,

E(X ,Y ) =
(kp−a−λ + r

2)

b
g(X ,Y )+

k(σ + p)

b
A(X)A(Y ) (3.122)

bulunur.

Teorem 3.2.10 İlişkili skalerleri sabit olan mükemmel akışkanlı bir N(QES)4

uzayının E ilişkili tensörü lokal olarak simetrikse, bu akışın σ enerji yoğunluğu ve

p izotropik basıncı sabittir.
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İspat: İlişkili skalerleri sabit olan, mükemmel akışkanlı bir N(QES)4 uzayının E

ilişkili tensörü (3.122) formundadır. Bu ifadenin her iki tarafının kovaryant türevi

alınırsa, a ve b sabitler olmak üzere,

(∇ZE)(X ,Y ) =
[2k(∇Z p)+∇Zr]

2b
g(X ,Y )+

k[(∇Zσ)+(∇Z p)]

b
A(X)A(Y )

+
k(σ + p)

b
[(∇ZA)(X)A(Y )+A(X)(∇ZA)(Y )] (3.123)

elde edilir. Diğer taraftan, ilişkili skalerleri sabit olan bir N(QES)4 uzayı için, (3.65)

koşulunun kovaryant türevi alınırsa ve E tensörünün lokal olarak simetrik olduğu

kullanılırsa,

(∇ZS)(X ,Y ) = 0

bağıntısı mevcut olur. O halde, manifoldun skaler eğriliği sabittir. Buna göre, (3.123)

denkleminden,

k(∇Z p)g(X ,Y )+ k[(∇Zσ)+(∇Z p)]A(X)A(Y )

+ k(σ + p)[(∇ZA)(X)A(Y )+A(X)(∇ZA)(Y )] = 0 (3.124)

ifadesi bulunur.

(3.124) denkleminde, X ve Y üzerine daraltma yapılırsa ve g(V,V ) = −1 koşulu

kullanılırsa, k 6= 0 olduğundan,

3∇Z p−∇Zσ = 0 (3.125)

dir.

Diğer taraftan, (3.124) denkleminde, X = Y = V alınırsa ve g(V,V ) = −1 koşulu

kullanılırsa, ∇Zσ = 0 ve daha sonra, (3.125) denkleminden, ∇Z p = 0 sonuçları elde

edilir. Bu durumda, σ enerji yoğunluğunun ve p izotropik basıncın sabit olduğu

anlaşılır. Böylece, ispat tamamlanır. �

Şimdi, (3.79) koşulunu sağlayan bir neredeyse yarı-Einstein manifoldu göz önüne

alınsın. Kozmolojik sabit içermeyen Einstein alan denklemi

kT (X ,Y ) = S(X ,Y )− r

2
g(X ,Y ) (3.126)

şeklindedir. Bu durumda, aşağıdaki sonuç verilebilir.
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Teorem 3.2.11 (3.79) koşulunu sağlayan bir N(QES)4 göz önüne alındığı takdirde,

gerilme-enerji tensörünün izinin sabit olması için gerek ve yeter koşul, a ilişkili

skalerinin sabit olmasıdır.

İspat: N(QES)4 manifoldunun (3.79) koşulunu sağladığı kabul edilsin. Bu takdirde,

(3.79) ve (3.126) denklemleri kullanılırsa,

kT (X ,Y ) = (a− r

2
)g(X ,Y )+b(φ(X)ψ(Y )+φ(Y )ψ(X)) (3.127)

elde edilir. Öte yandan, (3.79) koşulundan, manifoldun skaler eğriliği

r = 4a (3.128)

şeklinde bulunur. (3.127) ve (3.128) bağıntıları yardımıyla,

kT (X ,Y ) =−ag(X ,Y )+b(φ(X)ψ(Y )+φ(Y )ψ(X)) (3.129)

denklemi elde edilir. (3.129) denkleminde, X ve Y üzerinde daraltma yapılırsa, T̃

gerilme-enerji tensörünün izini göstermek üzere,

T̃ =−4

k
a (3.130)

sonucuna ulaşılır. (3.130) bağıntısına göre, gerilme-enerji tensörünün izinin sabit

olması için gerek ve yeter koşul, a ilişkili skalerinin sabit olmasıdır. Böylece, ispat

tamamlanır. �

3.3 Genelleştirilmiş Yarı-Einstein Manifoldları

Genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldu kavramı, ilk olarak, 2001 yılında M. C. Chaki

tarafından verilmiştir, [7]. Daha sonra, 2004 yılında, U. C. De ve G. C. Ghosh

tarafından farklı bir genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldu tanımlanmıştır, [8]. Bu

manifoldun her iki tanımı da aşağıda yer almaktadır.

Tanım 3.3.1 ( [7]) (M,g) n−boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensörü sıfırdan farklı olmak üzere, ∀ X ,Y ∈ χ(M) için

S(X ,Y ) = ag(X ,Y )+bφ(X)φ(Y )+ c[φ(X)ψ(Y )+φ(Y )ψ(X)] (3.131)

bağıntısı gerçekleniyorsa, M manifolduna genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldu adı

verilir. Burada, a, b, c skaler fonksiyonlardır ve b, c sıfırdan farklıdır. Bu fonksiyonlara
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M manifoldunun ilişkili skalerleri denir. U ve V birbirine dik birim vektör alanları

olmak üzere, yani

g(U,V ) = 0, g(U,U) = g(V,V ) = 1 (3.132)

şartları gerçekleniyorsa, φ ve ψ sıfırdan farklı 1-formlar tarafından üretilen U ve V

vektör alanları

g(X ,U) = φ(X), g(X ,V ) = ψ(X) (3.133)

şeklinde tanımlanır. Bu vektör alanlarına, M manifoldunun üreteçleri denir.

Tanım 3.3.2 ( [8]) (M,g) n−boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensörü sıfırdan farklı olmak üzere, ∀ X ,Y ∈ χ(M) için,

S(X ,Y ) = ag(X ,Y )+bφ(X)φ(Y )+ cψ(X)ψ(Y ) (3.134)

bağıntısı gerçekleniyorsa, M manifolduna genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldu adı

verilir. Burada, a, b, c skaler fonksiyonlardır ve b, c sıfırdan farklıdır. Bu fonksiyonlara

M manifoldunun ilişkili skalerleri denir. U ve V birbirine dik birim vektör alanları

olmak üzere, yani

g(U,V ) = 0, g(U,U) = g(V,V ) = 1 (3.135)

şartları gerçekleniyorsa, φ ve ψ sıfırdan farklı 1-formlar tarafından üretilen U ve V

vektör alanları

g(X ,U) = φ(X), g(X ,V ) = ψ(X) (3.136)

şeklinde tanımlanır. Bu vektör alanlarına, M manifoldunun üreteçleri denir. ♯ işareti

kullanılarak,U = φ ♯ veV =ψ♯ yazılabilir. n−boyutlu bir genelleştirilmiş yarı-Einstein

manifoldu G(QE)n sembolü ile gösterilmektedir.

G(QE)n manifoldunun (3.134)’deki tanımı esas alınarak, [8, 42] numaralı

kaynaklarda bu manifoldlarla ilgili örnekler verilmiştir.

Bu çalışmada, (3.134) ve (3.135) koşullarını sağlayanG(QE)n manifoldu incelenecek-

tir.
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3.3.1 Genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları üzerindeki özel vektör alanları

Çalışmanın bu bölümünde, (3.134) ve (3.135) koşullarını sağlayan genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldları üzerinde tanımlanan özel vektör alanları göz önüne

alınacaktır. İlk olarak, G(QE)n manifoldunun temel özelliklerinden bahsedilerek, bazı

temel tanımlara yer verilecektir.

(ei)
n
i=1, G(QE)n manifoldu üzerinde ortonormal baz olmak üzere, (3.134) ve (3.135)

koşulları kullanılırsa, manifoldun skaler eğrilik fonksiyonu

r =
n

∑
i=1

S(ei,ei) = na+b+ c (3.137)

olarak bulunur. Benzer şekilde,

S(U,U) = a+b, (3.138)

S(V,V ) = a+ c (3.139)

bağıntıları gerçeklenir.

Bu çalışmanın devamında kullanılmak üzere, genelleştirilmiş yarı-Einstein mani-

foldunun üreteç vektör alanlarının paralel vektör alanı olması durumunun göz önüne

alındığı aşağıdaki teorem verilmektedir.

Teorem 3.3.1 ( [8]) Bir genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldunun üreteçleri olanU

ve V vektör alanları paralel vektör alanları ise, manifoldun ilişkili skalerleri arasında

b= c=−a bağıntısı mevcuttur.

Tanım 3.3.3 (M,g) n−boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer M manifoldunun

Ricci tensörü S, ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

(∇ZS)(X ,Y )+(∇XS)(Y,Z)+(∇YS)(Z,X) = 0 (3.140)

bağıntısını gerçekliyorsa, Ricci tensörüne dairesel paraleldir denir.

Teorem 3.3.2 (M,g), n−boyutlu bir G(QE)n manifoldu olsun. Bu durumda,

manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda tors oluşturan vektör alanları

olması mümkün değildir.
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İspat: G(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanları U ve V , sırasıyla, φ ve ψ ,

1-formlarına karşı gelen vektör alanları olsun. U ve V üreteç vektör alanlarının

her ikisinin de tors oluşturan vektör alanları olduğu kabul edilsin. Bu takdirde,

g(U,U) = 1, g(V,V ) = 1 koşulları ve (2.16) kullanılırsa,

(∇Xφ)(Y ) = ρ(g(X ,Y )−φ(X)φ(Y )) (3.141)

ve

(∇Xψ)(Y ) = σ(g(X ,Y )−ψ(X)ψ(Y )) (3.142)

denklemleri elde edilir. Burada, ρ ve σ skaler fonksiyonlardır.

Öte yandan, g(U,V ) = 0 koşulunun kovaryant türevi alınırsa ve (3.141), (3.142)

denklemleri kullanılırsa,

g(∇XU,V )+g(U,∇XV ) = ρψ(X)+σφ(X) = 0 (3.143)

denklemi bulunur. Bu durumda, (3.143) denkleminde X =U alınırsa ve (3.135) koşulu

kullanılırsa ve daha sonra, (3.143) denkleminde X =V alınarak aynı işlemler yapılırsa,

ρ = σ = 0

bulunur. Bu durum, ρ ve σ ’nın sıfırdan farklı skaler fonksiyonlar olması ile çelişir.

Böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.3.3 G(QE)n manifoldunun Ricci tensörü, Codazzi tensörü ve bu mani-

foldun üreteçleri olan φ ♯, ψ♯ vektör alanlarından yalnızca biri tors oluşturan vektör

alanı olsun. Bu takdirde,

ρ =
1

b
akφ

k ya da σ =
1

c
akψ

k

koşulu sağlanır. Burada, ak = ∂ka ile gösterilmektedir.

İspat: Lokal koordinatlarda, (3.40) denklemi kullanılırsa,

∇kSi j = ∇ jSik (3.144)

elde edilir. Öte yandan, (3.134) koşulunun her iki tarafının kovaryant türevi alınırsa,

∇kSi j = akgi j+bkφiφ j+b(∇kφi)φ j+b(∇kφ j)φi+ ckψiψ j (3.145)

+ c(∇kψi)ψ j+ c(∇kψ j)ψi
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denklemi bulunur. Burada, a, b, cmanifoldun ilişkili skalerleridir ve ak = ∂ka, bk = ∂kb

ve ck = ∂kc ile gösterilmektedir.

Şimdi,U = φ ♯ veV = ψ♯ vektör alanlarından sadece birinin tors oluşturan vektör alanı

olduğu kabul edilsin. Örneğin, U = φ ♯ vektör alanı tors oluşturan vektör alanı olsun.

Bu durumda, (2.17) ve (3.135) denklemleri kullanılırsa, ρ bir skaler fonksiyon olmak

üzere,

∇kφi = ρ(gik−φiφk) (3.146)

elde edilir. Ayrıca, (3.145) ve (3.146) denklemleri kullanılırsa,

∇kSi j = akgi j+bkφiφ j+ ckψiψ j+bρφi(g jk−φ jφk) (3.147)

+bρφ j(gik−φiφk)+ c(∇kψi)ψ j+ c(∇kψ j)ψi

şeklinde bulunur. Böylece, (3.144) ve (3.147) denklemleri göz önüne alındığı takdirde,

akgi j−a jgik+bkφiφ j−b jφiφk+ ckψiψ j− c jψiψk+bρ(gikφ j−gi jφk) (3.148)

+ c(ψ j∇kψi+ψi∇kψ j−ψk∇ jψi−ψi∇ jψk) = 0

bağıntısının sağlanması gerektiği görülür.

Daha sonra, (3.148) denklemi gi j ile çarpılırsa ve elde edilen ifade, sırasıyla, φ k ve ψk

ile çarpılırsa ve (3.135) koşulu kullanılırsa, k = 1,2, ...,n olmak üzere,

(
(n−1)ak+ ck

)
φ k+[(1−n)b+ c]ρ = 0, (3.149)

(
(n−1)ak+bk

)
ψk− c∇kψ

k = 0 (3.150)

bulunur. Diğer taraftan, (3.148) denklemi φ iφ j çarpılırsa ve (3.135) koşulu

kullanılırsa, j = 1,2, ...,n olmak üzere,

ak+bk− (a jφ
j+b jφ

j)φk = 0 (3.151)

elde edilir. Böylece, (3.151) denklemi ψk ile çarpılırsa,

(ak+bk)ψ
k = 0 (3.152)

bağıntısı bulunur.

Ayrıca, (3.148) denklemi ψ iψ j çarpılırsa ve (3.135) koşulu kullanılırsa,

ak+ ck−bρφk− cψ j∇ jψk− (a j+ c j)ψ
jψk = 0 (3.153)
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elde edilir. Bu durumda, (3.153) ifadesi, φ k ile çarpılırsa,

(ak+ ck)φ
k− (b− c)ρ = 0 (3.154)

bulunur. Böylece, (3.149) ve (3.154) denklemleri göz önüne alındığı takdirde,

ρ =
1

b
akφ

k (3.155)

sonucuna ulaşılır.

Benzer şekilde, V = ψ♯ vektör alanının tors oluşturan vektör alanı olduğu kabul

edilirse, yukarıdaki adımlar kullanılarak, σ fonksiyonunun

σ =
1

c
akψ

k (3.156)

şeklinde olması gerektiği görülür ve böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 3.3.1 G(QE)n manifoldunun Ricci tensörü, Codazzi tensörü ve bu manifoldun

üreteçleri olan φ ♯, ψ♯ vektör alanlarından yalnızca biri tors oluşturan vektör alanı

olsun. Bu takdirde, a ilişkili skalerinin sabit olması mümkün değildir.

İspat: G(QE)n manifoldunun a ilişkili skaleri sabit olsun. Bu durumda, (3.155) ve

(3.156) denklemleri kullanılırsa, ρ = σ = 0 bulunur. Bu ifade hipotez için çelişki

oluşturur. Buna göre, sonuç açıktır. �

Teorem 3.3.4 G(QE)n manifoldunun Ricci tensörü, Codazzi tensörü ve bu mani-

foldun üreteçleri olan φ ♯, ψ♯ vektör alanlarından yalnızca biri tors oluşturan vektör

alanı olsun. Bu durumda, φ ♯ (veya ψ♯) vektör alanının diverjansının sıfır olması için

gerek ve yeter koşul, manifoldun a ve c (veya a ve b) ilişkili skalerlerinin gradiyent

vektörünün φ ♯ (veya ψ♯) vektör alanına dik olmasıdır.

İspat: φ ♯ vektör alanı tors oluşturan vektör alanı olsun. Bu durumda, (3.150) ve

(3.152) denklemleri yardımıyla,

∇kψ
k =

1

c
(n−2)akψ

k (3.157)

bağıntısı mevcuttur.

ψ♯ vektör alanının diverjansı sıfırsa, (3.152) ve (3.157) denklemlerinden, akψ
k=0 ve

bkψ
k=0 koşullarının sağlanması gerektiği görülür. Başka bir deyişle, ψ♯ vektör alanı a

ve b ilişkili skalerlerinin gradiyentine diktir. Bu durumun tersi de doğrudur.
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Benzer şekilde, ψ♯ vektör alanının tors oluşturan vektör alanı olduğu kabul edilirse,

Teorem 3.3.3’deki adımlar yardımıyla,

(
(n−1)ak+ ck

)
φ k−b∇kφ

k = 0 (3.158)

ve

(ak+ ck)φ
k = 0 (3.159)

denklemleri elde edilir. Bu ifadeler kullanılarak,

∇kφ
k =

1

b
(n−2)akφ

k (3.160)

sonucu bulunur.

Bu durumda, φ ♯ vektör alanının diverjansı sıfırsa, (3.159) ve (3.160) denklemlerinden,

akφ
k=0 ve ckφ

k=0 sonucu çıkar. O halde, φ ♯ vektör alanı a ve c ilişkili skalerlerinin

gradiyentine diktir. Bu durumun tersinin de sağlanacağı kolayca görülebilir. Böylece,

ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.3.5 G(QE)n manifoldunun Ricci tensörü dairesel paralel tensör alanı ve bu

manifoldun üreteçleri olan φ ♯ve ψ♯ vektör alanlarından yalnızca biri tors oluşturan

vektör alanı olsun. Bu takdirde,

ρ =
1

2b
bkφ

k ya da σ =
1

2c
ckψ

k

bağıntıları sağlanır. Burada, bk = ∂kb ve ck = ∂kc ile gösterilmektedir.

İspat: G(QE)n manifoldunun Ricci tensörünün dairesel paralel tensör alanı olduğu

kabul edilsin. Bu durumda, (3.145) ifadesinde indisler dairesel olarak değiştirildiğinde

ve daha sonra (3.140) kullanıldığında,

akgi j+aig jk+a jgik+bkφiφ j+biφ jφk+b jφiφk (3.161)

+ ckψiψ j+ ciψ jψk+ c jψiψk+2bρ(φig jk+φ jgik+φkgi j)

−6bρφiφ jφk+ c(ψ j∇kψi+ψi∇kψ j+ψk∇iψ j+ψ j∇iψk

+ψi∇ jψk+ψk∇ jψi) = 0

denklemi elde edilir.
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Şimdi, (3.161) denklemi gi j ile çarpılırsa ve (3.135) koşulu kullanılırsa,

(n+2)ak+bk+2biφ
iφk+ ck+2ciψ

iψk (3.162)

+2(n−1)bρφk+2c(∇iψ
i)ψk+2cψ i∇iψk = 0

bağıntısı bulunur. Böylece, (3.162) denklemi, sırasıyla, φ k ve ψk ile çarpılırsa ve

(3.135) bağıntısı kullanılırsa,

[(n+2)ak+3bk+ ck]φ
k+[2(n−1)b−2c]ρ = 0 (3.163)

ve

[(n+2)ak+bk+3ck]ψ
k+2c∇iψ

i = 0 (3.164)

denklemleri elde edilir.

Diğer taraftan, (3.161) denklemi φ iφ j ile çarpılırsa,

ak+bk+2(ai+bi)φ
iφk = 0 (3.165)

bulunur.

Bununla birlikte, (3.165) denklemi, sırasıyla, φ k ve ψk ile çarpılırsa,

(ak+bk)φ
k = 0 (3.166)

ve

(ak+bk)ψ
k = 0 (3.167)

bağıntıları elde edilir.

Benzer şekilde, (3.161) denklemi ψ iψ j ile çarpılırsa,

ak+ ck+2(ai+ ci)ψ
iψk+2bρφk+2cψ i∇iψk = 0 (3.168)

elde edilir. Daha sonra, (3.168) denklemi, sırasıyla, φ k ve ψk ile çarpılırsa ve (3.135)

ifadesi göz önüne alınırsa,

(ak+ ck)φ
k+2(b− c)ρ = 0 (3.169)

ve

(ak+ ck)ψ
k = 0 (3.170)
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bağıntıları bulunur. Böylece, (3.163), (3.166) ve (3.169) denklemleri göz önüne

alınırsa,

ρ =
1

2b
bkφ

k (3.171)

sonucuna ulaşılır.

Aynı şekilde, ψ♯ vektör alanının tors oluşturan vektör alanı olması durumunda da

benzer adımlar kullanılarak,

σ =
1

2c
ckψ

k (3.172)

ifadesi elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 3.3.2 G(QE)n manifoldunun Ricci tensörü dairesel paralel ve bu manifoldun

üreteçleri olan φ ♯, ψ♯ vektör alanlarından yalnızca biri tors oluşturan vektör alanı

olsun. Bu durumda, a,b ve c ile verilen manifoldun ilişkili skalerlerinin sabit olması

mümkün değildir.

İspat: G(QE)n manifoldunun ilişkili skalerlerinden herhangi birisi sabit olursa,

(3.166), (3.170), (3.171) ve (3.172) denklemlerinden ρ = σ = 0 çelişkisi elde edilir.

Böylece, a,b ve c sabit olamaz. Bu durumda, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 3.3.6 Dairesel paralel Ricci tensörüne sahip bir G(QE)n manifoldunun φ ♯

(veya ψ♯) üreteç vektör alanı tors oluşturan vektör alanı olsun. Bu durumda, diğer

vektör alanı olan ψ♯ (veya φ ♯) vektör alanının diverjansı sıfırdır.

İspat: G(QE)n manifoldunun Ricci tensörünün dairesel paralel ve bu manifoldun φ ♯

üreteç vektör alanının tors oluşturan vektör alanı olduğu kabul edilsin. II. Bianchi

özdeşliği ve (3.140) denklemi kullanıldığı takdirde, manifoldun skaler eğriliğinin

sabit olması gerektiği sonucuna ulaşılır. Böylece, (3.137) ifadesinin her iki tarafının

kovaryant türevi alınırsa ve (3.164) ile (3.170) denklemleri kullanılırsa,

∇iψ
i = 0

bağıntısı elde edilir. O halde, ψ♯ vektör alanının diverjansı sıfırdır. Benzer sonuç, ψ♯

vektör alanının tors oluşturan vektör alanı olması durumunda φ ♯ üreteci için de elde

edilir. Böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldunun üreteç vektör alanlarının φ(Ric) ve

ψ(Ric) vektör alanları olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilmiştir.
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Teorem 3.3.7 G(QE)n manifoldunun üreteçleri olan φ ♯ ve ψ♯ vektör alanları,

sırasıyla, φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör alanları olsun. Bu durumda, φ ♯ ve ψ♯ paralel vektör

alanlarıdır.

İspat: G(QE)n manifoldunun φ ♯ üreteç vektör alanının φ(Ric) vektör alanı olduğu

kabul edilsin. Bu durumda, (2.20) denkleminden, µ bir sabit olmak üzere,

∇ jφi = µSi j (3.173)

bağıntısı mevcuttur.

Bu takdirde, (3.173) denklemi φ i ile çarpılırsa ve (3.134), (3.135) denklemleri

kullanılırsa,

µSi jφ
i = µ(a+b)φ j = 0 (3.174)

denklemi elde edilir.

µ sabiti sıfırdan farklı olmak üzere, (3.174) denkleminden,

a=−b (3.175)

olarak elde edilir.

Böylece, (3.134) ve (3.175) ifadeleri yardımıyla, manifoldun Ricci tensörü

Si j = a(gi j−φiφ j)+ cψiψ j (3.176)

şeklinde elde edilir. Bulunan (3.176) denklemi φ i ile çarpıldığı takdirde, Si jφ i = 0

olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafının kovaryant türevi alınırsa ve (3.173),

(3.174) bağıntıları kullanılırsa, Sik = gimSmk olmak üzere,

(∇kSi j)φ
i+µSi jS

i
k = 0 (3.177)

bulunur.

Daha sonra, (3.177) denklemi g jk ile çarpılırsa,

(∇kS
k
i )φ

i+µSi jS
i j = 0 (3.178)

elde edilir.
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φ ♯ birim vektör alanı olduğundan, Teorem 2.2.1’e göre, manifoldun skaler eğriliği

sabittir. Öte yandan, daraltılmış II. Bianchi özdeşliği yardımıyla, (3.19) denklemi

mevcuttur. Bu durumda, (3.19) ve (3.178) denklemleri kullanılırsa ve µ sabitinin

sıfırdan farklı olduğu göz önüne alınırsa,

Si jS
i j = 0 (3.179)

elde edilir.

Sonuç olarak, (3.135), (3.176) ve (3.179) bağıntıları yardımıyla,

(n−1)a2+2ac+ c2 = 0 (3.180)

bulunur. Buradan,

(n−2)a2+(a+ c)2 = 0 (3.181)

sonucu elde edilir.

Böylece, (3.181) denklemine göre, a ve a + c ifadeleri sıfır olmalıdır. Yani,

a = c = 0 olmak zorundadır. Bu takdirde, (3.176) bağıntısından, Ricci tensörü özdeş

olarak sıfır olmalıdır. Bu durum, hipotez için bir çelişkidir. O halde, µ sabiti sıfır

olmak zorundadır. Buna göre, φ ♯ vektör alanı paralel vektör alanı olmalıdır. Benzer

şekilde, ψ♯ üreteç vektör alanının ψ(Ric) vektör alanı olması halinde de, bu vektör

alanının paralel vektör alanına dönüşeceği gösterilebilir. Böylece, ispat tamamlanmış

olur. �
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4. PSEUDO RICCI SİMETRİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde, Bölüm 3.3’te incelenmiş olan genelleştirilmiş yarı-Einstein mani-

foldunun aynı zamanda, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik

manifold olması durumu araştırılacak ve bu özel manifoldlar üzerinde vektör alanları

incelenecektir. Bu manifoldlar, sırasıyla, pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldu ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldu olarak isimlendirilecektir. Hemen hemen pseudo Ricci

simetrik manifoldlar, pseudo Ricci simetrik manifoldların genelleştirilmişidir. Bu

yüzden, ilk olarak, pseudo simetrik ve pseudo Ricci simetrik manifold kavramlarından

bahsedilecektir. Daha sonra, hemen hemen pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldlar göz önüne alınacaktır.

4.1 Pseudo Simetrik ve Pseudo Ricci Simetrik Manifoldlar

Tanım 4.1.1 ( [13]) (M,g) n−boyutlu, (n ≥ 2) düz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. ∀ X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için, M manifoldunun R Riemann eğrilik tensörü

(∇XR)(Y,Z)W = 2A(X)R(Y,Z)W +A(Y )R(X ,Z)W +A(Z)R(Y,X)W

+A(W )R(Y,Z)X+g(R(Y,Z)W,X)P (4.1)

koşulunu sağlıyorsa, M manifolduna, pseudo simetrik manifold adı verilir. Burada,

A, sıfırdan farklı 1-formdur. Bu forma, M manifoldunun ilişkili 1-formu denir ve

manifolda ait ∀ X vektör alanı için,

g(X ,P) = A(X) (4.2)

şeklinde tanımlanır. n−boyutlu bir pseudo simetrik manifold, (PS)n sembolü ile

gösterilmektedir.

Tanım 4.1.2 ( [14]) (M,g) n−boyutlu (n > 3) düz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için, manifoldun Ricci tensörü S, sıfırdan farklı olmak üzere,

(∇XS)(Y,Z) = 2A(X)S(Y,Z)+A(Y )S(X ,Z)+A(Z)S(Y,X) (4.3)
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koşulunu sağlıyorsa, M manifolduna, pseudo Ricci simetrik manifold adı verilir.

Burada, A sıfırdan farklı 1-formdur. A formuna,M manifoldunun ilişkili 1-formu denir

ve bütün X vektör alanları için,

g(X ,ρ) = A(X) (4.4)

olarak tanımlanır. n−boyutlu bir pseudo Ricci simetrik manifold, (PRS)n sembolü ile

gösterilmektedir. Eğer A= 0 ise, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Pseudo Ricci simetrik manifoldlarla ilgili aşağıda yer alan sonuçlar bu bölümde

kullanılacaktır.

Teorem 4.1.1 ( [14]) (PRS)n manifoldunun r skaler eğriliği sabit ise, bu durumda

sıfıra eşit olmak zorundadır. Eğer r 6= 0 ise, manifoldun ilişkili 1-formu A, kapalıdır.

Teorem 4.1.2 ( [43]) Eğer (PRS)n manifoldunun Ricci tensörü Codazzi tipinde ise, bu

manifold Ricci-düzdür.

Şimdi, pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldlar göz önüne

alınarak elde edilen bazı sonuçlar verilecektir.

Teorem 4.1.3 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, manifoldun Ricci tensörünün dairesel paralel olması mümkün değildir. Aksi

takdirde, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.

İspat: (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

manifoldun Ricci tensörünün dairesel paralel tensör olduğu kabul edilsin. Bu durumda,

(4.3) denkleminde indisler dairesel olarak yer değiştirilirse ve (3.140) denklemi

kullanılırsa,

A(X)S(Y,Z)+A(Y )S(X ,Z)+A(Z)S(Y,X) = 0 (4.5)

denklemi elde edilir.

Walker’ın Yardımcı Teoremi, [40] ve (4.5) denklemi göz önüne alınırsa, S 6= 0

olduğundan, A= 0 olarak elde edilir. Bu ise,M manifoldunun Ricci simetrik manifolda

indirgenmesi anlamına gelmektedir. O halde, ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 4.1.1 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, manifoldun Ricci tensörünün Codazzi tensörü olması mümkün değildir.

Aksi takdirde, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.
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İspat: (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik manifoldunun Ricci tensörü Codazzi

tensörü ise, Teorem 4.1.2’e göre, bu manifold Ricci-düzdür. Bu ise, G(QE)n

manifoldunun Ricci tensörünün sıfırdan farklı olması ile çelişmektedir. O halde, sonuç

açıktır. �

Şimdi de, G(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanlarının paralel vektör alanları

olduğu kabul edilsin, [8]. Bu durumda, ∇XU = 0 ve ∇XV = 0 koşulları sağlanır.

Buradan, R(X ,Y )U = 0 ve R(X ,Y )V = 0 olarak bulunur. Dolayısıyla, S(X ,U) = 0

ve S(X ,V ) = 0 denklemleri elde edilir. Bu koşullar (3.134) denkleminde yerine

yazılırsa, ilişkili skalerler arasında, b= c=−a bağıntısı ve böylece,

S(X ,Y ) = a[g(X ,Y )−φ(X)φ(Y )−ψ(X)ψ(Y )] (4.6)

bulunur.

Teorem 4.1.4 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda paralel vektör alanları

olması mümkün değildir.

İspat: (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, (4.3) denkleminde indisler dairesel olarak yer değiştirilirse ve bu üç denklem

toplanırsa,

(∇XS)(Y,Z)+(∇YS)(X ,Z)+(∇ZS)(Y,X) = 4A(X)S(Y,Z)

+4A(Y )S(X ,Z)+4A(Z)S(Y,X) (4.7)

elde edilir.

Lokal koordinatlarda, (4.6) denkleminin kovaryant türevi alınırsa veU ,V üreteç vektör

alanları paralel vektör alanları olarak kabul edilirse, ak = ∂ka olmak üzere,

∇kSi j = ak(gi j−φiφ j−ψiψ j) (4.8)

bulunur.

Bu takdirde, (4.8) denklemi g jk ile çarpılırsa ve (3.19) daraltılmış II. Bianchi

özdeşliği kullanılırsa, (3.137) bağıntısı ve hipoteze göre, r = (n− 2)a ifadesi mevcut

olduğundan,

aiφ
i = aiψ

i = 0
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elde edilir. Bu bağıntılar ve (3.19) ile verilen daraltılmış II. Bianchi özdeşliği

yardımıyla,

∇kS
k
i = ai =

1

2
(n−2)ai (4.9)

denklemi elde edilir. Bu takdirde, (4.9) ifadesi yardımıyla,

(n−4)ai = 0 (4.10)

sonucuna ulaşılır. Buna göre, n= 4 veya ai = 0 olmalıdır.

Eğer n 6= 4 ise, (4.10) denklemine göre, a ilişkili skaleri sabit olmalıdır. O halde, (4.8)

denklemine göre, ∇S= 0 olarak elde edilir.

Diğer taraftan, n = 4 ve a ilişkili skaleri sabit değilse, (4.6) ve (4.8) denklemleri

kullanılarak, γk =
ak
a
olmak üzere,

∇kSi j = γkSi j (4.11)

bulunur. Böylece, (4.11) denklemine göre, G(QE)n manifoldu Ricci-rekürandır, [8].

İlk olarak, n= 4 ise, (4.7) ve (4.11) denklemleri kullanılırsa,

α(X)S(Y,Z)+α(Y )S(X ,Z)+α(Z)S(Y,X) = 0 (4.12)

elde edilir. Burada, her X ∈ χ(M) için, α(X) = 4A(X)− d(ln |a|)(X) şeklindedir.

Walker’ın Yardımcı Teoremi [40] ve (4.12) denklemi kullanılırsa

A(X) =
1

4
d(ln |a|)(X) (4.13)

şeklinde elde edilir.

Diğer taraftan, (4.3) ve (4.6) denklemleri göz önüne alınırsa,

da(X)[g(Y,Z)−φ(Y )φ(Z)−ψ(Y )ψ(Z)] = 2A(X)S(Y,Z)

+A(Y )S(X ,Z)+A(Z)S(Y,X) (4.14)

bulunur.

(4.14) ifadesinde, Y = U alınırsa ve (3.135), (4.6) denklemleri kullanılırsa, Ricci

tensörü sıfırdan farklı olduğundan,

A(U) = 0 (4.15)
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bulunur. (4.15) denklemine göre, φ , 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, A,

1-formuna karşılık gelen vektör alanına diktir.

Benzer şekilde, (4.14) denkleminde, Y = V alınırsa ve (3.135), (4.6) denklemleri

kullanılırsa,

A(V ) = 0 (4.16)

bulunur. O halde, (4.16) ifadesine göre, ψ , 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, A,

1-formuna karşılık gelen vektör alanına diktir.

Ayrıca, (4.14) denkleminde, Y ve Z üzerinden daraltma yapılırsa ve (4.15), (4.16)

denklemleri kullanılırsa,

da(X) = 3aA(X) (4.17)

koşulu elde edilir.

Bununla birlikte, (4.13) ve (4.17) denklemleri birlikte göz önüne alınırsa,

aA(X) = 0 (4.18)

sonucuna ulaşılır.

Bu durumda, a ilişkili skaleri sıfırdan farklı olduğundan, (4.18) denklemine göre,

A= 0 olmak zorundadır. Bu ise, pseudo Ricci simetrik manifoldlar için A, 1-formunun

sıfırdan farklı olması ile çelişmektedir. Benzer ispat, n 6= 4 durumu için de yapılabilir.

O halde, bu manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda paralel vektör alanları

olması mümkün değildir. Böylece, ispat tamamlanır. �

Teorem 4.1.5 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

takdirde, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının φ ve ψ , 1-formlarına karşılık

gelen vektör alanlarının her ikisine birden dik olması için gerek ve yeter koşul, a ilişkili

skalerinin sıfır olmasıdır.

İspat: (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldunun A, 1-formuna

karşılık gelen vektör alanının φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarına dik

olduğu kabul edilsin. Bununla birlikte, n−boyutlu pseudo Ricci simetrik manifold için

dr(X) = 2rA(X)+2S(X ,ρ),

dr(X) = 2rA(X)−2S(X ,ρ) (4.19)
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koşulları sağlanmaktadır, [14].

Bu durumda, (4.19) koşullarına göre, S(X ,ρ) = 0 olduğundan, (3.134) ve (4.19)

denklemleri yardımıyla,

aA(X)+bφ(X)φ(ρ)+ cψ(X)ψ(ρ) = 0 (4.20)

bağıntısı elde edilir. A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, φ ve ψ , 1-formlarına

karşılık gelen vektör alanlarına dik olduğundan, φ(ρ) ve ψ(ρ) ifadeleri sıfıra eşittir.

Bu koşullar, (4.20) denkleminde göz önüne alınırsa,

a= 0 (4.21)

sonucuna ulaşılır.

Tersine, (4.21) denklemi gerçekleniyorsa, (4.20) denklemi kullanılarak, b ve c

manifoldun sıfırdan farklı ilişkili skalerleri olmak üzere,

bφ(X)φ(ρ)+ cψ(X)ψ(ρ) = 0 (4.22)

koşulunun sağlanması gerektiği görülür.

Buna göre, (4.22) denkleminde, sırasıyla, X = U ve X = V alınırsa, φ(ρ) ve ψ(ρ)

ifadelerinin sıfır olması gerektiği bulunur. Bu takdirde, A, 1-formuna karşılık gelen

vektör alanı, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarının her ikisine birden

diktir. Böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 4.1.6 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, aşağıdaki koşullar gerçeklenir.

i. Manifoldun ilişkili skaleri a 6= 0 olmak üzere, r skaler eğriliği sabit ise, A,

1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör

alanlarının her ikisine birden dik olması mümkün değildir.

ii. A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen

vektör alanlarının her ikisine birden dik olmadığı kabul edilsin. Bu durumda,

manifoldun ilişkili skalerlerinin hepsinin birden sabit olması mümkün değildir.

İspat: (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldunun skaler eğriliği

sabit ise, Teorem 4.1.1’e göre, r = 0 olmalıdır. Bu takdirde, (4.20) denklemi

56



kullanılarak,

aA(X)+bφ(X)φ(ρ)+ cψ(X)ψ(ρ) = 0 (4.23)

bağıntısının sağlanması gerektiği görülür. Eğer A, 1-formuna karşılık gelen vektör

alanı, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarının her ikisine birden dik

ise, a 6= 0 kabul edildiğinden, (4.23) denklemine göre, A = 0 olarak elde edilir.

Bu ise, pseudo Ricci simetrik manifold için A, 1-formunun sıfırdan farklı olması

ile çelişmektedir. O halde, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve ψ ,

1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarının her ikisine birden dik olması mümkün

değildir.

Öte yandan, (4.23) denkleminde, sırasıyla, X =U ve X =V alınırsa,

(a+b)A(U) = 0, (4.24)

(a+ c)A(V ) = 0 (4.25)

denklemleri elde edilir.

A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör

alanlarının her ikisine birden dik olmadığı kabul edilsin. Bu takdirde, (4.24) ve (4.25)

denklemleri yardımıyla, manifoldun ilişkili skalerlerinin

b= c=−a (4.26)

bağıntısını sağlaması gerektiği görülür. Bu durumda, (3.137) denklemine göre,

manifoldun skaler eğriliği

r = (n−2)a (4.27)

şeklinde elde edilir.

Eğer a ilişkili skaleri sabit ise, (4.26) denklemine göre, b ve c ilişkili skalerleri

de sabittir. Diğer taraftan, (4.27) denklemine göre, r skaler eğriliği sabittir. Bu

durumda, Teorem 4.1.1’e göre, r= 0 olmalıdır. Bununla birlikte, (4.26) denkleminden,

b = c = −a = 0 olmak zorundadır. Bu koşullar (3.134) denkleminde göz önünde

bulundurulursa, Ricci tensörünün özdeş olarak sıfıra eşit olduğu çelişkisi elde edilir.

O halde, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık

gelen vektör alanlarının her ikisine birden dik değilse, manifoldun ilişkili skalerlerinin

hepsinin birden sabit olması mümkün değildir. Böylece ispat tamamlanmış olur. �
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Teorem 4.1.7 (M,g), n−boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu olsun. Bu

durumda, manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör

alanları olması mümkün değildir.

İspat: G(QE)n manifoldunun üreteçleri olan U ve V vektör alanları, sırasıyla,

φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör alanları olsun. Bu durumda, Teorem 3.3.7’ye göre, U

ve V paralel vektör alanlarıdır. Teorem 4.1.4’e göre ise, pseudo Ricci simetrik

G(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda paralel vektör alanları

olamayacağı kanıtlanmıştır. O halde, bu manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı

zamanda φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör alanları olması mümkün değildir.

Ayrıca, teoremin ispatı aşağıdaki şekilde de yapılabilir. G(QE)n manifoldunun üreteç

vektör alanları birim vektör alanları olduğundan, Teorem 2.2.1’e göre, manifoldun

skaler eğriliği sabittir. Bununla birlikte, hipoteze göre manifoldun Ricci tensörü

ve skaler eğriliği, sırasıyla, (4.6) ve (4.27) bağıntılarını gerçekler. Diğer taraftan,

manifoldun skaler eğriliği sabit olduğundan, Teorem 4.1.1’e göre, r = 0 olmak

zorundadır. Bu takdirde, (4.27) denklemine göre, a = 0 olarak bulunur ve (4.6)

denklemine göre, Ricci tensörünün özdeş olarak sıfır olması çelişkisi elde edilir.

Böylece, teorem ispatlanmış olur. �

4.2 Hemen Hemen Pseudo Ricci Simetrik Manifoldlar

Bu kısım, hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE)n manifoldu üzerindeki özel

vektör alanlarıyla ilgili elde edilen sonuçlardan oluşmaktadır.

Tanım 4.2.1 ( [15]) (M,g) n−boyutlu (n > 3) düz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. ∀ X ,Y,Z ∈ χ(M) için, M manifoldunun Ricci tensörü S, sıfırdan farklı olmak

üzere,

(∇XS)(Y,Z) = [A(X)+B(X)]S(Y,Z)+A(Y )S(X ,Z)+A(Z)S(Y,X) (4.28)

koşulunu sağlıyorsa, M manifolduna, hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold

adı verilir. Burada, A ve B sıfırdan farklı 1-formlardır. Bu formlara, manifoldun ilişkili

1-formları denir ve ∀ X vektör alanı için

g(X ,ρ) = A(X), g(X ,ν) = B(X) (4.29)
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dir. ρ ve ν vektör alanlarına, manifoldun temel vektör alanları denir. n−boyutlu bir

hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold A(PRS)n sembolü ile gösterilmektedir.

B= A ise, bu manifold, pseudo Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Teorem 4.2.1 (M,g), n−boyutlu hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE)n

manifoldu olsun. Bu durumda, manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda

paralel vektör alanları olması mümkün değildir.

İspat: G(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanlarının paralel vektör alanları olduğu

kabul edilsin. Bu durumda, ∇XU = 0 ve ∇XV = 0 koşullarına göre, (4.6) denklemi

elde edilir. Öte yandan, (4.28) denklemi kullanılırsa,

(∇XS)(Y,Z)+(∇YS)(X ,Z)+(∇ZS)(Y,X) = [3A(X)+B(X)]S(Y,Z)

+ [3A(Y )+B(Y )]S(X ,Z)+ [3A(Z)+B(Z)]S(Y,X) (4.30)

denklemi bulunur. Bununla birlikte, Teorem 4.1.4’de uygulanan yöntemler izlenerek,

(4.8), (4.9), (4.10) ve (4.11) denklemlerinin de sağlanması gerektiği görülür. Benzer

şekilde, n 6= 4 ise, (4.10) denklemine göre, a ilişkili skaleri sabit olmalıdır. O halde,

(4.8) denklemine göre, ∇S= 0 olarak elde edilir.

Diğer taraftan, n = 4 ve a ilişkili skaleri sabit değilse, (4.6) ve (4.8) denklemleri

kullanılarak, (4.11) denklemi bulunur.

Eğer n= 4 ise, (4.11) ve (4.30) denklemleri kullanılırsa,

[3A(X)+B(X)−d(ln |a|)(X)]S(Y,Z)+

[3A(Y )+B(Y )−d(ln |a|)(Y )]S(X ,Z)+ (4.31)

[3A(Z)+B(Z)−d(ln |a|)(Z)]S(Y,X) = 0

elde edilir.

Walker’ın Yardımcı Teoremi [40] ve (4.31) denklemi kullanılırsa,

3A(X)+B(X) = d(ln |a|)(X) (4.32)

bağıntısı bulunur.

Öte yandan, (4.6) ve (4.28) ifadeleri göz önüne alınırsa,

da(X)[g(Y,Z)−φ(Y )φ(Z)−ψ(Y )ψ(Z)] = [A(X)+B(X)]S(Y,Z)

+A(Y )S(X ,Z)+A(Z)S(Y,X) (4.33)
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elde edilir.

Bu durumda, (4.33) denkleminde Y = U alınırsa ve (3.135), (4.6) denklemleri

kullanılırsa,

A(U)S(X ,Z) = 0 (4.34)

bulunur. Ricci tensörü sıfırdan farklı olduğundan, (4.34) denklemine göre,

A(U) = 0 (4.35)

bağıntısı elde edilir. (4.35) denklemine göre, φ , 1-formuna karşılık gelen vektör alanı,

A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanına diktir.

Benzer şekilde, (4.33) denkleminde Y = V alınırsa ve (3.135), (4.6) denklemleri

kullanılırsa,

A(V ) = 0 (4.36)

bulunur. O halde, (4.36) ifadesine göre, ψ , 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, A,

1-formuna karşılık gelen vektör alanına diktir.

Öte yandan, (4.33) denkleminde Y ve Z üzerinden daraltma yapılırsa ve (4.35), (4.36)

denklemleri kullanılırsa

da(X) = a(2A(X)+B(X)) (4.37)

bulunur.

Bununla birlikte, (4.32) ve (4.37) denklemleri göz önüne alınırsa,

A(X) = 0

sonucuna ulaşılır. Bu ise, hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold için A,

1-formunun sıfırdan farklı olması ile çelişmektedir. Benzer ispat, n 6= 4 durumu için

de yapılabilir. O halde, bu manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda paralel

vektör alanları olması mümkün değildir ve ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 4.2.2 (M,g), ilişkili skalerleri sabit olan hemen hemen pseudo Ricci simetrik

G(QE)n manifoldu olsun. Bu durumda, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının,

φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarına dik olması için gerek ve yeter

koşul,

B(X) =−r+2a

r
A(X)

bağıntısının mevcut olmasıdır.
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İspat: (M,g), ilişkili skalerleri sabit olan hemen hemen pseudo Ricci simetrik

G(QE)n manifoldu olmak üzere, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve

ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarına dik olduğu kabul edilsin. Bu durumda,

(4.28) denkleminde Y ve Z üzerinden daraltma yapılırsa,

dr(X) = 0= r[A(X)+B(X)]+2S(X ,ρ) (4.38)

elde edilir.

(4.38) denkleminde (3.134) koşulu kullanılarak,

(r+2a)A(X)+ rB(X)+2bφ(ρ)φ(X)+2cψ(ρ)ψ(X) = 0 (4.39)

bağıntısı bulunur.

Hipoteze göre, (4.39) denklemi,

(r+2a)A(X)+ rB(X) = 0 (4.40)

ifadesine indirgenir. Bu takdirde, r skaler eğriliği sıfırdan farklı olmak koşuluyla,

B(X) =−r+2a

r
A(X) (4.41)

bağıntısının gerçeklendiği görülür.

Tersine, (4.41) denklemi gerçeklenirse, (4.39) denklemi yardımıyla,

bφ(X)φ(ρ)+ cψ(X)ψ(ρ) = 0 (4.42)

elde edilir.

(4.42) denkleminde, sırasıyla, X =U ve X =V alınırsa, b ve c ilişkili skalerleri sıfırdan

farklı sabitler olduğundan, φ(ρ) = 0 ve ψ(ρ) = 0 sonuçları bulunur. Bu durumda, A,

1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör

alanlarına dik olması gerektiği görülür ve böylece ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 4.2.1 (M,g) ilişkili skalerleri sabit olan, hemen hemen pseudo Ricci simetrik

G(QE)n manifoldu olmak üzere, A, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, φ ve

ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarına dik olduğu kabul edilsin. Eğer M

manifoldunun skaler eğriliği r = −a ise, bu manifold, pseudo Ricci simetrik G(QE)n

manifolduna indirgenir.
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İspat: İlişkili skalerleri sabit olan M manifoldunun, A, 1-formuna karşılık gelen

vektör alanının, φ ve ψ , 1-formlarına karşılık gelen vektör alanlarına dik ve bu

manifoldun skaler eğriliğinin r = −a olduğu kabul edilsin. Bu durumda, (4.41)

denklemi kullanılırsa, B = A sonucu elde edilir. O halde, bu manifold, pseudo Ricci

simetrik G(QE)n manifolduna indirgenir ve böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Teorem 4.2.3 (M,g), n−boyutlu hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE)n

manifoldu olsun. Bu durumda, manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda

φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör alanları olması mümkün değildir.

İspat: G(QE)n manifoldunun üreteçleri olanU ve V vektör alanları, sırasıyla, φ(Ric)

ve ψ(Ric) vektör alanları olsun. Bu durumda, Teorem 3.3.7’ye göre, U ve V

paralel vektör alanlarıdır. Teorem 4.2.1’de, hemen hemen pseudo Ricci simetrik

G(QE)n manifoldunun üreteç vektör alanlarının aynı zamanda paralel vektör alanları

olamayacağı kanıtlanmıştır. O halde, bu manifoldun üreteç vektör alanlarının aynı

zamanda φ(Ric) ve ψ(Ric) vektör alanları olması mümkün değildir. Böylece, ispat

tamamlanır. �
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5. FARKLI METRİK İŞARETİNE SAHİP 444−−−BOYUTLU MANİFOLDLAR

Bu bölümde, 4−boyutlu, (+,+,−,−), (+,+,+,−) ve (+,+,+,+) metrik işaretli

manifoldlar üzerinde ikinci mertebeden simetrik ve reküran olan tensör alanları

incelenecektir. Bu problemde, ilk olarak kullanılan teknik, paralel ya da paralel

olacak şekilde düzenlenebilen tensörlerin araştırılmasıdır. Daha sonra, bu kategoriye

girmeyen tensörler belirlenecektir. Bu araştırma, ikinci mertebeden simetrik

tensörlerin bu metrik işaretlere göre sınıflandırılması ve g metriğinin dolanım grubu

göz önüne alınarak yapılacaktır. İkinci olarak, Ricci tensörünün paralel olma durumu

ve Ricci-reküran problemleri incelenecektir. İkinci mertebeden simetrik tensör alanları

için elde edilen sonuçlar, özel bir ikinci mertebeden simetrik tensör olan Ricci

tensörüne uygulanacaktır.

M, g metriğine sahip 4−boyutlu, bağlantılı, düzgün bir manifold olsun. (M,g)

manifoldunun düz olmadığı varsayılacaktır. M manifolduna ait bir m noktasındaki

teğet uzay TmM ve bu noktadaki 2−formların uzayı ΛmM ile gösterilsin. Ra
bcd ,

Sab, sırasıyla, Riemann eğrilik tensörünün ve Ricci tensörünün bileşenleridir ve

Sab = Rc
acb olarak alınacaktır. u,v ∈ TmM vektörlerinin iç çarpımı u.v olmak üzere,

<> sembolü üreteç kümesini, ⊥ sembolü dik bütünleyeni ifade edecektir.

Tanım 5.0.2 ( [28]) F ∈ ΛmM için,

F → Ra
bcdF

cd

Fab =−Fba şeklinde tanımlanan

f : ΛmM→ ΛmM (5.1)

dönüşümüne eğrilik dönüşümü adı verilir.

5.1 Bir Tensör Alanının Reküran Olma Koşulu ve Geometrik Yorumu

Bu kısımda, reküran tensör alanları ve reküran vektör alanları ile ilgili birtakım

geometrik özellikler verilecektir. Öncelikle, Tanım 2.2.2’de ve Tanım 3.2.3’de
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bahsedilen reküran olma koşulu hatırlatılacaktır. Ayrıca, reküranlığın geometrik

yorumundan bahsedilecektir.

Tanım 5.1.1 T , M manifoldu üzerinde düzgün bir tensör alanı olsun. Eğer,

∇T = T ⊗P (5.2)

koşulu sağlanıyorsa, T tensörüne reküran tensör alanı adı verilir. Burada, P, M

manifoldu üzerinde düzgün bir 1-formdur.

Uyarı: M manifoldu üzerindeki T reküran tensör alanının, bu manifold üzerinde hiçbir

yerde sıfır olmaması koşulu sağlanmak zorunda değildir. Hatta, T ’nin sıfır olduğu

durumlarda, bu sıfırların oluşturduğu küme, M manifoldunun kapalı bir alt kümesine

sınırlandırılabilmektedir (manifold topolojisine göre bu alt kümenin içi boş kümedir).

Bu durum aşağıdaki şekilde görülebilir.

T , reküran tensör alanı ve ψ : M → R düzgün fonksiyon olsun. Bu takdirde, ψT

ifadesinin kovaryant türevi alınırsa ve (5.2) koşulu kullanılırsa,

∇X(ψT ) = ∇Xψ⊗T +ψ∇XT

= ∇Xψ⊗T +ψP(X)⊗T (5.3)

=

(
∇Xψ

ψ
+P(X)

)
⊗ψT

elde edilir. O halde, (5.3) denklemine göre, ψT , reküran 1-formu P+∇ log |ψ| olan
reküran bir tensör alanıdır. ψ ,M manifoldu üzerinde özdeş olarak sıfırdan farklı olsun.

Bununla birlikte, ψ’nin bir V ⊂M kapalı alt kümesinde sıfır olduğu kabul edilsin. Bu

takdirde, ψT tensör alanı V kümesi üzerinde sıfır olmalıdır. Bu sebepten dolayı, bu

çalışmada, T tensör alanının M manifoldunun açık ve bağlantılı U 6= /0 alt kümesi

üzerinde sıfırdan farklı olduğu varsayılacaktır.

Reküran Olma Koşulunun Geometrik Yorumu: T tensör alanı, M manifoldu

üzerinde reküran bir tensör alanı olsun. Bu takdirde, (5.2) denklemine göre, lokal

koordinatlarda

∇eT
a...b
c...d = T a...b

c...d Pe (5.4)

bağıntısı gerçeklenir. Öte yandan, m,m′ ∈U veU kümesinde parçalı düzgün

c : (a,b)→M, m→ m′
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eğrisi göz önüne alınsın. Bu eğrinin teğet vektörü, τ(t) olmak üzere ve T ′(t) ise,

c(t)’de, T (m)’nin c eğrisi boyunca paralel kaydırılmasıyla meydana gelen tensör olsun.

T , M üzerinde düzgün bir tensör alanı olmak üzere, T (m)’nin m′ noktasına paralel

kayması, genel olarak, T (m′) olmak zorunda değildir. Fakat, T tensörü reküran ise,

T tensörünün m′ noktasındaki değeri ile T (m)’nin m′ noktasına paralel kaymasının

değeri orantılıdır. Bu özellik aşağıdaki şekildedir.

x,y, ...,z, Tc(t)M için bir baz olsun. Bu takdirde, α , T tensörünün bir bileşeni olmak

üzere, (5.4) koşulu kullanılırsa,

dα

dt
= α(Paτa)

denklemi bulunur. Buradan, c eğrisi boyunca

α(t) = α(m)e
∫
(Paτa) (5.5)

koşulunun sağlanması gerektiği elde edilir. Bu takdirde, (5.5) denklemine göre, her t

için,

T (c(t)) = e
∫
(Paτa)T ′(c(t)) (5.6)

sonucuna ulaşılır. m ve m′ noktaları keyfi olduğundan, T reküran tensör alanı için

şu özellik mevcuttur: m,m′ ∈U veU kümesi üzerinde m→ m′ parçalı düzgün c eğrisi

göz önüne alınırsa, T tensörününm′ noktasındaki değeri, T (m)’nin c eğrisi boyuncam′

noktasına paralel kayması ile orantılıdır. Bu oran, P, 1-formuna ve c eğrisine bağlıdır.

Tersine, U kümesi üzerinde yukarıda ifade edilen özelliğe sahip olan, sıfırdan farklı,

düzgün bir T tensörü göz önüne alındığı takdirde, her m,m′ ∈ U ve m→ m′ parçalı

düzgün c eğrisi için,

T (t) = γ(t)T ′(t) (5.7)

bağıntısı gerçeklenir. Burada, γ , c eğrisi üzerinde sıfırdan farklı, düzgün bir

fonksiyondur ve T ′, T (m)’nin c eğrisi boyunca paralel kaymasını göstermektedir.

Bu takdirde, c eğrisi boyunca yukarıda kullanılan x,y, ...,z bazı göz önüne alınırsa,

∇τT
′ = 0 olduğundan, c eğrisi boyunca

∇τT = γ̇T ′ (5.8)

denklemi gerçeklenmelidir. Burada, γ̇ = dγ
dt şeklindedir. Buna göre, m noktasında,

lokal koordinatlarda, her τ(m) için,

∇eT
a...b
c...d τe =

(
γ̇

γ

)
T a...b
c...d (5.9)
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gerçeklenir. O halde, m noktası keyfi olduğundan, T tensörü reküran olmalıdır, [44].

Reküran tensör alanlarının sahip olduğu bu özellikten dolayı, U kümesi üzerinde

reküran olan bir k vektör alanı için, k.k iç çarpımının işaretiU üzerinde değişmez.

Tanım 5.1.2 T tensör alanının M manifoldunun U 6= /0 açık ve bağlantılı alt kümesi

üzerinde reküran olduğu kabul edilsin. Eğer P, 1-formu,U üzerinde özdeş olarak sıfır

ise, T tensör alanına paralel tensör adı verilir.

Yukarıda bahsedildiği üzere, eğer T tensörü paralel ise, geometrik olarak, T

tensörünün m′ noktasındaki değeri ile T (m)’nin c eğrisi boyunca m′ noktasına paralel

kaymasının değeri birbirine eşittir. T reküran tensörü için, U kümesi üzerinde ψT

tensörü paralel olacak şekilde, sıfırdan farklı bir ψ :U → R fonksiyonu olduğu kabul

edilirse ve (5.2) koşulu kullanılırsa,

0= ∇X(ψT ) = ∇Xψ⊗T +ψ∇XT

= ∇Xψ⊗T +ψP(X)⊗T = (∇Xψ +ψP(X))⊗T (5.10)

denklemi elde edilir. Buna göre, (5.10) denkleminden, P = ∇(− log |ψ|) bulunur. O

halde, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, bir gradiyent vektör alanıdır. Tersine,

P gradiyent vektör alanı oluşturuyorsa, P= ∇φ koşulu gerçeklenir. Diğer taraftan, bu

koşul ve (5.2) yardımıyla,

∇X(e
−φT ) = ∇Xe

−φ ⊗T + e−φ ∇XT

=−e−φ ∇Xφ ⊗T + e−φP(X)⊗T (5.11)

= 0

olarak elde edilir. (5.11) denklemine göre, e−φT tensör alanıU üzerinde paraleldir. (T

reküran tensörün ilişkili 1-formu konusunda yapılmış bazı çalışmalar [45,46] numaralı

kaynaklarda da mevcuttur.)

Yukarıda sözü edilen paralel tensör alanı ve gradiyent vektör alanı olma koşulları, “öz

reküran” olma tanımını verme ihtiyacını doğurmaktadır. Bu tanımı verebilmek için,

öncelikle U kümesi üzerinde sıfırdan farklı ve reküran olan bir k vektör alanı ile U

üzerinde sıfırdan farklı, ikinci mertebeden simetrik ve reküran olan bir T tensör alanı

göz önüne alınsın. k ve T ’nin ilişkili 1-formları, sırasıyla, q ve P, ile gösterilsin. Bu
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durumda, (5.2) koşuluna göre, lokal koordinatlarda

∇cka = kaqc (5.12)

ve

∇cTab = TabPc (5.13)

bağıntıları gerçeklenir.

Ayrıca, Ricci özdeşliği ve (5.12), (5.13) bağıntıları yardımıyla,

∇c∇bka−∇b∇cka (= kdRdabc) = ∇c(kaqb)−∇b(kaqc)

= ∇ckaqb+ ka∇cqb− (∇bkaqc+ ka∇bqc)

= kaqcqb+ ka∇cqb− kaqbqc− ka∇bqc

= ka (∇cqb−∇bqc) (5.14)

ve benzer şekilde,

∇d∇cTab−∇c∇dTab (= TaeR
e
bcd +TbeR

e
acd) = Tab (∇dPc−∇cPd) (5.15)

denklemleri elde edilir.

EğerU üzerinde,

kdRdabc = 0

koşulu gerçekleniyor ise, (5.14) denklemine göre,

∇cqb = ∇bqc (5.16)

şeklinde bulunur. O halde, (5.16) bağıntısına göre, q, 1-formuna karşılık gelen

vektör alanı, m ∈U noktasının bir komşuluğu üzerinde bir gradiyent vektör alanıdır.

Dolayısıyla, (5.11) denklemine göre, bu vektör alanı söz konusu komşuluk üzerinde

paralel olacak şekilde düzenlenebilir. Benzer şekilde,U kümesi üzerinde,

TaeR
e
bcd +TbeR

e
acd = 0

oluyorsa, (5.15) denklemine göre, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, bu

komşuluk üzerinde bir gradiyent vektör alanıdır. Bu takdirde, T ikinci mertebeden

simetrik tensörü, bu komşuluk üzerinde, paralel olacak şekilde düzenlenebilir. Bu

durumda, “öz reküran” olma kavramı aşağıdaki şekilde verilecektir.
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Tanım 5.1.3 Eğer, {m ∈ U : kdRdabc(m) 6= 0} alt kümesi, U’da açık ve U’dan

indirgenen alt uzay topolojisine göre yoğun ise, k vektör alanına, U kümesi üzerinde

öz reküran vektör alanı adı verilir. Benzer şekilde, T ikinci mertebeden simetrik

tensörü için {m ∈U : (TaeRe
bcd +TbeR

e
acd)(m) 6= 0} alt kümesi,U’da açık veU’dan

indirgenen alt uzay topolojisine göre yoğun ise, T tensör alanına, U kümesi üzerinde

öz reküran tensör alanı adı verilir.

Şimdi ise, U kümesi üzerinde sıfırdan farklı, k reküran bir vektör alanı göz önüne

alınsın. Bu durumda, (5.2) koşuluna göre,

∇bk
a = kaqb (5.17)

olarak elde edilir.

Diğer taraftan, m ∈ U noktasında, k.k 6= 0 olduğu kabul edilirse, k.k iç çarpımı U

üzerinde sıfırdan farklıdır. Bu takdirde, (5.17) reküran koşulu ka ile çarpılırsa,

(∇bk
a)ka =

1

2
∇b(k

aka) = (kaka)qb (5.18)

denklemi bulunur. k.k 6= 0 olduğundan, (5.18) denklemi, kaka ile bölündüğü takdirde,

q, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının (12)(log|k.k|) fonksiyonunun gradiyenti

olduğu sonucuna varılır. O halde, k vektör alanı, U kümesi üzerinde paralel olacak

şekilde düzenlenebilir. Bu durumda, yalnızca k.k = 0 koşulunu sağlayan ve null

vektör alanı olarak isimlendirilen vektör alanlarının, öz reküran vektör alanı olabilme

ihtimali vardır. Buna göre, eğer g metriği pozitif tanımlı bir metrik ise, herhangi bir

reküran vektör alanı, lokal olarak, paralel olacak şekilde düzenlenebilmektedir.

Benzer şekilde,U kümesi üzerinde ikinci mertebeden simetrik, reküran olan T tensörü

için, T abTab 6= 0 ise, T tensörü bu küme üzerinde paralel olacak şekilde düzenlenebilir.

Benzer uygulamalar, kompleks reküran tensör alanları için de yapılabilmektedir.

Bütün bunlara ek olarak,U kümesi üzerinde sıfırdan farklı ve reküran olan bir k vektör

alanı için (5.12) koşulu kullanılırsa,

k[c∇b ka] =
1

6
(kc∇b ka+ ka∇c kb+ kb∇a kc− ka∇b kc− kb∇c ka− kc∇a kb)

=
1

6
(kckaqb+ kakbqc+ kbkcqa− kakcqb− kbkaqc− kckbqa)

= 0 (5.19)
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olarak bulunur. (5.19) denklemine göre, k vektör alanı hiperyüzey dik olma koşulunu

sağlar. Başka bir deyişle, m ∈ U noktasının açık bir V komşuluğunda k 6= 0 olmak

üzere, bu küme üzerinde tanımlı olan uygun ξ ve φ fonksiyonları için

ka = ξ ∂aφ (5.20)

koşulu sağlanır. Burada, ∂a, xa’ya göre kısmi türevi göstermektedir. Öte yandan, (5.20)

koşulu kullanıldığı takdirde, k′ = ξ−1k ve q′ = q−∇(log |ξ |) olmak üzere,

∇b k
′
a = k′aq

′
b (5.21)

bağıntısı gerçeklenir. O halde, k′ vektör alanı V üzerinde bir reküran vektör alanıdır.

Bununla birlikte, tanıma göre k′ bir gradiyent vektör alanı olduğundan,

∇b k
′
a = ∇a k

′
b (5.22)

koşulu sağlanır. (5.21) ve (5.22) denklemleri göz önüne alındığı takdirde, q′ ve k′

vektör alanlarının orantılı olması gerektiği sonucuna ulaşılır. Bu durumda, (5.21)

koşuluna göre, µ , V kümesi üzerinde tanımlı bir fonksiyon olmak üzere,

∇b k
′
a = µk′ak

′
b (5.23)

olarak elde edilir. O halde, (5.23) denklemine göre lokal olarak, reküran bir vektör

alanının ilişkili vektör alanı, söz konusu reküran vektör alanı ile orantılı olacak şekilde

düzenlenebilir.
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5.2 (((+++,,,+++,,,−−−,,,−−−))) İşaretine Sahip 444−−−Boyutlu Manifoldlar

Bu kısımda, 4−boyutlu düzgün ve bağlantılı M manifoldu üzerindeki g metriğinin

(+,+,−,−) işaretli olması halinde, bu çalışmada kullanılacak olan bazı temel

kavramlardan bahsedilecektir.

Tanım 5.2.1 k ∈ TmM sıfırdan farklı teğet vektör olmak üzere, k vektörüne k.k> 0 ise

uzaysal; k.k < 0 ise zamansal ve k.k = 0 ise null vektör adı verilir.

Öte yandan, m ∈ M noktasında aşağıdaki şekilde verilen standart bazlar göz önüne

alınacaktır. İlk olarak, x,y,s, t; m ∈M noktasında ortonormal baz olmak üzere,

x.x= y.y=−s.s=−t.t = 1 (5.24)

koşulları gerçeklenmektedir.

Diğer taraftan,
√
2l = x+ t,

√
2n = x− t,

√
2L = y+ s ve

√
2N = y− s olarak

tanımlansın. Bu durumda, l,n,L,N null vektörlerdir. Söz konusu null vektörler

arasındaki sıfırdan farklı olan iç çarpımlar yalnızca,

l.n= L.N = 1 (5.25)

çarpımlarından ibarettir. Bu şekilde tanımlanan l,n,L,N bazına, m ∈M noktasındaki

null baz adı verilir. Bu bazlara göre, g metriği için tamlık bağıntıları,

gab = xaxb+ yayb− sasb− tatb (5.26)

ve

gab = lanb+nalb+LaNb+NaLb (5.27)

şeklinde verilir.

Tanım 5.2.2 V , TmM teğet uzayının 2−boyutlu bir alt uzayı olsun. V uzayının sıfırdan

farklı bütün elemanları uzaysal (ya da zamansal) ise, V uzayına uzaysal 2−uzay

denir. Eğer V uzayı tam olarak iki tane null 1−boyutlu alt uzay içeriyorsa, V uzayına

zamansal 2−uzay; bu uzay yanlızca bir tane null doğrultu içeriyorsa null 2−uzay adı

verilir. Sıfırdan farklı bütün elemanları null olan 2−uzaya tamamen null 2−uzay denir.
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Tamamen null 2−uzayın meydana gelebilmesi için, g metriğinin en az iki artı ve en

az iki eksi işareti içermesi gerekmektedir. Dolayısıyla, 4−boyutlu bir manifold söz

konusu ise, yalnızca (+,+,−,−) nötr işaret için bu durum mümkün olabilmektedir.

Tanım 5.2.3 (M,g) 4−boyutlu bir manifold ve F , m ∈ M noktasında (2,0) tipinden

anti-simetrik bir tensör olsun. F , 2−formu bivektör olarak adlandırılır. Bu formun

bileşenleri Fab ile gösterilsin. Bu durumda, F anti-simetrik olduğundan, F’e karşılık

gelen matrisin rankı çift sayı olmalıdır. Eğer bu rank 2 ise, F formuna basit bivektör,

rank 4’e eşit ise, F formuna basit olmayan bivektör adı verilir. Herhangi bir basit

bivektör, u,v ∈ TmM olmak üzere,

Fab = uavb− vaub (5.28)

şeklinde yazılabilir. Burada, u ve v vektörleri tarafından gerilen 2−uzay tek türlü

belirlidir ve bu uzaya, F formunun blade’i denir ve u∧ v şeklinde gösterilir.

Şimdi, m ∈M noktasındaki bütün 2−formların uzayı, ΛmM ile gösterilsin. Bu küme

üzerinde, her F,G ∈ ΛmM için,

P(F,G) = PabcdF
abGcd = FabGab, Pabcd =

1

2
(gacgbd−gadgbc) (5.29)

şeklinde tanımlanan bir P metriği mevcuttur.

F basit bivektörünün blade’i sırasıyla, uzaysal, zamansal, null ya da tamamen null ise,

bu bivektör uzaysal, zamansal, null ya da tamamen null olarak adlandırılacaktır.

Örnek 5.2.1 F = x∧ y olsun. Bu durumda, Tanım 5.2.3’e göre, F bivektörü basittir

ve

Fab = xayb− yaxb (5.30)

olarak yazılır. Böylece, (5.24) ve (5.30) denklemleri kullanılarak,

P(F,F) = FabFab = (xayb− yaxb)(xayb− yaxb) = 2 (5.31)

bulunur. O halde, (5.31) denkleminden, F , uzaysal bivektör olarak elde edilir. Benzer

şekilde, s∧ t uzaysal bivektör örneği olarak verilebilir. Diğer taraftan, G= l∧n olarak

alınsın. Bu takdirde, G bivektörü basittir ve

Gab = lanb−nalb (5.32)
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olarak yazılır. (5.25) ve (5.32) denklemleri kullanıldığı takdirde,

P(G,G) = GabGab = (lanb−nalb)(lanb−nalb) =−2 (5.33)

şeklinde elde edilir. Bu durumda, (5.33) denkleminden, G, zamansal bivektör olarak

elde edilir. Daha sonra, H = l∧ y basit bivektörü göz önüne alınırsa,

P(H,H) = HabHab = (layb− yalb)(layb− yalb) = 0 (5.34)

olarak bulunur. O halde, (5.34) denkleminden, H bivektörünün null olması gerektiği

sonucuna ulaşılır. Benzer şekilde, l ∧ s null bivektör olmalıdır. Son olarak, J = l ∧L

bivektörü göz önüne alınırsa, P(J,J) = 0 koşulu gerçeklenir. Ayrıca, l ve L birbirine

dik olan null vektörler olduğundan, J bivektörü, tamamen null olan bir bivektördür.

Diğer taraftan, ΛmM, 6−boyutlu vektör uzayı matrislerin komütatörü altında bir Lie

cebri oluşturur. Bu komütatör [ ] sembolü ile gösterilecektir. Bu cebrin 3−boyutlu

iki özel alt cebri,
+
Sm = {F : F =

∗
F} ve

−
Sm = {F : F =−

∗
F} olarak verilir. Burada,

F ∈ ΛmM ve “∗” ile Hodge eşleklik operatörü gösterilmektedir.
+
F ∈

+
Sm ve

−
F ∈

−
Sm

olmak üzere, F ∈ ΛmM bivektörü,

F =
+
F+

−
F

şeklinde tek türlü yazılabilir. Bununla birlikte,
+
F ve

−
F için [

+
F ,
−
F ] = 0 koşulu

gerçeklenir. Bu durumda,

ΛmM =
+
Sm⊕

−
Sm

olarak bulunur.

Öte yandan, S̃m =
+
Sm ∪

−
Sm olsun. Bu takdirde, F ∈ S̃m ise, F basit olmayan

bivektördür veya basit ve tamamen null olan bir bivektördür. F , basit bivektör ise,
∗
F da basittir. l,n,L,N null baz olmak üzere, α(l ∧ n)+ β (L∧N) ∈ S̃m olması için

gerek ve yeter koşul, α =±β (α 6= 0) olmasıdır. Eğer,

(x∧ y)∗ = s∧ t, (x∧ t)∗ = s∧ y ve (x∧ s)∗ = y∧ t (5.35)

yönlendirmesi seçilirse, bu durumda, l∧n−L∧N ∈
+
Sm ve l∧n+L∧N ∈

−
Sm olarak

bulunur. Bunlara ek olarak, l∧N, n∧L ∈
+
Sm ve l∧L, n∧N ∈

−
Sm şeklindedir, [35].

Ayrıca,
+
Sm Lie cebri 2−boyutlu

+
B=< l∧n−L∧N, l∧N > alt cebrini içerir.
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Yardımcı Teorem 5.2.1 ( [28]) F ∈ ΛmM ve F 6= 0 olsun. Bu durumda, aşağıdaki

ifadeler gerçeklenir:

i. k sıfırdan farklı, 1-form olmak üzere, F[abkc] = 0 koşulunun gerçeklenmesi için

gerek ve yeter koşul, F bivektörünün basit bivektör ve k’nın, F bivektörünün

blade’i içinde olmasıdır.

ii. F , 2-formunun basit bivektör olması için gerek ve yeter koşul, Fa[bFcd] = 0

koşulunun sağlanmasıdır.

5.3 Dolanım Teorisi

Bu kısımda, çalışmanın temel araçlarından biri olan dolanım teorisi kavramı ele

alınacaktır. İlk olarak, (M,g) manifoldunun dolanım grubu tanımı verilecektir

ve 4−boyutlu, (+,+,−,−) metrik işaretli manifoldların dolanım tiplerinden

bahsedilecektir. (Dolanım grubu ile ilgili ayrıntılı bilgi [47] numaralı kaynakta

mevcuttur.)

Tanım 5.3.1 m ∈ M ve c, m noktasında kapalı ve düzgün bir eğri olsun. TmM

uzayındaki teğet vektörlerin c kapalı eğrisi boyunca paralel kayması, TmM üzerinde

bir lineer izomorfizma oluşturur. Bu izomorfizma fc ile gösterilsin ve eğrilerin

birleşmesi ve ters çevrilmesi için, sırasıyla, fc1 ◦ fc2 = fc1·c2 ve f−1
c = fc−1 tanımları

kullanılsın. Bu dönüşümlerin kolleksiyonuna, (M,g) manifoldunun (başka bir deyişle,

g metriğinin ∇, Levi-Civita konneksiyonunun) m noktasındaki dolanım grubu adı

verilir ve bu grup Φm ile gösterilir.

M manifoldu bağlantılı ve dolayısıyla yol bağlantılı olduğundan, her m,m′ ∈ M için,

bu noktalar arasında parçalı düzgün bir eğri vardır. O halde, m noktasındaki dolanım

grubu olan Φm ve m′ noktasındaki dolanım grubu olan Φm′ eşleniktir ve böylece

dolanım grupları izomorfiktir. Buna göre, (M,g) manifoldunun Φ ile gösterilecek

olan dolanım grubu söz konusudur. Φ dolanım grubu bir Lie grubudur. Bu grubun

Lie cebri φ ile gösterilsin. M manifoldunun 4−boyutlu bir manifold ve bu manifold

üzerindeki g metriğinin (+,+,−,−) işaretli olması durumunda, g metriği paralel

kayma altında invaryanttır ve φ cebri, o(2,2) ortogonal cebrinin bir alt cebridir. Öte
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yandan, ε =diag(1,1,−1,−1) ve T matris transpozesini göstermek üzere, o(2,2) cebri

Ω = {A ∈M4R : (Aε)+(Aε)T = 0}

kümesi ile temsil edilebilir. Bu takdirde, φ cebrinin bivektör temsili bulunur.

Söz konusu dolanım cebirlerinin bivektör temsili [29, 35] numaralı kaynaklarda

incelenmiştir. Bu alt cebirlerden bazıları metrik konneksiyona olanak vermemektedir

(veya vermeyebilir). Bu çalışmada, [35] numaralı kaynakta yer alan ve metrik

konneksiyona olanak veren alt cebirler göz önüne alınacaktır. Buna göre, 4−boyutlu,

nötr metrik işaretli manifoldlar için, izomorfizmalardan vazgeçildiği takdirde,

mümkün olan bütün dolanım cebirleri aşağıdaki tabloda yer almaktadır.

Çizelge 5.1 : (+,+,−,−) metriğinin dolanım cebirleri.

Tip Boyut Baz
1(a) 1 l∧n
1(b) 1 x∧ y
1(c) 1 l∧ y veya l∧ s
1(d) 1 l∧L
2(a) 2 l∧n−L∧N, l∧N(=

+
B)

2(b) 2 l∧n, L∧N
2(c) 2 l∧n−L∧N, l∧L+n∧N
2(d) 2 l∧n−L∧N, l∧L
2(e) 2 x∧ y, s∧ t
2( f ) 2 l∧N+n∧L, l∧L
2(g) 2 l∧N, l∧L
2(h) 2 l∧N, α(l∧n)+β (L∧N)
2( j) 2 l∧N, α(l∧n−L∧N)+β (l∧L)
2(k) 2 l∧ y, l∧n veya l∧ s, l∧n
3(a) 3 l∧n, l∧N, L∧N
3(b) 3 l∧n−L∧N, l∧N, l∧L
3(c) 3 x∧ y, x∧ t, y∧ t veya x∧ s, x∧ t, s∧ t
3(d) 3 l∧N, l∧L, α(l∧n)+β (L∧N)
4(a) 4

+
S, l∧n+L∧N

4(b) 4
+
S, l∧L+n∧N

4(c) 4
+
B,
−
B =< l∧L, l∧N, l∧n, L∧N >

5 5
+
S,
−
B

6 6 o(2,2)

Burada, α,β ∈ R ve 2( j) dolanım tipi için α 6= 0 6= β , 2(h) ve 3(d) tipleri

için α 6= ±β bağıntıları mevcuttur. Ayrıca,
+
S, o(1,2) cebrini ve

+
B,

−
B, sırasıyla,

< l∧n−L∧N, l∧N >, < l∧n+L∧N, l∧L> 2−boyutlu cebirlerini göstermektedir.
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Not 5.3.1 Dolanım grubu kavramına ek olarak, m ∈ M noktasında iyi tanımlı olan

kavramlardan biri de, bu noktada Φ∗m ile gösterilen lokal dolanım grubudur, [47].

(U,g)’nin m noktasındaki lokal dolanım grubu, M manifoldunun boştan farklı, açık

ve bağlantlı olan bir U komşuluğunun (alt manifoldunun), g metriğinden kısıtlanan

metrik ile birlikte oluşturduğu dolanım grubudur. Bu çalışmada, manifoldun her

noktası için, bir noktadaki lokal dolanım grubunun, M manifoldunun söz konusu

noktadaki kısıtlanmış dolanım grubuna izomorfik olduğu kabul edilecektir. Böylece,

Φ∗m ileM manifoldundan kısıtlanan dolanım grubunun boyutları aynıdır ve dolayısıyla,

bu grup aynı φ , Lie cebrine sahip olacaktır. Bu varsayımda bulunulmasının nedeni,

M manifoldu üzerindeki lokal dolanım özelliklerinin homojenliğinin sağlanmasıdır.

Bunun sonucu olarak ve (M,g) manifoldunun düz olmadığı varsayımı ile, Riemann

eğrilik tensörünün, M manifoldunun boştan farklı, açık bir alt kümesi üzerinde özdeş

olarak sıfır olmasının mümkün olamayacağı elde edilmiş olur.

Şimdi de, bu çalışma açısından temel bir teorem olan Ambrose-Singer Teoremi’nden

[48] bahsedilecektir.

m,m′ ∈M ve c:m→ m′ diferansiyellenebilir parçalı bir eğri olsun. τc : TmM→ Tm′M,

c eğrisi boyunca paralel kayma ile tanımlanan lineer dönüşüm olsun.

Teorem 5.3.1 (Ambrose-Singer Teoremi [28, 48]) M bağlantılı, yantıkız ve düzgün

bir manifold ve Γ, bu manifold üzerinde simetrik ve düzgün bir konneksiyon olsun. Γ

konneksiyonu ile ilişkilendirilen eğrilik yapısı R̃ ile gösterilsin ve m ∈ M olsun. Her

m′ ∈M ve c, m→ m′ parçalı eğrisi ve her X ,Y,Z ∈ TmM için,

f (Z) = τ−1
c

[
R̃(τc(X),τc(Y ))τc(Z)

]
(5.36)

şeklinde tanımlanan f : TmM → TmM lineer dönüşümü tanımlansın. Bu şekilde

tanımlanan bütün lineer dönüşümlerin kümesi, TmM teğet uzayının bir bazına göre

matris formunda temsil edilir. Bu takdirde, M manifoldunun Φ dolanım grubu, söz

konusu baza göre, GL(n,R) genel lineer grubunun bir matris Lie alt grubu olarak

tanımlandığında, bu küme, φ dolanım cebrinin matris temsiline karşılık gelir.

Burada, genel lineer grup olarak isimlendirilen GL(n,R), n×n’lik tekil olmayan reel

matrislerin oluşturduğu grubu göstermektedir. Bu grup, n2 boyutlu bir Lie grubudur,

[28].
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Başka bir deyişle, Teorem 5.3.1, aşağıdaki gibi ifade edilebilmektedir. M manifoldu

üzerinde belirli bir m noktası ve herhangi bir m′ ∈ M noktası için, Tanım 5.0.2,

(5.1) ile tanımlanan f eğrilik dönüşümünün rg f ile gösterilecek olan değer kümesi

hesaplansın. c : m′ → m eğrisi boyunca, rg f ’in m noktasına paralel kayması göz

önüne alınarak, bu işlem tüm m′ noktaları ve c eğrileri için yapılırsa,m noktasında elde

edilen bivektörlerin kolleksiyonu, φ cebrini üretir. Buna göre, eğrilik dönüşümünün

değer kümesi olan rg f , φ cebrinin bir alt uzayıdır ve böylece, Riemann eğrilik tensörü,

φ cebrinin elemanlarının çarpımlarının simetrik toplamı olarak yazılabilmektedir.

Bu sonuç, Bölüm 5.6’da ele alınacak olan Ricci-reküran probleminde temel olarak

kullanılacaktır.

Şimdi verilecek olan sonuç, 4−boyutlu farklı metrik işaretli manifoldların dolanım

tiplerine göre reküran veya paralel olan özel vektör alanlarını belirlemeyi sağlayacak

olması sebebiyle önem teşkil etmektedir.

Sonuç 5.3.1 ( [28, 30, 49]) Her F ∈ φ için, k ∈ TmM, F bivektörünün bir özvektörü

ise,m noktasının bir komşuluğu üzerinde, lokal ve düzgün olan bir reküran vektör alanı

vardır. Buna ilaveten, her bivektör için, k özvektörüne karşılık gelen özdeğerlerin hepsi

sıfır ise, bu reküran vektör alanı, paralel vektör alanı olacak şekilde inşa edilebilir.

O halde, Sonuç 5.3.1’e göre, 4−boyutlu (+,+,−,−) metrik işaretli manifoldlar

için reküran ve paralel vektör alanlarının varlığı, Çizelge 5.1’in üçüncü sütununda

görülebilmektedir. Bölüm 5.5’te bu özel vektör alanları ayrıntılı olarak ele alınacaktır.

5.4 (((+++,,,+++,,,−−−,,,−−−))) İşaretine Sahip 444−−−Boyutlu Manifoldlar Üzerinde İkinci

Mertebeden Simetrik Tensörler

Bu kısımda, ikinci mertebeden simetrik tensör alanlarının 4−boyutlu, (+,+,−,−)
işaretli manifoldlar üzerinde sınıflandırılmasından bahsedilecektir. Ayrıca, metrik

işaretin (+,+,+,+) (pozitif tanımlı) ve (+,+,+,−) (Lorentz) olması durumları için

de, bazı bilgiler verilecektir. T , m ∈ M noktasında, ikinci mertebeden simetrik bir

tensör olsun. Bu durumda, T tensörü lineer bir dönüşüm ile ilişkilendirilebilir. TmM

üzerinde, ua→ T a
bu

b ile verilen f : TmM→ TmM lineer dönüşümü göz önüne alınsın

ve k, T tensörünün reel veya kompleks olan bir özvektörü olsun. Bu takdirde, α , k
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özvektörüne karşılık gelen özdeğer olmak üzere,

T a
bk

b = αka, (Tabk
b = αgabk

b) (5.37)

koşulu gerçeklenir.

İkinci mertebeden simetrik olan tensörlerin 4−boyutlu, (+,+,−,−) işaretli

manifoldlar üzerinde sınıflandırılması [50–52] numaralı kaynaklarda yapılmıştır. Bu

sınıflandırma, Bölüm 5.7’de göz önüne alınacak olan 4−boyutlu, (+,+,+,−) işaretli
manifoldlar üzerindeki sınıflandırmaya benzemektedir. Bununla birlikte, söz konusu

sınıflandırma, 4−boyutlu nötr işaretli manifoldlar için birbirine dik olan null vektör

alanlarının ve birbirine dik, zamansal 2−uzay çiftlerinin varlığı sebebiyle biraz

daha karmaşıktır. Bu çalışmada, [51] numaralı kaynakta ele alınan sınıflandırma

kullanılacaktır. Bu sınıflandırma, f , lineer dönüşümünün mümkün olan bütün Jordan

kanonik formlarının belirlenmesine göre yapılmıştır. Bu kanonik formlara karşılık

gelen Segre tipleri göz önüne alınacaktır.

İlk olarak, T ikinci mertebeden simetrik tensörünün bütün özdeğerlerinin reel olduğu

kabul edilsin. Bu takdirde, mümkün olan bütün Jordan kanonik formları,

(i)




ρ1 1 0 0
0 ρ1 1 0
0 0 ρ1 1
0 0 0 ρ1


 (ii)




ρ1 1 0 0
0 ρ1 0 0
0 0 ρ2 1
0 0 0 ρ2


 (iii)




ρ1 1 0 0
0 ρ1 1 0
0 0 ρ1 0
0 0 0 ρ2




(iv)




ρ1 1 0 0
0 ρ1 0 0
0 0 ρ2 0
0 0 0 ρ3


 (v)




ρ1 0 0 0
0 ρ2 0 0
0 0 ρ3 0
0 0 0 ρ4


 (5.38)

olarak verilir. Burada, ρ1,ρ2,ρ3,ρ4 ∈R’dir. Segre notasyonuna göre, (5.38) ile verilen

matrislere karşılık gelen Segre tipleri, sırasıyla, {4}, {22}, {31}, {211} ve {1111}
şeklindedir. Dejenere olan özdeğerler parantez ile belirtilecektir. Örneğin, (5.38)−(iv)

matrisi için ρ2 = ρ3 6= ρ1 ise, Segre tipi {2(11)}, ρ1 = ρ2 = ρ3 ise, Segre tipi

{(211)} olarak gösterilecektir.

Eğer g metriği pozitif tanımlı ise, T tensörü R üzerinde köşegenleştirilebilirdir.

Bununla birlikte, g metriğinin Lorentz veya nötr işaretli olması durumunda, T

tensörünün özdeğerlerinin hepsi reel olmak zorunda değildir. Öte yandan, {4}
ve {22} Segre tipleri detgab ≥ 0 olmasını gerektirir. 4−boyutlu Lorentz metrik

işaretine sahip olan manifoldlar için bu koşul sağlanmadığından, bu manifoldlar
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üzerindeki ikinci mertebeden simetrik tensörler için, {4} ve {22} Segre tiplerinin

meydana gelmesi mümkün değildir. Bu metrik işaretinde T tensörü için mümkün olan

Segre tipleri, {1,111}, {211}, {31}, {zz̄11} ve bu tiplerin dejenere durumlarından

oluşmaktadır. Burada, {1,111} tipinde yer alan virgül işareti, zamansal özvektöre

karşılık gelen özdeğeri, uzaysal özvektörlere karşılık gelen özdeğerlerden ayırt etmek

için kullanılacaktır. {zz̄11} Segre tipindeki z ve z̄ ise, T tensörünün kompleks eşlenik

özvektör çiftinin olması durumunu gösterecektir. Öte yandan, 4−boyutlu nötr metrik

işaretli manifoldlar üzerindeki ikinci mertebeden simetrik olan tensörler için mümkün

olan Segre tipleri {1111}, {11zz̄}, {zz̄ww̄}, {211}, {2zz̄}, {22} (özdeğerlerin reel

olması durumu), {22} (özdeğerlerin kompleks olması durumu), {31}, {4} ve bu

tiplerin mümkün olan dejenere durumlarından oluşmaktadır, [51].

Buna göre, 4−boyutlu, (+,+,−,−) işaretli M manifoldu üzerindeki T , ikinci

mertebeden simetrik tensörü için mümkün olan bütün kanonik tipler aşağıda yer alan

(5.39)−(5.48) ifadelerinde belirtilmiştir, [51].

αxaxb+βyayb− γsasb−δ tatb. (5.39)

αyayb−β sasb+ γ(lanb+nalb)+δ (lalb−nanb). (5.40)

α(lanb+nalb)+β (lalb−nanb)+ γ(LaNb+NaLb)+δ (LaLb−NaNb). (5.41)

αgab+β (laNb+Nalb−naLb−Lanb). (5.42)

α(lanb+nalb)+λ lalb+βyayb− γsasb. (5.43)

α(lanb+nalb)+λ lalb+ γ(LaNb+NaLb)+δ (LaLb−NaNb). (5.44)

α(lanb+nalb)+β (LaNb+NaLb)+µlalb+νLaLb+ω(laLb+Lalb). (5.45)

αgab+ω(laLb+Lalb)+µlalb+β (laNb+Nalb−naLb−Lanb). (5.46)

α(lanb+nalb)+(layb+ yalb)+αyayb−β sasb. (5.47)

αgab+(laLb+Lalb+νNaNb). (5.48)

Şimdi ise, bu kanonik formların elde edilişinden bahsedilecektir. İlk olarak, T

tensörünün R üzerinde köşegenleştirilebilir olduğu kabul edilsin ve x,y,s, t; m ∈ M

noktasında bir (pseudo)-ortonormal baz olsun. Bu takdirde, T tensörünün null olmayan

ve birbirine dik olan x,y,s, t reel özvektörleri seçilebilmektedir. Bu özvektörlere

karşılık gelen reel özdeğerler, sırasıyla, α , β , γ , δ ile gösterilsin. O halde, (5.39)
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kanonik formu elde edilir ve T tensörünün Segre tipi {1111} olmalıdır. Öte yandan,

T tensörünün C üzerinde köşegenleştirilebilir olduğu kabul edilsin. Böylece, iki

durum söz konusu olmaktadır. Birinci durum, T tensörünün iki reel ve iki kompleks

eşlenik özdeğerinin olmasıdır. Bu durumda, T tensörünün reel özvektörleri y ve s,

kompleks eşlenik özvektörleri l± in olarak seçilebilir. Bu özvektörlere karşılık gelen

özdeğerler, sırasıyla, α , β ve γ ± iδ (δ 6= 0) ile gösterilsin. Dolayısıyla, (5.40)

kanonik formu elde edilir ve T tensörünün Segre tipi {11zz̄} olmalıdır. Gerçekten,

(5.24), (5.25) denklemleri ve (5.40) kanonik formu kullanılırsa,

Tabl
b = γla−δna , Tabn

b = γna+δ la , Taby
b = αya , Tabs

b = β sa (5.49)

şeklinde elde edilir. (5.49) bağıntılarının son ikisine göre, T tensörünün y

ve s özvektörlerine karşılık gelen reel özdeğerlerinin, sırasıyla, α ve β olduğu

görülmektedir. Bununla birlikte, (5.49)1 ve (5.49)2 bağıntıları yardımıyla,

Tab(l
b+ inb) = γla−δna+ i(γna+δ la) = (γ + iδ )(la+ ina) (5.50)

ve

Tab(l
b− inb) = γla−δna− i(γna+δ la) = (γ− iδ )(la− ina) (5.51)

bulunur. O halde, (5.50) ve (5.51) denklemlerine göre, T tensörünün l± in kompleks

eşlenik özvektör çiftine karşılık gelen özdeğerleri γ± iδ (δ 6= 0) olarak elde edilir.

İkinci durum ise, iki kompleks eşlenik özvektör çiftinin bulunmasıdır. Bu

durumda, (5.41) kanonik formu elde edilir ve T tensörünün Segre tipi {zz̄ww̄}
olmalıdır. Böylece, (5.24), (5.25) denklemleri ve (5.41) kanonik formu göz önünde

bulundurulursa,

Tabl
b = αla−βna , Tabn

b = αna+β la ,

TabL
b = γLa−δNa , TabN

b = γNa+δLa (5.52)

şeklinde elde edilir. Buna göre, (5.52) bağıntıları kullanılırsa, T tensörünün l± in ve

L± iN kompleks eşlenik özvektör çiftlerine karşılık gelen özdeğerlerinin, sırasıyla,

α ± iβ ve γ ± iδ (β 6= 0 6= δ ) olduğu görülmektedir. Öte yandan, bu durum için,

kompleks özdeğerlerin dejenere olması ihtimali de mümkündür. Örneğin, α = γ ve

β = δ ise, özdeğerlerin dejenere olma durumu söz konusudur. Bu takdirde, Segre tipi
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{(zz)(z̄z̄)} şeklinde yazılacaktır. l+ in ve L+ iN özvektörleri tarafından üretilen α+ iβ

özuzayı, tam olarak birbirinden bağımsız ve null olan (l ∓N) + i(n± L) kompleks

elemanlarını içermektedir. Baz değişimi yardımıyla, söz konusu kompleks eşlenik null

özvektörler l± iL şeklinde gösterilebilir ve böylece, (5.42) kanonik formu elde edilir.

Gerçekten, (5.42) kullanılırsa,

Tabl
b = αla−βLa , Tabn

b = αna+βNa ,

TabL
b = αLa+β la , TabN

b = αNa−βna (5.53)

elde edilir. Bu ifadelerden,

Tab(l
b± iLb) = (α± iβ )(la± iLa)

Tab(n
b± iNb) = (α∓ iβ )(na± iNa) (5.54)

bulunur. O halde, T tensörünün l+ iL ve n− iN kompleks özvektörlerine karşılık

gelen özdeğerinin α + iβ ; l− iL ve n+ iN kompleks özvektörlerine karşılık gelen

özdeğerinin α− iβ olduğu görülmektedir.

Bunun dışında, basit olmayan elemanter bölenlerin olması durumu söz konusu olabilir,

[28]. Eğer reel ve ikinci dereceden basit olmayan bir elemanter bölen meydana

geliyorsa, {211} Segre tipi elde edilir. Bu durumda, l özvektörü tarafından üretilen, tek

türlü belirli bir null doğrultu ile null olmayan y ve s özvektörleri mevcuttur ve λ 6= 0

olmak üzere, (5.43) kanonik formu bulunur. Böylece, (5.43) formuna göre,

Tabl
b = αla , Taby

b = βya , Tabs
b = γsa (5.55)

koşulları gerçeklenmektedir. O halde, (5.55) bağıntılarına göre, T tensörünün l, y ve s

özvektörlerine karşılık gelen özdeğerleri, sırasıyla, α , β ve γ olarak bulunur. Ayrıca,

bu özvektörlerin dışında, T tensörünün lineer bağımsız olan başka özvektörlere sahip

olamayacağı kolayca gösterilebilir. Buna göre, {211} Segre tipi elde edilmiş olur.

Bunlara ek olarak, l null vektörü tekrar düzenlenerek, (5.43) kanonik formunda, λ = 1

veya λ =−1 olarak alınabilmektedir, [51]. Öte yandan, ikinci dereceden basit olmayan

elemanter bölene karşılık gelen (reel ve null olan) l özvektörü ile kompleks eşlenik

özvektör çifti meydana geliyorsa, bu takdirde, Segre tipi {2zz̄} olarak gösterilir ve

(5.44) kanonik formu elde edilir. Bu durumda, kompleks eşlenik özvektör çifti ile

ilişkilendirilen zamansal 2−uzay, tek türlü belirli olan l null doğrultusuna diktir ve bu
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2−uzay, L∧N olarak seçilebilir. l,n,L,N null bazı göz önüne alınarak, (5.44) kanonik

formu yardımıyla,

Tabl
b = αla , TabL

b = γLa−δNa , TabN
b = γNa+δLa (5.56)

bağıntıları elde edilir. Buna göre, (5.56) denkleminden, T tensörünün özvektörleri l

ve L± iN olarak elde edilir. Bu özvektörlere karşılık gelen özdeğerler, sırasıyla, α

ve γ ± iδ (δ 6= 0) olarak bulunur. Benzer şekilde, T ’nin l null vektörü dışında reel

özvektörü olamayacağı gösterilebilir. Ayrıca, (5.44) kanonik formunda, (5.43) kanonik

formunda olduğu gibi, λ = 1 veya λ =−1 olarak düzenlenebilir.

Daha önce bahsedildiği üzere, 4−boyutlu, nötr metrik işaretli manifoldlar üzerindeki

ikinci mertebeden simetrik tensörler için, {22} Segre tipinin meydana gelme durumu

da söz konusudur. Eğer özvektörler reel ise, (5.45) kanonik formu, ikinci dereceden

basit olmayan elemanter bölene karşılık gelen kompleks özdeğer olması durumu söz

konusu ise, (5.46) kanonik formu elde edilir. Yukarıdaki adımlara benzer şekilde,

(5.45) kanonik formu göz önüne alındığı takdirde, T tensörünün özvektörleri, l ve

L şeklinde elde edilir. Bu özvektörlere karşılık gelen özdeğerler, sırasıyla, α ve β

olarak bulunur. Bütün bunlara ek olarak, eğer α 6= β ise, ω = 0 ve µ 6= 0 6= ν

olacak şekilde düzenlenebilir. Ayrıca, α = β ise, µ = ν = 0 6= ω veya ω = 0< µν

olacak şekilde düzenlenebilir. Böylece, α = β ve ω2 = µ.ν olması durumunda,

{(211)} Segre tipi elde edilir, [51]. Diğer taraftan, (5.46) kanonik formu göz önüne

alınırsa, T tensörünün kompleks özvektör çiftinin l± iL ve bu özvektörlere karşılık

gelen özdeğerlerin α± iβ (β 6= 0) olması gerektiği gösterilebilir.

Eğer reel ve üçüncü dereceden basit olmayan elemanter bölen meydana geliyorsa, {31}
Segre tipi söz konusudur ve (5.47) kanonik formu elde edilir. Bu durumda, (5.47)

formu kullanılırsa,

Tabl
b = αla , Tabs

b = β sa (5.57)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.57) denkleminden, l vektörü tarafından üretilen tek

türlü belirli null doğrultu ile null olmayan, s reel vektörünün T tensörünün, sırasıyla,

α ve β özdeğerlerine karşılık gelen özvektörleri olması gerektiği sonucuna ulaşılır.

Ayrıca, T tensörünün null olmayan reel özvektörü y olacak şekilde de (5.47) kanonik

formu düzenlenebilir. Bunun için, söz konusu kanonik formda, s ve y vektörlerinin
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birbirleriyle yer değiştirmesi ve son iki terimde işaret değişimi yapılması yeterli

olacaktır.

Son olarak, l vektörü tarafından üretilen (tek türlü belirli) null doğrultudan meydana

gelen dördüncü dereceden basit olmayan elemanter bölen durumu söz konusu ise,

Segre tipi {4} olmalıdır ve (5.48) kanonik formu elde edilir. Burada,

Tabl
b = αla

koşulu sağlandığından, T tensörünün özvektörü yalnızca l (reel) özvektörüdür ve α ,

bu özvektöre karşılık gelen özdeğerdir. Öte yandan, ν =±1 olacak şekilde seçilebilir,

[51].

Daha önce açıklandığı üzere, yukarıda ifade edilen Segre tipleri için, özdeğerler

arasındaki dejenere olma durumu parantez ile belirtilecektir. Bununla birlikte, {2zz̄},
{22} (kompleks eşlenik özdeğer çifti olması durumu) ve {4} Segre tipleri için dejenere

özdeğerler olması mümkün değildir. Fakat, {22} Segre tipinin reel özvektörler olması

durumu için dejenere özdeğerler söz konusu olabilir. Bu durumda, Segre tipi {(22)}
olarak gösterilecektir.

Şimdi de, ikinci mertebeden, simetrik olan T tensörününMmanifoldununU alt kümesi

üzerinde reküran bir tensör alanı olduğu kabul edilsin. Bu tensör alanının reküran

1-formu P ile gösterilsin. Ayrıca, m,m′ ∈U ve U kümesi üzerinde c:m→ m′ düzgün

eğrisi göz önüne alınsın. Öte yandan, k 6= 0 (k ∈ TmM), T (m)’nin α ∈ C özdeğerine

karşılık gelen reel ya da kompleks olan bir özvektörü olsun. Bu takdirde,m noktasında,

T a
bk

b = αka (5.58)

koşulu gerçeklenir. k ve T (m)’nin, c eğrisi boyunca paralel kayması, sırasıyla, k′(t)

ve T ′(t) ile gösterilsin. Buna ek olarak, α özdeğerinin c eğrisi boyunca paralel

kaymasına karşılık gelen ve bu eğri boyunca sabit olan bir α fonksiyonu tanımlansın.

Bu durumda, T ′abk′b−αk′a paralel kayması m noktasında sıfır olmalıdır. Dolayısıyla,

c eğrisi üzerindeki her nokta için,

T ′abk
′b = αk′a (5.59)

koşulu sağlanmış olur. Bölüm 5.1’de açıklandığı üzere, T tensörü reküran olduğundan,

c eğrisinin her noktası için, T (c(t)) ile T ′(c(t)) orantılıdır. O halde, c eğrisinin
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her noktası için, k′ vektörü T tensörünün özvektörüdür. Dolayısıyla, tüm reel veya

kompleks olan özuzaylarının, c eğrisi boyunca paralel kaydığı sonucuna ulaşılır. Buna

göre, T tensörünün Segre tipi (dejenere özdeğer olma durumu da dahil olmak üzere),

c eğrisinin her noktası için değişmez kalır. Diğer taraftan, U kümesi bağlantılı

ve böylece yol bağlantılı olduğundan, T tensörünün Segre tipi U kümesinin her

noktasında aynıdır, [44]. Bu durumda, her Segre tipi ve her m ∈U için, m noktasının

açık bir V ⊂ U komşuluğu üzerinde, (5.39)−(5.48) ifadeleri geçerli olacak şekilde,

düzgün olan bir ortonormal veya null baz takımı seçilebilir. Böylece, tüm vektör

alanları, özdeğerler ile birlikte kanonik formlarda yer alan µ , ν ve ω skalerleri, V

kümesi üzerinde düzgün olacak şekilde seçilebilmektedir, [53].

5.5 Temel Sonuçlar

Bu kısımda, Segre sınıflandırması yardımıyla, ikinci mertebeden simetrik tensör

alanlarının paralel ve öz reküran olma problemleri göz önüne alınacaktır. Bu inceleme,

4−boyutlu, nötr işaretli manifoldların dolanım tipleri üzerinde yapılacaktır ve bu

durumda, T reküran tensör alanının P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının

gradiyent olması durumları belirlenecektir. Böylece, paralel tensör alanları veya

paralel bir tensör alanı ile orantılı olan tensör alanları elde edilecektir. Daha sonra, öz

reküran tensör alanı olmaya aday olan, ikinci mertebeden, simetrik tensörler bulunarak

söz konusu durumlar analiz edilecektir.

5.5.1 Paralel olma durumu

Bölüm 5.1’de, T reküran tensör alanının P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, bir

gradiyent vektör alanı ise, bu tensörün paralel olacak şekilde düzenlenebileceğinden

bahsedilmiştir. Aşağıda ispatlanacak olan teorem, P, 1-formuna karşılık gelen vektör

alanının gradiyent olma durumunun tespit edilmesi açısından önem taşımaktadır.

Yardımcı Teorem 5.5.1 T , M manifoldu (veya M’nin boş olmayan açık ve bağlantılı

bir U alt kümesi) üzerinde ikinci mertebeden, simetrik ve reküran bir tensör alanı

olsun. Bu tensörün reküran 1-formu olarak tanımlanan, P, T tensörünün lokal, düzgün,

reel veya kompleks bir özvektörü olarak bulunan, k ve bu özvektöre karşılık gelen (reel

veya kompleks olan) özdeğer de, α olmak üzere, α özdeğeri, V 6= /0 ve V ⊂U açık ve
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bağlantılı alt kümesi üzerinde sıfırdan farklı ise, P, 1-formuna karşılık gelen vektör

alanı, V kümesi üzerinde bir gradiyent vektör alanıdır.

İspat: k, T tensörünün α özdeğerine karşılık gelen lokal, düzgün, reel veya kompleks

bir özvektörü olsun. Bu takdirde, lokal koordinatlarda,

Tabk
b = αka (5.60)

bağıntısı gerçeklenir.

İlk olarak, α özdeğerinin reel olmadığı kabul edilsin. Bu durumda, α , V kümesi

üzerinde sıfırdan farklıdır. O halde, k özvektörü için iki durum söz konusu olur.

Birinci durum, α özdeğerinin dejenere olmaması halidir. Bu takdirde, T tensörü için

mümkün olabilecek Segre tipleri, {11zz̄} (veya bu tip için reel özdeğerlerin dejenere

olması durumu), {zz̄ww̄} (z 6= ±w), {2zz̄} veya {22} (kompleks özdeğerlerin olması

durumu) şeklindedir. İkinci durum ise, α kompleks özdeğerinin dejenere olması

halidir. Bu takdirde, Bölüm 5.4’den, kompleks eşlenik null özvektörleri mevcut olan

T tensörünün Segre tipi {(zz)(z̄z̄)} olmalıdır. Her iki durumda da, her m ∈ V ve V

kümesi üzerinde bu noktadan geçen herhangi bir c eğrisi için, k(m)’nin bu eğri boyunca

paralel kayması, T tensörünün α−özuzayında yer almaktadır ve bu değer, c eğrisi

üzerindeki her noktada k ile orantılıdır. Bu sonuç, α özdeğerinin birinci durum için,

dejenere olmamasından ve ikinci durum için, null özvektöre karşılık gelen özdeğer

olmasından kaynaklanmaktadır. Çünkü ikinci durumda, k özvektörü null olduğundan,

paralel kayma altında bu özvektörün null olma özelliği korunacaktır. O halde, Bölüm

5.1’de verilen reküran olma koşuluna göre, k özvektörününV kümesi üzerinde reküran

olması gerektiği sonucuna ulaşılır. Bu durumda, q, V kümesi üzerinde 1-form olmak

üzere,

∇bka = kaqb (5.61)

koşulu gerçeklenir. Diğer taraftan, T tensörü reküran olduğundan (5.13) bağıntısı

mevcuttur. (5.60) koşulunun kovaryant türevi alınırsa,

∇c(Tabk
b) = ∇c(αka)

(∇cTab)k
b+Tab∇ck

b = (∂cα)ka+α∇cka (5.62)
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bulunur. Daha sonra, (5.13) ve (5.61) denklemleri, (5.62) ifadesinde yerine yazılırsa,

PcTabk
b+Tabqck

b = (∂cα)ka+αqcka

αkaPc+αkaqc = ka∂cα +αkaqc

αkaPc = ka∂cα (5.63)

elde edilir. Böylece, (5.63) denklemine göre, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı,

V kümesi üzerinde log |α| fonksiyonunun gradiyentidir.

Fakat, T tensörünün bütün özdeğerlerinin reel olması durumunda yukarıdaki ispat

geçerli olmayabilir. Bu durumda, T a
cT

c
b ifadesinin izi olan T abTab göz önüne

alınırsa, söz konusu iz, T tensörünün özdeğerlerinin karelerinin toplamına karşılık

gelmektedir. Böylece, (5.13) reküran olma koşulunda T ab üzerinden daraltma

yapılırsa,

TabT
abPc = (∇cTab)T

ab =
1

2
∇c(TabT

ab) (5.64)

bulunur. Bununla birlikte, T abTab 6= 0 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, (5.64)

denkleminden, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanının, ψ = 1
2 log |T abTab|

fonksiyonunun bir gradiyenti olduğu sonucuna ulaşılır. O halde, T tensörünün

α özdeğerinin reel ve sıfırdan farklı olması durumunda da, T abTab 6= 0 koşulu

sağlanacağından, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı, V kümesi üzerinde bir

gradiyent vektör alanı olarak elde edilir. Böylece, ispat tamamlanır. �

Yardımcı Teorem 5.5.1’e göre, ikinci mertebeden simetrik ve reküran T tensörünün

en az bir özdeğerinin sıfırdan farklı olması durumunda, P, 1-formuna karşılık gelen

vektör alanı bir gradiyent vektör alanı olacağından, (5.11) denklemine göre, T tensörü

paralel olacak şekilde düzenlenebilir. Başka bir deyişle, T tensörü paralel bir tensör

alanı ile orantılıdır. Bu durumda, yalnızca T tensörünün bütün özdeğerlerinin reel ve

sıfır olması durumunda, bu tensörün öz reküran tensör alanı olabilmesi mümkündür.

O halde, öz reküranlık için kontrol edilmesi gereken Segre tipleri, tüm özdeğerler sıfır

olmak koşuluyla, {(211)}, {(22)}, {(31)}, {4} şeklindedir.

Şimdi, ∇T = 0 koşulunu sağlayan, yani, paralel olan T tensör alanlarının mümkün

olan bütün Segre tipleri bulunacaktır. Bunun için, dolanım teorisinden ve [28, 30, 49]

kaynaklardaki tekniklerden faydalanılacaktır. Çizelge 5.1’de verilen her dolanım cebri
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için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan, ikinci mertebeden simetrik ve düzgün h tensörleri

aşağıdaki teknik ile belirlenecektir. Eğer φ cebri biliniyor ise, her F ∈ φ için,

hacF
c
b+hbcF

c
a = 0 (5.65)

denklemi cebirsel olarak çözülebilmektedir, [28, 30, 35, 49]. Buna göre, F bivektörü

için, Fab = −Fba olduğundan, h = g olması durumu (5.65) denkleminin bir

çözümüdür. Aşağıda ifade edilecek olan teorem, ∇h = 0 koşulunu sağlayan h

tensörlerinin elde edilmesinde kullanılacaktır.

Yardımcı Teorem 5.5.2 ( [35]) F ∈ ΛmM ve F 6= 0 olsun. Bu durumda, aşağıdaki

özellikler gerçeklenir.

i. Eğer (5.65) denklemi, m noktasında, basit bir F bivektörü için gerçekleniyorsa, F

bivektörünün blade’i, h tensörünün m noktasında g metriğine göre özuzayıdır.

ii. Eğer (5.65) denklemi, m noktasında, F = α(l ∧ n) + β (L ∧ N) ve α 6= ±β

(α 6= 0, β 6= 0) için gerçekleniyorsa, l ∧ n ve L ∧ N uzayları, h tensörünün m

noktasındaki özuzaylarıdır.

iii. Eğer (5.65) denklemi, m noktasında, F = α(l∧n)+β (L∧N) ve α =−β 6= 0 için

gerçekleniyorsa, l ∧N ve n∧ L uzayları, h tensörünün m noktasındaki invaryant

2−uzaylarıdır (α = β 6= 0 olması durumunda da benzer sonuç gerçeklenir).

Şimdi ise, yukarıda ifade edilen bilgilerden yararlanarak, ikinci mertebeden simetrik

h tensörü için, m ∈ M noktasının bir komşuluğu üzerinde, ∇h = 0 denkleminin

çözümleri bulunacaktır. Daha önce belirtildiği gibi, uygun kısıtlamaları sağlayan

M manifoldunun açık ve bağlantılı U 6= /0 kümesi üzerinde çalışılacaktır. Ayrıca,

U kümesi üzerinde ekstra çözümlerin olabilmesi ihtimalini önlemek açısından, Not

5.3.1’de belirtildiği gibi, her m ∈ M için, Φ∗m lokal dolanım gruplarının dolanım

cebirlerinin, Φ grubunun dolanım cebirleri ile aynı olduğu kabul edilecektir. Böylece,

∇h= 0 denkleminin çözümleri aşağıda yer almaktadır.

1) İlk olarak, 1(a) dolanım tipi göz önüne alınsın. Çizelge 5.1’e göre, F = l∧n olarak

alınan bivektörü, φ cebri için bir baz oluşturmaktadır. Bu durumda, F bivektörü lokal

koordinatlarda,

Fab = lanb−nalb (5.66)
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şeklinde yazılmaktadır. Bu durumda, (5.66) denklemi, sırasıyla, Lb,Nb, lb ve nb ile

çarpılırsa ve (5.25) koşulları kullanılırsa,

FabL
b = FabN

b = 0 (5.67)

ve

Fabl
b = la, Fabn

b =−na (5.68)

koşullarının sağlanması gerektiği elde edilir. Böylece, (5.67) bağıntısına göre, L

ve N vektör alanları, F bivektörünün sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir.

Benzer şekilde, (5.68) koşulu, l ve n vektör alanlarının, F bivektörünün, sırasıyla, 1

ve -1 özdeğerlerine karşılık gelen özvektörleri olduğunu gösterebilir. Diğer taraftan,

Bölüm 5.4’ün son kısmında belirtildiği üzere, m ∈ M noktasındaki, l,n,L,N null

bazının, bu noktanın açık ve bağlantılı olan bir U komşuluğuna düzgün olarak

genişletilmesi mümkündür. Bu takdirde, Sonuç 5.3.1’e göre, L ve N null vektör

alanları, F bivektörünün sıfır özdeğerine karşılık geldiğinden, bu vektör alanları U

kümesi üzerinde paraleldir. Başka bir deyişle,

∇L= ∇N = 0 (5.69)

koşulları gerçeklenir. Bununla birlikte, Sonuç 5.3.1’e göre, l ve n null vektör alanları,

U kümesi üzerinde öz reküran vektör alanları olmalıdır. O halde, r ve s, sırasıyla, l ve

n null vektör alanlarına karşılık gelen ilişkili 1-formlar olmak üzere,

∇bla = larb, ∇bna = nasb (5.70)

koşulları sağlanır.

Diğer taraftan, α :U → R sıfırdan farklı fonksiyonu için, Riemann eğrilik tensörü U

kümesi üzerinde,

Rabcd = αFabFcd = α(lanb−nalb)(lcnd−ncld) (5.71)

şeklinde yazılabilmektedir. Bu takdirde, (5.71) denklemi, sırasıyla, la ve na ile

çarpılırsa ve (5.25) denklemi kullanılırsa,

laRabcd =−αlbFcd, naRabcd = αnbFcd (5.72)
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bağıntıları elde edilir. Ayrıca, (5.25) denklemindeki lana = 1 koşulunun kovaryant

türevi alınırsa ve bu koşulla birlikte (5.70) reküran olma bağıntıları kullanılırsa,

∇b(l
ana) = (∇bl

a)na+ la∇bna = (larb)na+ la(nasb) = rb+ sb = 0 (5.73)

bulunur. O halde, (5.73) denklemine göre, l ve n, öz reküran vektör alanlarının

ilişkili 1-formları arasında r=−s bağıntısının sağlanması gerektiği sonucuna ulaşılır.

Bu bağıntının sağlanması gerektiği aşağıdaki yöntemle de görülebilmektedir. Ricci

özdeşliği ve (5.70) koşulu yardımıyla, Gab = ∇bra−∇arb olmak üzere,

laRabcd = ∇d∇clb−∇c∇dlb = ∇d(rclb)−∇c(rdlb)

= (∇drc)lb+ rc∇dlb− (∇crd)lb− rd∇clb

= (∇drc)lb+ lbrcrd− (∇crd)lb− lbrcrd

= lb(∇drc−∇crd)

= lbGcd (5.74)

bağıntısı elde edilir. Benzer şekilde, (5.70) koşulu kullanılarak, n vektör alanı için,

Hab = ∇bsa−∇asb olmak üzere,

naRabcd = nbHcd (5.75)

bağıntısının gerçeklenmesi gerektiği görülür. Bu durumda, (5.72), (5.74) ve (5.75)

denklemleri kullanılırsa,

Gab = ∇bra−∇arb =−αFab, Hab = ∇bsa−∇asb = αFab (5.76)

sonucuna ulaşılır. Böylece, (5.76) bağıntılarından, G=−H olarak elde edilir. Bu ise,

r+ s formuna karşılık gelen vektör alanının, gradiyent vektör alanı olması anlamına

gelmektedir. O halde, ψ , U kümesi üzerinde bir fonksiyon olmak üzere, r+ s = ∇ψ

bağıntısı mevcuttur. Bununla birlikte, l veya n vektör alanlarından birinin aşağıda

verilen yeniden düzenlenişi göz önüne alınırsa, r+ s = 0 olarak yazılabilmektedir.

Örneğin, l′ = e−ψ l olsun. Bu takdirde, r+ s= ∇ψ ve (5.70) koşulları yardımıyla,

∇bl
′
a = ∇b(e

−ψ la) =−(∇bψ)e−ψ la+ e−ψ∇bla

=−(rb+ sb)e
−ψ la+ e−ψ larb

=−e−ψ lasb

=−l′asb (5.77)
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sonucuna ulaşılır. O halde, l′, ilişkili 1-formu −s olan reküran bir vektör alanıdır.

Böylece, l vektör alanı yeniden düzenlendiğinde, ilişkili 1-formlar arasında r = −s
bağıntısı gerçeklenmiş olur (bu duruma benzer bir yaklaşım [54] numaralı kaynakta

da incelenmiştir). Böylece, yukarıdaki her iki ispatta da, l ve n öz reküran vektör

alanlarının ilişkili 1-formlarının birbirinin ters işaretlisi olduğu sonucu elde edilmiştir.

Göz önüne alınan öz reküran vektör alanları birbirine dik olduğu takdirde, bu

ispatlardan ikincisini kullanmak faydalı olacaktır. Çünkü, böyle bir durum söz konusu

olduğunda, birinci ispat yöntemi geçerli olamamaktadır.

Diğer taraftan, bu dolanım tipi için, ∇h = 0 denkleminin çözümü ele alınsın. Bu

takdirde, F bivektörü basit olduğundan, Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, l ∧ n uzayı,

h tensörünün özuzayıdır. O halde, l ∧ n uzayı, h tensörünün invaryant 2−uzayıdır.

Dolayısıyla, l ∧ n, 2−uzayının dik bileşeni olan L∧N, 2−uzayı da h tensörünün

invaryant 2−uzayı olmalıdır. Bununla birlikte, l,n,L,N; m noktasında bir null baz

oluşturmak üzere, h ikinci mertebeden simetrik tensörü

hab = S1lalb+S2(lanb+nalb)+S3nanb+S4(laLb+Lalb)

+S5(laNb+Nalb)+S6(naLb+Lanb)+S7(naNb+Nanb) (5.78)

+S8LaLb+S9NaNb+S10(LaNb+NaLb)

olarak yazılabilir. Burada, S1, ...,S10 ∈ R şeklindedir. l ∧ n, h tensörünün özuzayı

olduğundan, λ bu özvektörlere karşılık gelen özdeğer olmak üzere,

habl
b = λ la, habn

b = λna (5.79)

bağıntıları gerçeklenir. (5.78) ifadesi, sırasıyla, lb ve nb ile çarpılırsa,

habl
b = S2la+S3na+S6La+S7Na,

habn
b = S1la+S2na+S4La+S5Na (5.80)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.79) ve (5.80) bağıntıları göz önüne alınırsa,

S2 = λ , S1 = S3 = S4 = S5 = S6 = S7 = 0 olarak elde edilir. Bu sonuçlar (5.78)

ifadesinde yerine yazılırsa,

hab = λ (lanb+nalb)+S8LaLb+S9NaNb+S10(LaNb+NaLb) (5.81)

olarak bulunur. Buna göre, (5.81) ifadesinde, (5.27) tamlık bağıntısı kullanılırsa ve

katsayılar düzenlenirse, U kümesi üzerindeki a,b,c,d düzgün reel fonksiyonları için,
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h tensörü

hab = agab+bLaLb+ cNaNb+d(LaNb+NaLb) (5.82)

şeklinde elde edilir. Böylece, ∇h= 0 denklemi ile (5.69), (5.82) bağıntıları göz önüne

alınırsa, a,b,c,d katsayılarının U üzerinde sabit olması gerektiği sonucuna ulaşılır.

Bu durumda, (5.39)−(5.48) ifadeleri ve a,b,c,d sabitlerinin uygun seçimi altında h

tensörü için mümkün olan bütün Segre tipleri elde edilir. (5.82) ifadesine göre,

habl
b = ala, habn

b = ana

habL
b = (a+d)La+ cNa, habN

b = (a+d)Na+bLa (5.83)

bulunur. Bu durumda, a 6= 0 ve b = c = d = 0 olarak alınırsa (yani h tensörü metrik

tensörün bir katı ise), l, n, L ve N özvektörlerine karşılık gelen özdeğerlerin eşit olduğu

görülür. O halde, h tensörünün Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Diğer taraftan,

b= c= d 6= 0 olması durumunda,

habl
b = ala, habn

b = ana, hab(L
b−Nb) = a(La−Na)

hab(L
b+Nb) = (a+2b)(La+Na) (5.84)

bağıntıları elde edilir. Buna göre, (5.84) bağıntılarından, l, n, L−N vektör alanları,

h tensörünün a özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir. L+N vektör alanı da, h’nin

a+2b özdeğerine karşılık gelir. Böylece, h tensörünün Segre tipi {1(111)} olmalıdır.

Diğer bir durum ise, b= c= 0 ve d 6= 0 olması halidir. Bu takdirde, l, n özvektörlerine

karşılık gelen (dejenere) özdeğer a ve L, N özvektörlerine karşılık gelen (dejenere)

özdeğer ise a+d olarak bulunur. O halde, h tensörünün Segre tipi {(11)(11)} olarak

elde edilir. Benzer şekilde, b= c 6= 0 ve b 6=±d ise,

habl
b = ala, habn

b = ana, hab(L
b−Nb) = (a−b+d)(La−Na)

hab(L
b+Nb) = (a+b+d)(La+Na) (5.85)

olarak bulunur. Buna göre, (5.85) bağıntılarına göre, h tensörünün L−N, L+N,

l ve n özvektörlerine karşılık gelen özdeğerler, sırasıyla, a− b+ d, a+ b+ d, a ve

a olmalıdır. Dolayısıyla, Segre tipi {11(11)} şeklinde elde edilir. Diğer taraftan,

d = −a 6= 0, b 6= 0 = c olması durumunda, (5.83) bağıntılarından, h tensörünün

özvektörleri L, l ve n olarak bulunur. Segre tipi ise, {2(11)} şeklinde elde edilecektir.

Benzer şekilde, a= c= d = 0 ve b 6= 0 koşulları altında, {(211)} Segre tipi elde edilir.
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Son olarak, b=−c 6= 0 ise,

habl
b = ala, habn

b = ana, hab(L
b± iNb) = (a+d± ib)(La± iNa) (5.86)

olarak bulunur. O halde, h tensörü, özdeğerleri eşit olan reel iki özvektör ile

kompleks eşlenik özvektör çiftine sahiptir. Bu takdirde, h tensörünün Segre tipi

{zz̄(11)} olmalıdır. Özet olarak, 1(a) dolanım tipi için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan

ikinci mertebeden simetrik h tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)},
{1(111)}, {(11)(11)}, {11(11)}, {2(11)}, {(211)} ve {zz̄(11)} şeklindedir.

Şimdi de, < x∧y> cebri ile birlikte 1(b) dolanım tipi göz önüne alınsın. Bu takdirde,

F bivektörü, lokal koordinatlarda,

Fab = xayb− yaxb (5.87)

şeklinde yazılmaktadır. Bu durumda, (5.24) ve (5.87) denklemlerine göre,

Fabs
b = 0, Fabt

b = 0 (5.88)

koşullarının sağlanması gerektiği elde edilir. Böylece, (5.88) koşullarına göre, s ve t

vektör alanları, F bivektörünün sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir. O halde,

m ∈M noktasındaki x,y,s, t bazı göz önüne alındığı takdirde, Sonuç 5.3.1’e göre, bu

vektör alanları, söz konusu noktanın açık ve bağlantılı olan birU komşuluğu üzerinde

paralel vektör alanlarıdır. Başka bir deyişle, ∇s = ∇t = 0 koşulları sağlanmaktadır.

Ayrıca, x,y,s, t; m noktasında bir (pseudo)-ortonormal baz ve S1, ...,S10 ∈ R olmak

üzere, h ikinci mertebeden simetrik tensörü

hab = S1xaxb+S2(xayb+ yaxb)+S3yayb+S4(xasb+ saxb)

+S5(xatb+ taxb)+S6(yasb+ sayb)+S7(yatb+ tayb) (5.89)

+S8sasb+S9tatb+S10(satb+ tasb)

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan, F bivektörü basit olduğundan, Yardımcı Teorem

5.5.2’ye göre, x∧ y, h tensörünün özuzayıdır. Dolayısıyla, λ , h tensörünün x ve y

özvektörlerine karşılık gelen özdeğeri olmak üzere,

habx
b = λxa, haby

b = λya (5.90)

bağıntıları mevcuttur. Bu takdirde, 1(a) dolanım tipinde uygulanan benzer adımlar

yardımıyla, (5.26) tamlık bağıntısı ile (5.89) ve (5.90) ifadeleri kullanılarak,U kümesi
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üzerindeki a,b,c,d düzgün reel fonksiyonları için h tensörü,

hab = agab+bsasb+ ctatb+d(satb+ tasb) (5.91)

şeklinde elde edilir. Dolayısıyla, ∇h= 0, ∇s= ∇t = 0 bağıntıları ve (5.91) denklemi

kullanılırsa, 1(a) dolanım tipinde olduğu gibi, a,b,c,d katsayılarının sabit olması

gerektiği sonucuna ulaşılır. Ayrıca, (5.91) ifadesine göre,

habx
b = axa, haby

b = aya, habs
b = (a−b)sa−dta,

habt
b = (a− c)ta−dsa (5.92)

bağıntıları bulunur. Eğer a 6= 0 ve b = c = d = 0 ise, h tensörü, g metriğinin sabit bir

katıdır. O halde, h tensörünün Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Diğer taraftan,

b 6= c, b 6= 0, c 6= 0 ve d = 0 ise, (5.92) koşullarından, {11(11)} Segre tipi elde edilir.

Bununla birlikte, b = c 6= 0 ve d = 0 ise, Segre tipi {(11)(11)} olmalıdır. Ayrıca,

b= d = 0 ve c 6= 0 ise, {1(111)} Segre tipinin de mümkün olabileceği görülmektedir.

Sonuç olarak, 1(b) dolanım tipi göz önüne alındığı takdirde, ∇h= 0 koşulunu sağlayan

ikinci mertebeden simetrik h tensörü için mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)},
{1(111)}, {(11)(11)} ve {11(11)} şeklinde elde edilir.

Şimdi ise, F =< l ∧ y > bazına sahip olan 1(c) dolanım tipi göz önüne alınsın. Bu

takdirde,

Fab = layb− yalb (5.93)

olarak yazılır ve buradan,

Fabl
b = 0, Fabs

b = 0 (5.94)

şeklinde bulunur. O halde, (5.94) denklemlerine göre, l ve s vektör alanları, F

bivektörünün sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir. Bu durumda, m ∈ M

noktasındaki l,n,y,s bazı göz önüne alındığı takdirde, Sonuç 5.3.1’e göre, bu vektör

alanları, söz konusu noktanın açık ve bağlantılı olan birU komşuluğu üzerinde paralel

vektör alanlarıdır. Bununla birlikte, S1, ...,S10 ∈R olmak üzere, h ikinci mertebeden

simetrik tensörü

hab = S1lalb+S2(lanb+nalb)+S3nanb+S4(layb+ yalb)

+S5(lasb+ salb)+S6(nayb+ yanb)+S7(nasb+ sanb) (5.95)

+S8yayb+S9sasb+S10(yasb+ sayb)
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olarak yazılır. Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, < l ∧ y >, h tensörünün özuzayıdır.

Bu koşul ile birlikte, (5.95) ifadesi göz önüne alınırsa ve 1(a), 1(b) dolanım tiplerinde

kullanılan benzer teknikler uygulanırsa, ∇h = 0 koşulunu sağlayan h tensörü,

a,b,c,d sabitler olmak üzere,

hab = agab+blalb+ csasb+d(lasb+ salb) (5.96)

şeklinde elde edilir. Bu durumda, (5.96) ifadesinden,

habl
b = ala, habn

b = ana+bla+dsa,

habs
b = (a− c)sa−dla, haby

b = aya (5.97)

bulunur. Eğer d 6= 0 ise, h tensörünün özvektörleri yalnızca, l (null) ve y (uzaysal)

vektör alanlarıdır ve (5.97) koşullarına göre, bu vektör alanları h tensörünün a

özdeğerine karşılık gelir. O halde, a özdeğeri dejeneredir ve h tensörünün Segre

tipi {(31)} olmalıdır. Eğer, b 6= 0, c 6= 0 ve d = 0 ise, h tensörünün özvektörleri

(özdeğerleri), sırasıyla, l (a), y (a) ve s (a− c) şeklinde bulunur. Bu takdirde, h

tensörünün Segre tipi {(21)1} olarak bulunur. Eğer, b 6= 0 ve c= d= 0 ise, bu tensörün

özvektörleri (özdeğerleri), sırasıyla, l (a), y (a) ve s (a) olarak bulunur. Böylece,

{(211)} Segre tipi elde edilir. Eğer, b= d = 0 ve c 6= 0 ise, {1(111)} Segre tipinin de

mümkün olduğu görülmektedir. Son olarak, b= c= d = 0 (a 6= 0) olması durumunda,

daha önce açıklandığı üzere, {(1111)} Segre tipi bulunur. Özetlemek gerekirse, 1(c)

dolanım tipi için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan ikinci mertebeden simetrik h tensörünün

mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)}, {1(111)}, {(21)1}, {(211)} ve {(31)}
şeklinde elde edilmiş olur.

Diğer taraftan, < l ∧L > cebri ile birlikte 1(d) dolanım tipi ele alınsın. Bu durumda,

F bivektörü

Fab = laLb−Lalb (5.98)

şeklinde yazılır. O halde, (5.98) ifadesinde uygun daraltmalar yapılırsa,

Fabl
b = 0, FabL

b = 0 (5.99)

bulunur. Bu takdirde, (5.99) koşulları ve Sonuç 5.3.1’e göre, l ve L null vektör alanları,

U komşuluğu üzerinde paralel vektör alanları olmalıdır. Yukarıdaki adımlara benzer

şekilde, h tensörünün l,n,L,N null bazına göre verilen (5.78) açılımı göz önüne alınırsa
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ve Yardımcı Teorem 5.5.2 ile birlikte ∇h = 0, ∇l = ∇L = 0 koşulları kullanılırsa,

a,b,c,d katsayıları sabitler olmak üzere, h tensörü,

hab = agab+blalb+ cLaLb+d(laLb+Lalb) (5.100)

biçiminde elde edilir. Buna göre, (5.100) ifadesinden,

habl
b = ala, habn

b = ana+bla+dLa,

habL
b = aLa, habN

b = aNa+ cLa+dla (5.101)

bağıntıları bulunur. Eğer b = c = d = 0 (a 6= 0) ise, (5.101) koşullarına göre, h

tensörünün Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Eğer, c = d = 0 ve b 6= 0 ise, h

tensörünün özvektörleri (özdeğerleri), sırasıyla, l (a), L (a) ve N (a) olarak bulunur.

Bu durumda, {(211)} Segre tipi elde edilir. Ayrıca, (5.45) kanonik formunda da

bahsedildiği üzere, (5.100) açılımında b 6= 0 6= c olması durumunda, h tensörünün

özvektörleri (özdeğerleri), sırasıyla, l (a) ve L (a) olarak bulunur. Böylece, {(22)}
(reel özdeğerler) Segre tipi elde edilir. Sonuç olarak, 1(d) dolanım tipi için, ∇h = 0

koşulunu sağlayan ikinci mertebeden simetrik h tensörünün mümkün olan bütün Segre

tipleri; {(1111)}, {(211)} ve {(22)} (özdeğerlerin reel olması hali) şeklindedir.

2) Şimdi ise, 2−boyutlu dolanım tiplerini incelemek için, ilk olarak,

< l ∧ n− L ∧ N, l ∧ N > cebrine sahip olan 2(a) dolanım tipi göz önüne alınsın.

Bu durumda, Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, l∧N, h tensörünün özuzayıdır. Bununla

birlikte, l∧N ve n∧L, h tensörünün invaryant 2−uzaylarıdır. Bu takdirde,

habl
b = λ la, habN

b = λNa

koşulları ile (5.78) ifadesi ve tamlık bağıntısı kullanılırsa,

hab = λgab+S1lalb+S5(laNb+Nalb)+S9NaNb (5.102)

olarak bulunur. Öte yandan, n ∧ L, h tensörünün invaryant 2−uzayı olduğundan,

a,b,c,d ∈ R için,

habn
b = ana+bLa, habL

b = cna+dLa (5.103)

koşulları gerçeklenir. Buna göre, (5.102) ve (5.103) bağıntıları yardımıyla, a= d = λ ,

b= c= S1 = S5 = S9 = 0 sonucuna ulaşılır. O halde, l,n,L,N vektörleri h tensörünün
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özvektörleridir. Dolayısıyla TmM uzayı, h tensörünün özuzayıdır. Bu sonuçlar (5.102)

ifadesinde yerine yazılırsa,U kümesi üzerinde,

hab = agab (5.104)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.104) ifadesi ve ∇h = 0 denklemi kullanılırsa, a

katsayısının sabit olması gerektiği elde edilir. Böylece, 2(a) dolanım tipi söz konusu

ise, ∇h = 0 denklemini sağlayan h tensörü için mümkün olan Segre tipi yalnızca

{(1111)} şeklindedir.

Ayrıca, bu dolanım tipi için, F = l ∧ n− L ∧ N ve F ′ = l ∧ N olmak üzere, lokal

koordinatlarda,

Fab = lanb−nalb−LaNb+NaLb, F ′ab = laNb−Nalb (5.105)

şeklinde yazılır. Bu durumda, (5.105) ifadelerine göre,

Fabl
b = la, Fabn

b =−na, FabL
b =−La, FabN

b = Na (5.106)

F ′abl
b = 0, F ′abn

b =−Na, F ′abL
b = la, F ′abN

b = 0

bağıntıları bulunur. Bu takdirde, (5.106) koşulları, l ve N vektör alanlarının F ve F ′

bivektörlerinin, sırasıyla, 1 ve 0 özdeğerlerine karşılık gelen özvektörleri olduğunu

gösterebilir. O halde, Sonuç 5.3.1’e göre, l ve N reküran vektör alanlarıdır. Bu

durumda, r ve q düzgün 1-formları için,

∇bla = larb, ∇bNa = Naqb (5.107)

denklemleri sağlanır. Ricci özdeşliği ve (5.107) koşulları kullanılırsa, bu takdirde,

(5.74) denklemine benzer şekilde,

laRabcd = lbGcd, NaRabcd = NbHcd (5.108)

bağıntıları bulunur. Burada, Gcd = ∇drc−∇crd ve Hcd = ∇dqc−∇cqd şeklindedir.

Bu dolanım tipi için, Riemann eğrilik tensörü,

Rabcd = AFabFcd +BF ′abF
′
cd +C(FabF

′
cd +F ′abFcd) (5.109)

olarak yazılmaktadır. Burada, A,B ve C, U kümesi üzerinde düzgün fonksiyonlardır.

Bu durumda, (5.109) denkleminde, sırasıyla, la ve Na üzerinden daraltma yapılırsa ve
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(5.105) ifadeleri kullanılırsa, G = −AF −CF ′ ve H = −AF −CF ′ bağıntıları elde

edilir. O halde, G = H olarak bulunur. Bu ise, r− q formuna karşılık gelen vektör

alanının U üzerinde gradiyent olması anlamına gelmektedir. Başka bir deyişle, ξ , U

üzerinde bir fonksiyon olmak üzere,

r = q+∇ξ (5.110)

koşulu sağlanır. Buna göre, l→ e−ξ l ve N→ N düzenlemeleri yapılırsa ve (5.110)

kullanılırsa, (5.77) denkleminde uygulanan benzer adımlar yardımıyla, r−q= 0 olarak

yazılabileceği görülmektedir. Bu takdirde, l ve N reküran vektör alanlarının ilişkili

1-formlarının özdeş olacak şekilde düzenlenebileceği sonucuna ulaşılır. Son olarak,

(5.107) koşulları yeniden düzenlenirse,U kümesi üzerinde,

∇bla = laqb, ∇bNa = Naqb (5.111)

bağıntıları elde edilir. Böylece, (5.111) bağıntıları, l ± iN vektör alanlarının,

kompleks reküran vektör alanları olduğu ve bu vektör alanlarına karşılık gelen reküran

1-formların reel ve q olduğu sonucunu verir. Bu sonuç, daha sonra kullanılacaktır.

Diğer taraftan, < l ∧ n,L∧N > cebri ile birlikte 2(b) dolanım tipi göz önüne alınsın.

Bu takdirde, F = l∧n ve G= L∧N olmak üzere, lokal koordinatlarda,

Fab = lanb−nalb, Gab = LaNb−NaLb (5.112)

biçiminde yazılır. Buradan, (5.25) ve (5.112) denklemleri yardımıyla,

Fabl
b = la, Fabn

b =−na, FabL
b = 0, FabN

b = 0 (5.113)

Gabl
b = 0, Gabn

b = 0, GabL
b = La, GabN

b =−Na

bağıntıları elde edilir. Sonuç 5.3.1 ve (5.113) bağıntılarına göre, l,n,L,N null vektör

alanları, U kümesi üzerinde reküran vektör alanları olmalıdır. Bu takdirde, (5.25)

ve (5.73) denklemleri kullanılırsa, l ve n ile L ve N vektör alanlarının reküran

1-formlarının birbirlerinin ters işaretlisi olması gerektiği sonucuna ulaşılır. O halde,

r ve q,U üzerinde düzgün 1-formlar olmak üzere,

∇bla = larb, ∇bna =−narb, (5.114)

∇bLa = Laqb, ∇bNa =−Naqb

96



bulunur.

Diğer taraftan, Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, l ∧ n ve L ∧ N, h tensörünün

özuzaylarıdır. Yukarıda incelenmiş olan dolanım tipleri için göz önüne alınan benzer

adımlar yardımıyla, (5.27) tamlık bağıntısı ve (5.78) ifadesi kullanılarak, h tensörü

hab = agab+b(lanb+nalb) (5.115)

şeklinde elde edilir. Bununla birlikte, (5.114) koşulları yardımıyla,

∇c(lanb+nalb) = (∇cla)nb+ la∇cnb+(∇cna)lb+na∇clb

= lanbrc− lanbrc−nalbrc+nalbrc = 0 (5.116)

olarak bulunur. ∇h= 0 ve (5.116) koşulları göz önüne alınırsa, (5.115) ifadesindeki a

ve b katsayılarının sabit olduğu sonucuna ulaşılır. Bu durumda, (5.115) ifadesinden,

habl
b = (a+b)la, habn

b = (a+b)na,

habL
b = aLa, habN

b = aNa (5.117)

şeklinde elde edilir. Bu takdirde, b 6= 0 ise, (5.117) koşullarına göre, h tensörünün

Segre tipi {(11)(11)} olmalıdır. Eğer, b = 0 (a 6= 0) ise, {(1111)} Segre tipi elde

edilir. O halde, 2(b) dolanım tipi için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan ikinci mertebeden

simetrik h tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)} ve {(11)(11)}
şeklindedir.

Şimdi de, < l ∧ n− L ∧N, l ∧ L+ n∧N > cebri ile birlikte 2(c) dolanım tipi göz

önüne alınsın. Bu durumda, F = l ∧ n− L∧N ve F ′ = l ∧ L+ n∧N bivektörleri,

lokal koordinatlarda,

Fab = lanb−nalb−LaNb+NaLb, F ′ab = laLb−Lalb+naNb−Nanb (5.118)

biçiminde yazılır. Bu durumda, (5.118) ifadelerinden,

Fabl
b = la, Fabn

b =−na, FabL
b =−La, FabN

b = Na (5.119)

F ′abl
b =−Na, F ′abn

b =−La, F ′abL
b = na, F ′abN

b = la

bağıntıları bulunur. Buna göre, (5.119) koşulları göz önünde bulundurulursa,

Fab(l
b± iNb) = la± iNa, Fab(n

b± iLb) =−(na± iLa) (5.120)

F ′ab(l
b± iNb) =±i(la± iNa), F ′ab(n

b± iLb) =±i(na± iLa)
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olarak elde edilir. Bu takdirde, (5.120) koşulları ve Sonuç 5.3.1 yardımıyla, l± iN ve

n± iL null vektör alanlarının, U kümesi üzerinde kompleks reküran vektör alanları

olması gerektiği sonucuna varılır. Öte yandan, (5.25) denklemi kullanıldığı takdirde,

bu vektör alanları arasında,

(l± iN).(n∓ iL) = 2 (5.121)

koşulları mevcuttur. Bu durumda, (5.121) denklemine göre, l+ iN ve n− iL (veya

l − iN ve n+ iL) vektör alanlarının kompleks reküran 1-formlarının, birbirinin ters

işaretlisi olması gerekir. Başka bir deyişle,

∇b(la+ iNa) = (la+ iNa)(rb+ iqb), ∇b(na− iLa) =−(na− iLa)(rb+ iqb) (5.122)

bağıntıları mevcuttur. Böylece, (5.122) bağıntılarından,

∇bla = larb−Naqb, ∇bNa = Narb+ laqb, (5.123)

∇bna =−narb−Laqb, ∇bLa =−Larb+naqb

sonuçlarına ulaşılır.

Diğer taraftan, l∧n−L∧N bivektörüne Yardımcı Teorem 5.5.2 uygulandığı takdirde,

l ∧N ve n∧ L bivektörlerinin h tensörünün invaryant 2−uzayları olduğu sonucuna

varılır. Bu durumda, h tensörünün simetrik olduğu da göz önünde bulundurulursa,

habl
b = ala+bNa, habN

b = cla+dNa,

habn
b = ana+ cLa, habL

b = dLa+bna (5.124)

denklemleri elde edilir. Buna göre, (5.124) sonuçları F ′= l∧L+n∧N bivektörü için,

(5.65) denkleminde yerine yazılırsa, a= d ve b=−c olarak bulunur. Böylece, h ikinci

mertebeden simetrik tensörü, a ve b, U kümesi üzerinde reel değerli fonksiyonlar

olmak üzere,

hab = agab+b(naNb+Nanb− laLb−Lalb) (5.125)

şeklinde elde edilir. Ayrıca, ∇h= 0 ve (5.125) denklemleri göz önüne alındığı takdirde,

∇(gabhab) = 0 koşulu sağlandığından, a sabit olmalıdır. Buna ek olarak, (5.123)

bağıntıları kullanılırsa,

∇c(naNb+Nanb− laLb−Lalb) = 0 (5.126)

denkleminin de sağlanması gerektiği görülür. O halde, bu koşullar altında, b

fonksiyonunun da sabit olması gerektiği sonucuna ulaşılır. Eğer b = 0 ise, (5.125)
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ifadesinden h tensörünün Segre tipi {(1111)} olarak bulunur. Diğer taraftan, b 6= 0

olması durumunda ise, (5.42) kanonik formuna benzer şekilde, h tensörünün kompleks

dejenere özdeğer çiftleri mevcuttur ve Segre tipi {(zz)(z̄z̄)} olmalıdır. Sonuç olarak,

2(c) dolanım tipi için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan ikinci mertebeden simetrik h

tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)} ve {(zz)(z̄z̄)} şeklindedir.

Daha sonra, < l ∧ n− L∧N, l ∧ L > bazına sahip olan 2(d) dolanım tipi incelenirse

ve Yardımcı Teorem 5.5.2 kullanılırsa, l ∧ L bivektörü, h tensörünün özuzayı ve

l ∧N ile n∧ L, h tensörünün invaryant 2−uzaylarıdır. Yukarıda ele alınan dolanım

tiplerindeki adımlar, bu dolanım tipine uygulanırsa,U kümesi üzerinde düzgün olan a

ve b fonksiyonları için, h tensörü,

hab = agab+b(laLb+Lalb) (5.127)

olarak bulunur.

Bununla birlikte, F = l∧n−L∧N ve F ′ = l∧L olmak üzere, lokal koordinatlarda,

Fab = lanb−nalb−LaNb+NaLb, F ′ab = laLb−Lalb (5.128)

şeklinde yazılır. Bu durumda,

Fabl
b = la, Fabn

b =−na, FabL
b =−La, FabN

b = Na (5.129)

F ′abl
b = 0, F ′abn

b =−La, F ′abL
b = 0, F ′abN

b = la

bağıntıları bulunur. Bu takdirde, (5.129) koşulları ve Sonuç 5.3.1’e göre, l ve L null

vektör alanları, reküran vektör alanlarıdır. Böylece, r ve q düzgün 1-formları için,

∇bla = larb, ∇bLa = Laqb (5.130)

denklemleri mevcuttur. Bununla birlikte, 2(a) dolanım tipinde uygulanan benzer

teknikler yardımıyla, (5.109) denkleminde, sırasıyla, la ve La üzerinden daraltma

yapılırsa, Ricci özdeşliği ve (5.130) bağıntıları kullanılırsa,

ra+qa = ∇aφ(= ∂aφ) (5.131)

koşulu sağlanır. Burada, φ , U kümesi üzerinde bir fonksiyondur. O halde,

l → l ve L → e−φL olarak yeniden düzenlenirse ve (5.131) denklemi göz önünde
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bulundurulursa, l ve L reküran vektör alanlarının ilişkili 1-formları arasında r = −q
bağıntısının mevcut olduğu görülür. Böylece, (5.130) denklemi,

∇bla = larb, ∇bLa =−Larb (5.132)

şeklinde düzenlenebilir. Bu durumda, (5.132) bağıntıları yardımıyla,

∇c(laLb+Lalb) = 0 (5.133)

denklemi mevcuttur. Buna göre, (5.127) ifadesine ∇h= 0 koşulu uygulandığı takdirde,

a ve b katsayıları sabitler olarak elde edilir. Bu durumda, eğer b = 0 (a 6= 0) ise, h

tensörünün Segre tipi {(1111)} olmalıdır. Eğer b 6= 0 ise, l ve L vektör alanları, h

tensörünün a özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir. Böylece, h tensörünün Segre

tipi {(22)} olarak bulunur. O halde, 2(d) dolanım tipi için, ∇h= 0 koşulunu sağlayan

ikinci mertebeden simetrik h tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri; {(1111)}
ve {(22)} (özdeğerlerin reel olması hali) şeklindedir.

Şimdi ise, 2(e) dolanım tipi göz önüne alınsın. Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, x∧y ve
s∧ t şeklindeki 2−uzayları, h tensörünün özuzaylarıdır. Yukarıda incelenen dolanım

tiplerine uygulanan benzer adımlar izlenirse ve (5.26) tamlık bağıntısı ile (5.89) ifadesi

kullanılırsa, h tensörü

hab = agab+b(xaxb+ yayb) (5.134)

şeklinde elde edilir. Bu durumda, (5.134) ifadesine göre, h tensörü için mümkün olan

Segre tipleri {(1111)} (b = 0, a 6= 0) veya {(11)(11)} (b 6= 0) olarak elde edilir. Öte

yandan, söz konusu dolanım tipi için, F = x∧ y ve F ′ = s∧ t olmak üzere,

Fabx
b =−ya, Faby

b = xa, Fabs
b = 0, Fabt

b = 0 (5.135)

F ′abx
b = 0, F ′aby

b = 0, F ′abs
b = ta, F ′abt

b =−sa

bağıntıları mevcuttur. Bu takdirde, (5.135) koşulları ve Sonuç 5.3.1 göz önüne alınırsa,

x± iy ve s± it null vektör alanlarının, kompleks reküran vektör alanları olduğu elde

edilir. Buna göre, r± iq, x± iy vektör alanlarının reküran 1-formları olmak üzere,

∇b(xa+ iya) = (xa+ iya)(rb+ iqb) (5.136)

koşulu gerçeklenir. Böylece, (5.136) denkleminden,

∇bxa = xarb− yaqb, ∇bya = xaqb+ yarb (5.137)
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elde edilir. Daha sonra, (5.137) koşulları, sırasıyla, xa ve ya ile çarpılırsa,

(∇bxa)x
a = (∇bya)y

a = 0 olduğundan, r = 0 sonucuna ulaşılır. Bu sonuç (5.137)

bağıntılarında yerine yazılırsa,

∇bxa =−yaqb, ∇bya = xaqb (5.138)

bulunur. Bu durumda, (5.138) koşulları yardımıyla,

∇c(xaxb+ yayb) = 0 (5.139)

ifadesi mevcuttur. Benzer şekilde, s± it kompleks vektör alanlarının, reküran vektör

alanı olma özelliği kullanılırsa, (sasb + tatb) ifadesinin de paralel olması gerektiği

sonucuna ulaşılacaktır. O halde, (5.134), (5.139) ve ∇h = 0 denklemleri göz önüne

alınırsa, a ve b fonksiyonlarınınU kümesi üzerinde sabit olarak elde edilir.

Eğer, F = l ∧N+ n∧L ve F ′ = l ∧L bivektörleri tarafından üretilen 2( f ) dolanım

tipi göz önüne alınırsa,

Fab(l
b± iLb) =±i(la± iLa), F ′abl

b = F ′abL
b = 0 (5.140)

bağıntıları gerçeklenir. Bu durumda, (5.140) denklemlerinden, l± iL vektör alanının,

F ve F ′ bivektörlerinin ortak özvektörleri olduğu elde edilir. Sonuç 5.3.1’e göre, l± iL

null vektör alanları, kompleks reküran vektör alanlarıdır. O halde, K = l+ iL ve r, q

1-formlar olmak üzere,

∇bKa = Ka(rb+ iqb) (5.141)

bağıntısı elde edilir. Diğer dolanım tiplerinde olduğu gibi, Ricci özdeşliği ve (5.141)

koşulu kullanılırsa, w= r+ iq ve Gab = ∇bwa−∇awb olmak üzere,

KaRabcd = KbGcd (5.142)

şeklinde bulunur. Diğer taraftan, (5.140) denklemine göre, FabK
b = iKa bağıntısı

gerçeklenir. Bu durumda, (5.109), (5.140) ve (5.142) denklemleri kullanılarak,

G = −i(AF +CF ′) olarak elde edilir. Dolayısıyla, Gab ifadesinin reel kısmı sıfır

olmalıdır. O halde,

∇bra−∇arb = 0 (5.143)

denklemi sağlanır. Bu takdirde, (5.143) denkleminden, r, 1-formuna karşılık gelen

vektör alanı, bir gradiyent vektör alanı olmalıdır. Buna göre, ξ ,U kümesi üzerinde bir
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fonksiyon olmak üzere, r = ∇ξ koşulu sağlanır. Böylece, K′ = e−ξK için,

∇bK
′
a = iK′aqb (5.144)

şeklinde elde edilir. O halde, l′ = e−ξ l ve L′ = e−ξL olacak şekilde, l ve L vektör

alanları yeniden düzenlendiği takdirde,

∇bl
′
a =−L′aqb, ∇bL

′
a = l′aqb (5.145)

ifadeleri bulunur. Diğer taraftan, Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, l ∧ L(= l′ ∧ L′)

2−uzayı h tensörünün özuzayıdır. O halde, yukarıdaki dönüşüm ve (5.65) denklemi

kullanılırsa,U kümesi üzerindeki a ve b fonksiyonları için,

hab = agab+b(lalb+LaLb) (5.146)

olarak elde edilir. Ayrıca, (5.145) bağıntıları ele alınırsa,

∇c(lalb+LaLb) = 0 (5.147)

denkleminin sağlanması gerektiği görülmektedir. Bu takdirde, (5.147) ve ∇h = 0

denklemleri yardımıyla, (5.146) ifadesindeki a ve b katsayıları sabitler olarak elde

edilir. Eğer b = 0 (a 6= 0) ise, h tensörünün Segre tipi {(1111)} olmalıdır. Bununla

birlikte, b 6= 0 olduğu takdirde, h tensörünün a reel (dejenere) özdeğerine karşılık gelen

l ve L özvektörleri mevcut olacaktır. O halde, {(22)} Segre tipi elde edilir.

Eğer, < l∧N, l∧L> cebri ile birlikte 2(g) dolanım tipi göz önüne alınırsa, F = l∧N
ve G= l∧L olmak üzere,

Fabl
b = 0, Fabn

b =−Na, FabL
b = la, FabN

b = 0 (5.148)

Gabl
b = 0, Gabn

b =−La, GabL
b = 0, GabN

b = la

bağıntıları elde edilir. (5.148) denklemine göre, l vektör alanı, F ve G bivektörlerinin

sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür. O halde, Sonuç 5.3.1’ten, l vektör

alanı paraleldir. Önceki dolanım tiplerine benzer şekilde, Yardımcı Teorem 5.5.2

kullanılırsa, h tensörü

hab = agab+blalb (5.149)

olarak elde edilir. Bununla birlikte, l vektör alanının paralel olması ve ∇h = 0 koşulu

göz önünde bulundurulursa, (5.149) ifadesindeki a ve b katsayıları sabitler olarak
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bulunur. Bu durumda, (5.149) ifadesinden,

habl
b = ala, habn

b = ana+bla,

habL
b = aLa, habN

b = aNa (5.150)

bağıntıları elde edilir. O halde, b 6= 0 ise, (5.150) koşullarına göre, h tensörünün

a özdeğerine karşılık gelen özvektörleri l,L ve N olarak bulunur. Bu takdirde, h

tensörünün Segre tipi {(211)} olmalıdır. Eğer b = 0 (a 6= 0) ise, {(1111)} Segre

tipi elde edilir.

Öte yandan, α 6= ±β olmak üzere, < l ∧N,α(l ∧ n)+ β (L∧N) > cebri ile birlikte

2(h) dolanım tipi söz konusu ise, F = l∧N ve G= α(l∧n)+β (L∧N) olmak üzere,

Fabl
b = 0, Fabn

b =−Na, FabL
b = la, FabN

b = 0 (5.151)

Gabl
b = αla, Gabn

b =−αna, GabL
b = βLa, GabN

b =−βNa

koşulları gerçeklenir. Bu durumda, α 6= 0 6= β ise, Sonuç 5.3.1 ve (5.151) bağıntılarına

göre, l ve N vektör alanları rekürandır. Eğer, α = 0 fakat β 6= 0 ise, l paralel vektör

alanı ve N reküran vektör alanıdır. Eğer, β = 0 fakat α 6= 0 ise, l vektör alanı reküran

ve N vektör alanı paraleldir. Bu takdirde, α 6= 0 6= β koşulu sağlanıyorsa, Yardımcı

Teorem 5.5.2’ye göre, l ∧N, l ∧ n ve L∧N, 2−uzayları, h tensörünün özuzaylarıdır.

Buradan, h tensörü,

hab = agab (5.152)

şeklinde bulunur ve ∇h = 0 denklemi kullanılırsa, a katsayısı sabit olarak elde edilir.

Böylece, h tensörünün Segre tipi {(1111)} olmalıdır.

Daha sonra, α = 0 6= β ve α 6= 0= β olması durumları göz önüne alınırsa, h tensörü,

sırasıyla,

hab = agab+blalb (5.153)

ve

hab = agab+bNaNb (5.154)

şeklinde elde edilir. Bu durumda, (5.153) ve (5.154) ifadelerinde, ∇h = 0 denklemi

ile birlikte, l ve N vektör alanlarının ilgili koşula göre paralel vektör alanları olması

göz önünde bulundurulursa, a ve b katsayıları sabitler olarak elde edilir. Bu takdirde,

2(g) dolanım tipine benzer şekilde, h tensörünün Segre tipleri {(1111)} veya {(211)}
olarak bulunur.
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Şimdi de, < l ∧N,α(l ∧n−L∧N)+β (l ∧L) > cebrine sahip olan 2( j) dolanım tipi

göz önüne alınırsa, F = α(l∧n−L∧N)+β (l∧L) (α 6= 0 6= β ) ve G = l∧N olmak

üzere,

Fabl
b = αla, Fabn

b =−αna−βLa, FabL
b =−αLa, FabN

b = αNa+β la

Gabl
b = 0, Gabn

b =−Na, GabL
b = la, GabN

b = 0 (5.155)

bağıntıları mevcuttur. Sonuç 5.3.1 ve (5.155) koşulları kullanılırsa, l vektör alanının,

söz konusu dolanım tipi için reküran vektör alanı olduğu görülmektedir. Yardımcı

Teorem 5.5.2’ye göre, l∧N şeklindeki 2−uzayı h tensörünün özuzayıdır. Bu takdirde,

λ ∈ R için,

habl
b = λ la, habN

b = λNa (5.156)

koşulları, (5.78) ifadesi ve (5.27) tamlık bağıntısı yardımıyla,

hab = λgab+S1lalb+S5(laNb+Nalb)+S9NaNb (5.157)

olarak bulunur. Öte yandan,

Fa
b = α(lanb−nalb−LaNb+NaLb)+β (laLb−Lalb)

ve (5.157) bağıntısı (5.65) denkleminde yerine yazılırsa ve (5.25) denklemleri

kullanılırsa, h tensörü,

h= ag

şekline indirgenir. Burada, ∇h = 0 koşulundan, a sabit olmalıdır. O halde, 2( j)

dolanım tipi için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan ikinci mertebeden simetrik h tensörünün

mümkün olan Segre tipi yalnızca {(1111)} olarak bulunur.

Benzer şekilde, < l∧ y, l∧n > (veya < l∧ s, l∧n >) bazına sahip olan 2(k) dolanım

tipi göz önüne alınırsa, l vektör alanının reküran, s (veya y) vektör alanının ise paralel

vektör alanı olduğu sonucuna varılır. Ayrıca, h tensörü,

hab = agab+bsasb (veya hab = agab+byayb) (5.158)

şeklinde elde edilir. ∇h = 0 koşuluna göre, (5.158) ifadesindeki a ve b katsayıları

sabit olmalıdır. Bununla birlikte, b 6= 0 ve b = 0 fakat a 6= 0 olması durumunda, h

tensörünün Segre tipleri, sırasıyla, {1(111)} ve {(1111)} olarak elde edilir.
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3) Eğer, 3(a) dolanım tipi göz önüne alınırsa, F = l∧n, G= l∧N ve H = L∧N olmak

üzere,

Fabl
b = la, Fabn

b =−na, FabL
b = 0, FabN

b = 0,

Gabl
b = 0, Gabn

b =−Na, GabL
b = la, GabN

b = 0, (5.159)

Habl
b = 0, Habn

b = 0, HabL
b = La, HabN

b =−Na

koşulları sağlanmaktadır. Böylece, (5.159) bağıntılarına göre, l ve N vektör alanlarının

F,G ve H bivektörlerinin ortak özvektörleri olduğu görülmektedir. O halde, Sonuç

5.3.1’e göre, l ve N reküran vektör alanlarıdır. Yardımcı Teorem 5.5.2’ye göre, l ∧
n, l ∧N ve L∧N şeklindeki 2−uzayları, h tensörünün özuzaylarıdır. Bu durumda,

daha önce incelendiği üzere, a sabiti için, h = ag olarak elde edilir. Dolayısıyla, 3(a)

dolanım tipi için, h tensörünün Segre tipi yalnızca {(1111)} olarak bulunur.

Benzer şekilde, < l ∧ n− L∧N, l ∧N, l ∧ L > cebrine sahip olan 3(b) dolanım tipi

için, l vektör alanının reküran vektör alanı ve ∇h = 0 koşulunu sağlayan ikinci

mertebeden simetrik h tensörünün mümkün olan Segre tipinin yalnızca {(1111)}
olduğu gösterilebilir. Diğer taraftan, < x∧y, x∧ t, y∧ t > (veya < x∧ s, x∧ t, s∧ t >)

cebri tarafından üretilen 3(c) dolanım tipi göz önüne alınırsa, F = x∧ y, G = x∧ t ve
H = y∧ t olmak üzere,

Fabx
b =−ya, Faby

b = xa, Fabs
b = 0, Fabt

b = 0,

Gabx
b =−ta, Gaby

b = 0, Gabs
b = 0, Gabt

b =−xa, (5.160)

Habx
b = 0, Haby

b =−ta, Habs
b = 0, Habt

b =−ya

denklemleri elde edilir. Bu takdirde, (5.160) denklemlerine göre, s zamansal vektör

alanı, F,G ve H bivektörlerinin sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür. O halde,

Sonuç 5.3.1’e göre, s, paralel vektör alanı olmalıdır. Benzer şekilde, bu dolanım

tipi için, < x∧ s, x∧ t, s∧ t > cebri göz önüne alındığı takdirde, y vektör alanının

paralel vektör alanı olması gerektiği gösterilebilir. Önceki dolanım tiplerine uygulanan

adımlara benzer şekilde, ∇h = 0 denklemini sağlayan h ikinci mertebeden simetrik

tensörü, s (veya y) vektör alanının paralel vektör alanı olmasına bağlı olarak,

hab = agab+bsasb (veya hab = agab+byayb) (5.161)
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şeklinde elde edilir. Burada, a ve b katsayıları sabittir. Bu durumda, (5.161) ve (5.24)

denklemleri kullanılırsa,

habx
b = axa, haby

b = aya, habs
b = (a−b)sa, habt

b = ata (5.162)

olarak bulunur. Eğer b 6= 0 koşulu sağlanıyorsa, (5.162) denklemlerine göre, x,y ve t

vektör alanları, h tensörünün a (dejenere) özdeğerine karşılık gelen özvektörleridir.

Ayrıca, s vektör alanı, h tensörünün a− b özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür.

O halde, h tensörünün Segre tipi {1(111)} olmalıdır. Eğer, b = 0 fakat a 6= 0 ise,

{(1111)} Segre tipi elde edilir.

Eğer, < l ∧N, l ∧ L, α(l ∧ n)+ β (L∧N) > bazına sahip olan 3(d) dolanım tipi göz

önüne alınırsa, F = l∧N, G= l∧L ve H = α(l∧n)+β (L∧N) olmak üzere,

Fabl
b = 0, Fabn

b =−Na, FabL
b = la, FabN

b = 0,

Gabl
b = 0, Gabn

b =−La, GabL
b = 0, GabN

b = la, (5.163)

Habl
b = αla, Habn

b =−αna, HabL
b = βLa, HabN

b =−βNa

bağıntıları mevcuttur. Bu durumda, (5.163) bağıntılarına göre, l vektör alanı, F ,G veH

bivektörlerinin ortak özvektörüdür. O halde, Sonuç 5.3.1’ten, l vektör alanı rekürandır.

Ayrıca, α = 0 olması durumunda ise, l vektör alanı, söz konusu bivektörlerin sıfır

özdeğerine karşılık gelen özvektörü olduğundan, bu vektör alanı paraleldir. Yardımcı

Teorem 5.5.2 kullanılırsa ve diğer dolanım tiplerindekine benzer hesaplar yapılırsa, a

ve b katsayıları sabitler olmak üzere, h tensörü,

hab = agab ( α 6= 0 ise) veya hab = agab+blalb ( α = 0, β 6= 0 ise) (5.164)

olarak elde edilir. Bu takdirde, α = 0 fakat β 6= 0 ise, (5.164) denkleminden h

tensörünün Segre tipi {(1111)} veya {(211)} olmalıdır. Diğer taraftan, α 6= 0 olması

durumunda ise, {(1111)} Segre tipi elde edilir.

4) Bütün bunlara ek olarak, 4(a), 4(b), 4(c), 5 ve 6 dolanım tiplerinin her biri 2(a)

alt cebrini içerdiğinden dolayı, bu dolanım tipleri için, ∇h = 0 koşulunu sağlayan

ikinci mertebeden simetrik h tensörünün mümkün olan Segre tipi yalnızca {(1111)}
olmalıdır. Başka bir deyişle, a sabit olmak üzere, h= ag şeklinde elde edilir.

Ayrıca, F = l ∧L, G = l ∧N, H = l ∧ n ve J = L∧N bivektörleri tarafından üretilen

4(c) dolanım tipi için,

Fabl
b = 0, Gabl

b = 0, Habl
b = la, Jabl

b = 0 (5.165)
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bağıntıları gerçeklendiğinden, Sonuç 5.3.1’e göre, l vektör alanı rekürandır.

Sonuç olarak, yukarıda elde edilen bulgularla birlikte aşağıdaki çizelge ve teorem

verilmektedir.

Çizelge 5.2 : İkinci mertebeden, simetrik h tensörü için ∇h= 0 probleminin Segre
tipi çözümleri.

Tip Boyut ∇h= 0 koşulunu sağlayan h tensörü için Segre tipleri
1(a) 1 {(1111)}, {1(111)}, {(11)(11)}, {11(11)}, {(11)zz̄},

{2(11)}, {(211)}
1(b) 1 {(1111)}, {1(111)}, {(11)(11)}, {11(11)}
1(c) 1 {(1111)}, {1(111)}, {(211)}, {(21)1}, {(31)}
1(d) 1 {(1111)}, {(211)}, {(22)} (reel özdeğerler)
2(a) 2 {(1111)}
2(b) 2 {(1111)}, {(11)(11)}
2(c) 2 {(1111)}, {(zz)(z̄z̄)}
2(d) 2 {(1111)}, {(22)} (reel özdeğerler)
2(e) 2 {(1111)}, {(11)(11)}
2( f ) 2 {(1111)}, {(22)} (reel özdeğerler)
2(g) 2 {(1111)}, {(211)}
2(h) 2 {(1111)}(α 6= 0 6= β ), {(1111)}, {(211)}(α = 0 veya β = 0)
2( j) 2 {(1111)}
2(k) 2 {(1111)}, {1(111)}
3(a) 3 {(1111)}
3(b) 3 {(1111)}
3(c) 3 {(1111)}, {1(111)}
3(d) 3 {(1111)}, {(211)}(α = 0), {(1111)} aksi durumda
4(a) 4 {(1111)}
4(b) 4 {(1111)}
4(c) 4 {(1111)}
5 5 {(1111)}
6 6 {(1111)}

Teorem 5.5.1 M, 4−boyutlu (+,+,−,−)metrik işaretli düzgün manifold ve h,m∈M

noktasının boş olmayan, bağlantılı ve açık bir U komşuluğu üzerinde sıfırdan farklı,

ikinci mertebeden simetrik bir tensör olsun. Bu takdirde, her dolanım cebri için,

∇h = 0 denkleminin çözümleri Çizelge 5.2’nin 3.sütununda Segre tipleri cinsinden

ifade edilmektedir. (h tensörü için {(1111)} Segre tipi, başka bir deyişle, c 6= 0 ve

c ∈ R için, h= cg her zaman bir çözümdür.)

Yukarıda bulunanlara ek olarak, h tensörünün U kümesi üzerinde ∇h = 0 koşulunu

sağlayan özel bir çözümünün dejenere olmaması durumu gerçeklenmeyebilir. Yine

de, ∇h′ = 0 koşulunu gerçekleyen ve h tensörü ile aynı Segre tipine sahip olan ikinci
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mertebeden simetrik, dejenere olmayan bir h′ tensörünün var olması mümkündür. Bu

durumda, h tensörünün bir çözümünün mevcut olması ve h′ = g+ δh tensörü U

kümesi üzerinde dejenere olmayacak şekilde bir δ ∈ R seçilebilir, [28, 31]. Böylece,

daha önce bulunan dolanım tipleri için, Teorem 5.5.1, alternatif metriklerin kümesi

olarak da değerlendirilebilmektedir, [30, 35]. Ayrıca, söz konusu alternatif metrik nötr

işaretli olmayabilir. Örneğin, 1(a) dolanım tipi için, g+ 2s⊗ s alternatif metriği göz

önüne alındığı takdirde, nötr işaret Lorentz işaretine dönüşmektedir. Benzer şekilde,

1(b) dolanım tipi söz konusu ise, g+ 2s⊗ s+ 2t⊗ t metriği ile birlikte nötr işaretten

pozitif tanımlı işarete geçilebilmektedir. Bununla birlikte, bazı dolanım tipleri için

metrik işaretinin değişimi söz konusu olmayabilir. Örneğin, 1(d) dolanım tipinde

olduğu gibi, l ve L birbirine dik null vektör alanları olduğundan bu dolanım tipi için

işaret değişimi mümkün değildir.

5.5.2 Öz reküran olma durumu

Bu kısımda, ikinci mertebeden simetrik tensörlerin öz reküran olması durumu

incelenecektir. T , U ⊂M (U 6= /0) açık ve bağlantılı kümesi üzerinde sıfırdan farklı,

ikinci mertebeden, simetrik ve öz reküran bir tensör olsun. Bu durumda, P, ilişkili

1-form olmak üzere,U kümesi üzerinde,

∇cTab = TabPc (5.166)

bağıntısı gerçeklenmektedir.

Bölüm 5.5.1’de bahsedildiği üzere, eğer T tensörü öz reküran ise, Yardımcı Teorem

5.5.1’e göre, T tensörünün U kümesi üzerindeki özdeğerlerinin hepsi sıfır olmalıdır.

Bu takdirde, T tensörünün incelenmesi gereken Segre tipleri, özdeğerlerinin hepsi sıfır

olmak üzere, {(211)}, {(22)}, {(31)} ve {4} şeklindedir. İlk olarak, [44] numaralı

makalede yer alan ve {4} Segre tipi için yapılacak ispatı kısaltacak olan, aşağıdaki

sonuç ifade edilecektir.

T , ikinci mertebeden simetrik ve reküran bir tensör olsun. Bu durumda, (5.166) koşulu

sağlanır ve

T
(n)
ab = TacT

c
d...T

d
b (5.167)
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şeklinde tanımlanan ikinci mertebeden simetrik T (n) tensörü ve (5.166) ve (5.167)

denklemleri yardımıyla,

∇e

(
T
(n)
ab

)
= ∇e(TacT

c
d...T

d
b)

= ∇e(Tac)T
c
d...T

d
b+Tac(∇eT

c
d)...T

d
b+ ...+TacT

c
d...∇eT

d
b

= TacPeT
c
d...T

d
b+TacT

c
dPe...T

d
b+ ...+TacT

c
d...T

d
bPe

= (nPe)TacT
c
d...T

d
b

= (nPe)T
(n)
ab (5.168)

şeklinde bulunur. O halde, (5.168) denklemine göre, T (n) tensörü, ilişkili 1-formu nP

olan reküran bir tensördür. Dolayısıyla, T tensörünün reküran olması için gerek ve

yeter koşul, T (n) tensörünün reküran olmasıdır.

Şimdi, T tensörünün öz reküran olma durumunu incelemek için, ilk olarak, T

tensörünün özdeğeri sıfır olmak koşuluyla, Segre tipi {4} durumu göz önüne alınırsa,

l,n,L,N;U kümesi üzerinde null baz olmak üzere, (5.48) ifadesinden

Tab = laLb+Lalb+νNaNb (5.169)

elde edilir. Burada, ν , U kümesi üzerinde sabittir ve tek şekilde belirlenen null

özdoğrultu, l vektör alanı tarafından üretilir. Dolayısıyla, l reküran vektör alanıdır

ve r, bu vektör alanının ilişkili 1-formu olmak üzere,

∇bla = larb (5.170)

koşulu gerçeklenir. Ayrıca, (5.25), (5.167) ve (5.169) denklemleri kullanılırsa,

T
(2)
ab = ν(laNb+Nalb) (5.171)

bağıntısı mevcuttur. Buna göre, (5.171) denkleminin kovaryant türevi alınırsa ve

(5.168), (5.170) bağıntıları kullanılırsa,

ν (laNbrc+ la∇cNb+(∇cNa)lb+Nalbrc) = 2ν(laNb+Nalb)Pc (5.172)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.172) denklemi nanb ile çarpılırsa,

na(∇bNa) = 0 (5.173)
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bulunur. Bununla birlikte, (5.172) denkleminde na üzerinden daraltma yapılırsa ve

(5.173) denklemi kullanılırsa,

∇bNa = Na(2Pb− rb) (5.174)

denklemi elde edilir. O halde, (5.174) koşuluna göre, N vektör alanı, ilişkili 1-formu

2P− r olan reküran bir vektör alanıdır.

Diğer taraftan, (5.25), (5.167), (5.169) ve (5.171) denklemleri kullanılırsa,

T
(3)
ab = ν lalb (5.175)

olarak bulunur. Bu durumda, T (3) tensörü, ilişkili 1-formu 3P olan reküran bir

tensördür. Buradan, (5.175) denkleminin kovaryant türevi alınırsa,

2r = 3P (5.176)

bağıntısı elde edilir. Böylece, (5.174) ve (5.176) denklemleri yardımıyla,

∇bNa =
1

2
NaPb (5.177)

sonucuna ulaşılır. Ayrıca, (5.169) denkleminin kovaryant türevi alırsa ve (5.166),

(5.170), (5.176) ve (5.177) denklemleri kullanılırsa,

∇bLa =−
1

2
LaPb (5.178)

elde edilir. O halde, (5.178) koşuluna göre, L, reküran vektör alanı olmalıdır. Bu

durumda, l, N ve L vektör alanlarına Ricci özdeşliği uygulanırsa ve (5.170), (5.176),

(5.177), (5.178) denklemleri kullanılırsa, sırasıyla,

laRabcd =
3

2
lbFcd, NaRabcd =

1

2
NbFcd, LaRabcd =−

1

2
LbFcd (5.179)

bağıntıları elde edilir. Burada, Fab = ∇bPa−∇aPb şeklindedir ve T tensörü öz reküran

olduğundan, F 6= 0 olmalıdır. Diğer taraftan, Ra[bcd]= 0 özdeşliği ve (5.179) bağıntıları

göz önünde bulundurulursa,

l[aFbc] = N[aFbc] = L[aFbc] = 0 (5.180)

bulunur. O halde, Yardımcı Teorem 5.2.1’den, F bivektörü basittir ve l, N, L vektör

alanları, F bivektörünün blade’i içinde yer almaktadır. Bu ise, bir çelişkidir çünkü l, N
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ve L vektörleri lineer bağımsızdır. Sonuç olarak, T tensörünün Segre tipi {4} ise, bu

tensörün öz reküran tensör olması mümkün değildir. Ayrıca, Çizelge 5.2’ye göre, bu

Segre tipi için T tensörünün paralel tensör olamayacağı da söylenebilir.

Şimdi ise, T tensörünün tüm özdeğerleri sıfır olmak koşuluyla, Segre tipinin {(31)}
olması durumu göz önüne alındığı takdirde, l,n,s,y;U kümesi üzerinde bir baz olmak

üzere, (5.47) ifadesinden,

Tab = layb+ yalb (5.181)

elde edilir. Bu takdirde, tek şekilde belirlenen null özdoğrultusu, l vektör alanı

tarafından üretilmektedir. O halde, Yardımcı Teorem 5.5.1’in ispatında gösterildiği

gibi, l, reküran vektör alanı olmalıdır. Bu durumda, (5.170) bağıntısı mevcuttur. Öte

yandan, l ∧ s, (sıfır) özuzayı ile bu uzayın dik bütünleyeni olan l ∧ y, paralel kayma

altında invaryant kalır. Böylece, l ∧ y bivektörü rekürandır. Dolayısıyla, q, 1-formu

için,

∇c(layb− yalb) = (layb− yalb)qc (5.182)

koşulu gerçeklenmektedir. Bu takdirde, (5.182) ifadesi yb ile çarpılırsa ve (5.170)

denklemi kullanılırsa, r = q olarak elde edilir. Bu sonuç, (5.182) denkleminde yerine

yazılırsa,

la∇cyb− (∇cya)lb = 0

bulunur ve buradan,

∇bya = laρb (5.183)

denklemi elde edilir. Buna göre, (5.166), (5.170), (5.181) ve (5.183) denklemleri

yardımıyla,

laybrc+2lalbρc+ yalbrc = (layb+ yalb)Pc (5.184)

bulunur. O halde, (5.184) denkleminden, r= P ve ρ = 0 sonuçları elde edilir. Böylece,

ρ = 0 sonucu, (5.183) denkleminde yerine yazılırsa, y (null olmayan) vektör alanının

paralel vektör alanı olduğu görülür. Ayrıca, (5.181) ifadesi, y uzaysal vektör alanı

yerine s zamansal vektör alanı alınarak da düzenlenebilmektedir. Dolayısıyla, söz

konusu dolanım tipi, null ve öz reküran olan bir l vektör alanı ile bu vektör alanına

dik olan ve null olmayan (uzaysal veya zamansal) paralel bir vektör alanı içermelidir.

Bölüm 5.5.1’de incelendiği üzere, bu koşulları sağlayan muhtemel dolanım tipleri 1(a)

ve 2(k) olmalıdır. Buna ek olarak, P= r koşulu sağlandığından ve l, ilişkili 1-formu r
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olan öz reküran bir vektör alanı olduğundan dolayı, P, 1-formuna karşılık gelen vektör

alanının gradiyent vektör alanı olması mümkün değildir. Sonuç olarak, (5.181) ile

verilen T tensörü öz reküran olacak şekilde inşa edilmiş olur.

Şayet, T tensörünün tüm özdeğerleri sıfır olmak üzere, Segre tipinin {(211)} olması

durumu göz önüne alınırsa, l,n,s,y bazına göre, (5.43) ifadesinden

Tab =±lalb (5.185)

olarak bulunur.

Yukarıda incelenen dolanım tiplerine benzer şekilde, l vektör alanı reküran

olduğundan, (5.166), (5.170) ve (5.185) denklemleri kullanılırsa,

2lalbrc = lalbPc (5.186)

olarak elde edilir. Bu takdirde, (5.186) denkleminden, 2r = P bağıntısı bulunur. Bu

bağıntıya göre, l vektör alanının öz reküran olması durumunda, T tensörü de öz reküran

bir tensör olacaktır. O halde, Bölüm 5.5.1’den muhtemel dolanım tipleri, 1(a), 2(a),

2(b), 2(d), 2(h), 2( j), 2(k), 3(a), 3(b), 3(d) (α 6= 0) ve 4(c) şeklinde elde edilir.

Ayrıca, T tensörünün tüm özdeğerleri sıfır olmak üzere, Segre tipinin {(22)} olması

durumu incelenirse, l,n,L,N;U kümesi üzerinde null baz olmak üzere, T tensörü

Tab = laLb+Lalb, Tab = lalb+LaLb (5.187)

denklemleri şeklinde yazılabilmektedir. Bu durumda, l∧L sıfır özuzayı paralel kayma

altında invaryant kalır. O halde, söz konusu bivektör reküran olmalıdır. Buna eşdeğer

olarak, r,s,u ve v, 1-formları için,

∇bla = larb+Lasb, ∇bLa = Lavb+ laub (5.188)

koşulları gerçeklenmektedir.

İlk olarak, T tensörünün (5.187)1 formunda olduğu kabul edildiği takdirde, (5.166)

denklemi göz önüne alınırsa ve (5.188) koşulları kullanılırsa,

(laLb+Lalb)(rc+ vc)+2lalbuc+2LaLbsc = (laLb+Lalb)Pc (5.189)

olarak bulunur. Bununla birlikte, (5.189) denklemi, sırasıyla, nanb ve NaNb ile

çarpılırsa, u = s = 0 olarak bulunur. Diğer taraftan, (5.189) denkleminde naNb
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üzerinden daraltma yapılırsa, r + v = P sonucuna ulaşılır. Bu durumda, (5.188)

koşulları,

∇bla = larb, ∇bLa = Lavb (5.190)

şekline indirgenir. O halde, (5.190) bağıntılarından, l ve L vektör alanlarının reküran

vektör alanları olduğu sonucu çıkar. Dolayısıyla, T tensörünün öz reküran olması için

gerek ve yeter koşul, l ve L vektör alanlarının reküran olması ve r+ v = P koşulunun

sağlanmasıdır. Buna ek olarak, P = r+ v bağıntısı mevcut olduğundan, T tensörünün

öz reküran olması için, l veya L vektör alanlarından en az birinin öz reküran vektör

alanı olması yeterlidir. Böylece, muhtemel dolanım tipleri, 1(a), 2(a), 2(b), 2(d),

2( f ), 2(h) ve 3(a) şeklindedir. Bu durumda, (5.145) ve (5.190) koşulları kıyaslanırsa,

2( f ) dolanım tipinin mümkün olamayacağı görülmektedir. Aksi takdirde, T tensörü

paralel tensör alanı olmak zorundadır. Ayrıca, 2(d) dolanım tipi için, (5.132) koşulları

gerçeklendiğinden, l ve L vektör alanlarının reküran 1-formlarının toplamına karşılık

gelen vektör alanı gradiyenttir. Bu takdirde, P = r+ v olduğundan, T tensörünün öz

reküran olması mümkün değildir. Sonuç olarak, muhtemel dolanım tipleri, 1(a), 2(a),

2(b), 2(h) ve 3(a) şeklinde elde edilir.

İkinci olarak, T tensörünün (5.187)2 formunda olduğu kabul edilirse ve (5.166),

(5.188) denklemleri kullanılırsa,

2lalbrc+(laLb+Lalb)(uc+ sc)+2LaLbvc = (lalb+LaLb)Pc (5.191)

denklemi elde edilir. Buna göre, (5.191) denklemi, nanb, NaNb ve naNb ile çarpılırsa,

P= 2r, r = v ve u=−s olarak elde edilir. Bu koşullar altında, (5.188) denklemi,

∇bla = larb+Lasb, ∇bLa = Larb− lasb (5.192)

şeklinde yazılır. O halde, (5.192) koşullarına göre, l± iL vektör alanları, kompleks

reküran vektör alanlarıdır. Bölüm 5.5.1’e göre, bu koşulu sağlayan muhtemel dolanım

tipleri, 2(a), 2(c) ve 2( f ) şeklindedir. Fakat, 2( f ) dolanım tipi için, (5.145) koşulları

sağlandığından,

∇bla = Lawb ve ∇bLa =−lawb

bağıntıları gerçeklenir. Bu takdirde, (5.192) koşullarına göre, r= 0 olmalıdır. Buradan,

P= 0 olarak elde edilir. Dolayısıyla, ∇T = 0 koşulu elde edilir. O halde, T tensörünün

öz reküran olması mümkün değildir. Böylece, muhtemel dolanım tipleri, 2(a) ve 2(c)

şeklinde elde edilir. Sonuç olarak, aşağıdaki teorem kanıtlanmış olur.
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Teorem 5.5.2 M, 4−boyutlu (+,+,−,−) metrik işaretli, düzgün manifold ve T ,

M’nin bir açık alt kümesi üzerinde, sıfırdan farklı, ikinci mertebeden simetrik ve öz

reküran bir tensör olsun. Bu durumda, T tensörünün bütün özdeğerlerinin sıfır olması

koşuluyla, bu tensörün olası Segre tipleri, {(211)}, {(31)} veya {(22)} şeklindedir.

Buna ek olarak, her bir Segre tipi için, dolanım tipleri ile ilişkilendirilecek şekilde T

tensörünün inşa edilebilmesi mümkündür.

5.6 Ricci-Reküranlık

Bu kısımda, Ricci tensörünün reküran olması durumu, 4−boyutlu, düz olmayan ve nötr

işaretli (M,g)manifoldu üzerinde araştırılacaktır. Ricci tensörüM manifoldu üzerinde

global bir tensör alanı olduğundan dolayı, bu tensör manifoldun belirli bir alt kümesi

üzerinde sıfır olabilir. Bu durum ise, Teorem 5.3.1’de ifade edilen Ambrose-Singer

Teoremi’nin uygulanması açısından problem teşkil edebilmektedir. Çünkü, bu teorem

global olarak geçerlidir. Böyle bir karışıklığın oluşmasını önlemek için, bu kısımda

Ricci tensörünün M manifoldu üzerinde, sıfırdan farklı ve reküran olduğu kabul

edilecektir. Bu takdirde, M manifoldu üzerindeki P ilişkili 1-formu için,

∇cSab = SabPc (5.193)

bağıntısı gerçeklenir. Aşağıdaki yardımcı teorem daha sonraki teoremlerin ispatı

konusunda yardımcı olması amacıyla verilecektir.

Yardımcı Teorem 5.6.1 (M,g) düzgün bir manifold ve k, bu manifoldun boştan farklı,

açık ve bağlantılı birU alt kümesi üzerinde reküran, düzgün bir vektör alanı olsun. Bu

durumda, k vektör alanı, U kümesi üzerinde Ricci tensörünün bir özvektörüdür. Eğer

k vektör alanı, m ∈U noktasının bir komşuluğu üzerinde paralel vektör alanı ise veya

paralel bir vektör alanı ile orantılı ise, söz konusu özvektöre karşılık gelen özdeğer sıfır

olmalıdır.

İspat: k, U ⊂M kümesi üzerinde reküran bir vektör alanı olsun. Bu takdirde, (5.17)

koşulu sağlanır. Bölüm 5.1’de incelendiği üzere, eğer k vektör alanı null değilse, başka

bir deyişle, uzaysal veya zamansal olan bir vektör alanı ise, k.k iç çarpımı U üzerinde

sıfırdan farklı olduğundan, bu vektör alanı U kümesi üzerinde paralel olacak şekilde

düzenlenebilir. Bu durumda, Ricci özdeşliği kullanılırsa,

Ra
bcdk

d = 0
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ve buradan,

Sabk
b = 0 (5.194)

sonucuna ulaşılır. O halde, (5.194) denklemine göre, k vektör alanı, Ricci tensörünün

sıfır özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür.

Diğer taraftan, k null vektör alanı ise, (5.17) denklemi ve Ricci özdeşliği yardımıyla,

Fab = ∇bqa−∇aqb olmak üzere,

kaRabcd = kbFcd (5.195)

şeklinde bulunur. Bu takdirde, Ra[bcd] = 0 özdeşliği ve (5.195) denkleminden,

k[bFcd] = 0 (5.196)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.196) denklemi ve Yardımcı Teorem 5.2.1’e göre, F

bivektörü basittir ve k vektör alanı F’in blade’i içinde yer alır. Buna göre, (5.196)

denklemi gbc ile çarpılırsa, k vektör alanının Ricci tensörünün özvektörü olduğu

sonucuna varılır. Ayrıca, bu özvektöre karşılık gelen özdeğer sıfır olmak zorunda

değildir. Böylece, ispat tamamlanmış olur. �

Şayet, Ricci tensörünün reküran olması durumu göz önüne alınırsa, Bölüm 5.5’de

incelendiği üzere, Ricci tensörünün Segre tipi Teorem 5.5.2’de listelenen tiplerden

herhangi biri değilse, bu tensör ikinci mertebeden simetrik ve paralel olan bir

tensör alanı ile orantılıdır. Buna göre, Çizelge 5.2’den muhtemel Segre tipleri

ve dolanım tipleri bulunabilir. Ayrıca, her dolanım tipi için, üretici bivektörler

bilindiğinden dolayı, Riemann eğrilik tensörü hesaplanabilmektedir. Dolayısıyla,

Ricci tensörünün de elde edilebilmesi mümkün olmaktadır. Bu problemde, Ricci

tensörü için yalnızca muhtemel Segre tipleri (ve muhtemel dolanım tipleri) ele alınarak

inceleme yapılacaktır. Bununla birlikte, bazı dolanım tipleri için örnekler verilerek, söz

konusu durumun varlığı kanıtlanabilir (bkz. [55]).

Ricci tensörünün reküran olması problemi, Segre tipleri cinsinden aşağıda incelen-

miştir. İlk olarak, {1111} Segre tipi göz önüne alınsın. Bu takdirde, (5.39) ifadesinden,

Ricci tensörü dejenere özdeğere sahip olmamak koşuluyla,

Sab = αxaxb+βyayb− γsasb−δ tatb (5.197)
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biçiminde yazılır. Fakat, Çizelge 5.2 ve Teorem 5.5.1’e göre, söz konusu Segre tipinin

mümkün olamayacağı görülmektedir.

Eğer Segre tipi {1(111)} ise, m ∈ M noktasının bir U komşuluğu üzerinde, null

olmayan reküran bir vektör alanı vardır ve bu vektör alanı, Ricci tensörünün dejenere

olmayan özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür. Bu vektör alanı y ile gösterilsin. O

halde, y vektör alanı paralel olacak şekilde yeniden düzenlenebilir. Bu takdirde,

∇y= 0

koşulu sağlanır ve buradan, Ricci özdeşliğine göre,

Saby
b = 0 (5.198)

olarak bulunur. Özdeğerlerin dejenere olması durumu dikkate alınırsa, (5.24) tamlık

bağıntısı ile (5.197), (5.198) denklemleri kullanılarak, α 6= 0 olmak üzere,

Sab = α(gab− yayb) (5.199)

şeklinde bulunur. Bununla birlikte, daraltılmış II. Bianchi özdeşliği yardımıyla, (3.19)

denkleminden,

∇aS
a
b =

1

2
∇br

(
=

1

2
∂br

)
(5.200)

bağıntısı mevcuttur. Bu durumda, (5.199) denkleminin kovaryant türevi alınırsa ve

(5.200) denklemi kullanılırsa, α ve r skalerlerinin sabit olması gerektiği sonucuna

ulaşılır. O halde, ∇S = 0 olarak elde edilir. Çizelge 5.2’ye göre muhtemel dolanım

tipleri, 1(a), 1(b), 1(c), 2(k) ve 3(c) şeklindedir. İlk olarak, F = l∧n cebri ile birlikte

1(a) dolanım tipi göz önüne alınırsa, Riemann eğrilik tensörü, a 6= 0 (a ∈ R) için

Rabcd = aFabFcd = a(lanb−nalb)(lcnd−ncld) (5.201)

biçiminde yazılabilir. Bununla birlikte, (5.201) denklemi gac ile çarpılırsa,

Sab =−a(lanb+nalb) (5.202)

olarak elde edilir. Buradan,

Sabl
b =−ala, Sabn

b =−ana, SabL
b = SabN

b = 0 (5.203)

bulunur. O halde, (5.203) koşullarından, Ricci tensörünün Segre tipi {(11)(11)}
şeklinde elde edilir. Bu ise, Segre tipinin {1(111)} olması ile çelişmektedir. Benzer
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şekilde, F = x∧ y cebri ile birlikte, 1(b) dolanım tipi ele alınırsa, Riemann eğrilik

tensörü a 6= 0 (a ∈ R) için,

Rabcd = aFabFcd = a(xayb− yaxb)(xcyd− ycxd) (5.204)

dir. Bu durumda, (5.204) denklemi gac ile çarpılırsa,

Sab = a(xaxb+ yayb) (5.205)

elde edilir. Buna göre,

Sabx
b = axa, Saby

b = aya, Sabs
b = Sabt

b = 0 (5.206)

ifadeleri bulunur ve Ricci tensörünün Segre tipi {(11)(11)} şeklinde elde edilir. O

halde, Ricci tensörü için tekrar yanlış Segre tipi elde edilmiş olur.

Benzer şekilde, F = l ∧ s cebrine sahip olan, 1(c) dolanım tipi göz önüne alındığı

takdirde, Ricci tensörü,

Sab =−alalb (5.207)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.207) denkleminden, Ricci tensörünün Segre tipi

{(211)} şeklinde elde edilir.

Şayet, < F,G >=< l ∧ s, l ∧ n > cebri ile birlikte 2(k) dolanım tipi söz konusu ise,

Riemann eğrilik tensörü

Rabcd = aFabFcd +bGabGcd + c(FabGcd +GabFcd) (5.208)

biçiminde yazılır. Burada, a,b ve c katsayıları reel fonksiyonlardır. Bu takdirde,

(5.208) denklemi gac ile çarpılırsa, < y >⊥=< l,n,s >, 3−boyutlu özuzayının elde

edilebilmesi için, a= c= 0 koşulunun sağlanması gerektiği görülür. Bu durumda,

Sabs
b = 0

olduğundan, Ricci tensörü için yanlış Segre tipi elde edilir.

Son olarak, < x∧ y,x∧ t,y∧ t > cebri ile birlikte 3(c) dolanım tipi göz önüne alınsın.

Bu takdirde, F = x∧ y, G= x∧ t ve H = y∧ t olmak üzere, Riemann eğrilik tensörü

Rabcd = aFabFcd +bGabGcd + cHabHcd +d(FabGcd +GabFcd)

+e(FabHcd +HabFcd)+ f (GabHcd +HabGcd) (5.209)
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biçiminde yazılır. Bu durumda, (5.209) denkleminde gac üzerinden daraltma yapılırsa,

Ricci tensörü

Sab = a(xaxb+ yayb)−b(xaxb− tatb)− c(yayb− tatb)+d(yatb+ tayb)

− e(xatb+ taxb)− f (xayb+ yaxb) (5.210)

formundadır. Buradan,

Sabx
b = (a−b)xa− eta− f ya, Saby

b = (a− c)ya+dta− f xa, (5.211)

Sabt
b =−(b+ c)ta−dya+ exa, Sabs

b = 0

şeklinde elde edilir. Eğer d = e = f = 0 ve b = c = −a 6= 0 koşulları sağlanıyorsa,

Segre tipi {1(111)} olarak elde edilir. Sonuç olarak, Ricci tensörünün Segre tipi

{1(111)} ise, mümkün olan dolanım tipi yalnızca 3(c) şeklinde bulunur.

Şimdi ise, Ricci tensörünün uzaysal özuzayları x∧ y ve s∧ t olmak üzere, {(11)(11)}
Segre tipi göz önüne alınsın. Bu takdirde, Yardımcı Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.1’e

göre, Ricci tensörü paralel bir tensör alanı ile orantılı olmalıdır. Öte yandan, x∧ y ve

s∧ t özuzayları invaryant olduğundan,

∇c(xaxb+ yayb) = ∇c(sasb+ tatb) = 0 (5.212)

koşulları sağlanır. Bu durumda, α 6= β için, Ricci tensörü

Sab = α(xaxb+ yayb)−β (sasb+ tatb) (5.213)

şeklinde yazılmaktadır. Buradan, skaler eğrilik,

r = 2(α +β ) (5.214)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.193) ve (5.213) denklemleri göz önünde

bulundurulursa,

(∂cα)(xaxb+ yayb)− (∂cβ )(sasb+ tatb) = (α(xaxb+ yayb)

−β (sasb+ tatb))Pc (5.215)

elde edilir. Buna göre, (5.215) denklemi xaxb ve sasb ile çarpılırsa, sırasıyla,

∂aα = αPa, ∂aβ = βPa (5.216)
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bağıntıları elde edilir. Sonuç olarak, (5.216) denkleminden

α∂aα +β∂aβ = (α2+β 2)Pa (5.217)

bulunur.

Eğer α ve β sıfırdan farklı fonksiyonlar ise, (5.216) denkleminden, κ 6= 0 olmak

üzere, α = κβ bulunur. Bu bağıntı ile birlikte (5.200), (5.213) ve (5.214)

denklemleri kullanılırsa, α ve β sabit olarak elde edilir. O halde, (5.213) ve (5.214)

denklemlerinden, ∇S= 0 koşulu sağlanır ve r skaler eğriliğinin sabit olduğu sonucuna

ulaşılır. Bununla birlikte, α veya β skalerlerinin herhangi biri sıfır olduğu takdirde,

örneğin α = 0 ise, (5.193) ve (5.213) denklemleri kullanılarak,

∇cSab = Sab∂c(log |β |) (5.218)

bulunur. Çizelge 5.2’ye göre, muhtemel dolanım tipleri, 1(b) ve 2(e) olarak elde edilir.

Şayet, Ricci tensörünün Segre tipi {(11)(11)} ve zamansal özuzayları olduğu takdirde,

söz konusu dolanım tipleri, 1(a) ve 2(b) olarak elde edilir.

Diğer taraftan, Ricci tensörünün Segre tipi uzaysal 2−boyutlu özuzaya sahip olmakla

birlikte {(11)11} ise, (5.24) tamlık bağıntısı ve (5.39) ifadesi kullanılırsa, ζ 6= 0, η 6= 0

ve ζ 6= η olmak üzere,

Sab = αgab−ζ sasb−ηtatb (5.219)

şeklinde bulunur. Bu takdirde, (5.219) ifadesinden, s ve t vektör alanları, Ricci

tensörünün dejenere olmayan, birbirinden bağımsız ve paralel olan özvektörleridir. O

halde, Ricci özdeşliği ve (5.219) ifadesi yardımıyla,

Sabs
b = (α +ζ )sa = 0 (5.220)

Sabt
b = (α +η)ta = 0

bulunur. Bu durumda, (5.220) koşullarından, ζ = η çelişkisi elde edilir. Benzer

şekilde, zamansal 2−boyutlu özuzay ile birlikte Segre tipinin {(11)11} olamayacağı

gösterilebilir. O halde, söz konusu problem için, Ricci tensörünün {(11)11} Segre

tipinde olması mümkün değildir.

Şayet, Ricci tensörünün {(1111)} Segre tipinde olduğu kabul edilirse, (M,g)

manifoldu Einstein manifoldudur ve dolayısıyla, manifoldun r skaler eğriliği sabittir.
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Başka bir deyişle, (3.1) denklemi kullanılırsa, lokal koordinatlarda,

Sab =
r

4
gab (5.221)

koşulu gerçeklenir. Bununla birlikte, Ricci tensörü M manifoldu üzerinde rekürandır

fakat, öz reküran değildir. O halde, Çizelge 5.2’de verilen dolanım tiplerinin hepsi

muhtemeldir. Bu yüzden, bütün dolanım tipleri için, Einstein manifoldu olma durumu

kontrol edilmelidir. Buna ek olarak, eğer (M,g) Einstein manifoldu ise, her m ∈ M

için,
+
Sm ve

−
Sm uzayları, (5.1) ile verilen eğrilik dönüşümünün invaryant uzaylarıdır. Bu

durumda, φ dolanım cebri için S̃m kümesinin elemanlarından oluşan bir baz seçildiği

takdirde, Riemann eğrilik tensörünün bu baza göre açılımında,
+
Sm ve

−
Sm kümelerinin

elemanlarının çapraz çarpımlarının meydana gelmesi mümkün değildir, [49]. Böylece,

M manifoldunun her dolanım tipi için, Einstein manifoldu olma koşulunu sağlaması

durumları aşağıda incelenmiştir.

İlk olarak, (5.202), (5.205) ve (5.207) denklemlerine göre, Ricci tensörünün Einstein

manifoldu olma koşulunu sağlamayacağı görülmektedir. Öte yandan, l ∧ L cebri ile

birlikte 1(d) dolanım tipi göz önüne alınırsa, Riemann eğrilik tensörü,

Rabcd = a(laLb−Lalb)(lcLd−Lcld) (5.222)

biçiminde olacağından, (5.222) denklemi gac ile çarpılırsa,

Sab = 0 (5.223)

olarak elde edilir. Dolayısıyla, 1(d) dolanım tipi için, otomatik olarak, Ricci-düz

manifold elde edilir.

Eğer, 2(a) dolanım tipi söz konusu ise, l vektör alanı reküran olduğundan, (5.108)

koşullarının birincisine göre, G bivektörü için

laRabcd = lbGcd (5.224)

bağıntısı gerçeklenir. Bu takdirde, (5.224) denklemi ve Ra[bcd] = 0 özdeşliği

yardımıyla,

G[ablc] = 0 (5.225)

olarak elde edilir. O halde, (5.225) denklemi ve Yardımcı Teorem 5.2.1’e göre, G

bivektörü basittir ve l vektör alanı G bivektörünün blade’i içinde yer alır. Bununla
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birlikte, F = l∧n−L∧N ve H = l∧N olmak üzere, Riemann eğrilik tensörü,

Rabcd = aFabFcd +bHabHcd + c(FabHcd +HabFcd) (5.226)

olarak yazılır. Bu durumda, (5.226) denklemi la ile çarpılırsa ve (5.224) ifadesi

kullanılırsa, G = −aF − cH olarak bulunur. O halde, G bivektörü basit olduğundan

ve F bivektörü basit olmadığından dolayı, a = 0 olduğu sonucuna ulaşılır. Bu sonuç

(5.226) denkleminde kullanılırsa, Ricci tensörünün (5.223) koşulunu sağlayacağı

görülür. Böylece, 2(a) dolanım tipi için de Ricci-düz manifold elde edilir.

Diğer taraftan, F = l ∧ n ve G = L∧N olmak üzere, 2(b) dolanım tipi ele alınırsa ve

l,n,L,N vektör alanlarının reküran olduğu kullanılırsa, (5.208) denkleminde daraltma

yapılarak Ricci tensörü,

Sab =−a(lanb+nalb)−b(LaNb+NaLb) (5.227)

olarak elde edilir. Bu durumda, (5.227) denkleminde a ve b katsayıları birbirine eşit

ve sabit olduğu takdirde, (5.27) tamlık bağıntısı kullanılarak, (M,g) manifoldunun

Einstein manifoldu olabileceği görülmektedir.

Benzer şekilde, 2(c) dolanım tipi için, F = l ∧ n−L∧N ve G = l ∧L+ n∧N olmak

üzere, Ricci tensörü

Sab = (b−a)gab+2c(naNb+Nanb− laLb−Lalb) (5.228)

olarak elde edilir. O halde, (5.228) denklemine göre, a 6= b ve c = 0 olduğu takdirde,

M manifoldunun Einstein manifoldu olabilmesi mümkündür.

Şayet, F = l ∧ n− L ∧ N ve G = l ∧ L ise, 2(d) dolanım tipi göz önüne alınırsa,

2(a) tipinde olduğu gibi, l vektör alanının reküran olduğu kullanılarak, (5.208)

açılımındaki a katsayısını yok etmek mümkündür. Yukarıda belirtildiği üzere, (M,g)

Einstein manifoldu ise, F ∈
+
Sm ve G ∈

−
Sm olduğundan, c = 0 bulunur. Bu takdirde,

(5.208) denklemine göre, eğrilik dönüşümünün değer uzayı < G > olarak bulunur.

O halde, l vektör alanı reküran olduğundan ve φ cebri, yalnızca blade’i l vektör

alanını içeren ve tamamen null olan elemanları kapsadığından, Teorem 5.3.1 ile verilen

Ambrose-Singer Teoremi’ne göre çelişki elde edilir. Böylece, 2(d) dolanım tipi için,

(M,g) manifoldunun Einstein manifoldu olması mümkün değildir.
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Şayet, F = x ∧ y ve G = s ∧ t ise, 2(e) dolanım tipi göz önüne alınırsa, F ve G

bivektörleri basit olduğundan, Yardımcı Teorem 5.2.1’e göre,

Fa[bFcd] = Ga[bGcd] = 0 (5.229)

koşulları gerçeklenir. Bu durumda, Fa[bGcd] +Ga[bFcd] terimlerinin sıfırlanmadığı

dikkate alınırsa ve Ra[bcd] = 0 özdeşliği kullanılırsa, (5.208) denkleminde, c= 0 olarak

bulunur. Bu takdirde, Ricci tensörü

Sab = a(xaxb+ yayb)−b(tatb+ sasb) (5.230)

şeklindedir. O halde, (5.230) denkleminde, a = b 6= 0 ve bu katsayıların sabit olması

durumunda, (5.24) tamlık bağıntısı yardımıyla, Einstein manifoldu olma koşulunun

sağlanması mümkündür.

Daha sonra, < F,G >=< l ∧N + n∧ L, l ∧ L > olmak üzere, 2( f ) dolanım tipi ele

alınırsa, F ∈
+
Sm veG∈

−
Sm olduğundan, (M,g)manifoldunun Einstein manifoldu olma

koşulunu sağlaması için gerek ve yeter koşul, (5.208) denkleminde, c = 0 olmasıdır.

Bu takdirde, (5.208) denkleminde gac üzerinden daraltma yapılırsa, M manifoldunun

Einstein manifoldu olabileceği görülür.

Bununla birlikte, F = l ∧N ve G = l ∧ L olmak üzere, 2(g) dolanım tipi göz önüne

alınırsa ve (5.208) denklemi kullanılırsa,

Sab = 2clalb (5.231)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.231) denklemine göre, M manifoldunun Einstein

manifoldu olması mümkün değildir.

Diğer taraftan, F = l ∧N, G = α(l ∧ n) + β (L ∧N) (α 6= ±β ) olmak üzere, 2(h)

dolanım tipi göz önüne alındığı takdirde, Ricci tensörü

Sab = b[−α2gab+(α2−β 2)(LaNb+NaLb)]− c(α +β )(laNb+Nalb) (5.232)

şeklinde elde edilir. O halde, α 6=±β olduğundan, (5.232) denklemine göre, Einstein

manifoldu olma koşulunun gerçeklenmesinin mümkün olmadığı görülmektedir.

Benzer şekilde, 2( j) (α 6= 0 6= β ) ve 2(k) dolanım tipleri için de, Einstein

manifoldunun elde edilebilmesinin mümkün olamayacağı gösterilebilir.

Benzer şekilde, 3−boyutlu dolanım tipleri için Einstein manifoldu olma koşulları

incelenebilir. Bunun için, ilk olarak, F = l ∧ n, G = l ∧N ve H = L∧N bivektörleri
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ile birlikte, 3(a) dolanım tipi göz önüne alınırsa ve (5.209) denkleminde gac üzerinden

daraltma yapılırsa, Ricci tensörü

Sab =−a(lanb+nalb)− c(LaNb+NaLb)− (d+ f )(laNb+Nalb) (5.233)

olarak bulunur. Buna göre, (5.233) ifadesinde, a = c ve d = − f olması durumunda,

(5.27) tamlık bağıntısı yardımıyla,

Sab =−agab (5.234)

şeklinde elde edilir. Bu durumda, (5.234) denkleminden, (M,g)manifoldunun Einstein

manifoldu olma koşulunu sağlaması mümkündür.

Daha sonra, F = l ∧ n− L∧N, G = l ∧N, H = l ∧ L bivektörleri ile birlikte, 3(b)

dolanım tipi göz önüne alındığı takdirde,

Sab =−agab−2e(laLb+Lalb)+2 f lalb (5.235)

ifadesi elde edilir. O halde, (5.235) denkleminde, e = f = 0 ve a 6= 0 olması

durumunda, (M,g), Einstein manifoldu olarak elde edilir.

Bununla birlikte, 3(c) ve 3(d) dolanım tipleri için, M manifoldunun Einstein

manifoldu olması mümkün değildir. Örneğin, 3(d) dolanım tipi söz konusu ise,

F = l∧N,G= l∧L,H =α(l∧n)+β (L∧N) (α 6=±β ) olmak üzere, (5.209) denklemi

yardımıyla,

Sab =−c[α2(lanb+nalb)+β 2(LaNb+NaLb)]+2dlalb

− e(α +β )(laNb+Nalb)+ f (β −α)(laLb+Lalb) (5.236)

olarak bulunur. Bu durumda, α 6= ±β olduğundan, (5.236) denklemine göre, (M,g)

manifoldunun Einstein manifoldu olması mümkün değildir. Benzer şekilde, F = x∧y,
G = x∧ t ve H = y∧ t olmak üzere, (5.210) denkleminden, 3(c) dolanım tipi için de

M manifoldunun Einstein manifoldu olma koşulunu sağlamasının mümkün olmadığı

görülür. Bütün bunlara ek olarak, önceki dolanım tiplerinde izlenen yollara benzer

şekilde, 4, 5 ve 6−boyutlu dolanım tipleri için, Riemann eğrilik tensörünün açılımı

kullanılırsa, (M,g)manifoldunun Einstein manifoldu olması mümkün olacaktır. Sonuç

olarak, 1(a), 1(b), 1(c), 2(d), 2(g), 2(h), 2( j), 2(k), 3(c) ve 3(d) dolanım tipleri söz

konusu ise,Mmanifoldunun Einstein manifoldu olması mümkün değildir. Ayrıca, 1(d)
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ve 2(a) dolanım tipleri ele alındığı takdirde, Ricci-düz manifold elde edilmektedir. Bu

dolanım tipleri dışında, M manifoldunun Einstein manifoldu olabilmesi mümkündür.

Diğer taraftan, Çizelge 5.2, Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.2’ye göre, reküran Ricci

tensörü için, {11zz̄} ve {zz̄ww̄} Segre tiplerinin meydana gelmesi mümkün değildir.

Ayrıca, {(11)zz̄} Segre tipi için, (5.40) ifadesinden, α = β ve δ 6= 0 olmak üzere,

Sab = αgab+(γ−α)(lanb+nalb)+δ (lalb−nanb) (5.237)

olarak elde edilir. Bu takdirde, l± in kompleks reküran vektör alanlarıdır. O halde,

∇b(la+ ina) = (la+ ina)(rb+ isb) (5.238)

koşulu gerçeklenir. Buradan, (5.238) denklemine göre,

∇bla = larb−nasb, ∇bna = lasb+narb (5.239)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.25) denklemi ve (5.239) bağıntıları kullanılırsa,

r = s= 0 sonucuna ulaşılır. O halde, (5.239) bağıntılarından, l ve n vektör alanlarının

paralel olduğu elde edilir. Bu takdirde, Ricci özdeşliği ve (5.237) ifadesi yardımıyla,

Sabl
b = γla−δna = 0 (5.240)

bulunur. Böylece, (5.240) denkleminden, δ = 0 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla, Ricci

tensörünün {(11)zz̄} Segre tipinde olması mümkün değildir.

Şimdi ise, Ricci tensörünün {(zz)(z̄z̄)} Segre tipinde olduğu kabul edilsin. Bu

durumda, Bölüm 5.5.1’de incelendiği üzere, Ricci tensörü paralel bir tensör alanı

ile orantılı olmalıdır ve Çizelge 5.2’den, muhtemel dolanım tipi 2(c) olmalıdır.

Dolayısıyla, (5.228) denklemi elde edilir. Bu denklem (5.42) ifadesi ile karşılaştırıldığı

takdirde, Segre tipinin uyuştuğu görülmektedir. Buna ek olarak, (5.228) denkleminin

kovaryant türevi alınırsa ve (5.193) reküran olma koşulu kullanılırsa,

∂c(b−a) = (b−a)Pc, ∂ac= cPa

bağıntıları elde edilir.

Çizelge 5.2, Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.2’den, {211} ve {2zz̄} Segre tiplerinin

oluşması söz konusu değildir. Eğer, Ricci tensörünün {2(11)} Segre tipinde olduğu

kabul edilirse, Ricci tensörü paralel bir tensör alanı ile orantılıdır ve Teorem 5.5.2’ye
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göre, bu tensörün öz reküran olması mümkün değildir. Çizelge 5.2’ye göre, muhtemel

olan dolanım tipi 1(a) olarak bulunur. Böylece, Ricci tensörü (5.202) formundadır

ve (5.203) koşulları mevcut olacağından, {2(11)} Segre tipinin meydana gelmesi

mümkün değildir. Benzer şekilde, Ricci tensörünün Segre tipinin {(21)1} olması

durumunda, bu tensör paralel bir tensör alanı ile orantılıdır ve öz reküran olma durumu

söz konusu olamaz. Çizelge 5.2’ye göre, olası dolanım tipi 1(c) olarak bulunur. Ancak,

(5.207) denklemine göre, {(21)1} Segre tipinin mümkün olamayacağı görülmektedir.

Şayet, Ricci tensörünün Segre tipinin {(211)} olduğu kabul edilirse, λ 6= 0 olmak

üzere, Ricci tensörü,

Sab = αgab+λ lalb (5.241)

biçiminde yazılır. Eğer (5.241) denkleminde α 6= 0 ise, Yardımcı Teorem 5.5.1’e göre,

Ricci tensörünün P ilişkili 1-formuna karşılık gelen vektör alanı gradiyent olmalıdır.

Bu takdirde, (5.193) ve (5.241) denklemlerinden, l null özdoğrultusunun reküran

olduğu elde edilir. O halde, r ilişkili 1-form olmak üzere,

∇bla = larb (5.242)

koşulu sağlanır. Daha sonra, (5.241) denkleminin kovaryant türevi alınırsa ve (5.193),

(5.242) denklemleri kullanılırsa, ilişkili 1-formlar arasında, 2r = P bağıntısının

mevcut olduğu görülür. Bu durumda, P, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı

gradiyent olduğundan, r, 1-formuna karşılık gelen vektör alanı da gradiyent olmalıdır.

O halde, l vektör alanı paralel olacak şekilde yeniden düzenlenebilir. Bu takdirde,

Ricci özdeşliğine göre, Rabcdl
d = 0 ve dolayısıyla, Sabl

b = 0 olduğundan, (5.241)

denkleminden, α = 0 çelişkisi elde edilir. Böylece, {(211)} Segre tipi için, Ricci

tensörünün özdeğerlerinin hepsi sıfır olmalıdır. İlk olarak, ∇S= 0 koşulu sağlanıyorsa

veya Ricci tensörü paralel bir tensör alanı ile orantılı ise, Çizelge 5.2’ye göre, olası

dolanım tipleri 1(a), 1(c), 1(d), 2(g), 2(h) (α = 0 veya β = 0) ve 3(d) (α = 0) olarak

elde edilir. Öncelikle, 1(a) dolanım tipi için, Ricci tensörü (5.202) formundadır ve

(5.203) koşullarına göre Segre tipi {(11)(11)} olmalıdır. O halde, bu dolanım tipi için

Ricci tensörünün {(211)} Segre tipinde olması mümkün değildir. Bununla birlikte,

1(c) ve 2(g) dolanım tipleri için, Ricci tensörü (5.207) ve (5.231) denklemlerini

sağladığından dolayı, bu tensörün Segre tipi doğrudan {(211)} olmalıdır. Ayrıca, 1(d)

dolanım tipi için, (5.223) denklemine göre, Ricci-düz uzay elde edilir. Şayet, α = 0
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olmak üzere, 2(h) dolanım tipi göz önüne alınırsa, (5.232) denkleminden,

Sab =−bβ 2(LaNb+NaLb)− cβ (laNb+Nalb) (5.243)

bulunur. Dolayısıyla, (5.243) ifadesine göre, Ricci tensörünün {(211)} Segre tipinde

olamayacağı görülür. Benzer şekilde, β = 0 olduğu takdirde, (5.232) denklemine göre,

{(211)} Segre tipinin elde edilmesi mümkün değildir. Son olarak, α = 0 olmak üzere,

3(d) dolanım tipi söz konusu ise, (5.236) denkleminden Ricci tensörü,

Sab =−cβ 2(LaNb+NaLb)+2dlalb− eβ (laNb+Nalb)+ fβ (laLb+Lalb) (5.244)

şeklinde elde edilir. Ricci tensörünün {(211)} Segre tipinde olabilmesi için, (5.244)

denklemine göre, c = e = f = 0 olmalıdır. Fakat bu durumda, (5.209) açılımından,

eğrilik dönüşümünün değer uzayı yalnızca F ve G bivektörleri tarafından gerilir ve

Ambrose-Singer Teoremi’ne göre çelişki elde edilir. Sonuç olarak, Ricci tensörü

paralel ise veya paralel bir tensör ile orantlı ise, {(211)} Segre tipi için mümkün olan

dolanım tipleri yalnızca 1(c) ve 2(g) şeklinde elde edilir.

Eğer, Ricci tensörü öz reküran ve özdeğerlerinin hepsi sıfır olmak üzere, Segre tipinin

{(211)} olduğu kabul edilirse ve (5.43) ifadesi kullanılırsa Ricci tensörü,

Sab =±lalb (5.245)

biçiminde yazılır. Bu durumda, (5.245) ifadesinin kovaryant türevi alınırsa ve (5.193),

(5.242) denklemleri kullanılırsa, ilişkili 1-formlar arasında, 2r = P bağıntısı mevcut

olacaktır. Bu bağıntıya göre, Ricci tensörünün öz reküran olması için gerek ve yeter

koşul, l vektör alanının öz reküran olmasıdır. O halde, Çizelge 5.1 yardımıyla mümkün

olan dolanım tipleri, 1(a), 2(a), 2(b), 2(d), 2(h), 2( j), 2(k), 3(a), 3(b), 3(d)

(α 6= 0) ve 4(c) olarak bulunur. Yukarıda incelenenlere benzer şekilde, 1(a),

2(a), 2(b), 2(d), 2(h), 2(k), 3(a) ve 3(d) dolanım tiplerinin mümkün olmadığı

görülmektedir. Öncelikle, 1(a) dolanım tipi için, {(11)(11)} Segre tipi elde

edildiğinden dolayı, bu dolanım tipi mevcut olamamaktadır. Diğer taraftan, 2(a)

dolanım tipi Ricci-düz uzay verdiğinden dolayı, Ricci tensörünün Segre tipinin

{(211)} olması mümkün değildir. Bununla birlikte, 2(b) dolanım tipi için, Ricci

tensörü (5.227) formunda olduğundan, {(211)} Segre tipi mevcut değildir. Benzer

şekilde, 2(d), 2(h) ve 2(k) dolanım tipleri için Ricci tensörü hesaplandığı takdirde,
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bu Segre tipinin meydana gelmesi söz konusu olamaz. Örneğin, 2(k) dolanım tipi için,

F = l∧y veG= l∧n olmak üzere, (5.208) ifadesinde daraltma yapılırsa Ricci tensörü,

Sab = alalb−b(lanb+nalb)− c(layb+ yalb) (5.246)

şeklinde bulunur. Bu durumda, Ricci tensörünün Segre tipinin {(211)} olması

için, (5.246) denkleminde, b = c = 0 koşullarının gerçeklenmesi gerekir. Bu

koşullara göre, (5.208) ifadesinden, φ cebri null veya tamamen null olan elemanlardan

oluşmaktadır ve böylece, Ambrose-Singer Teoremi’nden çelişki elde edilir.

Ayrıca, α 6= 0, α 6= ±β ve φ =< F,G,H >=< l ∧N, l ∧ L,α(l ∧ n) + β (L∧N) >

olmak üzere, 3(d) dolanım tipi söz konusu ise, (5.209) ifadesinde gac üzerinden

daraltma yapılırsa, (5.236) denklemi elde edilir. Bu takdirde, Ricci tensörünün {(211)}
Segre tipinde olması için, c = e = f = 0 bağıntıları sağlanmalıdır. Bu bağıntılar

(5.209) denkleminde yerine yazılırsa, f eğrilik dönüşümünün değer uzayının F ve

G bivektörleri tarafından gerildiği sonucuna ulaşılır. Ayrıca, l vektör alanı reküran

olduğundan, φ cebrinin her elemanı l’yi içeren null veya tamamen null bivektörlerden

oluşur. Fakat bu durumda, Ambrose-Singer Teoremi kullanıldığı takdirde çelişki elde

edilir.

Diğer taraftan, F = l∧N, G= α(l∧n−L∧N)+β (l∧L) olmak üzere, 2( j) dolanım

tipi söz konusu ise, (5.208) denkleminde gac üzerinden daraltma yapılırsa,

Sab =−bα2gab−2bαβ (laLb+Lalb)+2cβ lalb (5.247)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.247) denklemine göre, Ricci tensörünün {(211)} Segre
tipinde olması için, b = 0 olmalıdır. O halde, 2( j) dolanım tipi için, {(211)} Segre

tipinin elde edilmesi mümkündür. Benzer şekilde, (5.235) denklemi kullanılırsa, 3(b)

dolanım tipi için de Ricci tensörü {(211)} Segre tipinde olabilir. Son olarak, F = l∧L,
G = l ∧N, H = l ∧ n, J = L∧N bivektörleri ile birlikte, 4(c) dolanım tipi göz önüne

alınırsa, Riemann eğrilik tensörü,

Rabcd = aFabFcd +bGabGcd + cHabHcd +dJabJcd + e(FabGcd +GabFcd)

+ f (FabHcd +HabFcd)+g(FabJcd + JabFcd)+h(GabHcd +HabGcd)

+ k(GabJcd + JabGcd)+ l(HabJcd + JabHcd) (5.248)
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olarak yazılır. Bu takdirde, (5.248) ifadesinde gac üzerinden daraltma yapılırsa,

Sab =−c(lanb+nalb)−d(LaNb+NaLb)+2elalb

+(g− f )(laLb+Lalb)− (h+ k)(laNb+Nalb) (5.249)

şeklinde bulunur. Böylece, (5.248) ve (5.249) denklemleri karşılaştırılırsa, Ricci

tensörü {(211)} Segre tipinde olabilir. Sonuç olarak, öz reküran olan Ricci tensörü

{(211)} Segre tipinde ise, mümkün olan dolanım tipleri 2( j), 3(b) ve 4(c) şeklinde

elde edilir.

Eğer, Ricci tensörünün Segre tipi {31} olarak kabul edilirse, Teorem 5.5.1 ve Teorem

5.5.2’ye göre, reküran Ricci tensörü için söz konusu Segre tipinin meydana gelmesi

mümkün değildir. O halde, {(31)} Segre tipi göz önüne alınırsa ve Ricci tensörü

paralel ise veya paralel bir tensör alanı ile orantılı ise, Çizelge 5.2’ye göre muhtemel

dolanım tipi 1(c) olmalıdır. Fakat, (5.207) denkleminden, Ricci tensörünün Segre

tipi {(211)} şeklinde elde edilir. Dolayısıyla, Ricci tensörünün {(31)} Segre tipinde

olması mümkün değildir.

Ayrıca, Ricci tensörünün öz reküran olması durumunda, (5.181) denkleminden,

Sab = layb+ yalb (5.250)

bulunur. Bölüm 5.5.2’de incelendiği üzere, Ricci-reküran olma koşulu altında, y,

paralel vektör alanı olarak elde edilir. Bu takdirde, Ricci özdeşliği kullanılırsa,

Saby
b = 0 (5.251)

sonucuna ulaşılır. Buna göre, (5.250) ve (5.251) denklemleri göz önüne alındığı

takdirde, S = 0 çelişkisi elde edilir. O halde, Ricci tensörünün Segre tipinin {(31)}
olması mümkün değildir.

Şayet, Ricci tensörünün Segre tipinin {22} olduğu kabul edilirse, Çizelge 5.2, Teorem

5.5.1 ve Teorem 5.5.2’ye göre, Ricci tensörünün bütün özdeğerleri reel ve dejenere

olmalıdır. Bu durumda, yalnızca {(22)} Segre tipi incelenmelidir. Buna ek olarak, öz

reküran olma durumu söz konusu ise, Teorem 5.5.2’ye göre, bu özdeğerlerin hepsi sıfır

olmalıdır. İlk olarak, Ricci tensörü paralel veya paralel bir tensör alanı ile orantılı ise,

H tensörü (5.187) ile verilen ifadelerden herhangi biri olmak üzere,

S= αg+H (5.252)
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şeklinde yazılabilir. Çizelge 5.2’ye göre, muhtemel olan dolanım tipleri 1(d), 2(d) ve

2( f ) olarak bulunur. Daha önce incelendiği üzere, (5.223) denklemine göre, bu Segre

tipi için, 1(d) dolanım tipinin meydana gelmesi mümkün değildir. Ayrıca, (5.187)1

ifadesi ve 2( f ) dolanım tipi göz önüne alınırsa, söz konusu Segre tipinin meydana

gelmesi için, l ve L vektör alanları paralel olmalıdır. Bu durum ise, 2( f ) dolanım

tipi için gerçeklenmemektedir. Benzer şekilde, (5.187)2 ifadesi için 2(d) dolanım tipi

mümkün olamamaktadır. O halde, (5.187)1 denklemi için mümkün olan dolanım tipi,

yalnızca 2(d) iken, (5.187)2 denklemi için mümkün olan dolanım tipi, yalnızca 2( f )

olmalıdır.

Diğer taraftan, Ricci tensörü M manifoldu üzerinde öz reküran olsun. Bu

durumda, (5.187)1 ifadesi gerçekleniyorsa, Bölüm 5.5.2’de belirtildiği gibi, muhtemel

olan dolanım tipleri 1(a), 2(a), 2(b), 2(h) ve 3(a) şeklindedir. Bununla

birlikte, bu Segre tipi için, (5.202) denkleminden, 1(a) dolanım tipinin ve (5.223)

denklemini sağladığından, 2(a) dolanım tipinin meydana gelmesinin mümkün

olmadığı görülmektedir. Ayrıca, 2(b) dolanım tipi için, (5.227) denkleminden, Ricci

tensörünün {(22)} Segre tipinde olamayacağı elde edilir. Eğer 2(h) dolanım tipi söz

konusu ise, Ricci tensörü (5.232) formundadır. Bu takdirde, α 6= ±β olduğundan,

(5.232) ifadesinde b= 0 olması durumunda, istenilen Segre tipi elde edilebilmektedir.

Bununla birlikte, 3(a) dolanım tipi göz önüne alınırsa, Ricci tensörü (5.233) formunda

olacağından dolayı, bu ifadede a = c = 0 olmak üzere, {(22)} Segre tipi elde edilir.

O halde, (5.187)1 ifadesi için mümkün olan dolanım tipleri, yalnızca 2(h) ve 3(a)

şeklinde bulunur.

Eğer, (5.187)2 ifadesi gerçekleniyorsa, Bölüm 5.5.2’den muhtemel dolanım tipleri

2(a) ve 2(c) olarak bulunur. Bu takdirde, 2(a) dolanım tipi için, Ricci-düz manifold

elde edildiğinden, söz konusu Segre tipi için, bu dolanım tipinin meydana gelmesi

mümkün değildir. Bununla birlikte, 2(c) dolanım tipi için, (5.228) denkleminden,

{(22)} Segre tipinin elde edilemeyeceği görülmektedir. O halde, Ricci tensörü öz

reküran ve özdeğerlerinin hepsi sıfır olmak üzere, Segre tipi {(22)} ise, bu tensörün

(5.187)2 bağıntısını gerçeklemesi mümkün değildir.

Son olarak, Çizelge 5.2 ve Bölüm 5.5.2’den paralel veya paralel bir tensör alanı ile

orantılı olan veya öz reküran olan Ricci tensörü için, {4} Segre tipinin meydana
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gelmesinin mümkün olmadığı söylenebilir. Böylece, yukarıda elde edilen sonuçlar

aşağıdaki teorem ile özetlenmektedir.

Teorem 5.6.1 (M,g), (+,+,−,−) metrik işaretine sahip, 4−boyutlu Ricci-reküran

bir manifold olsun. Yani, bu manifoldun Ricci tensörü (5.193) koşulunu sağlasın. Bu

takdirde,

i. Eğer Ricci tensörü paralel ya da paralel bir tensör alanı ile orantılı ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {1(111)}⇒ 3(c),

• {(11)(11)}⇒ 1(b) ve 2(e) (uzaysal 2−boyutlu özuzaylar söz konusu ise),

• {(11)(11)}⇒ 1(a) ve 2(b) (zamansal 2−boyutlu özuzaylar söz konusu ise),

• {(1111)}⇒ 2(b), 2(c), 2(e), 2( f ), 3(a), 3(b), 4(a), 4(b), 4(c), 5, 6,

• {(zz)(z̄z̄)}⇒ 2(c),

• {(211)}⇒ 1(c) ve 2(g),

• {(22)}⇒ 2(d) [(5.187)1 durumunda] ve 2( f ) [(5.187)2 durumunda].

ii. Eğer Ricci tensörü öz reküran ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda

verilmektedir.

• {(211)}⇒ 2( j), 3(b) ve 4(c),

• {(22)} [(5.187)1 durumunda]⇒ 2(h) ve 3(a).
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5.7 Lorentz ve Pozitif Tanımlılık Durumu

Bu bölümde, 4−boyutlu düzgün ve bağlantılı M manifoldunun, (+,+,+,−) ve

(+,+,+,+) metrik işarete sahip olması yani, M manifoldunun, sırasıyla, Lorentz

metrik işarete ve pozitif tanımlı metrik işarete sahip olması durumu göz önüne

alınarak, Bölüm 5.5’de nötr metrik işareti için ele alınan problemler bu metrik

işaretlere göre incelenecektir. (M,g) manifoldu 4−boyutlu ve Lorentz metrik işarete

sahip olmak üzere, bu manifoldun Ricci tensörünün reküran olması problemi [56]

numaralı kaynakta incelenmiştir. Bu çalışmada, söz konusu kaynaktaki incelemenin

genelleştirilmişi olarak, ikinci mertebeden, simetrik ve reküran tensör alanları

incelenecektir ve bu inceleme sırasında dolanım teorisi kullanılacaktır.

Şimdi, Lorentz metriğine sahip, 4−boyutluM manifoldu için bazı temel kavramlardan

bahsedilecektir. Öncelikle, m ∈ M noktasında, aşağıda verilen standart bazlar göz

önüne alınırsa, x,y,z, t; m ∈ M noktasında, teğet uzayın pseudo-ortonormal bir bazı

olmak üzere,

x.x= y.y= z.z=−t.t = 1 (5.253)

koşulları gerçeklenmektedir.

Bununla birlikte,
√
2l = z+ t ve

√
2n = z− t olarak alınırsa, l ve n null vektörlerdir.

Bu durumda,

l.n= 1 (5.254)

bağıntısı mevcuttur. Bu takdirde, l,n,x,y bazına, m ∈ M noktasındaki null baz adı

verilir. Bu bazlara göre, g metriği için tamlık bağıntıları,

gab = xaxb+ yayb+ zazb− tatb (5.255)

ve

gab = lanb+nalb+ xaxb+ yayb (5.256)

şeklinde verilir.

Eğer, Lorentz metriği göz önüne alınırsa ve F basit bivektör ise, F’in blade’inin

uzaysal, zamansal veya null olabilmesi mümkündür. Eğer, F basit olmayan bivektör

ise, l,n,x,y null bazı için, α , β ∈ R olmak üzere,

Fab = α(lanb−nalb)+β (xayb− yaxb) (5.257)
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biçiminde yazılabilmektedir.

Bütün bunlara ek olarak, 4−boyutlu, Lorentz metriğe sahip manifoldlar için, Bölüm

5.3’te bahsedilen φ , Lie cebri, o(1,3) ortogonal cebrinin bir alt cebrini oluşturmaktadır

ve dolanım tipleri [28, 49] numaralı kaynaklarda bulunmaktadır. Burada, Schell [34]

tarafından verilen R1, R2, ...,R15 etiketlemesi kullanılacaktır. Böylece, söz konusu

dolanım tiplerinin boyutları ve sahip oldukları bazlar aşağıda yer alan Çizelge 5.3’te

verilmektedir. Burada, ω 6= 0 (ω ∈R) şeklindedir. Ayrıca, R1 dolanım tipi, manifoldun

düz olması durumuna karşılık gelmektedir ve bu nedenle, çizelgede yer almamaktadır.

Diğer taraftan, R5 dolanım tipinin bir uzay-zamanının dolanım grubu olarak meydana

gelmesi mümkün olamamaktadır, [28]. Dolayısıyla, bu çalışmada incelenmeyecektir.

Çizelge 5.3 : (+,+,+,−) metriğinin dolanım cebirleri.

Tip Boyut Baz Tip Boyut Baz
R2 1 l∧n R9 3 l∧n, l∧ x, l∧ y
R3 1 l∧ x R10 3 l∧n, l∧ x, n∧ x
R4 1 x∧ y R11 3 l∧ x, l∧ y, x∧ y
R5 1 l∧n+ω(x∧ y) R12 3 l∧ x, l∧ y, l∧n+ω(x∧ y)
R6 2 l∧n, l∧ x R13 3 x∧ y, y∧ z, x∧ z
R7 2 l∧n, x∧ y R14 4 l∧n, l∧ x, l∧ y, x∧ y
R8 2 l∧ x, l∧ y R15 6 o(1,3)

T , Lorentz metriğine sahip, 4−boyutlu M manifoldu üzerinde sıfırdan farklı, ikinci

mertebeden ve simetrik bir tensör alanı olsun. Bu durumda, Bölüm 5.4’te açıklandığı

üzere, T tensörü için muhtemel olan Segre tipleri {1,111}, {211}, {31}, {zz̄11}
ve bu tiplerin dejenere özdeğerler olma ihtimallerinden oluşmaktadır. Daha önce

belirtildiği gibi, {1,111} Segre tipindeki virgül işareti, zamansal özvektöre karşılık

gelen özdeğeri, uzaysal özvektörlere karşılık gelen özdeğerlerden ayırt etmek için

kullanılacaktır. Buna göre, bu tensörün Jordan-Segre sınıflandırması aşağıdaki şekilde

verilmektedir, [28].

ρ1(lanb+nalb)+ρ2(lalb+nanb)+ρ3xaxb+ρ4yayb. (5.258)

(ρ2−ρ1)tatb+(ρ1+ρ2)zazb+ρ3xaxb+ρ4yayb. (5.259)

ρ1(lanb+nalb)+λ lalb+ρ2xaxb+ρ3yayb. (5.260)

ρ1(lanb+nalb)+(laxb+ xalb)+ρ1xaxb+ρ2yayb. (5.261)
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ρ1(lanb+nalb)+ρ2(lalb−nanb)+ρ3xaxb+ρ4yayb. (5.262)

Burada, ρi ∈ R (i = 1,2,3,4) ve λ ∈ R (λ 6= 0) olmak üzere, (5.262) kanonik

formu için, ρ2 6= 0 olmaktadır. Bu takdirde, (5.258) ifadesi için, T tensörünün

özvektörleri (ve bu özvektörlere karşılık gelen özdeğerleri), t = 2−1/2(l−n) (ρ1−ρ2),

z= 2−1/2(l+n) (ρ1+ρ2), x (ρ3) ve y (ρ4) şeklindedir. O halde, (5.253) denkleminden,

t zamansal, x,y ve z uzaysal özvektörlerdir ve dejenere özdeğerlerin mevcut olma

ihtimali ile birlikte, Segre tipi {1,111} olmalıdır. Başka bir deyişle, T tensörü R

üzerinde diyagonalleştirilebilir. Bu durumda, alternatif olarak, (5.259) ifadesi de

yazılabilmektedir.

Öte yandan, (5.260) ifadesi için, T tensörünün özvektörleri (ve bu özvektörlere karşılık

gelen özdeğerleri), l (ρ1), x (ρ2) ve y (ρ3) olarak bulunur. Bu takdirde, dejenere

özdeğerlerin mevcut olma ihtimali ile birlikte, {211} Segre tipi elde edilir. Ayrıca,

λ =±1 olacak şekilde null baz seçilmesi de mümkündür.

Diğer taraftan, (5.261) ifadesi için, T tensörünün özvektörleri (ve bu özvektörlere

karşılık gelen özdeğerleri), l (ρ1) ve y (ρ2) şeklindedir. Böylece, {31} Segre tipi veya

bu tip için özdeğerlerin dejenere olma hali elde edilir.

Son olarak, (5.262) ifadesi için, T tensörünün özvektörleri (ve bu özvektörlere karşılık

gelen özdeğerleri), l ± in (ρ1 ± iρ2), x (ρ3) ve y (ρ4) olarak bulunur. O halde, T

tensörünün Segre tipi, reel özdeğerlerin dejenere olma ihtimali mevcut olmak üzere,

{zz̄11} şeklinde elde edilir.

Yukarıda ifade edilenlere ek olarak, Lorentz metriği söz konusu ise, Bölüm 5.5.1’de

nötr metrik işaretin dolanım tipleri için incelendiği gibi, Çizelge 5.3’ten her dolanım

tipi için reküran ve paralel olan vektör alanları belirlenebilmektedir. Bununla birlikte,

bu dolanım tipleri için, ∇T = 0 denklemini sağlayan, ikinci mertebeden ve simetrik T

tensörleri her F ∈ φ için,

TacF
c
b+TbcF

c
a = 0 (5.263)

denkleminden elde edilir.

Bu durumda, Lorentz metriğinin dolanım cebirleri ele alındığı takdirde, her bir

dolanım tipine göre mümkün olan paralel vektör alanları, reküran vektör alanları

ve ∇T = 0 koşulunu sağlayan T tensörleri Çizelge 5.4’ün, sırasıyla, ikinci, üçüncü
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ve dördüncü sütunlarında listelenmektedir, [28]. Dördüncü sütunda, φ ,α,β ,γ ∈ R

şeklindedir.

Çizelge 5.4 : (+,+,+,−) metriğinin dolanım cebirlerine göre, ikinci mertebeden
simetrik T tensörü için ∇T = 0 probleminin Segre tipi çözümleri.

Paralel Reküran
Tip vektör vektör ∇T = 0 koşulunu sağlayan Segre tipi

alanları alanları T tensörü
R2 < x,y> l, n φgab+αxaxb+βyayb

+γ(xayb+ yaxb)
{(1,1)11}, {(1,1)(11)}, {(1,11)1},
{(1111)}

R3 < l,x> — φgab+αxaxb+β lalb
+γ(laxb+ xalb)

{(1,11)1}, {(1111)}, {(21)1},
{(211)}, {(31)}

R4 < l,n> — φgab+αlalb+βnanb
+γ(lanb+nalb)

{1,1(11)}, {1,(111)}, {(1,1)(11)},
{(1,11)1}, {(1111)} , {2(11)},
{(211)}, {zz̄(11)}

R6 < y> l φgab+αyayb {(1,11)1}, {(1111)}
R7 — l, n φgab+α(lanb+nalb) {(1,1)(11)}, {(1111)}
R8 < l > — φgab+αlalb {(211)}, {(1111)}
R9 — l φgab {(1111)}
R10 < y> — φgab+αyayb {(1,11)1}, {(1111)}
R11 < l > — φgab+αlalb {(211)}, {(1111)}
R12 — l φgab {(1111)}
R13 < t > — φgab+αtatb {1,(111)}, {(1111)}
R14 — l φgab {(1111)}
R15 — — φgab {(1111)}

Öte yandan, Bölüm 5.5.1’de uygulanan adımlar yardımıyla, ∇T = 0 koşulunu

sağlayan, ikinci mertebeden ve simetrik T tensörünün muhtemel Segre tipleri, Çizelge

5.4’ün beşinci sütununda ifade edilmektedir. Örneğin, R2 dolanım tipi için, ∇T = 0

koşulunu sağlayan T tensörü,

Tab = φgab+αxaxb+βyayb+ γ(xayb+ yaxb) (5.264)

formundadır. Buradan, (5.264) ifadesinden,

Tabl
b = φ la, Tabn

b = φna

Tabx
b = (φ +α)xa+ γya, Taby

b = (φ +β )ya+ γxa (5.265)

olarak bulunur. Bu takdirde, γ = 0 ve α 6= β (α 6= 0,β 6= 0) ise, (5.265) koşullarından,

T tensörünün Segre tipi {(1,1)11} olmalıdır. Diğer taraftan, γ = 0 ve α = β 6= 0

durumu göz önüne alınırsa, {(1,1)(11)} ve α = γ = 0 ve β 6= 0 durumunda ise,

{(1,11)1} Segre tipi elde edilmektedir. Bununla birlikte, α = β = γ = 0 (ve φ 6= 0)
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ise, T tensörünün Segre tipi {(1111)} olarak bulunur. Böylece, R2 dolanım tipi için,

∇T = 0 koşulunu sağlayan T tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri elde edilmiş

olur. Benzer adımlar diğer dolanım tipleri için de uygulanırsa, Çizelge 5.4’ün beşinci

sütunu elde edilmektedir.

Şayet, T tensörü öz reküran ise, bu tensörün bütün özdeğerleri sıfır olmak koşuluyla,

muhtemel Segre tipleri {(211)} ve {(31)} olmalıdır. İlk olarak, T tensörünün bütün

özdeğerleri sıfır ve l,n,x,y null baz olmak üzere, Segre tipi {(211)} ise, Bölüm

5.5.2’den, (5.185) denklemi mevcuttur ve l, reküran vektör alanı olmalıdır. Bu

takdirde, Çizelge 5.4’ün üçüncü sütununa göre, muhtemel dolanım tipleri R2, R6, R7,

R9, R12 ve R14 olarak elde edilir.

Öte yandan, T tensörünün bütün özdeğerleri sıfır olmak üzere, Segre tipi {(31)} ise,

l,n,x,y null bazı altında, (5.181) denklemi mevcuttur. Buna göre, T tensörünün öz

reküran olma koşulu göz önünde bulundurulursa, l reküran vektör alanı ve y paralel

vektör alanı olarak elde edilir. O halde, Çizelge 5.4’ün ikinci ve üçüncü sütunlarına

göre, muhtemel dolanım tipleri R2 ve R6 şeklinde bulunur. Bu sonuçlar, aşağıdaki

teorem ile verilmektedir.

Teorem 5.7.1 (M,g), 4−boyutlu, (+,+,+,−) metrik işaretli bir manifold, T , M

manifoldu üzerinde sıfırdan farklı, ikinci mertebeden, simetrik ve reküran bir tensör

alanı olsun. T tensörünün g metriğinin sabit bir katı olmadığı kabul edilsin. Bu

takdirde,

i. Eğer ∇T = 0 ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {1,(111)} ⇒ R4 veya R13,

• {(1,11)1} ⇒ R2, R3, R4, R6 veya R10,

• {(1,1)(11)} ⇒ R2, R4 veya R7,

• {(1,1)11} ⇒ R2,

• {1,1(11)} ⇒ R4,

• {2(11)} ⇒ R4,

• {(21)1} ⇒ R3,
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• {(211)} ⇒ R3, R4, R8 veya R11,

• {(31)} ⇒ R3,

• {zz̄(11)} ⇒ R4.

ii. Eğer T tensörü öz reküran ise, bu tensörün bütün özdeğerleri sıfır olmak üzere,

muhtemel Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {(211)} ⇒ R2, R6, R7, R9, R12 veya R14,

• {(31)} ⇒ R2 veya R6.

Bölüm 5.6’daki uygulamaya benzer şekilde, 4−boyutlu, (+,+,+,−) metrik işaretli

M manifoldunun Ricci tensörünün reküran olduğu kabul edilirse, bu bölümdeki

teknikler kullanılırsa ve Çizelge 5.4 göz önünde bulundurulursa, {1,111}, {1,1(11)},
{(1,1)11}, {211}, {(21)1}, {2(11)}, {31}, {zz̄11} ve {zz̄(11)} Segre tiplerinin

meydana gelmesinin mümkün olmayacağı söylenebilir.

Öncelikle, Ricci tensörünün Segre tipinin {1,(111)} olduğu kabul edildiği takdirde,

Ricci tensörü paraleldir veya paralel bir tensör alanı ile orantılıdır. O halde, Teorem

5.7.1’e göre muhtemel dolanım tipleri, R4 veya R13 olarak elde edilir. Buna göre, x∧y
cebri ile birlikte R4 dolanım tipi göz önüne alındığı takdirde, Riemann eğrilik tensörü

(5.204) biçimindedir ve buradan, Ricci tensörü (5.205) denklemi ile verilir. O halde,

l,n,x,y null bazı için,

Sabx
b = axa, Saby

b = aya, Sabl
b = Sabn

b = 0 (5.266)

koşulları bulunur. Bu takdirde, Ricci tensörünün Segre tipi {(1,1)(11)} olarak bulunur

ve yanlış Segre tipi elde edilir. Bununla birlikte, F = x∧y,G= y∧z veH = x∧z olmak

üzere, R13 dolanım tipi ele alınırsa ve (5.209) denkleminde gac üzerinden daraltma

yapılırsa, Ricci tensörünün söz konusu Segre tipinde olabilmesi mümkündür.

Öte yandan, Ricci tensörünün Segre tipinin {(1,11)1} olması durumunda, Teorem

5.7.1’den, muhtemel dolanım tipleri, R2, R3, R4, R6 ve R10 olarak edilir. Bu durumda,

R2 dolanım tipi için, l∧n cebri kullanılarak, Ricci tensörü,

Sab =−a(lanb+nalb) (5.267)
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şeklinde bulunur. O halde, (5.267) denkleminden, Ricci tensörünün Segre tipi

{(1,1)(11)} şeklinde elde edilir. Dolayısıyla, bu dolanım tipi için, {(1,11)1} Segre

tipinin meydana gelmesi mümkün değildir.

Buna ek olarak, R3 dolanım tipi için, l∧ y cebri kullanıldığı takdirde,

Sab = alalb (5.268)

olarak bulunur. Böylece, (5.268) denkleminden, Ricci tensörünün Segre tipi {(211)}
olmalıdır. Benzer şekilde, R4 ve R6 dolanım tipleri için de, Ricci tensörünün Segre

tipinin {(1,11)1} olması mümkün değildir. Bununla birlikte, R10 dolanım tipi için,

F = l ∧ n, G = l ∧ x ve H = n∧ x alınarak, (5.209) denklemi gac ile çarpılırsa, Ricci

tensörünün Segre tipinin {(1,11)1} olabileceği görülür.

Şayet, Ricci tensörünün Segre tipi {(1,1)(11)} ise, Teorem 5.7.1’e göre, muhtemel

dolanım tipleri R2, R4 ve R7 olmalıdır. Bu takdirde, R2 ve R4 dolanım tipleri için,

istenilen Segre tipi kolayca elde edilir. Ayrıca, F = l∧n ve G= x∧ y olmak üzere, R7

dolanım tipi için,

Sab =−a(lanb+nalb)+b(xaxb+ yayb) (5.269)

şeklinde bulunur. Buradan,

Sabx
b = bxa, Saby

b = bya, Sabl
b =−ala, Sabn

b =−ana (5.270)

koşulları elde edilir. Bu durumda, a 6=−b olmak üzere, (5.270) bağıntıları yardımıyla,

Ricci tensörünün Segre tipinin {(1,1)(11)} olabileceği görülür. Sonuç olarak, R2, R4

ve R7 dolanım tipleri için, Ricci tensörü söz konusu Segre tipinde olabilir.

Diğer taraftan, Ricci tensörünün Segre tipi {(211)} ise, Teorem 5.7.1’e göre muhtemel

dolanım tipleri R3, R4, R8 ve R11 şeklindedir. İlk olarak, R3 dolanım tipi için Ricci

tensörü (5.268) formunda olduğundan, Ricci tensörünün Segre tipi {(211)} şeklinde

elde edilir. Aynı durum R8 dolanım tipi için de sağlanmaktadır. Fakat, R4 dolanım tipi

için, Ricci tensörü (5.205) formunda olduğundan dolayı, Segre tipi {(1,1)(11)} olarak
elde edilir. Ayrıca, R11 dolanım tipi için, F = l∧x, G= l∧y ve H = x∧y olmak üzere,

Sab = (a+b)lalb+ c(xaxb+ yayb)− e(layb+ yalb)+ f (laxb+ xalb) (5.271)

bulunur. O halde, Ricci tensörünün Segre tipinin {(211)} olması için, (5.271)

denkleminde, c = e = f = 0 koşulları sağlanmalıdır. Bu takdirde, (5.209)
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denkleminden, f eğrilik dönüşümünün değer uzayının yalnızca F ve G bivektörleri

tarafından gerildiği sonucuna ulaşılır ve Ambrose-Singer Teoremi’nden çelişki elde

edilir. Böylece, {(211)} Segre tipi için mümkün olan dolanım tipleri, R3 ve R8 şeklinde

elde edilir.

Bunlara ek olarak, Ricci tensörünün Segre tipinin {(31)} olması durumunda, Teorem

5.7.1’den, muhtemel dolanım tipi yalnızca R3 olmalıdır. Ancak, (5.268) denklemine

göre, söz konusu Segre tipinin meydana gelmesi mümkün değildir.

Öte yandan, Ricci tensörü öz reküran ise, özdeğerlerin hepsi sıfır olmak koşuluyla,

muhtemel Segre tipleri {(211)} ve {(31)} şeklindedir. Öncelikle, {(211)} Segre tipi

için, Teorem 5.7.1 kullanılarak, olası dolanım tipleri, R2, R6, R7, R9, R12 ve R14

şeklinde elde edilir. Yukarıdaki adımlara benzer şekilde, R2 ve R7 dolanım tipleri

için, Ricci tensörü farklı Segre tipinde olduğundan, bu dolanım tiplerinin meydana

gelmesi mümkün değildir. Bununla birlikte, R6, R9, R12 ve R14 dolanım tiplerinin

ilgili bivektörleri için, Ricci tensörü hesaplandığı takdirde, R6, R9 ve R12 tipleri için

Ambrose-Singer Teoremi’nden çelişki elde edilmektedir. Böylece, muhtemel dolanım

tipi yalnızca R14 olarak elde edilir.

İkinci olarak, Bölüm 5.6’da kanıtlandığı üzere, Ricci tensörünün öz reküran ve Segre

tipinin {(31)} olması durumunda, (5.250) ve (5.251) denklemlerinden, S= 0 çelişkisi

elde edilir. O halde, söz konusu Segre tipinin meydana gelmesi mümkün değildir.

Böylece, yukarıda elde edilen sonuçlar, aşağıdaki teorem ile verilmektedir.

Teorem 5.7.2 (M,g), 4−boyutlu (+,+,+,−) metrik işaretli ve Ricci-reküran bir

manifold olsun.

i. Eğer Ricci tensörü paralel veya paralel bir tensör alanı ile orantılı ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {1,(111)} ⇒ R13,

• {(1,11)1} ⇒ R10,

• {(1,1)(11)} ⇒ R2, R4 veya R7,

• {(211)} ⇒ R3 veya R8.
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ii. Eğer Ricci tensörü öz reküran ise, bu tensörün bütün özdeğerleri sıfır olmak üzere,

muhtemel Segre tipi yalnızca {(211)} ve dolanım tipi R14 şeklindedir.

Not 5.7.1 ( [28], [33]) (M,g) manifoldunun Ricci tensörü sıfırsa, bu durum genel

görelilik teorisindeki vakum duruma karşılık gelmektedir. Böylece, M manifoldunun

mümkün olan dolanım tipleri, R8, R14 veya R15 şeklindedir. Ayrıca, (M,g) Einstein

manifoldu ise, mümkün olan dolanım tipleri, R7, R14 veya R15 olarak elde edilir.

Yukarıda incelenen durumlara ek olarak, pozitif tanımlı metriğe sahip, 4−boyutlu

manifoldlar üzerinde ikinci mertebeden, simetrik ve reküran tensör alanları

incelenecektir. İlk olarak, x,y,z,w; m ∈ M noktasında teğet uzayın ortonormal bazı

olmak üzere, g metriği için tamlık bağıntısı,

gab = xaxb+ yayb+ zazb+wawb (5.272)

şeklinde verilir.

Bununla birlikte, (+,+,+,+)metrik işaretli manifoldlar için, basit bivektörlerin tümü

uzaysaldır. Ayrıca, basit olmayan bir F bivektörü, α,β ∈ R ve α 6= 0,β 6= 0 olmak

üzere,

F = α(x∧ y)+β (z∧w) (5.273)

biçiminde yazılır.

Öte yandan, pozitif tanımlı metrik işarete sahip, 4−boyutlu manifoldlar için, φ ,

Lie cebri, o(4) ortogonal cebrinin bir alt cebrini oluşturmaktadır ve dolanım tipleri

[32] numaralı kaynakta mevcuttur. Burada, S1, S2, S3,
+
S3,

+
S4 ve S6 listelemesi

kullanılacaktır. Söz konusu dolanım tiplerinin boyutları ve sahip oldukları bazlar

aşağıda yer alan Çizelge 5.5’te verilmektedir. Burada,
+
S, o(3) Lie cebrini

göstermektedir ve G ∈
−
Sm (G 6= 0) şeklindedir.

Diğer taraftan, M manifoldu üzerinde sıfırdan farklı, ikinci mertebeden ve simetrik

olan bir T tensörü göz önüne alındığı takdirde, M manifoldu pozitif tanımlı metrik

işarete sahip olduğundan dolayı, T tensörü R üzerinde diyagonalleştirilebilir. O halde,

söz konusu metrik işaret için, T tensörünün öz reküran olması mümkün değildir.

Böylece, Bölüm 5.5’te uygulanan teknikler yardımıyla, ∇T = 0 koşulunu sağlayan

ikinci mertebeden ve simetrik T tensörleri tespit edilebilmektedir. Bu tensörler
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ve muhtemel Segre tipleri, Çizelge 5.5’in dördüncü ve beşinci sütunlarında ifade

edilmektedir. Ayrıca, Çizelge 5.5’in üçüncü sütununa göre, S1 dolanım tipi için, z ile

w vektör alanlarının ve S3 dolanım tipi için, w vektör alanının paralel vektör alanları

olduğu görülebilir.

Çizelge 5.5 : (+,+,+,+) metriğinin dolanım cebirleri ve ikinci mertebeden simetrik
T tensörü için ∇T = 0 probleminin Segre tipi çözümleri.

Tip Boyut Baz ∇T = 0 koşulunu Segre tipi
sağlayan T tensörü

S1 1 x∧ y φgab+αzazb+βwawb

+γ(zawb+wazb)
{11(11)}, {(11)(11)},
{1(111)}, {(1111)}

S2 2 x∧ y, z∧w φgab+α(xaxb+ yayb) {(11)(11)}, {(1111)}
S3 3 x∧ y, x∧ z, y∧ z φgab+αwawb {1(111)}, {(1111)}
+
S3 3

+
S φgab {(1111)}

+
S4 4

+
S, G φgab {(1111)}

S6 6 o(4) φgab {(1111)}

Yukarıdaki durumlara ek olarak, Ricci tensörünün paralel veya paralel bir tensör

alanı ile orantılı olması durumunda, problem nötr ve Lorentz metrikler için incelenen

durumlara benzer şekilde çözülebilmektedir. Öncelikle, {1111} ve {11(11)} Segre

tiplerinin meydana gelmesi mümkün değildir. Şayet, Ricci tensörünün Segre tipi

{1(111)} ise, Çizelge 5.5’e göre, muhtemel dolanım tipleri S1 ve S3 olmalıdır. Ancak,

x∧ y bivektörü ile birlikte, S1 dolanım tipi için,

Sab = a(xaxb+ yayb) (5.274)

bulunur. Dolayısıyla, (5.274) ifadesinden, Ricci tensörünün Segre tipi {(11)(11)}
olarak bulunur. O halde, yanlış Segre tipi elde edilir. Öte yandan, F = x∧y, G= y∧ z
ve H = x∧ z olmak üzere, S3 dolanım tipi için, Ricci tensörü,

Sab = (a+ c)xaxb+(a+b)yayb+(b+ c)zazb−d(xazb+ zaxb)

+ e(yazb+ zayb)+ f (xayb+ yaxb) (5.275)

formundadır. Bu takdirde, (5.275) denkleminde, d = e = f = 0 ve a = b = c olması

durumunda, Ricci tensörünün {1(111)} Segre tipinde olması mümkündür.

Bununla birlikte, Ricci tensörünün Segre tipi {(11)(11)} ise, Çizelge 5.5’e göre,

muhtemel dolanım tipleri S1 ve S2 olmalıdır. Bu durumda, (5.274) denkleminden S1
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dolanım tipi için istenilen Segre tipi elde edilir. Ayrıca, S2 dolanım tipinin, F = x∧ y
ve G= z∧w bivektörleri kullanılırsa, Ricci tensörü,

Sab = a(xaxb+ yayb)+b(zazb+wawb) (5.276)

şeklinde bulunur. O halde, (5.276) denkleminden, Ricci tensörünün Segre tipi

{(11)(11)} olarak elde edilir. Böylece, aşağıdaki teorem kanıtlanmış olur.

Teorem 5.7.3 (M,g), 4−boyutlu (+,+,+,+) metrik işaretli bir manifold olmak

üzere, T , M manifoldu üzerinde sıfırdan farklı, ikinci mertebeden, simetrik ve reküran

bir tensör alanı olsun. T tensörünün g metriğinin sabit bir katı olmadığı kabul edilsin.

Bu takdirde,

i. Eğer ∇T = 0 ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {1(111)} ⇒ S1 veya S3,

• {(11)(11)} ⇒ S1 veya S2,

• {11(11)} ⇒ S1.

ii. Eğer Ricci tensörü paralel ya da paralel bir tensör alanı ile orantılı ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanım tipleri aşağıda verilmektedir.

• {1(111)} ⇒ S3,

• {(11)(11)} ⇒ S1 veya S2 şeklindedir.

Not 5.7.2 Eğer (M,g) manifoldu bir Einstein manifoldu ise, söz konusu metrik işaret

için muhtemel dolanım tipleri, S2,
+
S3,

+
S4 ve S6 olabilmektedir.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada, bazı özel manifoldlar üzerinde, değişik vektör alanları ile ilgili

çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. Diferansiyel geometride temel bir yere sahip olan

manifold kavramından yola çıkarak tanımlanan özel manifoldların araştırılması ve

bazı kısıtlamalar altında, bu manifoldların çeşitli özelliklerinin elde edilmesinin

amaçlanması, çalışmanın ilk adımını oluşturmuştur. Buradan hareketle, söz konusu

manifoldun Ricci tensörünün sağlaması gereken özel koşullara göre tanımlanan

manifoldlar, tez çalışmasında incelenen başlıca manifoldlar arasında yer almıştır.

Öncelikle, genelleştirilmiş Einstein manifoldları arasında yer alan yarı-Einstein mani-

foldları ve yarı-Einstein manifoldlarının genelleştirilmişi olan neredeyse yarı-Einstein

ve genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldlarının pek çok geometrik özelliği analiz

edilmiştir. Bu manifoldlar üzerinde tors oluşturan vektör alanları, reküran vektör

alanları, konsörkılır vektör alanları, paralel vektör alanları ve ϕ(Ric) vektör alanları

olarak adlandırılan çeşitli özel vektör alanları incelenmiştir. Söz konusu manifoldların

üreteç vektör alanlarının ne tür özel vektör alanları olabileceği hakkında birçok teorem

kanıtlanmıştır. Ayrıca, özel yarı-Einstein manifoldlarının uzay-zaman modelleri

üzerine de sonuçlar elde edilmiştir.

Bununla birlikte, üzerinde özel vektör alanları tanımlanan yarı-Einstein ve neredeyse

yarı-Einstein manifoldlarının konformal dönüşümleri incelenmiş ve bu durumda, göz

önüne alınan manifoldu tanımlayan büyüklüklerin değişim özellikleri araştırılmıştır.

Ayrıca, genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldların Ricci tensörünün bazı şartlar

altında ve üreteç vektör alanlarının özel vektör alanları olması durumunda, bu

manifoldların geometrik özelliklerinin değişimi ile ilgili pek çok teorem ispatlanmıştır.

Böylece, genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldlarının üreteç vektör alanlarının ne

çeşit özel vektör alanları olabileceği de analiz edilmiştir.

Daha sonra, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik

genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldları üzerinde bazı özel vektör alanları göz önüne
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alınmış ve bu manifoldlarla ilgili birçok sonuç elde edilmiştir. Genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldları için elde edilen sonuçlar kullanılarak, pseudo Ricci simetrik

ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik genelleştirilmiş yarı-Einstein manifoldlarının

üreteç vektör alanları arasında bağıntılar bulunmuştur. Böylece, genelleştirilmiş

yarı-Einstein manifoldu ile pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci

simetrik manifoldların söz konusu büyüklükleri ilişkilendirilmiştir.

Son olarak, farklı metrik işaretlere sahip 4−boyutlu herhangi bir düzgün manifold

göz önüne alınmış ve bu manifoldlar üzerinde tanımlı ikinci mertebeden simetrik

olan tensör alanlarının, paralel tensör alanı ve reküran tensör alanı olması durumları

irdelenmiştir. Bu doğrultuda, (+,+,−,−), (+,+,+,−) ve (+,+,+,+)metrik işaretli

manifoldlar için, söz konusu tensörün Segre tipleri ve dolanım tiplerine göre tam

çözümleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu problemde, paralel vektör alanları ve reküran

vektör alanları da ilgili dolanım tipine göre belirlenmiştir. Bu problemler, daha sonra,

ikinci mertebeden simetrik bir tensör olan Ricci tensörüne uygulanarak, (+,+,−,−),
(+,+,+,−) ve (+,+,+,+) metrik işaretli, 4−boyutlu manifoldlar üzerinde Ricci

tensörünün mümkün olan bütün Segre tipleri ve dolanım tipleri analiz edilmiştir. Tüm

bu sonuçlar ilgili teoremlerle ifade edilmiştir.

Bu tez çalışmasında, çeşitli manifoldlar göz önüne alınarak, bu manifoldların özel-

liklerinin ve aynı zamanda üzerinde tanımlanabilen özel vektör alanlarının incelenmiş

olmasından dolayı, bu çalışmanın diferansiyel geometri alanında çalışmakta olan ve

bu konularla ilgilenen araştırmacılar için iyi bir kaynak oluşturacağı düşünülmektedir.

Bu özel manifoldlar üzerinde, çalışmada incelenen vektör alanları dışındaki vektör

alanlarının varlığı araştırılabilir. Ayrıca, literatürde yer alan farklı özel manifoldlar

üzerindeki vektör alanlarının incelenebileceği ve bu manifoldların genel görelilik

teorisindeki uygulamaları ile ilgili farklı çalışmaların da yapılmasıyla, konunun daha

genişletilebileceği düşünülmektedir.
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certain quasi-Einstein semisymmetric hypersurfaces, Annales Univ. Sci.

Budapest., 41, 151–164.
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[12] Shaikh, A.A. ve Jana, S.K. (2008). On pseudo generalized quasi-Einstein
manifolds, Tamkang J. Math., 1, 9–24.

[13] Chaki, M.C. (1987). On pseudo symmetric manifolds, Analele Şt Ale. Univ. Al. I.
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