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BAZI OZEL MANIFOLDLAR UZERINDE VEKTOR ALANLARI

OZET

Bu calismanin amaci, geometrik ve fiziksel acidan 6nem tagiyan bazi manifoldlar
izerinde tanimlanabilen vektor alanlarini incelemek ve 6zelliklerini aragtirmaktir.

Calismanin birinci boliimiinde, ¢alismada g6z oniine alinacak olan bazi manifoldlar
ve 6zel vektor alanlarindan bahsedilmistir. Bu amagla, ilk olarak, 6zel manifoldlar ile
ilgili literatiir taramas1 verilmistir. Ayrica, bu manifoldlarin ve vektor alanlarinin, basta
geometri ve fizik olmak iizere, diger bircok bilim ve miihendislik dalindaki uygulama
alanlar1 vurgulanmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, ¢alismada kullanilacak olan bazi temel kavramlardan
bahsedilmistir. Daha sonra, ele alinan manifoldlar iizerinde incelenecek olan 6zel
vektor alanlarinin tanimlarina yer verilmistir.

Calismanin iigiinci boliimiinde, genellestirilmis Einstein manifoldlarinin cesitleri
incelenmistir. 11k olarak, fiziksel acidan 6nem tasiyan yari-Einstein manifoldlari
iizerindeki ©zel vektor alanlarimi inceleme problemi ele alinmistir.  Bununla
birlikte, 4—boyutlu yari-Einstein manifoldu 6rnegi verilmistir. Ayrica, yari-Einstein
manifoldlarinin konformal doniistimleri arastirilmistir. Bu konformal doniisiim altinda,
¢(Ric) ve konsorkilir vektor alanlarinin birtakim 6zellikleri elde edilmis ve konformal
doniislimiin ayn1 zamanda konharmonik olmasi halinde yari-Einstein manifoldunun
iligkili biiytikliikleri arasindaki bagintilar bulunmustur. Daha sonra, bu béliimde,
neredeyse yari-Einstein manifoldlart g6z Oniine alinmistir. Neredeyse yari-Einstein
manifoldlarinin cesitli geometrik 6zellikleri incelenmistir. Bu manifoldun {iiretec-
lerinin 6zel vektor alanlart olabilme sartlar: aragtirilmis ve bu manifoldlarla ilgili ¢esitli
teoremler ispatlanmistir. Bunlara ek olarak, 6zel vektor alanlari iceren neredeyse
yar1-Einstein manifoldlarinin konformal doniigiimleri goz 6niine alinmistir. Konformal
ve konharmonik doniisiim altinda, konsorkilir ve ¢(Ric) vektor alanlari tizerine cesitli
sonuglar elde edilmistir. Ayrica, bu manifoldun 4—boyutlu uzaylardaki ornekleri
verilmis ve neredeyse yari-Einstein uzay-zamani incelenmistir.

Bu boliimde son olarak, genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar: tizerindeki 6zel
vektor alanlarini inceleme problemi ele alinmisti. Bu manifoldlar iizerinde tors
olugturan vektor alanlart ve ¢(Ric) vektor alanlari incelenmisti. ~ Manifoldun
iireteg vektor alanlarinin, s6z konusu 0zel vektor alanlart olup olmamasi durumu
arastirllmistir. Bununla birlikte, Ricci tensorii icin goz 6niine alinan bazi 6zel kosullar
altinda, manifold lizerinde tanimlanan 6zel vektor alanlarinin 6zellikleri incelenmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo
Ricci simetrik manifoldlar géz Oniine alinmistir. Pseudo Ricci simetrik ve hemen
hemen pseudo Ricci simetrik genellestirilmis yari-Einstein manifoldlarin 6zellikleri
arastirllmistir. Pseudo Ricci simetrik manifoldlara ait bazi1 sonuglardan faydalanilarak,

XV



genellestirilmis yari-Einstein manifoldunun iligkili skalerlerinin saglamasi gereken
bazi sartlar elde edilmistir. Daha sonra, genellestirilmis yari-Einstein manifoldunun
aynt zamanda pseudo Ricci simetrik olmast durumunda, iirete¢ vektor alanlari
incelenmis ve bu vektor alanlar ile ilgili olarak cesitli teoremler ispatlanmustir.

Calismanin besinci ve son boliimiinde ise, (+,+,—,—), (+,+,+,—) ve (+,+,+,+)
metrik isaretlerine sahip 4—boyutlu manifoldlar g6z oniine alinmistir. Bu manifoldlar
tizerinde ikinci mertebeden simetrik ve rekiiran olan tensor alanlari incelenmistir.
Genel yaklasim, ikinci mertebeden simetrik tensorlerin sz konusu metrik igsarete
gore smiflandirilmasina dayanmaktadir. Bu problemde ilk olarak, ikinci mertebeden
simetrik ve paralel olan tensor alanlar1 aragtirilmistir. Bu tensor alanlari, ilk olarak,
4—boyutlu, notr isaretli manifoldlar olarak isimlendirilecek olan, (4,4, —, —) metrik
isaretli manifoldlar i¢cin Segre tiplerine gore belirlenmistir. Daha sonra, ayni metrik
isarete gore, ikinci mertebeden simetrik rekiiran Ozelligine sahip tensor alanlari
arastirllmistir. Bu incelemeler, metrigin dolanim grubu goz oniine alinarak yapilmustir.
Daha sonra, ikinci mertebeden simetrik tensor alanlari icin, ilk problemde elde
edilen sonuglar 6zel olarak Ricci tensoriine uygulanmistir. Ricci tensoriiniin paralel
olmasi ve rekiiran olmasi problemi ele alinmigtir. Metrik isareti (+,+,—,—) olan
4—boyutlu manifoldlar i¢in Ricci tensoriiniin miimkiin olabilecegi biitiin Segre tipleri
ve dolanim tipleri elde edilmistir. Ayrica, bu uygulama sayesinde, bu manifoldun
Einstein manifoldu olmast durumu da incelenmistir. Son olarak, (4,4, —, —) metrigi
icin ele alian problemler, sirasiyla, Lorentz ve pozitif taniml metrik isaret olarak
nitelendirilen, (4,4,4,—) ve (+,+,+,+) isaretli metrige sahip manifoldlarda da
arastirilmistir. Benzer sekilde, dolanim teorisi gbz Oniine alinarak elde edilen sonuglar
Ricci tensoriine uygulanmustir.
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VECTOR FIELDS ON SOME SPECIAL MANIFOLDS

SUMMARY

The purpose of this thesis is to examine the vector fields which can be defined on some
geometrically and physically important manifolds and investigate their properties. By
considering some vector fields on these special manifolds, various theorems related to
these vector fields are proved and some geometrical properties of these manifolds are
obtained.

In the first chapter, it is mentioned about some manifolds and special vector fields
which are taken into consideration in the study. For this purpose, first of all, a review
of literature related to these special manifolds is given. Furthermore, the application
areas of these special manifolds and vector fields to many other branches of science
and engineering disciplines, mainly differential geometry and physics is highlighted.

In the second chapter, it is introduced some fundamental concepts which are used in
the study. Then, the definitions of some special vector fields such as torse-forming
vector fields, concircular vector fields, recurrent vector fields, parallel vector fields,
¢(Ric)-vector fields, which will be examined on discussed manifolds, are given. In
addition, some known results about these notions which will be considered later are
given.

In the third chapter, the types of the generalizations of Einstein manifolds are
examined. In this examination, three kinds of these manifolds which are called the
quasi-Einstein manifolds, the nearly quasi-Einstein manifolds and the generalized
quasi-Einstein manifolds are considered.

Firstly, the problem of examining some special vector fields on quasi-Einstein
manifolds which are physically important is discussed. It is shown that if the generator
vector field of the quasi-Einstein manifold is a ¢ (Ric)-vector field, then this vector
field must be parallel. Also, it is considered that if a quasi-Einstein manifold admits
a @(Ric)-vector field, the relationship between the generator of the manifold and this
vector field is found.

On the other hand, an example of a quasi-Einstein manifold which is 4—dimensional
is given. Moreover, conformal mappings between quasi-Einstein manifolds admitting
special vector fields are investigated. Under conformal mapping, some theorems
are proved and some properties of ¢(Ric)-vector fields and concircular vector fields
are obtained. At the same time, in the case the conformal transformation is also a
conharmonic one, which is a conformal transformation preserving the harmonicity
of a certain function, the relations between the associated scalars of quasi-Einstein
manifolds are found.

After that, in this chapter, nearly quasi-Einstein manifolds are considered. By
considering a special type nearly quasi-Einstein manifold, the conditions of being

XVvii



special vector fields of the generators of this manifold are investigated and some
theorems about this manifold are proved.

In addition, conformal mappings of nearly quasi-Einstein manifolds admitting special
vector fields are considered. Under the conformal transformation and conharmonic
transformation, some results on concircular vector fields and ¢(Ric)-vector fields are
given. Moreover, examples of these manifolds on 4—dimensional spaces are given and
nearly quasi-Einstein space-time is studied.

In this chapter, finally, the problem of examining special vector fields on
generalized quasi-Einstein manifolds is considered. The conditions for a generalized
quasi-Einstein manifold admitting special vector fields when the Ricci tensor of the
manifold satisfies some conditions are determined. Torse-forming vector fields and
¢(Ric)-vector fields are examined on these manifolds. Also, the conditions whether
the generators, which are described as vector fields on these manifolds, can be some
special vector fields or not are investigated. Meanwhile, under the certain specific
conditions taken into the Ricci tensor, some properties of special vector fields defined
on the manifold are examined.

In the fourth chapter, pseudo Ricci symmetric and almost pseudo Ricci symmetric
manifolds are considered. @ The properties of pseudo Ricci symmetric gener-
alized quasi-Einstein manifolds and almost pseudo Ricci symmetric generalized
quasi-Einstein manifolds are investigated. From the known results about pseudo
Ricci symmetric manifolds, some conditions required to be provided by the associated
scalars are obtained.

Later, assuming that a generalized quasi-Einstein manifold is also a pseudo Ricci
symmetric, the associated vector fields of this manifold are examined and some
theorems related to these vector fields are proved. Some relations between the
generator vector fields of the pseudo Ricci symmetric manifold and the generalized
quasi-Einstein manifold are found.

In this chapter, finally, by assuming that a generalized quasi-Einstein manifold is also
an almost pseudo Ricci symmetric manifold, some relations between the generators
are found likewise in the pseudo Ricci symmetric case.

In the fifth and the last chapter, 4—dimensional manifolds admitting a metric of
signature (4,4, —,—), (+,+,+,—) and (+,+,+,+) are considered. The recurrence
structure of the second order symmetric tensors on these manifolds are examined.
The technique used is to first solve the problem when the tensor in question is either
parallel (covariantly constant) or can be scaled so that it is parallel. Then one considers
those recurrent tensors which are not in this category. This will allow a definition of
proper recurrence for such tensors (and the vector fields) and it is investigated in this
work. The general approach is based on the classification scheme of the second order
symmetric tensors with respect to the metric signature which is at issue. The analysis is
based on the holonomy group of the Levi-Civita connection associated with the metric,
the possible Lie algebras of which are known. In this problem, the tensor fields which
are the second order symmetric and parallel are investigated initially.

Firstly, these tensor fields are determined with respect to the Segre types for
4—dimensional manifolds with signature (+,+,—,—) which will be called a neutral
signature. Then, the tensor fields which are the second order symmetric and recurrent
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are investigated for the same metric signature. These investigations are made by
considering the holonomy group of the metric.

After that, the results obtained for the second order symmetric tensors in the first
problem are applied specially to the Ricci tensor. Thus, the problems of Ricci tensor
which is parallel and Ricci-recurrent are examined. These problems are investigated by
considering the possible Segre types for the Ricci tensor on the manifold. All possible
Segre types and holonomy types for the Ricci tensor are obtained for 4—dimensional
manifolds admitting a metric with signature (4,4,—,—). Also, with the help of
this application, the case of being an Einstein manifold, that is the Ricci tensor is
proportional to the metric tensor, of this manifold is studied.

A by-product of this study is the finding of certain useful, direct techniques to study
the properties of the various holonomy types using direct algebraic methods and the
Ambrose-Singer theorem.

Finally, the same problems discussed for the metric signature (+,+,—,—) are
investigated for the metrics of signature (+,+,+,—) and (4, +,+, +) which are called
Lorentz signature and positive definite signature, respectively. Similarly, the results
obtained by considering the holonomy theory are then applied to the Ricci tensor
and the possible Segre types and holonomy types are determined for these metric
signatures.
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1. GIRIS

Literatiirde, baz1 6zel Riemann ve pseudo-Riemann manifoldlar1 tanimlanmigtir.
Bu 06zel manifoldlardan biri olan Einstein manifoldlar ile ilgili hem diferansiyel
geometride, hem de fizikte cesitli ¢caligmalar yapilmistir. Einstein manifoldunda,
Ricci tensorii metrik tensor ile orantilidir, [1]. Ote yandan Einstein manifoldlari,
genel gorelilik teorisindeki Einstein alan denklemlerinin vakum ¢6ziimlerinde ortaya

cikmaktadir. Genel gorelilik teorisinde, kozmolojik sabit iceren Einstein alan denklemi

1 3nG
Sij— 518t Agij =~ Tij (1.1)

bagintisi ile verilir. Burada, S;; Ricci tensoriinii, g;; metrik tensorii, r skaler egriligi, A
kozmolojik sabiti, G Newton un yer¢ekimi sabitini, ¢ 151k hizini ve T;; gerilme-enerji
tensoriinti gostermektedir. Eger 7;; = 0 ise, bu denklemler vakum alan denklemleri

adin1 alir. Bu durumda, vakum alan denklemleri Einstein manifoldlarint vermektedir.

Einstein manifoldlari, pek ¢ok akademisyen tarafindan genellestirilmis ve bdylece
0zel manifoldlar tanimlanmigtir. Einstein manifoldlari, yari-Einstein manifoldlarinin
bir alt sinifim olusturmaktadir. Bu manifoldlar, Einstein alan denklemlerinin tam
coziimlerinin bulunmaya ¢alisilmasi sonucunda ortaya ¢cikmaktadir. Bir¢ok makalede

bu manifoldlarin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir, [2—-6].

Yari-Einstein manifoldlarinin genellestirilmisi olan manifoldlarla ilgili literatiirde
bir¢ok calisma yapilmis ve pek ¢ok matematikgi, yari-Einstein manifoldlar: tizerinde
farkli kosullar goz oniine alarak, farkl1 manifoldlar tanimlamiglardir. Bu 6zel manifold-
lardan bazilari, genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar [7, 8], siiper yari-Einstein
manifoldlar1 [9], neredeyse yari-Einstein manifoldlar1 [10], karisik genellestirilmis
yar1-Einstein manifoldlar1 [11], pseudo genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar [12]
seklinde isimlendirilmistir. Genellestirilmis yari-Einstein manifoldlari, 1s1 akigi iceren
4—boyutlu uzay-zaman ¢aligsmalari ile ilgili olmasi sebebiyle fiziksel agidan 6nemli bir

yer teskil etmektedir. Bagka bir deyisle, genel gorelilik acisindan, 4—boyutlu Lorentz



isaretli bir genellestirilmis yari-Einstein manifoldu, 1s1 akis1 iceren bir uzay-zamanidir,
[6].

Simdiye kadar sozii edilen manifoldlarin disinda, giiniimiizde, pseudo simetrik [13],
pseudo Ricci simetrik [14], hemen hemen pseudo Ricci simetrik [15] ve zayif
Ricci simetrik [16] olarak adlandirilan 6zel manifoldlarin genel gorelilik teorisinde
uygulamalar1 olmasi sebebiyle matematik¢ilerin ilgisini ¢ekmektedir. 4—boyutlu
Lorentz isaretli pseudo Ricci simetrik manifoldlar, uzay-zaman modeli olarak alinarak,
bu manifoldlarin birtakim ozellikleri incelenmistir. Benzer fiziksel uygulamalar,
hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifoldlar icin de yapilmistir. Bu manifold,
miitkemmel akigkanli uzay-zaman modeli olarak diisiiniilerek birtakim sonuclar elde

edilmistir.

Riemann ve pseudo-Riemann geometrisinde 6nemli yer teskil eden kavramlardan biri
de konformal tasvirdir. Bu tasvirler agiy1 ve lokal olarak sekli korur. Akiskanlar
mekanigi, genel gorelilik, haritacilik gibi bir¢cok alanda konformal doniisiimler
kullanilmaktadir.  Literatiirde, konformal doniisiimler ile ilgili pek c¢ok calisma
yaptlmugtir, [17-23]. H. W. Brinkmann [17] Einstein manifoldlarinin konformal
doniisiimlerini ele alarak cesitli sonuglar elde etmis ve Einstein manifoldunu Einstein
manifolduna doniistiiren konformal doniisiimleri aragtirmistir. Son zamanlarda, ayrica,
yari-Einstein ve genellestirilmis yari-Einstein manifoldlarinin konformal doniisiimleri

de incelenmeye baglanmustir, [20, 22].

Geometride kullanilan temel nesnelerden biri olan vektor alanlari, cesitli fizik
modellemelerinde kullanilmasindan dolay1 6nemli bir yere sahiptir. Ornegin, hareketli
bir s1ivinin hizi, ¢esitli akislar, manyetik alanlar ve yercekimi alani konularinda vektor
alanlar1 kullanilmaktadir. Bununla birlikte vektor alanlari, sadece matematik ve
fizikte degil, biyoloji, meteoroloji ve ¢esitli mithendislik dallar1 gibi pek cok sahada
uygulama alani1 bulmaktadir. Vektor alanlarinin diferansiyel geometri yaninda pek ¢cok
dalda kullanilmas1 gercegi, bu kavramlar hakkinda elde edilen geometrik sonuglarin
ozellikle fizikteki uygulamalari, yorumlanmasi ve farkli manifoldlardaki sonuglarinin
arastirilmasi problemini ortaya ¢ikarmaktadir. Boylece, diferansiyel geometride temel
bir yere sahip olan vektor alanlarinin fizikteki uygulanabilirligini arastirma ihtiyact

ortaya cikmaktadir.



Yukarida bahsedilen sebeplerden dolayi, hem matematiksel hem de fiziksel acidan
onem tegkil eden manifoldlar iizerinde ©zel vektdr alanlarini inceleme iste8i
dogmaktadir. Bu vektor alanlarindan bazilari, paralel vektor alanlari, rekiiran vektor
alanlar1, konsorkilir vektor alanlari, tors olusturan vektor alanlari, [24-26] ve ¢(Ric)
vektor alanlaridir, [27]. Ozellikle, tors olusturan vektor alanlarmin 6zel bir hali olan
rekiiran vektor alanlari ile paralel vektor alanlar1 dolanim teorisinde énemli bir yer
tutmaktadir. Ote yandan, dolanim teorisi esas alinarak uygulanan teknikler yardimiyla,
cesitli manifoldlar iizerinde geometrik yapilar arastirilmaktadir. Ornegin, 4—boyutlu,
farkli metrik isaretli manifoldlar iizerinde pek ¢ok calisma yapilmistir ve bu yapilarin

bir¢cok 6zelligi elde edilmistir, [28—-35].

Bu calismada, ilk olarak, yukarida bahsedildigi iizere, fiziksel agidan onem tasiyan
yari-Einstein, neredeyse yari-Einstein ve genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar
iizerindeki 6zel vektor alanlarini inceleme problemi ele alinmistir. Bu manifoldlarin
cesitli 6zellikleri incelenerek, bu manifoldlar iizerinde tors olusturan vektor alanlari,
paralel vektor alanlari ve @(Ric) vektor alanlari gibi bazi 6zel vektor alanlarinin

durumu aragtirilmistir.

Bununla birlikte, yari-Einstein ve neredeyse yari-Einstein manifoldlarinin konformal

doniistimleri ele alinarak, bu manifoldlarin varlifina ait 6rnekler bulunmustur.

Daha sonra, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik
genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar1 {izerinde incelemeler yapilmistir.  Bu
manifoldlarin iireteclerinin 6zel vektor alanlart olmasi durumunda, manifoldlarin
fiziksel biiytikliiklerinin nasil de8isecegi tizerinde calisilmigtir. Ayrica, pseudo Ricci
simetrik genellestirilmis yari-Einstein uzay-zamani1 géz Oniine alinarak, bu uzaylarda

bazi sonuglar elde edilmistir.

Bu calismada, son olarak, farkli metrik isaretli bazi 6zel manifoldlar iizerinde vektor
alanlar1 incelenmigtir. Genel gorelilik teorisinde 6nemli bir yere sahip olan 6zel
manifoldlar ele alinmig ve bu manifoldlarin icerdigi 6zel vektor alanlarinin geometrik
ve fiziksel uygulama alanlari iizerine calisilmistir. Ikinci mertebeden simetrik ve
rekiiran olan tensor alanlari, 4—boyutlu (+,+,—,—) metrik isaretli, Lorentz metrik

isaretli ve pozitif tanimli manifoldlar tizerinde incelenmistir. Daha sonra, bu yapi ikinci



mertebeden simetrik bir tensor olan Ricci tensoriine uygulanarak cesitli sonuglar elde

edilmistir.



2. BAZI OZEL VEKTOR ALANLARI

2.1 Temel Kavramlar
Tanim 2.1.1 M bir diferansiyellebilir manifold olsun. M manifoldu iizerinde
g: x(M)x x(M) — C”(M,R)

seklinde tanimlanan simetrik, pozitif tanimli ve bilineer g Riemann metrigi ile verilen

M manifolduna bir Riemann manifoldu denir ve (M, g) ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 M, n—boyutlu bir diferansiyellebilir manifold olsun.

Vi x (M) x x (M) — x(M)

(X,Y) —> VxY
doniisimi, V X,Y,Z € x(M) ve f € C*(M,R) i¢in

1. Vx(Y+Z)=VxY+VXz
2. Vx.yZ=VxZ+VyZ
3. Vyx¥ = fVxY

4. Vx(fY) = (Xf)Y+fVXY

bagintilarin1  gercekliyorsa, V operatériine M manifoldu {izerinde bir lineer

konneksiyon (lineer baglanti) ad1 verilir.

Tamm 2.1.3 Bir V  operatorii  lineer konneksiyon sartlarina ek olarak,

VX,Y,Z e x(M)icin

5. VxY —VyX =[X,Y] (burulmasiz konneksiyon)

6. Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (metrik konneksiyon)
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sartlarini da sagliyorsa, bu konneksiyona Riemann Konneksiyonu adi verilir.

Asagida verilecek olan teorem, Riemann Geometrisi’nin Temel Teoremi olarak

bilinmektedir.

Teorem 2.1.1 M bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldu tizerinde burulmasiz bir

ve yalniz bir metrik konneksiyonu vardir.

Tamm 2.1.4 (M,g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve x!,...,x", M manifoldu
tizerinde bir lokal koordinat sistemi olsun. M manifoldunun birinci cins ve ikinci cins

Christoffel sembollerinin ifadeleri, sirasiyla,

. 1 (dgp  dgix Igi
[k’l.]] - E( axi + axj r axk)7 (21)
I = g"[h,ij] (2.2)

seklinde verilir, burada tekrarlanan / indisi iizerinde toplam vardir ve g tensérii gy,

metrik tensoriiniin eslenigini gostermekte olup,

gng" =8 (2.3)
dir, [36].
Bundan sonra, (2.2) ve (2.3) ifadelerinde ele alindig1 gibi, tekrarlanan indisler iizerinde
Einstein toplama kurali kullanilacaktir.

Tanmm 2.1.5 (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, M manifoldu iizerinde tanimh

Riemann konneksiyonu olsun. V X,Y,Z € y(M) igin,
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—VxyZ (2.4)

olarak tanimlanan R : (M) x x(M) x x(M) — x(M) doniisiimii, M iizerinde (1,3)
tipinden bir tensor alanidir. Bu tensor alanina M manifoldunun Riemann egrilik

tensoOrii denir ve

R(9;,0,)0; = R} (2.5)



seklinde yazili.  Burada, o; = % (i = 1,...,n) koordinat vektor alanlarini
dx
gostermektedir. R?jk fonksiyonlarina Riemann egrilik tensorii katsayilar: denir ve bu

katsayilar

R?jk = 9Ty~ akr?i + F?lrgci - leré'i (2.6)
seklindedir.

V XY, ZW € x(M) igin, R(X,Y,Z,W) = g(X,R(Z,W)Y) olarak tanimlanan
(0, 4) tipindeki tensor alanina Riemann-Christoffel egrilik tensorii denir ve lokal
koordinatlarda,

Riju = iRy, 2.7)
biciminde ifade edilir.

Riemann-Christoffel egrilik tensoriiniin 6zellikleri asagidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 2.1.2 ([37]) (M,g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.
vV X,Y,Z,W € x(M) igin, manifoldun egrilik tensorii

i. R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0 (L Bianchi Ozdesligi)
ii. R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)
iii. R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,Z)

iv. R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

bagintilarin1 ger¢eklemektedir.

Onerme 2.1.1 (II. Bianchi Ozdegsligi) (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, M

manifoldu iizerindeki Riemann konneksiyonu olsun. ¥V X,Y,Z € x(M) i¢in,
dir, [38].

Tanim 2.1.6 ([38]) (M,g) n—boyutlu (n > 2) bir yari-Riemann manifoldu olsun.

Eger M manifoldunun Riemann egrilik tensorii paralel ise, yani
VR=0 (2.9)

kosulu saglaniyorsa, bu manifolda lokal simetrik manifold ad1 verilir.
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Tamim 2.1.7 (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ej,...,e,}, bu manifoldun

teget uzayinin ortonormal bir bazi olmak {izere,
n
S(X,Y) =Y g(R(e;,X)Y,e;) (2.10)
i=1

ile verilen (0, 2) tipinden S tensor alanina Ricci tensorii denir.

Lokal koordinatlarda, Ricci tensoriiniin bilesenleri S;; (i,j = 1,...,n) ile gosterilmek

uzere,

Sij =R = 8" Riiji 2.11)
bagintis1 mevcuttur.
O Ricci operatorii ise,

g(0X,Y)=S8(X.Y) (2.12)

biciminde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.1.8 (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ej,...,e,}, bu manifoldun
teget uzaymin ortonormal bir bazi olmak iizere, M manifoldunun r skaler egrilik

fonksiyonu
r=1Y S(eie) (2.13)

seklindedir.
Lokal koordinatlarda, (2.13) ifadesi

r=g"8;; (2.14)
seklinde yazilir.

Tanmm 2.1.9 (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger M manifoldunun
R Riemann egrilik tensorii 6zdes olarak sifirsa, bu manifolda diiz manifold ad1 verilir.
Eger M manifoldunun S Ricci tensoril 6zdes olarak sifirsa, bu manifolda Ricci-diiz

manifold adi verilir.



2.2 Baz Ozel Vektor Alanlar

Bu boliimde, calismanin devaminda goz Oniine alinacak olan ©6zel manifoldlar

tizerindeki vektor alanlarinin tanimlar verilecektir.

Tanim 2.2.1 ([38]) (M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve A bir tensor alan1 olsun.
V'V e x(M) igin,
VyA =0 (2.15)

kosulu saglaniyorsa, A tensor alanina paralel tensor alani ad1 verilir.

Tamim 2.2.2 ([24]) (M,g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve &, M manifoldu

tizerinde bir vektor alani olsun. Eger V X € x (M) i¢in, & vektor alam
VxE=pX+A(X)E (2.16)

bagintisim1 gercekliyorsa, bu vektor alanina tors olusturan vektor alani adi verilir.

Burada, p bir skaler fonksiyon ve A bir lineer formdur.

Lokal koordinatlar kullanilirsa, (2.16) ifadesi
ViEh =p 8+ EM, (2.17)

seklinde yazilir. Burada &" ve A;, swrasiyla, & ve A’nin bilegenleri olup, 8" ise

Kronecker delta semboliidiir. Bu bagintida,

i. p =0ise, & vektor alanina rekiiran vektor alant,

ii. A; bir gradiyent kovektor ise, yani, A = dv(x) olacak sekilde bir v(x) fonksiyonu

varsa, & vektor alanina konsorkilir vektér alan

denir. Buna gore, & = g"&; olmak iizere, (2.17) ifadesi yardimiyla, rekiiran ve

konsorkilir vektor alanlari igin, sirasiyla,

Vjé,- = ?Ljél- (2.18)
ve

V& =pgij (2.19)

bagintilar1 elde edilir. Uzerinde konsorkilir vektor alani tanimlanan bir Riemann

manifolduna es mesafeli manifold ad1 verilir.
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Tanim 2.2.3 ([27]) (M,g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve ¢, M manifoldu

tizerinde bir vektor alan1 olsun. Eger, ¢ vektor alani

V¢ = uRic (2.20)
kosulunu sagliyorsa, bu vektor alanina ¢ (Ric) vektor alani adi verilir. Burada, u bir
sabittir ve Ric, Ricci tensoriinti gostermektedir.
Simdi, M manifoldu iizerinde sabit uzunluklu olan bir ¢(Ric) vektor alani igin elde
edilen ve bu ¢alisma ac¢isindan yararli olacak bir sonug verilecektir.

Teorem 2.2.1 ([27]) (M,g) n—boyutlu bir Riemann (ya da yari-Riemann) manifoldu
olsun. M manifoldu sabit uzunluklu bir ¢(Ric) vektor alanina sahipse, bu manifoldun

skaler egriligi sabittir.
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3. YARI-EINSTEIN VE GENELLESTIRILMIS YARI-EINSTEIN
MANIFOLDLARI

3.1 Yari-Einstein Manifoldlar:

Einstein manifoldlari, genel gorelilik teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle,
matematigin yani sira fizikte de bu manifoldlarla ilgili calismalar yapilmistir. Einstein

manifoldlar ile ilgili ayrintili bilgi [1] numarali kaynakta bulunmaktadir.

Tanmm 3.1.1 (M, g) n—boyutlu bir Riemann (ya da yari-Riemann) manifoldu olsun.
VX.,Y € x(M) igin,
S(X,¥) =~ g(X,Y) (3.1)
n
kosulu gercekleniyorsa, bu manifolda Einstein manifoldu denir. Burada, S, r ve g

M manifoldunun, sirasiyla, Ricci tensoriinii, skaler egriligini ve metrik tensoriinii

gostermektedir.

Tanmm 3.1.2 ([2]) (M,g), n—boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensorii sifirdan farkli olmak iizere, V X, Y € y (M) igin,
S(X,¥) = ag(X,¥) +bo (X)(¥) (3.2)

kosulu saglaniyorsa, M manifolduna yari-Einstein manifoldu adi verilir. Burada, a
ve b skaler fonksiyonlar olup, b # 0’dir. Bu fonksiyonlara, M manifoldunun iligkili

skalerleri denir. ¢, sifirdan farkli 1-formdur ve

g(X,U) = ¢(X) (3.3)

seklinde tanimlanir. U, bir birim vektor alanidir ve bu vektor alanina M manifoldunun
tireteci denir. n—boyutlu bir yari-Einstein manifoldu kisaca, (QF), sembolii ile

gosterilmektedir.

Yari-Einstein manifoldlarinin 6nemi ilk boliimde aciklanmisti.  Bu sebeple, bu

manifoldlarla ilgili pek cok calismalar yapilmistir. Yari-Einstein manifoldlarinin
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iligkili katsayilarinin skaler olmalar1 durumu, M. C. Chaki ve R. K. Maity tarafindan
2000 y1linda goz 6niine alinmis ve bu manifoldlarin 6zellikleri incelenmistir, [2]. Ozel
bir durum olarak, [4,5] numarali makalelerde, (3.2) kosulundaki a ve b katsayilar reel

sayilar olarak alinip, bu manifoldlarla ilgili sonuglar elde edilmistir.

(e)!y, (QE), manifoldunun bir ortonormal bazi olmak iizere, (3.2) kosulu

kullanilirsa, manifoldun skaler egrilik fonksiyonu

r =

(ngE

S(ei,ei) =na+b (3.4)
1

olarak bulunur. Benzer sekilde,
S(U,U)=a+b (3.5)

bagintis1 gergeklenir.

3.1.1 Yarni-Einstein manifoldlar: iizerindeki 6zel vektor alanlari

Bu boliimde, yari-Einstein manifoldlar iizerinde bazi 6zel vektor alanlar1 géz 6niine
almacaktir. Oncelikle, Teorem 2.2.1’in tersinin de dogru oldugu asagidaki teoremle

verilebilir.

Teorem 3.1.1 (M,g) Riemann manifoldunun skaler egriligi sabit olsun. ¢, M
manifoldu iizerinde bir ¢(Ric) vektor alani olugtursun. Bu durumda, ¢ tarafindan

tiretilen vektor alaninin uzunlugu sabittir.

Ispat: (M, g) Riemann manifoldunun skaler egriligi sabit ve ¢, M manifoldu iizerinde
bir @(Ric) vektor alan1 meydana getirsin. Ricci 6zdesligi ve (2.20) bagintisi

kullanilirsa,
PaRij = 1(ViSij — V;Six) (3.6)

elde edilir. Burada, u sabittir ve @, qujk, S;j, sirasiyla, @ tarafindan iretilen vektor

alaninin, egrilik tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin bilesenlerini gostermektedir.

II. Bianchi 6zdesligi olarak verilen (2.8) bagintis1 (3.6) ifadesinde kullanilirsa,

denklemi bulunur.
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Diger taraftan, daralulmig IL. Bianchi ozdeslii yardimiyla ve S¥ = g'®Sy

(i=1,2,...,n) bagintisindan, r manifoldun skaler egrilik fonksiyonu olmak iizere,
PaSy = % Vir (3.8)

elde edilir.

M manifoldunun skaler egriligi sabit olarak kabul edildiginden, (3.8) denklemi
yardimiyla,

@S =0 (3.9)
bulunur.

Ote yandan, ¢ tarafindan iiretilen vektor alanmin uzunlugunun karesinin kovaryant

tiirevi alinirsa ve (2.20) ve (3.9) denklemleri kullanilirsa,
V(g7 0i9)) = 87 (Vi) 0+ 8 oV
= (g"Sup; +8&"S k) (3.10)
=20 ¢S}

=0

sonucuna ulagilir. Bu durumda, (3.10) denkleminden, ¢ tarafindan iiretilen vektor

alaninin uzunlugunun sabit olmasi1 gerektigi goriiliir ve ispat tamamlanmaisg olur. 0

Simdi, (QF),, manifoldunun U iirete¢ vektor alaninin ¢ (Ric) vektor alan1 oldugu kabul

edilsin. Bu takdirde, (2.20) denklemi g6z Oniine alinarak, u bir sabit olmak iizere,

elde edilir. (QE), manifoldunun iiretecinin (3.11) bagintisin1 saglamasi durumu ele

alinarak agagidaki teoremler ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.2 (QE), manifoldunun ¢, 1-formuna karsilik gelen U vektor alani,

¢ (Ric) vektor alani olsun. Bu durumda, U vektor alani paralel vektor alanidir.

Ispat: (QE), manifoldunun U iireteg vektor alani, ¢ (Ric) vektor alam olsun. (3.2)

kosulu (3.11) denkleminde yerine yazilirsa,

V¢ = u(agij+bo;9;) (3.12)
13



seklinde elde edilir.

Boylece, (3.12) denklemi, ¢’ ile carpilirsa ve g(U,U) = 1 kosulu kullanilirsa,
u(a+b)p; =0 (3.13)

bulunur.

U sabiti sifirdan farkli olmak iizere, (3.13) denkleminden,
a=—b (3.14)
bagintis1 elde edilir. Bu durumda, (3.2) ve (3.14) denklemleri kullanilarak,

Sij = a(gij — ¢i9;) (3.15)
bulunur. Daha sonra, (3.15) ifadesi (Z)i ile carpilirsa,
Sij¢' =0 (3.16)

kosulu gerceklenir. Simdi, (3.16) kosulunun kovaryant tiirevi alimirsa ve (3.11)

denklemi goz Oniine alinirsa,
(ViSij)9' + 1SijS; = 0 (3.17)

bagintist elde edilir. Bu durumda, (3.17) denklemi g/* ile carpilirsa, S/ = g/kSi olmak
uzere,

(ViSK) 9" + S8 =0 (3.18)
bulunur.

U birim vektor alan1 oldugundan, Teorem 2.2.1°e gore, manifoldun skaler egriligi

sabittir. Ayrica, daraltilmig II. Bianchi 6zdesligi yardimiyla,
v 1
ViSi = EVir =0 (3.19)

bagintis1 mevcuttur. Boylece, (3.18) ve (3.19) ifadeleri kullanilirsa, p sabiti sifirdan
farkli kabul edildiginden,
Sii Sii—0 (3.20)

denklemi elde edilir. Buradan, (3.15) ve (3.20) denklemleri goz Oniine alinirsa,

(n—l)azzO (3.21)
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sonucu bulunur. Bdylece, yari-Einstein manifoldunun boyutu n > 2 oldugundan, (3.21)
denklemine gore, a = 0 olmak zorundadir. Bu takdirde, (3.15) denklemine gore, Ricci
tensOriiniin sifir olmas1 gerektigi goriiliir. Bu sonug, hipotezle celiski yaratmaktadir.
Dolayisiyla, u sabiti sifir olmak zorundadir. Boylece, U iirete¢ vektor alaninin paralel

vektor alani oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmisg olur. 0

Teorem 3.1.3 ¢, (QF), manifoldu iizerinde sabit uzunluklu bir ¢ (Ric) vektor alani

meydana getirsin. Bu takdirde, ¢; ve ¢; esdogrusaldir ya da Ricci tensorii
Sij =b ¢i9;
seklinde olmalidur.

Ispat: ¢, (QE), manifoldu iizerinde sabit uzunluklu bir @(Ric) vektor alam

olustursun. Bu durumda, ¢ bir sabit olmak iizere,

P9 =c (3.22)

kosulu gergeklenir. Bu takdirde, (3.22) bagintisinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (2.20)

denklemi kullanilirsa, p sabiti sifirdan farkli oldugundan,
bulunur. Ayrica, (3.2) ve (3.23) ifadeleri yardimiyla,

a+b (9'¢:) =0 (3.24)

elde edilir. Boylece, (3.24) denklemi ¢* ile carpilirsa ve g(U,U) = 1 oldugu goz 6niine
alinirsa,

(a+b)gip =0 (3.25)
sonucuna ulagilir.

Bu durumda, @;¢* = 0 ise, (3.24) denklemine gére, a = 0 olmak zorundadir. Sonug

olarak, Ricci tensorii
Sij =boi9; (3.26)
formuna indirgenir.

Eger @0 # 0 ise, (3.25) denklemine gore, a = —b olmalidir. b # 0 oldugundan a # 0

olmalidir ve boylece, (3.24) denkleminden,

O = (9'1) O (3.27)
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bulunur. Dolayisiyla, @ ve ¢ esdogrusaldir. Boylece, ispat tamamlanmisg olur. U

Sonug 3.1.1 ¢, (QF), manifoldu iizerinde sabit uzunluklu bir @(Ric) vektor alani
meydana getirsin. Eger ¢ tarafindan iiretilen vektor alan1 manifoldun iirete¢ vektor
alanmna dik degilse, bu durumda ¢ vektor alani paralel vektor alamidir ve (QE),

manifoldunun iligkili skalerleri sabittir.

Ispat: ¢ tarafindan iiretilen vektor alanmin manifoldun iiretec vektor alamina dik
olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda, Teorem 3.1.3’ten, (QFE), manifoldunun iligkili
skalerleri arasinda a = —b bagintis1 mevcuttur. Bununla birlikte, (3.4) denklemi
kullanilirsa,

r=n-1)a (3.28)

elde edilir. Teorem 2.2.1°e gore, r skaler egriligi sabit olmalidir.  Bdylece,
(3.28) denkleminden, manifoldun iligkili skalerlerinin sabit olmasi gerektigi sonucuna
ulagilir. Ote yandan, (3.27) denklemi @F ile carpilirsa ve (3.22) goz oniine alinirsa,
@' ¢; ifadesinin sabit oldugu goriiliir. Boylece, (3.27) denklemine gore, U iiretec vektor
alaninin da ¢ (Ric) vektor alan1 oldugu sonucuna ulagilir. Teorem 3.1.2°ye gore, U
vektor alani paralel vektor alani olmak zorundadir. Diger taraftan, U ve ¢ tarafindan
tiretilen vektor alan1 esdogrusal oldugundan, ¢ tarafindan {iiretilen vektor alam da

paralel vektor alanidir. Bu takdirde, ispat tamamlanr. U

Ornek 3.1.1 R*iizerinde, asagidaki gibi tanimlanan g metrigi goz oniine alinsin

ds® = gidxidx) = (14 ¢ )[(dx")? + (dx?)? + (dx*)? + (dx*)?). (3.29)

Burada, i,j = 1,2,3,4 ve x',x%,x%,x* R*un standart koordinatlaridir. Buna gore,

sifirdan farkli olan Christoffel sembolleri, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci

tensoOriiniin bilesenleri ve skaler egrilik, sirasiyla,
[y =T33 =Tl = _ex1/2<1 +€xl)a I =T, =Th=I,= €x1/2(1 +ex1)>

1 1
Ri1221 = R1331 = Riga1 =€ [2(1 +-¢€" ),
1 1
R332 = Roaan = Rasgz = ™ J4(1+¢"),
Si=3¢" /2(1+¢" )2,

S =833 =S4 = x1/2(1 +€x1),
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3e" (2—1—6"1)

2(14¢*')3
olarak bulunur. O halde, (My,g) bir Riemann manifoldudur. Simdi, bu manifoldun
(QE)4 oldugu gosterilecektir. Herhangi bir x € My igin, a ve b iligkili skalerleri ile ¢,

I-formundan iiretilen vektor alaninin bilesenleri,

e’Cl 2ex1 —ez"1
a:—]7 :—1
2(1+e* )2 2(1+e)3

\/1+exl, i=1ise
¢i(x) =

0, i=2,3,4ise
seklinde segilirse,
(i) Su=agi+b¢i¢1,
(ii) S22 = agxn + b2,
(iii) S33 = agzs + b3 03,
(iv) Saa = agas + bPagu,
(v) g9 =1
denklemleri saglanmaktadir. (i) — (v) durumlarinin disindaki diger durumlarin

saglanmasi agikardir. Boylece, (3.2) kosulu gerceklenir ve (My,g) manifoldunun

(3.29) metrigi ile birlikte bir (QF )4 oldugu ispatlanmisg olur.

3.1.2 Yari-Einstein manifoldlarimin konformal doniisiimleri

Bu béliimde, yari-Einstein manifoldlarinin konformal doniisiimleri incelenecektir. Bu

yiizden, ilk olarak, konformal doniisiimle ilgili temel tanimlardan bahsedilecektir.

Tamm 3.1.3 (M,g) ve (M,g), n—boyutlu Riemann manifoldlar1 olsun. f tasviri,
M’den M’ye bir difeomorfizma olarak gdz 6niine alinsin. Bu takdirde, o, M iizerinde

skaler bir fonksiyon olmak iizere,
g=e" g (3.30)

olacak sekilde tanimlanan f difeomorfizmasina bir konformal doniisiim denir. Ozel

olarak, o fonksiyonu sabit ise, bu doniisiime homotetik doniigiim ad1 verilir.

17



Lokal koordinatlarda, (3.30) ifadesi

gij(x) = e*°Wg;i(x) (3.31)

seklinde yazilir ve buradan
g =e 204l (3.32)
olarak elde edilir.

Bu konformal doniisiim altinda, Christoffel sembolleri, Riemann egrilik tensorii, Ricci

tensoriiniin bilesenleri ve skaler egrilik, sirasiyla,

l;zhj - thj + Sihcj + 5,}'107‘ - O'hgij, (3.33)

thjk ~ thjk + 51?01'1' - 5th1'1< + gha<oockgij — Ooj8ik)

+A10(8)8ij— 67 i), (3.34)

Sij = Sij+ (n—2)0;; + (820 + (n—2)A1 0)gij, (3.35)

F=e29(r+2(n—1)Ay0+ (n—1)(n—2)A;0), (3.36)

seklinde doniisiir, [19]. Burada, S;; = R?‘ja, r= Saﬁgo‘ﬁ, o, = g—)‘; =V,0,0" = 048"
ve

Ojj = VjV,'G — Vl'GVjG, (3.37)

dir. Ajo ve A0, birinci ve ikinci Beltrami sembolleridir ve bu semboller
Ao =g*PV4u0oVgo, Ao =g*VV,0 (3.38)

ifadeleri ile tanimlanmaktadir.

S;j ifadesinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (3.35) denklemi kullanilirsa,

?kS,-J- = VkS,'j + (n — Z)VkG,‘j + ak<A26 + (n - Z)Al G)g,'j — ZGkS,'j
—0iSjk— 0jSik — 2(Ay0+ (n—2)A10)gijok + Gh(Sihgjk +Shjgik) (3.39)
+(n— 2)(Gh6hjgik + GhGihgjk —20}.0;j — 0;0j — O;0jk)

elde edilir. Burada, V ve V, sirasiyla, M ve M’ye gore Levi-Civita konneksiyonlarini

ve dy, ¥’ ya gore kismi tiirevi gostermektedir.
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Tanmm 3.1.4 (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve 7, M manifoldu iizerinde

(0, 2) tipinden simetrik bir tensor alani olsun. ¥V X,Y,Z € x(M) igin T tensor alani

bagintisini sagliyorsa, bu tensor alanina Codazzi tensorii ad1 verilir.

Simdi, S ve S Ricci tensorlerinin, sirasiyla, V ve V konneksiyonlarina gore Codazzi

tensorleri oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (3.40) denklemine gore,
ViSij =V iSik (3.41)

veE

ViSii =V Su (3.42)

bagintilar1 gerceklenir.

Ote yandan, Ricci tensoriiniin Codazzi tensorii olmast durumunda, II. Bianchi
0zdesligine gore manifoldun skaler egriligi sabittir. Bu durumda, r ve 7 sabittir. Bu

kosullar altinda, asagidaki teoremler elde edilmistir.

Teorem 3.1.4 (M,g) ve (M,g) yari-Einstein manifoldlarimin § = ¢*®g seklindeki
konformal doniistimii goz Oniine alinsin. Bu manifoldlarin Ricci tensorlerinin Codazzi
tensorii oldugu kabul edilsin. Eger bu konformal doniisiim, o (Ric) vektor alani
iceriyorsa, bu doniisiim homotetiktir veya

2—n)(n—1)c—r
2(n—1)r

‘LL:

d

bagintisi gerceklenir. Burada, r # 0, G,-||2 =c, 0= a—)‘; = d;o ve U, o(Ric) vektor

alaninin iligkili sabitidir.

Ispat: (M,g) ve (M,g) iki yari-Einstein manifoldu olmak iizere, bu manifoldlar
arasinda § = ¢>%g seklinde bir konformal doniisiim goz oniine alinsin. Ayrica, bu
manifoldlarin Ricci tensorlerinin Codazzi tensorii oldugu kabul edildigi takdirde, II.
Bianchi 6zdesligine gore, r ve 7 skaler egrilik fonksiyonlar1 sabittir. Teorem 3.1.3 ve
Sonug 3.1.1°e gore, r = 0’dir. r sabit oldugundan, Teorem 3.1.1°e gore, o;'nin boyu
sabittir. Bu durumda, c sabiti i¢in

ool =c (3.43)
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kosulu gerceklenir. Eger, (3.31) konformal doniisiimiinde ¢ tarafindan iiretilen vektor
alaninin, o(Ric) vektor alani oldugu kabul edilirse, bu takdirde, p bir sabit olmak

uzere,

VjGi = [.LSij (344)

bagintis1 mevcuttur. Boylece, (3.38), (3.43) ve (3.44) yardimiyla asagidaki denklemler
elde edilir
Ayo = ur, Ao =c. (3.45)

Boylece, Ao ve A, G sabittir. Ayrica, (3.45) bagintisi (3.36) denkleminde kullanilirsa,
F=e 2°B (3.46)

elde edilir. Burada, r, 7 ve B=[r+2(n— 1)ur+ (n— 1)(n — 2)c]| sabitlerdir. Eger 7
stfirdan farkli ise, (3.46) denklemine gore, B sifirdan farklidir. O halde, e~ 2% sabittir.
Dolayisiyla, o sabittir. Bu durumda, (3.31) konformal doniisiimii homotetiktir. Eger
M manifoldunun skaler egriligi sifir ise, B sifir olmak zorundadir. Bu takdirde,

2—n)(n—1)c—r

2=Tr (3.47)

‘LL:

olarak elde edilir. Boylece, (3.47) denklemine goére, r # (2 —n)(n — 1)c ise,
u # 0’dir. O halde, (3.31) konformal doniisiimii o (Ric) vektor alani igerir.
r = (2—n)(n—1)c olmasi durumunda ise, o; vektor alan1 paralel vektor alanidir.

Boylece, ispat tamamlanir. U

Teorem 3.1.5 (M,g) ve (M,g) ile gosterilen iki yari-Einstein manifoldlar arasinda
g = ¢*9g seklinde bir konformal doniisim mevcut olsun. Bu manifoldlarin Ricci
tensorlerinin Codazzi tensorii oldugu kabul edilsin. Eger o; konsorkilir vektor alani
ise, bu durumda, ¢; ve o; vektorleri birbirine diktir veya konsorkilir vektor alaninin
iligkili fonksiyonu olarak tanimlanan p skaler fonksiyonu

b—(n—2)A16
n+2

seklindedir.

Ispat: Ricci tensorleri Codazzi tensorii olan (M,g) ve (M,g) yar-Einstein

manifoldlarinin arasinda g = ¢*°g konformal doniisiimii géz 6niine alinsin ve G
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tarafindan iiretilen o; vektor alam1 konsorkilir vektor alani olsun. Bu durumda, (2.19)
denkleminden,

V,;0i = pgij (3.48)

olarak bulunur. Boylece, (3.39) denkleminde, j ve k indisleri yer degistirilirse ve elde
edilen denklemler taraf tarafa c¢ikarilarak, (3.37), (3.41), (3.42) ve (3.48) bagmtilar

kullanilirsa,
2(n—1)(pegij — Pjgik) +[(n—2)A10 + (n+2)p](0jgik — Okgij) + 0;Sik — OkSij
+ 6"y — 0" Spgi; =0 (3.49)
bulunur. Burada, py = dip ve A|c = 6”0y, ile gosterilmektedir.
Boylece, (3.49) denklemi g%/ ile carpilirsa,
2n—1)2p+[(n—2)(1 = n)A 6+ (n+2)(1 —n)p — oy

+(2=n)6"Sy =0 (3.50)

bagintis1 bulunur.

Ote yandan, Ricci 6zdesligi ve (3.48) denklemi kullanilirsa, Rl‘?‘jk egrilik tensoriiniin

bilesenlerini gostermek iizere,
o

OaR;ji = Pk8ij — Pj8ik (3.51)

denklemi elde edilir.

Bu durumda, (3.51) ifadesi gij ile carpilirsa,
GO,S,? =(n—1)p (3.52)

bulunur. Bu takdirde, (3.52) denklemindeki p; ifadesi (3.50) denkleminde yerine

yazilirsa,
n6"Sp+[(n—2)(1—n)Ajc+ (n+2)(1—n)p —rloy =0 (3.53)

elde edilir.

Boylece, (3.2), (3.4) ve (3.53) ifadeleri kullanilirsa,

nb "¢+ [(n—2)(1—n)Ajo + (n+2)(1—n)p—bloy =0  (3.54)
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sonucuna ulagilir.

Daha sonra, (3.54) denklemi ¢* carpilirsa,
[(n—1)b+(n—2)(1—n)Ajc+ (n+2)(1 —n)p]lc* gy =0 (3.55)
olarak bulunur.
Sonug olarak, (3.55) denkleminden,
ok =0

veya

(n—=1)b+(n—-2)(1—-n)Ajoc+(n+2)(1—n)p=0

kosullarinin saglanmasi gerektigi bulunur. Dolayisiyla, o ve ¢ vektorleri birbirine

dik olmalidir veya p fonksiyonu

b— (I’L — Z)AI (o3
= 3.56
p nr2 (3.56)
bagintisin1 saglamalidir. Bu durumda, ispat tamamlanmuisg olur. U

Tamm 3.1.5 (M, g), n—boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu ve A, M manifolduna

ait skaler bir fonksiyon olsun. Eger A’nin Laplasien’i sifira esitse, yani
§IViV,A=0 (3.57)

kosulu saglaniyorsa, A fonksiyonuna harmonik fonksiyon adi verilir.

Genel olarak, (3.31) seklinde ele alinan konformal doniisiim, harmonik bir fonksiyonu

harmonik bir fonksiyona doniistiirmek zorunda degildir. Bu durumda,
A=eroA (3.58)

doniligiimii g6z Oniine alimirsa ve A fonksiyonunun g metri§ine gore harmonik
fonksiyon oldugu kabul edilirse, p = 2%4” olmak kaydiyla, A fonksiyonunun da g

metrigine gore harmonik fonksiyon olmasi i¢in
| .
Vi6’+§(n—2)6,~6’ =0 (3.59)

bagintisinin gerceklenmesi gerektigi bulunmustur, [21]. Burada, 6; =V;0 ve
o' = goy ile gosterilmektedir. Boylece, bir konformal doniisiim (3.59) kosulunu

sagliyorsa, bu doniisiime konharmonik doniisiim ad1 verilir, [21].
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Teorem 3.1.6 (M,g) ve (M,g) ile gosterilen iki yari-Einstein manifoldu arasinda

g = %% g seklinde bir konformal doniisiim mevcut olsun. Bu doniisiimiin ayn1 zamanda

konharmonik déniisiim olmasi icin gerek ve yeter kosul, a iliskili skalerinin @ = e 2>%a

seklinde doniismesi durumunda, b iligkili skalerinin b = e~2°b seklinde doniismesidir.

Ispat: (M,g) ve (M,3) ile verilen yari-Einstein manifoldlarinin g = ¢?°g konformal

doniistimii géz Oniine alinsin. Bu durumda, (3.2) ve (3.35) denklemleri kullanilirsa,
agij+bei9; = agij +b¢i9;+ (n—2)0;; + (Ao + (n—2)A0)gij (3.60)
ifadesi elde edilir.

Daha sonra, (3.60) denklemi g/ ile carpilirsa ve (3.31), (3.37), (3.38) denklemleri

kullanilirsa,
na+b=e na+b+2(n—1)A0+(n—1)(n—2)A 0] (3.61)

bagintis1 bulunur. Eger konformal doniisiim ayni1 zamanda konharmonik doniisiim ise,

(3.38) ve (3.59) denklemleri yardimiyla,
2M6+ (n—2)A1c =0 (3.62)
elde edilir.
Boylece, (3.61) ve (3.62) denklemleri kullanildig: takdirde,
na+b = nae %% +be % (3.63)

ifadesi bulunur.

Bu durumda, (3.63) denkleminden, a iligkili skalerinin @ = e 2%9q seklinde doniismesi

durumunda, b iligkili skalerinin b = e~2b seklinde doniismesi gerektigi goriiliir.

Tersine, a iliskili skalerinin @ = e 2% seklinde doniismesi durumunda, b iliskili skaleri

b = ¢~29b seklinde doniisiiyorsa, (3.61) denklemi kullanilarak,
2(n—1)A0+(n—1)(n—2)Ajoc =0 (3.64)

sonucuna ulagilir ve boylece, (3.59) kosulunun gerceklendigi goriiliir. Bu durumda,
g6z Oniine alinan konformal doniisiim ayn1 zamanda konharmonik doniisiimdiir. Bu

takdirde, ispat tamamlanmaisg olur. O
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3.2 Neredeyse Yari-Einstein Manifoldlar:

Yari-Einstein manifoldlarinin genellestirilmesi ¢esitli sekillerde yapilmistir. Neredeyse
yari-Einstein manifoldlar1 bu 6zel manifoldlardan birisidir ve bu manifold asagidaki

gibi tantmlanmaktadir.

Tanim 3.2.1 ([10]) (M,g), n—boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensorii sifirdan farkli olmak iizere, V X,Y € (M) igin
S(X,Y)=ag(X,Y)+bE(X,Y) (3.65)

kosulu saglaniyorsa, M manifolduna neredeyse yari-Einstein manifoldu adi verilir.
Burada, a ve b sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olup, bu fonksiyonlara M
manifoldunun iligkili skalerleri denir. E sifirdan farkli, (0,2) tipinden simetrik bir
tensor olmak iizere, bu tensdre M manifoldunun iligkili tensorii denir. n—boyutlu,

neredeyse yari-Einstein manifoldu N(QE), sembolii ile gosterilmektedir.

Ozel bir durum olarak, [39] numarali makalede, neredeyse yari-Einstein manifoldunun
E iligkili tensorii

E(X,Y) =¢X)y(Y)+y(X)o(Y) (3.66)

biciminde goz Oniine alinarak, bazi sonuglar elde edilmistir. U ve V birbirine dik birim

vektor alanlart olmak iizere, yani
g(U,V)=0, g(UU)=g(V,V)=1 (3.67)
sartlar1 gercekleniyorsa, ¢ ve y tarafindan iiretilen U ve V' vektor alanlar
gX,U) = ¢(X), g(X,V) = y(X) (3.68)

seklinde tanimlanir.

3.2.1 Neredeyse yari-Einstein manifoldlarimin baz 6zellikleri ve bu manifoldlar

uizerindeki 0zel vektor alanlar:

Bu kisimda, neredeyse yari-Einstein manifoldlar1 iizerinde 6zel vektor alanlari
incelenecek ve elde edilen sonuclar ifade edilecektir. Ayrica, E iligkili tensorii (3.66)

seklinde alinacak ve bu manifoldun cesitli 6zellikleri arastirilacaktir.
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(M,g), n—boyutlu (n > 2), neredeyse yari-Einstein manifoldu ve {ey,...,e,}, bu
manifoldun teget uzayinin ortonormal bir baz1 olmak iizere, (3.65) ifadesi kullanilirsa,

M manifoldunun r skaler egrilik fonksiyonu
r=na-+bE (3.69)

seklinde elde edilir. Burada, a ve b manifoldun iliskili skalerlerini ve £ = E(e;,¢;), E

iligkili tensoriiniin izini gostermektedir.

Tanmm 3.2.2 (M,g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve 7, ikinci mertebeden

simetrik bir tensor olsun. V X,Y,Z € (M) igin,
(VXT)(¥,2) + (VY T)(Z,X) + (V/T)(X.Y) = a(X)g(¥,Z)  (370)
+a(Y)g(Z,X) +a(Z)g(X,Y)

kosulu saglaniyorsa, T simetrik tensoriine kuadratik konformal Killing tensorii adi

verilir. Burada, o, 1-formdur.

Teorem 3.2.1 (M,g), n—boyutlu bir N(QE), manifoldu olsun. Bu manifoldun Ricci
tensoriiniin kuadratik konformal Killing tensorii olmasi icin gerek ve yeter kosul, E
iligkili tensoriiniin bir kuadratik konformal Killing tensorii ve b iligkili skalerinin sabit

olmasidir.

Ispat: N(QE), manifoldunun Ricci tensorii kuadratik konformal Killing tensorii

olsun. Bu durumda (3.70) ifadesi kullanilarak,
(VxS)(Y.Z) + (VyS)(Z,X) + (V28)(X.Y) = a(X)g(¥,Z)  (3.7D)
+a(Y)g(Z,X)+a(Z2)g(X,Y)
bulunur. Ote yandan, (3.65) bagmtisinin kovaryant tiirevi alinirsa,
(VxS)(Y,Z) = (dxa)g(Y,Z) + (dxb)E(Y,Z) + b(VXE)(Y,Z) (3.72)
bagintisi elde edilir.

(3.72) denkleminde X, Y ve Z vektor alanlar dairesel olarak degistirilirse ve bulunan
tic denklem toplanirsa, (3.71) kosulu ve E tensoriiniin kuadratik konformal Killing

tensOrii olma kosulu, yani
(VXE)(Y,Z)+(VYE)(Z,X) + (VZE)(X,Y) = v(X)g(Y,Z) (3.73)
+7(Y)8(Z,X)+v(Z2)g(X,Y)
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seklinde olmasi da goz oniine alinirsa,
(dxD)E(Y,Z)+ (dyb)E(Z,X)+ (dzD)E(X,Y) =0 (3.74)

bagintis1 elde edilir. Burada,

YX) = 2 (a(X) ~ 3xa)
seklindedir.
Walker’in Yardimci Teoremi’ne gore,
a(Y,Z2)b(X)+a(Z,X)b(Y)+a(X,Y)b(Z)=0 (3.75)

kosulu saglaniyorsa ve a simetrik ise, tiim a(X,Y)’ler veya tim b(X)’ler sifir olmalidir,
[40]. Bu Yardimcit Teorem’e gore, E(X,Y) # 0 oldugundan, (3.74) ve (3.75)

denklemleri yardimiyla, b iliskili skalerinin sabit olmas1 gerektigi goriilmektedir.

Tersine, E iligkili tensorii bir kuadratik konformal Killing tensor ve b iligkili skaleri
sabit ise, (3.70) ve (3.72) ifadeleri kullanildiginda, Ricci tensorii kuadratik konformal

Killing tensor olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur. U

Tanim 3.2.3 ([41]) (M,g), n—boyutlu (n > 2) diiz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. V X,Y,Z € x(M) i¢in, manifoldun Ricci tensorii S
(Vx$)(¥,Z) = a(X)S(Y,2) + B(X)g(Y, Z) (3.76)

bagintisim1 gercekliyorsa, M manifolduna, genellestirilmis Ricci-rekiiran manifoldu
ad1 verilir. Burada, o ve 8 sifirdan farkli 1-formlardir. n—boyutlu bir genellestirilmis
Ricci-rekiiran manifoldu, GR,, sembolii ile gosterilmektedir. 3 = 0 ise, bu manifold

Ricci-rekiiran manifolda indirgenir.

Teorem 3.2.2 N(QE), manifoldunun genellestirilmis Ricci-rekiiran manifold olmasi
icin gerek ve yeter kosul, bu manifoldun genellestirilmis E-rekiiran manifold

olmasidir.

Ispat: N(QE), manifoldu genellestirilmis Ricci-rekiiran olsun. Bu durumda, (3.65)

kosulunun kovaryant tiirevi alindiginda ve (3.76) ifadesi kullanildiginda,
(VXE)(Y.Z) = - (a(X)a+ B (X) — dxa)g(Y.2) (3.77)

+—(a(X)b— dxb)E(Y,Z)

S = o —
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denklemi elde edilir. ~Bu durumda, Tamim 3.2.3’e gore, N(QE), manifoldu

genellestirilmis E-rekiirandir.

Diger taraftan, N(QE), manifoldu genellestirilmis E-rekiiran ise, (3.65) ve (3.72)
yardimuiyla,

(Vx8$)(Y,Z) = v(X)S(Y,Z) + 8(X)g(Y,Z) (3.78)

denklemi bulunur. Burada,

YX) = 1 [9wb + (X))

ve
a(dxb
§(X) = [xa+B(x)b— 2L ;‘ ) _a(x)d)
seklindedir. Boylece, (3.76) kosulu saglanir ve ispat tamamlanmisg olur. 0

Simdi, N(QF), manifoldunun E iliskili tensoériiniin (3.66) formu ele aliarak,
neredeyse yari-Einstein manifoldunun 6zel bir durumu icin ¢esitli sonuglar sunula-

caktir. Bagka bir deyisle, manifoldun Ricci tensorii
S(X,Y) = ag(X,Y) +b[o(X)w(Y) + y(X)o(Y)] (3.79)
biciminde ele alinacaktir.

Teorem 3.2.3 M, (3.79) kosulunu saglayan n—boyutlu bir neredeyse yari-Einstein
manifoldu, U ve V, bu manifoldun ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen iirete¢ vektor
alanlar1 olsun. Bu durumda, U ve V vektor alanlarimin konsorkilir vektor alanlari

olmas1 miimkiin degildir.

Ispat: M manifoldu (3.79) kosulunu saglasin. Bu manifoldun iirete¢ vektor alanlari U
ve V, sirasiyla, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlart olsun. Bu takdirde,

lokal koordinatlarda
Vi =pgij (3.80)
ve

Viy; = 0gij (3.81)
bagintilar1 gerceklenir. Burada, p ve ¢ skaler fonksiyonlardir.
Ote yandan, g(U,U) = 1 bagmtisinin kovaryant tiirevi alinirsa,

(V99" =0 (3.82)
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denklemi bulunur. Burada, ¢ = g'¢, (h = 1,2, ...,n) seklindedir.

(3.80) denklemi ¢j ile carpilirsa ve (3.82) ifadesi kullanilirsa,

po;=0

bagintis1 elde edilir. Bu durum, p skaler fonksiyonunun sifirdan farkli ve ¢’nin
sifirdan farkli bir 1-form olmasiyla celisir. Bu nedenle, U iirete¢ vektor alaninin
konsorkilir vektor alani olmas1 miimkiin degildir. Benzer sekilde, V iiretecinin de
konsorkilir vektor alani olamayacag1 gosterilebilir. O halde, M manifoldunun iirete¢

vektor alanlarinin konsorkilir vektor alant olamayacagi ispatlanmug olur. U

Eger, N(QF), manifoldunun iirete¢ vektor alanlarindan birinin tors olusturan vektor
alan1 oldugu kabul edilirse, ornegin, U iirete¢ vektor alam tors olusturan vektor alani
ise, p skaler fonksiyon olmak iizere, (2.17), (3.67) ve (3.68) denklemleri kullanildig1
takdirde,

Vo= p(gij— 0:9;) (3.83)

elde edilir.

Bununla birlikte, g(U,V) = 0 bagmtisinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (3.83) denklemi

kullanilirsa,
0" (Vi) = —p i (3.84)

sonucuna ulagilir. Bu bagintilar gbz oniine alinarak, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.4 M, (3.79) kosulunu saglayan ve Ricci tensorii kuadratik konformal
Killing tensorii olan, n—boyutlu bir neredeyse yari-Einstein manifoldu, U ve V, bu
manifoldun, sirasiyla, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen iirete¢ vektor alanlar olsun.
Uretec vektor alanlarindan biri tors olusturan vektor alani ise, diger iiretec vektor

alaninin diverjansi sifir olmak zorundadir.

Ispat: N(QE), manifoldunun Ricci tensoriiniin kuadratik konformal Killing tensorii
oldugu kabul edilsin. Bu durumda, lokal koordinatlarda (3.70) bagintis1 kullanilirsa,

o, 1-form olmak tizere,
ViSij+ViSjk +V Sk = ougij+ otig jx + o gri (3.85)

elde edilir.
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Daha sonra, (3.79) kosulunun kovaryant tiirevi alinirsa,

ViSij = argij + bi(¢iyj+ 0, ¥i)
+b((Vidi) Wi+ 0i(View)) + (Vi) vi+ 0;(Viewi)) (3.86)
denklemi bulunur. Burada, a ve b manifoldun iligkili skalerlerini gostermektedir ve
aj = 8ka, bk = 8kb dir.

Manifoldun ¢, 1-formuna ait U iireteg¢ vektor alani tors olusturan vektor alani olarak
kabul edilirse, (3.83) kosulu saglanir. Bu takdirde, (3.86) ifadesinde indisler dairesel
olarak degistirilirse ve (3.83), (3.85) denklemleri kullanilirsa,

(ak +2bp Wi — o )i+ (ai + 2bp Wi — o) g ji + (aj + 2bpyj — 0tj) gk

+0k(9iW) + 0 ¥i) + bi(9 Wi+ o) + b (0 Wi + 9i W) (3.87)
+o(0i(View)) + 0;(Viewi) + 05 (Vi) + 0(V¥i) + 0 (Viv) + 0i(Vvi))
—2bp (i + PP Vi + 9id; i) =0

elde edilir. Boylece, (3.87) denklemi g/ ile carpilirsa ve (3.84) kosulu g6z 6niine

alinirsa,
(n+2)(ar+2bpyi — o) +2b; (9" Wi + P y')
—4bp i +2b(9' (Vi) + 0 (Viw')) = 0 (3.88)

bagmtisinin saglanmasi gerektigi goriiliir. Ote yandan, (3.88) ifadesi, sirasiyla, ¥ ve

yk ile carpilirsa ve (3.67) kosulu kullanilirsa,
(n+2)(ax — o) 0~ + 2k, w* + 26V, 'k =0 (3.89)

(n+2)(ax — og )y~ +2nbp 4 2b;o* =0 (3.90)
denklemleri bulunur. Ayrica, (3.87) denklemi, sirasiyla, ¢'¢p/9* ve yiyi¢k ile

carpilirsa,
(ax — o) 9" =0 (3.91)

veE

(ax — o) 9" +2by* =0 (3.92)

bagintilar1 elde edilir. Manifoldun b iligkili skaleri sifirdan farkli oldugundan, (3.89),
(3.91) ve (3.92) denklemleri kullanildig: takdirde,

Viyt =0
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elde edilir. Boylece, y, 1-formuna ait V' iirete¢ vektor alanimin diverjansinin sifir

olmasi1 gerektigi sonucuna ulagilir ve bu durumda, ispat tamamlanmis olur. U

Teorem 3.2.5 M, (3.79) kosulunu saglayan n—boyutlu bir N(QE), manifoldu olsun.
M genellestirilmis Ricci-rekiiran bir manifold ise, ¢ ve y, 1-formlar tarafindan
tiretilen U ve V lirete¢ vektor alanlarinin tors olugturan vektor alanlart olmast miimkiin

degildir.

Ispat: M manifoldu (3.79) kosulunu saglayan, n—boyutlu bir neredeyse yari-Einstein
manifoldu olsun. Bu durumda, lokal koordinatlarda, (3.86) bagintis1 mevcuttur.
Manifoldun ¢, 1-formu tarafindan iiretilen U iirete¢ vektor alani tors olusturan vektor
alan1 ise, (3.83) kosulu saglanir. M manifoldu genellestirilmis Ricci-rekiiran bir

manifold ise, (3.76), (3.83) ve (3.86) bagintilar1 yardimiyla,

(ax — O — a¥i)gij + (b — bYi) (O + &) + D[P (gik — i) V)
+0i(Viw;) +p(gjx — 9j9) Wi + 0;(Vawi)] = 0 (3.93)
denklemi elde edilir. Burada, ¥ ve 8, Ricci-rekiiran manifoldun iligkili 1-formlaridir.

(3.93) denklemi g%/ ile carpilirsa ve (3.84) kosulu kullanilirsa,
ar = O +ay (3.94)

sonucuna ulagilr. Diger taraftan, (3.93) denklemi ¢'¢p/ ile carpilirsa ve (3.67)
kullanilirsa,

ar— & —ay+2b¢' (Viy;) =0 (3.95)
elde edilir.

(3.84), (3.94) ve (3.95) denklemleri yardimyla,

bpy =0

sonucuna ulagilir. Bu ise, b ve p’nun sifirdan farkli skaler fonksiyonlar ve y’nin
sifirdan farkli 1-form olmasi ile celisir. Dolayisiyla, U iirete¢ vektor alaninin tors
olusturan vektor alan1 olmas1 miimkiin degildir. Benzer sekilde, V iiretecinin de tors

olusturan vektor alan1 olamayacagi gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. [J
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3.2.2 N(QE), manifoldlarinin konformal doniigiimleri

Bu boliimde, neredeyse yari-Einstein manifoldlarinin  konformal doniisiimleri

incelenecektir.

M ve M (n > 2), sirastyla, g ve g metriklerine sahip, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein

manifoldlari olsun. Bu durumda, (3.31), (3.35) ve (3.65) denklemleri kullanilirsa,
BEI'J‘ = bEij + (n — Z)Gl'j + (AzG + (l’l - 2)A10 +a— dezc)gl'j (3.96)
bagintisi elde edilir.

Teorem 3.2.6 M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun g = ¢?°g
konformal doniisiimii yardimiyla M ile gosterilecek olan, n—boyutlu neredeyse
yari-Einstein manifolduna doniistiigi kabul edilsin. M manifoldunun, E iligkili
tensoriiniin ve b iligkili skalerinin bu doniisiim altinda degismez kalmasi halinde, M

manifoldu es mesafeli bir manifolda doniisiir.

Ispat: M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun E iligkili tensériinii ve
b iligkili skalerini koruyan g = ¢?®g seklinde bir konformal doniisiim icerdigi kabul
edilsin. Bu durumda, (3.96) denklemi goz oniine alinirsa, B = Ayo + (n —2)A;0

olmak iizere,
(n—2)oij+ (B +a—ae*)gij =0 (3.97)

bagintist elde edilir. Buna gore,
Ojj = 0gij (3.98)

ifadesi bulunur. Burada, o = ﬁ(éez" —a— fB) seklindedir. £ = —exp(—0) olarak
almirsa ve (3.37) kullanilirsa, (3.98) kosulunun (2.19) ifadesiyle esdeger oldugu
goriilir. Dolayisiyla, M es mesafeli bir manifolddur. Bdylece, ispat tamamlanmig

olur. O

Teorem 3.2.7 M manifoldu es mesafeli, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldu
olsun. Manifoldun a ve b iliskili skalerleri, ¥ = (“-1)[2 Ay0 + (n — 2)A; 0] olmak
kosuluyla, g = ¢*°g konformal doniisiimii altinda, b = b, @ = ¢~ 2°(a + ¥) seklinde

doniisiiyorsa, bu manifoldun E iligkili tensorii konformal invaryanttir.
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Ispat: M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun es mesafeli bir manifold

oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, (2.19) bagintisindan, & = V;£ olmak iizere,

Vi&i=pgij (3.99)
elde edilir.
o = —In(—&(x)) olarak alinirsa ve (3.35) denklemi kullanilirsa,
Sij = Sij +V8ij (3.100)

bulunur. Burada, y = (”n;l)[Z Ao + (n—2)A10] dir.  (3.31), (3.65) ve (3.100)

denklemleri yardimyla,

ae*°g;;+bE;j = (a+7)gi; + bEi (3.101)
elde edilir.
Bu takdirde, @ = e 29 (a+ ) ve b = b olarak alinirsa, (3.101) denkleminden E;; = E;;

sonucuna ulagilir ve boylece, ispat tamamlanmis olur. U

Teorem 3.2.8 M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun E iligkili ten-
soriiniiniin ve b iligkili skalerinin invaryant kaldig1 § = e?®g seklinde bir konformal
doniisiimii goz Oniine alinsin. Bu konformal doniisiimiin aym1 zamanda konharmonik
doniisiim olmasi icin gerek ve yeter kosul, a iliskili skalerinin @ = e 2%a seklinde

doniismesidir.

Ispat: M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun E iliskili tensoriinii ve
b iliskili skalerini koruyan g = ¢*°g seklinde bir konformal doniisiim icerdigi kabul

edilsin. (3.37), (3.38) ve (3.96) ifadeleri kullanilirsa,

(I’L — Z)VJ'V,'G — (n — Z)GiGj

+[Vio" + (n—2)0"0, +a—ae*®|gi; =0 (3.102)
bagintisi elde edilir. (3.102) bagintis1 g/ ile carpilirsa,

(a—ae*°)=0 (3.103)

1 n
V,6"+~(n—2)o"
no+ 5 =2)0ton+ 5o

sonucuna ulagilir.
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Eger konformal doniisim aym1 zamanda konharmonik ise, (3.59) ve (3.103)
yardimiyla,

a=e g

bulunur. Tersine, manifoldun iligkili skaleri yukaridaki sekilde doniisiiyorsa, (3.103)
kullanildig: takdirde, (3.59) denklemi elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir. 0

Simdi, M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein manifoldunun o (Ric) vektor alani

icerdigi kabul edilsin. Bu takdirde, u bir sabit olmak iizere, lokal koordinatlarda
Vo, = usS;; (3.104)
kosulu gerceklenir.

Teorem 3.2.9 iliskili skalerleri sabit olan M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein
manifoldunun (3.30) konformal doniisiimii ayn1 zamanda konharmonik olsun. Eger
M manifoldu o(Ric) vektor alani igeriyorsa, 6’ nin boyunun sabit olmasi igin gerek ve

yeter kosul, E iligkili tensoriiniin izinin sabit olmasidir.

Ispat: iliskili skalerleri sabit olan M, n—boyutlu neredeyse yari-Einstein mani-
foldunun konharmonik doniigiimii goz 6niine alinsin. Eger bu manifold, o (Ric) vektor
alanm iceriyorsa, (3.59) ve (3.104) bagimntilar1 kullanilirsa, M manifoldunun skaler

egriligi,
2-n) .
= Mo’a,- (3.105)
2u

olarak elde edilir. M manifoldunun iligkili skalerleri sabit oldugundan, (3.69) ve

(3.105) yardimiyla,

~ 1. (2—
21

5 6'6; — nal

bulunur.

Eger o’ nin boyu sabit ise, ¢ sabiti i¢in,
clo,=c

oldugundan E’nin sabit olmasi gerektigi sonucuna ulagilir. Tersine, £ sabit ise, 6’ nin

boyu sabittir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur. 0
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3.2.3 N(QE), manifoldlarmin érnekleri ve N(QE), uzay-zaman

Bu kisimda, neredeyse yari-Einstein manifoldlarinin varligina ait 6rnekler verilecek ve

N(QE), uzay-zaman incelenecektir.

Ornek 3.2.1 R* iizerinde asagidaki gibi tammlanan g metrigi goz oniine alinsin
ds* = g;jdx'dx’ = (dx")? + (x')? (dx*)? + (x' sinx?)? (dx®)? +et (dx*)?.  (3.106)

Burada, i, j =1,2,3,4 ve 0 < x' < 1 olup x', x?,x*,x* R*’iin standart koordinatlaridur.
Buna gore, sifirdan farkli olan Christoffel sembolleri, Riemann egrilik tensoriiniin ve

Ricci tensoriiniin bilesenleri ve skaler egrilik, sirasiyla,

1
e 1
1 1 i lfain2V2 1ol

1"22:—)5 , F33:—x (smx) , F44:_ 5 1—‘12_1—‘13_)7
. 1
F23 = cotx? F§3 = —sinx? cosxz, 1"‘114 =5
e (x1)er
Rigq1 = i Ryaqp = 5 R3443 =

1 x! x 22 (x1 +4)e’“1 x'+4
S = 7 Sy = > S33 = E(smx )7, Saa = A (3.107)

| (XI)eXI (sinxz)2

olarak bulunur. O halde, (M4, g) bir Riemann manifoldudur. Simdi, bu manifoldun
N(QE)4 oldugu gosterilecektir. Herhangi bir x € My i¢in, a ve b iligkili skalerleri ile E

iliskili tensériiniin bilesenleri, x> :I:]% (k=0,1,2,...) olmak iizere,

1 1
a=—(cosx?)?, b= —(sinx?)? (3.108)
4 4
ve
(1, i=j=1ise
1 . . .
(5131);2)2 — (xh)?(cotx?)?,  i=j=2ise
Eij(x) = ¢ 2x' — (xl) cosx?)?, i=j=3ise (3.109)
smx2 5 4 — (cosx?)?), i=j=4ise
W i # jise

seklinde segilirse, (3.65) kosulunun saglanmasi i¢in, i = 1,2, 3,4 olmak iizere,

Sii = agii + bEi;
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denklemlerinin saglanmasi yeterlidir. Ciinkii, diger durumlar asikar olarak

saglanacaktir. Bu takdirde, (3.107), (3.108) ve (3.109) kullanilirsa,

251 =

1 1 1
S11 =agi1 +bE :Z(cosxz)zx 1—|—Z(sinx2) 2
olarak elde edilir. i = 2,3,4 i¢in de benzer sekilde, (3.65) bagintisinin gerceklenecegi
gosterilebilir. Boylece, (M4, g) manifoldunun (3.106) metrigi ile birlikte bir N(QF)4

oldugu ispatlanmig olur.

Ote yandan, (My, g) manifoldu (3.106) metrigi ile birlikte bir yari-Einstein manifoldu
degildir. Aksi halde, i, j =1,2,3,4 icin,

Sij = agij +bio;
kosulunun saglanmas: gerekirdi. Bu bagintida, i = j i¢in,
Sii = agii +b¢;¢; (3.110)

bulunur. S; # 0 ve g;; # 0 oldugundan, i = 1,2,3,4 i¢in, a # 0, b # 0 ve ¢; # 0 olacak
sekilde secilebilir. Fakat, bu degerler icin i # j olmasi durumunda, S;; = ag;; + b@;¢;
denklemi saglanmayacakutir. Ciinki, i # j icin, S;; = g;j = 0 ve ¢; # 0’dir. Dolayisiyla,
(M4, g) bir yari-Einstein manifoldu degildir.

Ornek 3.2.2 R* iizerinde asagidaki gibi tanimlanan g metrigi goz oniine alinsin

4
3

ds* = gijdx'dx’ = (x*)3[(dx")* 4 (dx®)? + (dx*)?] + (dx*)?. (3.111)

Burada, i,j = 1,2,3,4 ve x',x%,x%,x*, R*iin standart koordinatlaridir. Buna gore,

sifirdan farkli olan Christoffel sembolleri, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci

tensoriiniin bilesenleri ve skaler egrilik, sirasiyla,

W=

2 2
F}4:F%4:F3 rélll :rézlzzrg3:——(x4) )

347 3 3
R =R =R = 2
1441 = Roaas = Raaaz = O
4
Ri221 = R1331 = R332 = §(x4)2/3,
2 2 4

S11=82=35833= (3.112)

e O A EUk
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seklinde bulunur. O halde, (My,g) bir Riemann manifoldudur. Herhangi bir x € My

icin, a ve b iligkili skalerleri ile E iligkili tensoriiniin bilesenleri

2 1

R Y —— 3.113
T T3 Ot G.113)
ve
1263 i==1.2.3i
Eyx) = W) i=i=12 30 (3.114)
0, i=j=4vei# jise

seklinde secilirse ve (3.112), (3.113) ve (3.114) bagintilar1 kullanilirsa,
S =agi +bE) = 2
3(x4)2/3
elde edilir. Benzer sekilde, S>;, S33 ve Si4 bilesenlerinin de (3.65) kosulunu
gercekleyecegi gosterilebilir. Diger durumlar ise asikar olarak saglanacaktir. O halde,
(3.113) ve (3.114) kosullar ile birlikte, (M4, g) manifoldu bir N(QF )4 manifoldudur.
Ayrica, Ornek 3.2.1°deki benzer adimlarla, (My,g) manifoldunun bir yari-Einstein

manifoldu olamayacag1 gosterilebilir.

Simdi, (My,g) manifoldunun (3.111) metrigi ile birlikte, E iligkili tensoriinii ve b
iligkili skalerini koruyan bir konformal doniisiim icerdigi kabul edilsin. x'x?x® > 0

olmak lizere, o ve a asagidaki gibi segilirse,

2
_ 1,23 = _
G—ll’l(XXX ), a——m (3115)

bu ifadelerin Teorem 3.2.8’1 sagladig1 gosterilebilir. (3.115) kosulundan, i = 1,2,3

icin V0 = % =0;= % ve 04 = 0 olarak bulunur. Ote yandan, o; nin (i = 1,2,3,4)

sifirdan farkli kovaryant tiirevleri,

2
\% =V =
104 401 3l A
2
V204 =V40r = ——
204 4072 32 A
2
V3G4 = V463 = _3_xT_x47 (3116)
1
Vio = ———
101 (xl)za
Vy0, = !
202 — (XZ)Z’
Vioz = !
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seklinde elde edilir. (3.116) denklemleri kullanilirsa,
¢'"Vio1+g' o100 =0 (3.117)

bulunur. Benzer sekilde, diger kosullar da saglanir. O halde, (3.59) bagintisi
gerceklenir. Bu duruma ek olarak, (3.116) ve (3.117) yardimiyla,

262 In(x'x%x3) 2

=20
e . S 3.118
ae 3(xlx2x3x4)2 3(x*)2 . ( )

elde edilir. (3.117) ve (3.118) bagintilar1 g6z Oniine alinirsa, (3.103) denkleminin
saglandig1 goriiliir. Boylece, Teorem 3.2.8’in yukaridaki kosullar altinda gerceklendigi

gosterilmis olur.

Simdi ise, N(QE), manifoldunun uzay-zaman modelleri arastirilacaktir. ~ Bu
uzay-zaman, N(QES)4 seklinde gosterilecektir. Genel gorelilik teorisinde, kozmolojik

sabitli Einstein alan denklemi
KT (X,Y) :S(X,Y)—gg(X,Y)—l—/’Lg(X,Y) (3.119)

seklinde verilir. Burada, S Ricci tensoriinii, g metrik tensorii, r skaler egriligi, A

kozmolojik sabiti ve T gerilme-enerji tensoriinii gdstermektedir.

(3.65) denkleminde X ve Y iizerinde daraltma yapilirsa ve (3.119) kullanilirsa,
1 bE b
olarak bulunur.  Bununla birlikte, miikemmel akigkanli bir uzay-zamani icin

gerilme-enerji tensoril
T(X,Y) = (0 +p)AX)A(Y) + pg(X,Y) (3.121)

seklinde verilir. Burada, ¢ enerji yogunlugu ve p izotropik basinci gostermektedir ve
0 + p # 0 dir. A, sifirdan farkli bir formu g(X,V) = A(X) olarak tanimlanir ve V hiz
vektorii g(V,V) = —1 kosulunu saglar. (3.120) ve (3.121) denklemleri kullanilirsa,

(kp—a—A+%)
b

2(X,¥) + @A(X)A(Y) (3.122)

E(X,Y)=
bulunur.

Teorem 3.2.10 iliskili skalerleri sabit olan miikemmel akiskanli bir N(QES)4
uzaymin E iligkili tensorii lokal olarak simetrikse, bu akisin ¢ enerji yogunlugu ve

p izotropik basinci sabittir.
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Ispat: iliskili skalerleri sabit olan, miikemmel akiskanli bir N (QES)4 uzaymm E
iligkili tensorii (3.122) formundadir. Bu ifadenin her iki tarafinin kovaryant tiirevi

alinirsa, a ve b sabitler olmak iizere,

(v.E)x.y) = P2 o ) MT20) V200 ) )
* k(clj 2 ((9,4)()A(Y) + AX)(V2A) (7)) (3.123)

elde edilir. Diger taraftan, iligkili skalerleri sabit olan bir N(QES)4 uzay1 i¢in, (3.65)
kosulunun kovaryant tiirevi alinirsa ve E tensoriiniin lokal olarak simetrik oldugu

kullanilirsa,

(Vz8)(X,Y)=0

bagintis1t mevcut olur. O halde, manifoldun skaler egriligi sabittir. Buna gore, (3.123)

denkleminden,

k(Vzp)g(X,Y) +k[(Vzo) + (Vzp)|A(X)A(Y)
+k(o+p)[(VZA)(X)A(Y) +AX)(VZA)(Y)] =0 (3.124)
ifadesi bulunur.

(3.124) denkleminde, X ve Y iizerine daraltma yapilirsa ve g(V,V) = —1 kosulu
kullanilirsa, k # 0 oldugundan,

3Vzp—Vz0 =0 (3.125)

dir.

Diger taraftan, (3.124) denkleminde, X =Y =V almrsa ve g(V,V) = —1 kosulu
kullanilirsa, Vzo = 0 ve daha sonra, (3.125) denkleminden, Vzp = 0 sonuclari elde
edilir. Bu durumda, o enerji yogunlugunun ve p izotropik basincin sabit oldugu

anlasilir. Boylece, ispat tamamlanir. (I

Simdi, (3.79) kosulunu saglayan bir neredeyse yari-Einstein manifoldu goz Oniine

alinsin. Kozmolojik sabit icermeyen Einstein alan denklemi
kT (X,Y) :S(X,Y)—gg(X,Y) (3.126)
seklindedir. Bu durumda, asagidaki sonug verilebilir.
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Teorem 3.2.11 (3.79) kosulunu saglayan bir N(QES)4 goz oniine alindig: takdirde,
gerilme-enerji tensoriiniin izinin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, a iligkili

skalerinin sabit olmasidir.

Ispat: N(QES), manifoldunun (3.79) kosulunu sagladig1 kabul edilsin. Bu takdirde,
(3.79) ve (3.126) denklemleri kullanilirsa,

KT(X,Y) = (a= 3)g(X.¥) +b(9(X)W(Y) +6 (V) w(xX)) (3.127)
elde edilir. Ote yandan, (3.79) kosulundan, manifoldun skaler egriligi
r=4a (3.128)
seklinde bulunur. (3.127) ve (3.128) bagtilar yardimuyla,

KT(X,Y) = —ag(X,Y) +b(o(X)y(Y) + oY)y (X)) (3.129)

denklemi elde edilir. (3.129) denkleminde, X ve Y iizerinde daraltma yapilirsa, T

gerilme-enerji tensoriiniin izini gostermek iizere,

T:—%a (3.130)

sonucuna ulagilir. (3.130) bagintisina gore, gerilme-enerji tensoriiniin izinin sabit
olmasi icin gerek ve yeter kosul, a iligkili skalerinin sabit olmasidir. Bdoylece, ispat

tamamlanir. O

3.3 Genellestirilmis Yari-Einstein Manifoldlar:

Genellestirilmis yari-Einstein manifoldu kavramu, ilk olarak, 2001 yilinda M. C. Chaki
tarafindan verilmistir, [7]. Daha sonra, 2004 yilinda, U. C. De ve G. C. Ghosh
tarafindan farkli bir genellestirilmis yari-Einstein manifoldu tamimlanmustir, [8]. Bu

manifoldun her iki tanimi1 da asagida yer almaktadir.

Tanmm 3.3.1 ([7]) (M,g) n—boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensorii sifirdan farkli olmak iizere, V X, Y € (M) igin

S(X,Y) = ag(X,Y) +b¢(X)o(Y) +c[o(X)w(Y) + oY)y (X)] (3.131)

bagintis1 gercekleniyorsa, M manifolduna genellestirilmis yari-Einstein manifoldu adi

verilir. Burada, a, b, ¢ skaler fonksiyonlardir ve b, ¢ sifirdan farklidir. Bu fonksiyonlara
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M manifoldunun iligkili skalerleri denir. U ve V birbirine dik birim vektor alanlari
olmak iizere, yani

g(U,V) =0, g(U,U)=g(V,V) =1 (3.132)

sartlar1 gergcekleniyorsa, ¢ ve y sifirdan farkli 1-formlar tarafindan iiretilen U ve V

vektor alanlari
gX,U)=¢(X), g(X,V) = y(X) (3.133)

seklinde tanimlanir. Bu vektor alanlarina, M manifoldunun iiretegleri denir.

Tanim 3.3.2 ([8]) (M,g) n—boyutlu (n > 2) bir Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun Ricci tensorii sifirdan farklt olmak tizere, V X,Y € x (M) igin,
S(X,Y) = ag(X,Y) +bo(X)p (¥) + ey (X)y(¥) (3.134)

bagintis1 ger¢cekleniyorsa, M manifolduna genellestirilmis yari-Einstein manifoldu ad1
verilir. Burada, a, b, ¢ skaler fonksiyonlardir ve b, ¢ sifirdan farklidir. Bu fonksiyonlara
M manifoldunun iligkili skalerleri denir. U ve V birbirine dik birim vektor alanlari
olmak iizere, yani

g(U,V) =0, g(U,U)=g(V,V) =1 (3.135)

sartlar1 gercekleniyorsa, ¢ ve y sifirdan farkli 1-formlar tarafindan iiretilen U ve V

vektor alanlari
gX,U)=9¢(X), g(X,V) = y(X) (3.136)

seklinde tanimlanir. Bu vektor alanlarina, M manifoldunun iiretegleri denir. f isareti
kullanilarak, U = ¢* ve V = y* yazilabilir. n—boyutlu bir genellestirilmis yari-Einstein

manifoldu G(QE), sembolii ile gosterilmektedir.

G(QE), manifoldunun (3.134)’deki tanmimi esas alinarak, [8, 42] numarali

kaynaklarda bu manifoldlarla ilgili 6rnekler verilmistir.

Bu ¢alismada, (3.134) ve (3.135) kosullarini saglayan G(QF),, manifoldu incelenecek-

tir.
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3.3.1 Genellestirilmis yari-Einstein manifoldlari iizerindeki 6zel vektor alanlar:

Calismanin bu boliimiinde, (3.134) ve (3.135) kosullarini saglayan genellestirilmis
yari-Einstein manifoldlar1 iizerinde tanimlanan 06zel vektor alanlart goz Oniine
alinacaktir. Tk olarak, G(QE), manifoldunun temel 6zelliklerinden bahsedilerek, bazi

temel tanimlara yer verilecektir.

(e))!_,, G(QE), manifoldu iizerinde ortonormal baz olmak iizere, (3.134) ve (3.135)

kosullar1 kullanilirsa, manifoldun skaler egrilik fonksiyonu

=

-

S(ei,e;) =na+b+c (3.137)
1

olarak bulunur. Benzer sekilde,
S(U,U)=a+b, (3.138)

S(V,V)=a+c (3.139)
bagintilar1 gerceklenir.

Bu calismanin devaminda kullanilmak iizere, genellestirilmis yari-Einstein mani-
foldunun iirete¢ vektor alanlarinin paralel vektor alant olmasi durumunun goz 6niine

alindig1 asagidaki teorem verilmektedir.

Teorem 3.3.1 ( [8]) Bir genellestirilmis yari-Einstein manifoldunun iiretecleri olan U
ve V vektor alanlar1 paralel vektor alanlari ise, manifoldun iligkili skalerleri arasinda

b = ¢ = —a bagintis1 mevcuttur.

Tanmm 3.3.3 (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger M manifoldunun

Ricci tensorii S, V X,Y,Z € x(M) igin,
(Vz)(X,Y)+ (VxS)(Y,Z)+ (VyS)(Z,X) =0 (3.140)
bagintisim gercekliyorsa, Ricci tensoriine dairesel paraleldir denir.

Teorem 3.3.2 (M,g), n—boyutlu bir G(QFE), manifoldu olsun. ~Bu durumda,
manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin aymi zamanda tors olusturan vektor alanlari

olmas1 miimkiin degildir.
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Ispat: G(QE),, manifoldunun iirete¢ vektor alanlart U ve V, sirasiyla, ¢ ve vy,
I-formlarina kars1 gelen vektor alanlari olsun. U ve V iirete¢ vektor alanlarinin
her ikisinin de tors olusturan vektor alanlari oldugu kabul edilsin. Bu takdirde,

g(U,U) =1, g(V,V) =1 kosullar ve (2.16) kullanilirsa,

(Vx9)(Y) = p(e(X,Y) = ¢(X)o(Y)) (3.141)

ve
(Vxy)(Y) = o(e(X,Y) —w(X)y(Y)) (3.142)
denklemleri elde edilir. Burada, p ve o skaler fonksiyonlardir.

Ote yandan, g(U,V) = 0 kosulunun kovaryant tiirevi alinirsa ve (3.141), (3.142)

denklemleri kullanilirsa,
8(VxU,V)+g(U,VxV) =py(X)+0¢(X) =0 (3.143)

denklemi bulunur. Bu durumda, (3.143) denkleminde X = U alinirsa ve (3.135) kosulu

kullanilirsa ve daha sonra, (3.143) denkleminde X = V alinarak ayni igslemler yapilirsa,
p=0c=0

bulunur. Bu durum, p ve o’nin sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmasi ile ¢elisir.

Boylece, ispat tamamlanmis olur. U

Teorem 3.3.3 G(QFE), manifoldunun Ricci tensorii, Codazzi tensorii ve bu mani-
foldun iiretecleri olan ¢f, ¥ vektor alanlarindan yalnizca biri tors olusturan vektor

alan1 olsun. Bu takdirde,

1 1

p=-aqp" yada o=-aqy"

b c
kosulu saglanir. Burada, a; = dia ile gosterilmektedir.
ispat: Lokal koordinatlarda, (3.40) denklemi kullanilirsa,

ViSij = VSik (3.144)

elde edilir. Ote yandan, (3.134) kosulunun her iki tarafinin kovaryant tiirevi alinirsa,

ViSij = argij +br9i¢; +b(Vidi)¢; +b(Vid;) 9 + cr Wiy, (3.145)
+c(Viwi) W +c(Viy)) v

42



denklemi bulunur. Burada, a, b, ¢ manifoldun iliskili skalerleridir ve a; = dya, by = dib

ve ¢, = dic ile gosterilmektedir.

Simdi, U = ¢* ve V = ! vektor alanlarindan sadece birinin tors olusturan vektor alan:
oldugu kabul edilsin. Ornegin, U = ¢* vektor alani tors olusturan vektor alani olsun.
Bu durumda, (2.17) ve (3.135) denklemleri kullanilirsa, p bir skaler fonksiyon olmak

uzere,
Vidi = p(gik — 9iP) (3.146)

elde edilir. Ayrica, (3.145) ve (3.146) denklemleri kullanilirsa,
ViSij = argij+ bk9i9j + ci Wiy + bp 9i(gjx — 9 0x) (3.147)
+0p9;(8ik — 9ide) + c(Vivi) W) + c(Viw;) Vi
seklinde bulunur. Boylece, (3.144) ve (3.147) denklemleri g6z 6niine alindig1 takdirde,
argij = a;8ik + br9i®; — bjPid + kWil — ¢ Wik +bp (gix®j — ijgx)  (3.148)
+e(WVivi + WiViw; — vV v — vV i) =0
bagintisinin saglanmasi gerektigi goriiliir.

Daha sonra, (3.148) denklemi g/ ile carpilirsa ve elde edilen ifade, sirasiyla, ¢* ve y*

ile carpilirsa ve (3.135) kosulu kullanilirsa, k = 1,2, ..., n olmak iizere,
((n—1)ag+c) 9" +[(1 —n)b+clp =0, (3.149)

((n—1)ag+bg) y* —cVip* =0 (3.150)

bulunur.  Diger taraftan, (3.148) denklemi ¢'¢/ carpilirsa ve (3.135) kosulu

kullanilirsa, j = 1,2, ...,n olmak iizere,
ag+by—(a;j¢? +b;9') g =0 (3.151)
elde edilir. Boylece, (3.151) denklemi y* ile carpilirsa,
(ar+b )y =0 (3.152)

bagintis1 bulunur.

Ayrica, (3.148) denklemi 'y carpilirsa ve (3.135) kosulu kullanilirsa,

ar+cr—bpd — W Vv — (aj+c) vy =0 (3.153)
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elde edilir. Bu durumda, (3.153) ifadesi, ¢>’< ile carpilirsa,
(ar+cr)9*—(b—c)p =0 (3.154)
bulunur. Boylece, (3.149) ve (3.154) denklemleri goz Oniine alindig1 takdirde,

1
p= l—)akqﬁk (3.155)

sonucuna ulagilir.

Benzer sekilde, V = y* vektor alamimin tors olusturan vektor alami oldugu kabul

edilirse, yukaridaki adimlar kullanilarak, ¢ fonksiyonunun

1
o = —ay* (3.156)
C
seklinde olmas1 gerektigi goriiliir ve boylece, ispat tamamlanmisg olur. U

Sonug 3.3.1 G(QE), manifoldunun Ricci tensorii, Codazzi tensorii ve bu manifoldun
iiretecleri olan ¢, w¥ vektor alanlarindan yalnizca biri tors olusturan vektor alani

olsun. Bu takdirde, a iligkili skalerinin sabit olmasi miimkiin degildir.

Ispat: G(QE), manifoldunun « iliskili skaleri sabit olsun. Bu durumda, (3.155) ve
(3.156) denklemleri kullanilirsa, p = ¢ = 0 bulunur. Bu ifade hipotez i¢in ¢eligki

olusturur. Buna gore, sonug agiktir. U

Teorem 3.3.4 G(QE), manifoldunun Ricci tensorii, Codazzi tensorii ve bu mani-
foldun iiretecleri olan ¢¥, w* vektor alanlarindan yalmzca biri tors olusturan vektor
alan1 olsun. Bu durumda, ¢* (veya y¥) vektor alaninin diverjansmin sifir olmasi igin
gerek ve yeter kosul, manifoldun a ve ¢ (veya a ve b) iligkili skalerlerinin gradiyent

vektoriiniin ¢ (veya l;/ﬁ) vektor alanina dik olmasidir.

Ispat: ¢f vektor alani tors olusturan vektor alani olsun. Bu durumda, (3.150) ve

(3.152) denklemleri yardimiyla,

1
Vivk = —(n—2)aqry* (3.157)
c
bagintis1 mevcuttur.

l//ti vektor alaninin diverjansi sifirsa, (3.152) ve (3.157) denklemlerinden, akl;/k=() ve
brw*=0 kosullarinin saglanmasi gerektigi goriiliir. Bagka bir deyisle, l;/ﬁ vektor alani a

ve b iligkili skalerlerinin gradiyentine diktir. Bu durumun tersi de dogrudur.
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Benzer sekilde, l,l/tt vektor alaninin tors olusturan vektor alani oldugu kabul edilirse,

Teorem 3.3.3’deki adimlar yardimiyla,
((n—1)ag +cx) 9" —bVip* =0 (3.158)
ve
(ar+cr)9k =0 (3.159)
denklemleri elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak,
k1 k
Vip" = B(n —2)ar ¢ (3.160)

sonucu bulunur.

Bu durumda, gbﬁ vektor alaninin diverjansi sifirsa, (3.159) ve (3.160) denklemlerinden,
ar9*=0 ve ¢;¢*=0 sonucu ¢ikar. O halde, ¢* vektor alani a ve c iliskili skalerlerinin
gradiyentine diktir. Bu durumun tersinin de saglanacagi kolayca goriilebilir. Boylece,

ispat tamamlanmus olur. 0J

Teorem 3.3.5 G(QE), manifoldunun Ricci tensorii dairesel paralel tensor alan1 ve bu
manifoldun iiretecleri olan ¢*ve y# vektdr alanlarindan yalnizca biri tors olusturan
vektor alan1 olsun. Bu takdirde,
p= bt yada o=t
2b 2c
bagintilar1 saglanir. Burada, by = dyb ve ¢, = dic ile gosterilmektedir.
Ispat: G(QE), manifoldunun Ricci tensériiniin dairesel paralel tensor alani oldugu

kabul edilsin. Bu durumda, (3.145) ifadesinde indisler dairesel olarak degistirildiginde
ve daha sonra (3.140) kullanildiginda,

argij + aigjk +a;jgik + bx9i®; + bi®;r + b Piy (3.161)
+ YY) + iV W+ Wi Wi+ 2bp (9i8 jk + 98ik + Pigij)

—6bp 90O+ c(W; VWi + WiVi W + Wi Vi, + Vi

T YV Vit WVyi) =0

denklemi elde edilir.
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Simdi, (3.161) denklemi g/ ile carpilirsa ve (3.135) kosulu kullanilirsa,

(n+2)ak+bk+2bi¢i¢k+ck+2cilyil//k (3.162)

+2(n— 1)bpdy +2¢(Viw )y + 2cy'Viy, = 0

bagintis1 bulunur. Béylece, (3.162) denklemi, sirasiyla, ¢f ve y* ile carpilirsa ve

(3.135) bagintist kullanilirsa,
[(n+2)ar 4 3b +ci] 9" + [2(n—1)b—2c]p = 0 (3.163)

veE

[(n+2)ay + by + 3 ]y* +2cViy' =0 (3.164)
denklemleri elde edilir.

Diger taraftan, (3.161) denklemi ¢’¢/ ile carpilirsa,
ar+ b +2(a;+ b)) o' ¢ =0 (3.165)

bulunur.

Bununla birlikte, (3.165) denklemi, sirasiyla, q)k ve IVk ile carpilirsa,
(ar+br)o* =0 (3.166)

veE

(ar+br)y* =0 (3.167)
bagintilar1 elde edilir.

Benzer sekilde, (3.161) denklemi yiy/ ile carpilirsa,
ax + cx +2(a; + i) Wy +2bp o +2cw Vi =0 (3.168)

elde edilir. Daha sonra, (3.168) denklemi, sirasiyla, ¢* ve w* ile carpilirsa ve (3.135)

ifadesi goz Oniine alinirsa,
(ax+c )¢k +2(b—c)p =0 (3.169)

ve

(ax+c ) vk =0 (3.170)
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bagintilar1 bulunur. Bdoylece, (3.163), (3.166) ve (3.169) denklemleri goz Oniine
alinirsa,
1

p:izm¢k (3.171)

sonucuna ulasilir.

Ayn sekilde, l//tj vektor alaninin tors olusturan vektor alam1 olmasi durumunda da

benzer adimlar kullanilarak,

1
o =—cy* (3.172)
2c
ifadesi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Sonu¢ 3.3.2 G(QF), manifoldunun Ricci tensorii dairesel paralel ve bu manifoldun
iiretecleri olan ¢, w! vektdr alanlarindan yalnizca biri tors olusturan vektdr alan
olsun. Bu durumda, a,b ve c ile verilen manifoldun iligkili skalerlerinin sabit olmasi

miimkiin degildir.

Ispat: G(QE), manifoldunun iligkili skalerlerinden herhangi birisi sabit olursa,
(3.166), (3.170), (3.171) ve (3.172) denklemlerinden p = ¢ = 0 celiskisi elde edilir.

Boylece, a,b ve c sabit olamaz. Bu durumda, ispat tamamlanmis olur. 0

Teorem 3.3.6 Dairesel paralel Ricci tensériine sahip bir G(QE), manifoldunun ¢*
(veya l//ﬂ) tirete¢c vektor alani tors olusturan vektor alani olsun. Bu durumda, diger

vektor alani olan l//u (veya ¢%) vektor alaninin diverjansi sifirdur.

Ispat: G(QE), manifoldunun Ricci tensériiniin dairesel paralel ve bu manifoldun ¢*
iirete¢ vektor alaninin tors olusturan vektor alani oldugu kabul edilsin. II. Bianchi
0zdesligi ve (3.140) denklemi kullanildig1 takdirde, manifoldun skaler egriliginin
sabit olmasi1 gerektigi sonucuna ulasilir. Boylece, (3.137) ifadesinin her iki tarafinin

kovaryant tiirevi alinirsa ve (3.164) ile (3.170) denklemleri kullanilirsa,
Vi l[/i =0

bagimtis1 elde edilir. O halde, y* vektor alanmin diverjanst sifirdir. Benzer sonug, y?
vektor alaninin tors olusturan vektor alani olmasit durumunda ¢)ﬁ iireteci i¢in de elde

edilir. Boylece, ispat tamamlanmis olur. U

Genellestirilmis yari-Einstein manifoldunun iirete¢ vektor alanlarimin ¢ (Ric) ve

Y (Ric) vektor alanlar olmasi durumunda asagidaki sonug elde edilmistir.

47



Teorem 3.3.7 G(QE), manifoldunun iiretecleri olan ¢! ve w* vektor alanlari,
sirastyla, ¢ (Ric) ve y(Ric) vektor alanlart olsun. Bu durumda, ¢* ve y* paralel vektor

alanlaridir.

Ispat: G(QF), manifoldunun ¢* iirete¢ vektor alammn ¢ (Ric) vektor alani oldugu

kabul edilsin. Bu durumda, (2.20) denkleminden, ut bir sabit olmak iizere,
qu)i = ‘USl'j (3173)

bagintis1 mevcuttur.

Bu takdirde, (3.173) denklemi ¢’ ile carpilirsa ve (3.134), (3.135) denklemleri

kullanilirsa,
uS;;¢" = p(a+b)p; =0 (3.174)

denklemi elde edilir.

u sabiti sifirdan farkli olmak iizere, (3.174) denkleminden,
a=—b (3.175)

olarak elde edilir.

Boylece, (3.134) ve (3.175) ifadeleri yardimiyla, manifoldun Ricci tensorii

Sij = a(gij — 9i¢;) + cyiy; (3.176)

seklinde elde edilir. Bulunan (3.176) denklemi ¢’ ile carpildig1 takdirde, S;j¢' =0
olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (3.173),

(3.174) bagintilar1 kullanilirsa, St = gimSmk olmak iizere,
(ViSij)@' + uSi;Si, =0 (3.177)

bulunur.

Daha sonra, (3.177) denklemi gjk ile carpilirsa,
(ViSH)9' + uS:;87 =0 (3.178)
elde edilir.
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¢ birim vektor alam oldugundan, Teorem 2.2.1°e gore, manifoldun skaler egriligi
sabittir. Ote yandan, daraltlmis II. Bianchi 6zdesligi yardimiyla, (3.19) denklemi
mevcuttur. Bu durumda, (3.19) ve (3.178) denklemleri kullanilirsa ve u sabitinin

sifirdan farkli oldugu g6z oniine alinirsa,
SiiSY =0 (3.179)

elde edilir.

Sonug olarak, (3.135), (3.176) ve (3.179) bagintilar1 yardimiyla,
(n—1)a®+2ac+c* =0 (3.180)

bulunur. Buradan,

(n—2)a>+ (a+c)*=0 (3.181)
sonucu elde edilir.

Boylece, (3.181) denklemine gore, a ve a + c ifadeleri sifir olmalidir.  Yani,
a = ¢ = 0 olmak zorundadir. Bu takdirde, (3.176) bagintisindan, Ricci tensorii 6zdes
olarak sifir olmalidir. Bu durum, hipotez i¢in bir celigkidir. O halde, u sabiti sifir
olmak zorundadir. Buna gore, ¢? vektor alani paralel vektor alan1 olmalidir. Benzer
sekilde, y* iiretec vektor alanmin w(Ric) vektor alani olmasi halinde de, bu vektor
alaninin paralel vektor alanina doniisecegi gosterilebilir. Boylece, ispat tamamlanmig

olur. O
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4. PSEUDO RICCI SIMETRIK MANIFOLDLAR

Bu boliimde, Bolim 3.3’te incelenmis olan genellestirilmis yari-Einstein mani-
foldunun ayn1 zamanda, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik
manifold olmas1 durumu arastirilacak ve bu 6zel manifoldlar tizerinde vektor alanlari
incelenecektir. Bu manifoldlar, sirasiyla, pseudo Ricci simetrik genellestirilmis
yari-Einstein manifoldu ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik genellestirilmis
yari-Einstein manifoldu olarak isimlendirilecektir. Hemen hemen pseudo Ricci
simetrik manifoldlar, pseudo Ricci simetrik manifoldlarin genellestirilmisidir. Bu
yiizden, ilk olarak, pseudo simetrik ve pseudo Ricci simetrik manifold kavramlarindan
bahsedilecektir. Daha sonra, hemen hemen pseudo Ricci simetrik genellestirilmis

yari-Einstein manifoldlar goz oniine alinacaktir.

4.1 Pseudo Simetrik ve Pseudo Ricci Simetrik Manifoldlar

Tanmm 4.1.1 ([13]) (M, g) n—boyutlu, (n > 2) diiz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. V X,Y,Z,W € (M) i¢in, M manifoldunun R Riemann egrilik tensorii
(VxR)(Y,Z)W = 2A(X)R(Y,Z)W +A(Y)R(X,Z)W +A(Z)R(Y,X)W
+AMW)R(Y,Z)X +g(R(Y,Z)W,X)P 4.1)

kosulunu sagliyorsa, M manifolduna, pseudo simetrik manifold adi verilir. Burada,
A, sifirdan farkli 1-formdur. Bu forma, M manifoldunun iligkili 1-formu denir ve

manifolda ait V X vektor alani icin,
8(X,P) = A(X) (4.2)

seklinde tanimlanir. n—boyutlu bir pseudo simetrik manifold, (PS), sembolii ile

gosterilmektedir.

Tanim 4.1.2 ([14]) (M,g) n—boyutlu (n > 3) diiz olmayan bir Riemann manifoldu

olsun. V X,Y,Z € x(M) i¢in, manifoldun Ricci tensorii S, sifirdan farkli olmak tizere,
(VxS)(Y,Z) =2A(X)S(Y,Z)+A(Y)S(X,Z)+A(Z)S(Y,X) 4.3)
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kosulunu sagliyorsa, M manifolduna, pseudo Ricci simetrik manifold adi verilir.
Burada, A sifirdan farkli 1-formdur. A formuna, M manifoldunun iligkili 1-formu denir

ve biitiin X vektor alanlart i¢in,

g(X,p) =A(X) 4.4)

olarak tanmimlanir. n—boyutlu bir pseudo Ricci simetrik manifold, (PRS), sembolii ile

gosterilmektedir. Eger A = 0 ise, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Pseudo Ricci simetrik manifoldlarla ilgili asagida yer alan sonuglar bu bdliimde

kullanilacaktir.

Teorem 4.1.1 ([14]) (PRS),, manifoldunun r skaler egriligi sabit ise, bu durumda

sifira esit olmak zorundadir. Eger r # 0 ise, manifoldun iligkili 1-formu A, kapalidir.

Teorem 4.1.2 ([43]) Eger (PRS), manifoldunun Ricci tensorii Codazzi tipinde ise, bu

manifold Ricci-diizdiir.

Simdi, pseudo Ricci simetrik genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar gbz Oniine

aliarak elde edilen bazi sonuglar verilecektir.

Teorem 4.1.3 (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldu olsun. Bu
durumda, manifoldun Ricci tensoriiniin dairesel paralel olmas1 miimkiin degildir. Aksi

takdirde, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Ispat: (M,g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE), manifoldu olsun. Bu
manifoldun Ricci tensoriiniin dairesel paralel tensor oldugu kabul edilsin. Bu durumda,
(4.3) denkleminde indisler dairesel olarak yer degistirilirse ve (3.140) denklemi
kullanilirsa,

AX)S(Y,Z)+A(Y)S(X,Z)+A(Z)S(Y,X) =0 4.5)
denklemi elde edilir.

Walker’in Yardimci Teoremi, [40] ve (4.5) denklemi g6z Oniine alinirsa, S # 0
oldugundan, A = 0 olarak elde edilir. Bu ise, M manifoldunun Ricci simetrik manifolda

indirgenmesi anlamina gelmektedir. O halde, ispat tamamlanmaisg olur. U

Sonug 4.1.1 (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldu olsun. Bu
durumda, manifoldun Ricci tensoriiniin Codazzi tensorii olmast miimkiin degildir.

Aksi takdirde, bu manifold Ricci simetrik manifolda indirgenir.
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Ispat: (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik manifoldunun Ricci tensorii Codazzi
tensoril ise, Teorem 4.1.2°e gore, bu manifold Ricci-diizdiir. Bu ise, G(QE),
manifoldunun Ricci tensoriiniin sifirdan farkli olmasi ile celismektedir. O halde, sonug

aciktir. 0

Simdi de, G(QE), manifoldunun iirete¢ vektor alanlarinin paralel vektor alanlari
oldugu kabul edilsin, [8]. Bu durumda, VxU = 0 ve VxV = 0 kosullar1 saglanir.
Buradan, R(X,Y)U =0 ve R(X,Y)V = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla, S(X,U) =0
ve S(X,V) = 0 denklemleri elde edilir. Bu kosullar (3.134) denkleminde yerine

yazilirsa, iligkili skalerler arasinda, b = ¢ = —a bagintis1 ve bdylece,

SX.Y)=algX,Y)—o(X)o(Y) — y(X)y(Y)] (4.6)
bulunur.

Teorem 4.1.4 (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldu olsun. Bu
durumda, manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayn1 zamanda paralel vektor alanlari

olmas1 miimkiin degildir.

Ispat: (M,g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE), manifoldu olsun. Bu
durumda, (4.3) denkleminde indisler dairesel olarak yer degistirilirse ve bu li¢ denklem

toplanirsa,

(VxS)(Y,Z)+ (VyS)(X,Z) + (V28)(Y,X) = 4A(X)S(Y,Z)

+4A(Y)S(X,Z2)+4A(Z)S(Y,X) 4.7)
elde edilir.

Lokal koordinatlarda, (4.6) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa ve U, V iirete¢ vektor

alanlar1 paralel vektor alanlari olarak kabul edilirse, a; = dra olmak iizere,

ViSij = a(gij — 9i9; — wiy;) (4.8)
bulunur.

Bu takdirde, (4.8) denklemi g/* ile carpilirsa ve (3.19) daraltlmuis II. Bianchi
ozdesligi kullanilirsa, (3.137) bagntisi ve hipoteze gore, r = (n — 2)a ifadesi mevcut
oldugundan,
ai0' =ay' =0
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elde edilir. Bu bagmntilar ve (3.19) ile verilen daraltilmis II. Bianchi 6zdegligi
yardimuiyla,
1
ViSk=a; = 5(n=2)a; (4.9)

denklemi elde edilir. Bu takdirde, (4.9) ifadesi yardimiyla,
(n—4)a; =0 (4.10)

sonucuna ulagilir. Buna gore, n = 4 veya a; = 0 olmalidir.

Eger n # 4 ise, (4.10) denklemine gore, a iligkili skaleri sabit olmalidir. O halde, (4.8)

denklemine gore, VS = 0 olarak elde edilir.

Diger taraftan, n = 4 ve a iliskili skaleri sabit degilse, (4.6) ve (4.8) denklemleri

kullanilarak, ¥, = ’;—" olmak iizere,
ViSii = %Sij (4.11)
bulunur. Boylece, (4.11) denklemine gore, G(QE), manifoldu Ricci-rekiirandur, [8].
Ik olarak, n = 4 ise, (4.7) ve (4.11) denklemleri kullanilirsa,
aX)S(Y,Z2)+a(Y)S(X,Z)+a(Z)S(Y,X) =0 (4.12)

elde edilir. Burada, her X € (M) icin, a(X) = 4A(X) —d(In|a|)(X) seklindedir.
Walker’in Yardimci Teoremi [40] ve (4.12) denklemi kullanilirsa

A(X) = %d(ln\ab(X) @.13)
seklinde elde edilir.
Diger taraftan, (4.3) ve (4.6) denklemleri goz oniine alinirsa,
da(X)[s(Y,.Z) = ¢ (Y)9(Z) —w(Y)y(Z)] =2A(X)S(Y,Z)
+A(Y)S(X,Z)+A(Z2)S(Y,X) (4.14)

bulunur.

(4.14) ifadesinde, Y = U almnirsa ve (3.135), (4.6) denklemleri kullanilirsa, Ricci

tensorii sifirdan farkli oldugundan,

A(U)=0 (4.15)
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bulunur. (4.15) denklemine gore, ¢, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, A,

I-formuna karsilik gelen vektor alanina diktir.

Benzer sekilde, (4.14) denkleminde, ¥ = V alinirsa ve (3.135), (4.6) denklemleri
kullanilirsa,

A(V)=0 (4.16)

bulunur. O halde, (4.16) ifadesine gore, v, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, A,

1-formuna karsilik gelen vektor alanina diktir.

Ayrica, (4.14) denkleminde, Y ve Z iizerinden daraltma yapilirsa ve (4.15), (4.16)
denklemleri kullanilirsa,

da(X) =3aA(X) (4.17)
kosulu elde edilir.

Bununla birlikte, (4.13) ve (4.17) denklemleri birlikte g6z 6niine alinirsa,
aA(X)=0 (4.18)

sonucuna ulasilir.

Bu durumda, a iligkili skaleri sifirdan farkli oldugundan, (4.18) denklemine gore,
A = 0 olmak zorundadir. Bu ise, pseudo Ricci simetrik manifoldlar i¢in A, 1-formunun
sifirdan farkli olmasi ile ¢elismektedir. Benzer ispat, n # 4 durumu icin de yapilabilir.
O halde, bu manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayn1 zamanda paralel vektor alanlari

olmas1 miimkiin degildir. Boylece, ispat tamamlanir. U

Teorem 4.1.5 (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE ), manifoldu olsun. Bu
takdirde, A, 1-formuna karsilik gelen vektor alaninin ¢ ve y, 1-formlarina karsilik
gelen vektor alanlarinin her ikisine birden dik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, a iligkili

skalerinin sifir olmasidir.

Ispat: (M,g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE ),, manifoldunun A, 1-formuna
karsilik gelen vektor alaninin ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlarina dik

oldugu kabul edilsin. Bununla birlikte, n—boyutlu pseudo Ricci simetrik manifold i¢in

dr(X) =2rA(X)+28(X,p),

dr(X) =2rA(X) —25(X,p) (4.19)
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kosullar1 saglanmaktadir, [14].

Bu durumda, (4.19) kosullarina gore, S(X,p) = 0 oldugundan, (3.134) ve (4.19)

denklemleri yardimyla,

aA(X) +bo(X)9(p) +cy(X)y(p) =0 (4.20)

bagintis1 elde edilir. A, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, ¢ ve y, 1-formlarina
karsilik gelen vektor alanlarma dik oldugundan, ¢(p) ve w(p) ifadeleri sifira esittir.

Bu kosullar, (4.20) denkleminde g6z 6niine alinirsa,
a=20 4.21)

sonucuna ulagilir.

Tersine, (4.21) denklemi gercekleniyorsa, (4.20) denklemi kullanilarak, b ve ¢

manifoldun sifirdan farkli iligkili skalerleri olmak {iizere,

bo(X)o(p)+cy(X)y(p) =0 (4.22)

kosulunun saglanmasi gerektigi goriiliir.

Buna gore, (4.22) denkleminde, sirasiyla, X = U ve X =V almrsa, ¢(p) ve y(p)
ifadelerinin sifir olmas1 gerektigi bulunur. Bu takdirde, A, 1-formuna karsilik gelen
vektor alani, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlarinin her ikisine birden

diktir. Boylece, ispat tamamlanmis olur. U

Teorem 4.1.6 (M,g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldu olsun. Bu

durumda, asagidaki kosullar gerceklenir.

i. Manifoldun iligkili skaleri a # 0 olmak iizere, r skaler egriligi sabit ise, A,
1-formuna karsilik gelen vektor alaninin, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor

alanlarinin her ikisine birden dik olmasi miimkiin degildir.

ii. A, 1-formuna karsilik gelen vektor alaninin, ¢ ve vy, 1-formlarina karsilik gelen
vektor alanlarinin her ikisine birden dik olmadigi kabul edilsin. Bu durumda,

manifoldun iligkili skalerlerinin hepsinin birden sabit olmas1 miimkiin degildir.

Ispat: (M,g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldunun skaler egriligi

sabit ise, Teorem 4.1.1’e gore, r = 0 olmalidir. Bu takdirde, (4.20) denklemi
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kullanilarak,

aA(X) +b9(X)9(p) +cy(X)y(p) =0 (4.23)
bagintisinin saglanmasi gerektigi goriiliir. Eger A, 1-formuna karsilik gelen vektor
alani, ¢ ve vy, l-formlarna karsilik gelen vektor alanlarinin her ikisine birden dik
ise, a # 0 kabul edildiginden, (4.23) denklemine gore, A = 0 olarak elde edilir.
Bu ise, pseudo Ricci simetrik manifold i¢in A, 1-formunun sifirdan farkli olmasi
ile celismektedir. O halde, A, 1-formuna karsilik gelen vektor alaninin, ¢ ve y,
I-formlarina karsilik gelen vektor alanlarinin her ikisine birden dik olmasi miimkiin
degildir.
Ote yandan, (4.23) denkleminde, sirasiyla, X = U ve X =V alinirsa,

(a+D)A(U) =0, (4.24)

(@a+c)A(V)=0 (4.25)
denklemleri elde edilir.

A, 1-formuna kargsilik gelen vektor alaninin, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor
alanlarinin her ikisine birden dik olmadigi kabul edilsin. Bu takdirde, (4.24) ve (4.25)

denklemleri yardimiyla, manifoldun iligkili skalerlerinin
b=c=—a (4.26)

bagintisim1 saglamas1 gerektigi goriilii. Bu durumda, (3.137) denklemine gore,
manifoldun skaler egriligi

r=Mn-2)a 4.27)
seklinde elde edilir.

Eger a iligkili skaleri sabit ise, (4.26) denklemine gore, b ve c iliskili skalerleri
de sabittir. Diger taraftan, (4.27) denklemine gore, r skaler egriligi sabittir. Bu
durumda, Teorem 4.1.1°e gore, r = 0 olmalidir. Bununla birlikte, (4.26) denkleminden,
b = ¢ = —a = 0 olmak zorundadir. Bu kosullar (3.134) denkleminde gbz Oniinde
bulundurulursa, Ricci tensoriiniin 6zdes olarak sifira esit oldugu celigkisi elde edilir.
O halde, A, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, ¢ ve y, 1-formlara karsilik
gelen vektor alanlarinin her ikisine birden dik degilse, manifoldun iligkili skalerlerinin

hepsinin birden sabit olmas1 miimkiin degildir. Béylece ispat tamamlanmis olur.  [J
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Teorem 4.1.7 (M, g), n—boyutlu pseudo Ricci simetrik G(QE),, manifoldu olsun. Bu
durumda, manifoldun iirete¢ vektor alanlariin ayni zamanda ¢ (Ric) ve y(Ric) vektor

alanlar1 olmasi miimkiin degildir.

ispat: G(QE),, manifoldunun iiretecleri olan U ve V vektor alanlari, sirasiyla,
¢ (Ric) ve y(Ric) vektor alanlart olsun. Bu durumda, Teorem 3.3.7’ye gore, U
ve V paralel vektor alanlaridir. Teorem 4.1.4°e gore ise, pseudo Ricci simetrik
G(QE),, manifoldunun iirete¢ vektor alanlarinin ayn1 zamanda paralel vektor alanlar
olamayacagi kanmitlanmistir. O halde, bu manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayni

zamanda @ (Ric) ve y(Ric) vektor alanlari olmast miimkiin degildir.

Ayrica, teoremin ispat1 asagidaki sekilde de yapilabilir. G(QF),, manifoldunun iirete¢
vektor alanlari birim vektor alanlart oldugundan, Teorem 2.2.1°e gore, manifoldun
skaler egriligi sabittir. Bununla birlikte, hipoteze gore manifoldun Ricci tensorii
ve skaler egriligi, sirasiyla, (4.6) ve (4.27) bagintilarim1 gercekler. Diger taraftan,
manifoldun skaler egriligi sabit oldugundan, Teorem 4.1.1’e gore, r = 0 olmak
zorundadir. Bu takdirde, (4.27) denklemine gore, a = 0 olarak bulunur ve (4.6)
denklemine gore, Ricci tensoriiniin 0zdes olarak sifir olmasi celigkisi elde edilir.

Boylece, teorem ispatlanmis olur. U

4.2 Hemen Hemen Pseudo Ricci Simetrik Manifoldlar

Bu kisim, hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE), manifoldu tizerindeki 6zel

vektor alanlariyla ilgili elde edilen sonuclardan olugsmaktadir.

Tanim 4.2.1 ([15]) (M, g) n—boyutlu (n > 3) diiz olmayan bir Riemann manifoldu
olsun. V X,Y,Z € (M) i¢in, M manifoldunun Ricci tensorii S, sifirdan farkli olmak

(VxS)(Y,Z) = [A(X) + B(X)|S(Y,Z) + A(Y)S(X,Z) +A(Z)S(Y,X)  (4.28)

kosulunu sagliyorsa, M manifolduna, hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold
adi1 verilir. Burada, A ve B sifirdan farkli 1-formlardir. Bu formlara, manifoldun iligkili

1-formlar1 denir ve V X vektor alani i¢in

8(X,p) =A(X), g(X,v)=B(X) (4.29)
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dir. p ve v vektor alanlarina, manifoldun temel vektor alanlar1 denir. n—boyutlu bir
hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold A(PRS), sembolii ile gosterilmektedir.

B = A ise, bu manifold, pseudo Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Teorem 4.2.1 (M,g), n—boyutlu hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE),
manifoldu olsun. Bu durumda, manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayni zamanda

paralel vektor alanlar1 olmas1 miimkiin degildir.

Ispat: G(QE), manifoldunun iirete¢ vektor alanlarimin paralel vektor alanlari oldugu
kabul edilsin. Bu durumda, VxU = 0 ve VxV = 0 kosullarina gore, (4.6) denklemi
elde edilir. Ote yandan, (4.28) denklemi kullanilirsa,

(VxS)(Y,Z) + (VyS)(X,Z) + (Vz8)(Y,X) = [BA(X) + B(X)]S(Y,Z)
+[BA(Y) 4+ B(Y)]S(X,Z) + [3A(Z) + B(2)]S(Y, X) (4.30)

denklemi bulunur. Bununla birlikte, Teorem 4.1.4°’de uygulanan yontemler izlenerek,
(4.8), (4.9), (4.10) ve (4.11) denklemlerinin de saglanmas1 gerektigi goriiliir. Benzer
sekilde, n # 4 ise, (4.10) denklemine gore, a iligkili skaleri sabit olmalidir. O halde,
(4.8) denklemine gore, VS = 0 olarak elde edilir.

Diger taraftan, n = 4 ve a iligkili skaleri sabit degilse, (4.6) ve (4.8) denklemleri
kullanilarak, (4.11) denklemi bulunur.

Eger n = 4 ise, (4.11) ve (4.30) denklemleri kullanilirsa,
BA(X) + B(X) —d(In|a|)(X)]S(Y, Z)+
BA(Y)+B(Y) —d(In|a|)(¥)]S(X,Z)+ (4.31)
3A(Z) + B(Z) — d(In|a|)(2)]S(Y,X) =0
elde edilir.
Walker’1n Yardimet Teoremi [40] ve (4.31) denklemi kullanilirsa,
3A(X) +B(X) = d(Ina|)(X) (4.32)
bagintisi bulunur,
Ote yandan, (4.6) ve (4.28) ifadeleri goz 6niine ahnirsa,
da(X)[g(Y,Z) — 9(Y)9(Z) —y(Y)¥(Z)] = [A(X) + B(X)]S(Y,Z)
+A(Y)S(X,Z)+A(Z)S(Y,X) (4.33)
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elde edilir.

Bu durumda, (4.33) denkleminde Y = U alimirsa ve (3.135), (4.6) denklemleri
kullanilirsa,

A(U)S(X,Z) =0 (4.34)

bulunur. Ricci tensorii sifirdan farkli oldugundan, (4.34) denklemine gore,
AlU)=0 (4.35)

bagintis elde edilir. (4.35) denklemine gore, ¢, 1-formuna karsilik gelen vektor alani,

A, 1-formuna karsilik gelen vektor alanina diktir.

Benzer sekilde, (4.33) denkleminde Y = V alinirsa ve (3.135), (4.6) denklemleri
kullanilirsa,

A(V)=0 (4.36)

bulunur. O halde, (4.36) ifadesine gore, Y, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, A,

I-formuna karsilik gelen vektor alanina diktir.

Ote yandan, (4.33) denkleminde Y ve Z iizerinden daraltma yapilirsa ve (4.35), (4.36)
denklemleri kullanilirsa

da(X)=a(2A(X)+B(X)) (4.37)
bulunur.

Bununla birlikte, (4.32) ve (4.37) denklemleri goz Oniine alinirsa,
AX)=0

sonucuna ulasilir. Bu ise, hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold icin A,
I-formunun sifirdan farkli olmasi ile ¢elismektedir. Benzer ispat, n # 4 durumu igin
de yapilabilir. O halde, bu manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayn1 zamanda paralel

vektor alanlart olmas1 miimkiin degildir ve ispat tamamlanmis olur. |

Teorem 4.2.2 (M, g), iliskili skalerleri sabit olan hemen hemen pseudo Ricci simetrik
G(QE), manifoldu olsun. Bu durumda, A, 1-formuna kargilik gelen vektor alaninin,
¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlarina dik olmasi igin gerek ve yeter
kosul,

r+2a

B(X) = ———=A(X)

bagintisinin mevcut olmasidir.
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Ispat: (M,g), iliskili skalerleri sabit olan hemen hemen pseudo Ricci simetrik
G(QE),, manifoldu olmak iizere, A, 1-formuna kargilik gelen vektor alaninin, ¢ ve
v, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlarina dik oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

(4.28) denkleminde Y ve Z iizerinden daraltma yapilirsa,
dr(X)=0=r[A(X)+B(X)]+2S(X,p) (4.38)
elde edilir.
(4.38) denkleminde (3.134) kosulu kullanilarak,
(r+2a)A(X)+rB(X)+2b¢(p)d(X)+2cy(p)y(X)=0 (4.39)

bagintis1 bulunur.

Hipoteze gore, (4.39) denklemi,
(r+2a)A(X)+rB(X)=0 (4.40)

ifadesine indirgenir. Bu takdirde, r skaler egriligi sifirdan farkli olmak kosuluyla,

B(X) = —rtzaA(X) (4.41)

bagntisinin gerceklendigi goriiliir.

Tersine, (4.41) denklemi gerceklenirse, (4.39) denklemi yardimiyla,

be(X)9(p) +cy(X)w(p) =0 (4.42)

elde edilir.

(4.42) denkleminde, sirasiyla, X = U ve X =V alinirsa, b ve c iligkili skalerleri sifirdan
farkli sabitler oldugundan, ¢(p) =0 ve y(p) = 0 sonuglart bulunur. Bu durumda, A,
I-formuna karsilik gelen vektor alaninin, ¢ ve y, 1-formlarina karsilik gelen vektor

alanlarina dik olmas1 gerektigi goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur. U

Sonug 4.2.1 (M, g) iliskili skalerleri sabit olan, hemen hemen pseudo Ricci simetrik
G(QE),, manifoldu olmak iizere, A, 1-formuna kargilik gelen vektor alaninin, ¢ ve
Y, 1-formlarina karsilik gelen vektor alanlarina dik oldugu kabul edilsin. Eger M
manifoldunun skaler egriligi » = —a ise, bu manifold, pseudo Ricci simetrik G(QE),

manifolduna indirgenir.
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Ispat: iliskili skalerleri sabit olan M manifoldunun, A, I-formuna karsihk gelen
vektor alanimin, ¢ ve y, l-formlarina karsilik gelen vektor alanlarina dik ve bu
manifoldun skaler egrili§inin r = —a oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (4.41)
denklemi kullanilirsa, B = A sonucu elde edilir. O halde, bu manifold, pseudo Ricci

simetrik G(QE), manifolduna indirgenir ve boylece, ispat tamamlanmisg olur. U

Teorem 4.2.3 (M,g), n—boyutlu hemen hemen pseudo Ricci simetrik G(QE),
manifoldu olsun. Bu durumda, manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayni zamanda

¢ (Ric) ve y(Ric) vektor alanlart olmast miimkiin degildir.

Ispat: G(QE), manifoldunun iiretecleri olan U ve V vektér alanlari, sirastyla, ¢ (Ric)
ve W(Ric) vektor alanlart olsun. Bu durumda, Teorem 3.3.7’ye gore, U ve V
paralel vektor alanlaridir. Teorem 4.2.1°de, hemen hemen pseudo Ricci simetrik
G(QE), manifoldunun iirete¢ vektor alanlarinin ayn1 zamanda paralel vektor alanlari
olamayacagi1 kanitlanmistir. O halde, bu manifoldun iirete¢ vektor alanlarinin ayni
zamanda ¢ (Ric) ve y(Ric) vektor alanlari olmasi miimkiin degildir. Boylece, ispat

tamamlanir. O
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5. FARKLI METRIK ISARETINE SAHIP 4—BOYUTLU MANIFOLDLAR

Bu bélimde, 4—boyutlu, (+,+,—,—), (+,+,+,—) ve (+,+,+,+) metrik isaretli
manifoldlar iizerinde ikinci mertebeden simetrik ve rekiiran olan tensor alanlari
incelenecektir. Bu problemde, ilk olarak kullanilan teknik, paralel ya da paralel
olacak sekilde diizenlenebilen tensorlerin aragtirilmasidir. Daha sonra, bu kategoriye
girmeyen tensorler belirlenecektir.  Bu arastirma, ikinci mertebeden simetrik
tensorlerin bu metrik isaretlere gore siniflandirilmasi ve g metriginin dolanim grubu
goz oniine aliarak yapilacaktir. Ikinci olarak, Ricci tensoriiniin paralel olma durumu
ve Ricci-rekiiran problemleri incelenecektir. Ikinci mertebeden simetrik tensor alanlari
icin elde edilen sonuglar, 6zel bir ikinci mertebeden simetrik tensor olan Ricci

tensOriine uygulanacaktir.

M, g metrigine sahip 4—boyutlu, baglantili, diizgiin bir manifold olsun. (M,g)
manifoldunun diiz olmadig1 varsayilacaktir. M manifolduna ait bir m noktasindaki
teget uzay 7,,M ve bu noktadaki 2—formlarin uzay1 A, M ile gosterilsin. R%,.4,
Sap, sirasiyla, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci tensoOriiniin bilesenleridir ve
Sap = R¢y4ep olarak alinacaktir. u,v € T,,M vektorlerinin i¢ carpimi u.v olmak {iizere,

< > sembolii lirete¢ kiimesini, L sembolii dik biitiinleyeni ifade edecektir.

Tamm 5.0.2 ( [28]) F € A,,M igin,
F — R%.gF
F% = —Fb4 geklinde tanmimlanan
i AmM — ApyM (5.1)

doniigiimiine egrilik doniisiimii ad1 verilir.

5.1 Bir Tensor Alaninin Rekiiran Olma Kosulu ve Geometrik Yorumu

Bu kisimda, rekiiran tensor alanlari ve rekiiran vektor alanlart ile ilgili birtakim

geometrik Ozellikler verilecektir. Oncelikle, Tanim 2.2.2’de ve Tamim 3.2.3’de
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bahsedilen rekiiran olma kosulu hatirlatilacaktir.  Ayrica, rekiiranligin geometrik

yorumundan bahsedilecektir.

Tanim 5.1.1 7, M manifoldu iizerinde diizgiin bir tensor alan1 olsun. Eger,
VT =T®P (5.2)

kosulu saglaniyorsa, 7 tensOriine rekiiran tensor alani adi verilir. Burada, P, M

manifoldu iizerinde diizgiin bir 1-formdur.

Uyar1: M manifoldu iizerindeki 7 rekiiran tensor alaninin, bu manifold tizerinde hicbir
yerde sifir olmamasi kosulu saglanmak zorunda degildir. Hatta, 7 nin sifir oldugu
durumlarda, bu sifirlarin olusturdugu kiime, M manifoldunun kapali bir alt kiimesine
sinirlandirilabilmektedir (manifold topolojisine gore bu alt kiimenin i¢i bos kiimedir).

Bu durum asagidaki sekilde goriilebilir.

T, rekiiran tensor alan1 ve y : M — R diizgiin fonksiyon olsun. Bu takdirde, yT

ifadesinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (5.2) kosulu kullanilirsa,

Vx(yT) =Vxy T+ yVxT

—VxyRT+yP(X)T (5.3)

= (%’/ +P(X)> @yT

elde edilir. O halde, (5.3) denklemine gore, T, rekiiran 1-formu P+ Vlog|y| olan
rekiiran bir tensor alanidir. y, M manifoldu tizerinde 6zdes olarak sifirdan farkli olsun.
Bununla birlikte, y’nin bir V. C M kapali alt kiimesinde sifir oldugu kabul edilsin. Bu
takdirde, yT tensor alan1 V kiimesi {izerinde sifir olmalidir. Bu sebepten dolayi, bu
calismada, T tensor alaninin M manifoldunun agik ve baglantili U # ) alt kiimesi

tizerinde sifirdan farkli oldugu varsayilacaktir.

Rekiiran Olma Kosulunun Geometrik Yorumu: 7 tensor alani, M manifoldu
izerinde rekiiran bir tensor alan1 olsun. Bu takdirde, (5.2) denklemine gore, lokal
koordinatlarda

VeI =T Pe (5.4)

C

bagintis1 gergeklenir. Ote yandan, m,m’ € U ve U kiimesinde pargal diizgiin

c:(a,b) =M, m—m
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edrisi gz oOniine alinsin. Bu egrinin teget vektorii, 7(¢) olmak iizere ve T'(¢) ise,
c(t)’de, T (m)’nin ¢ egrisi boyunca paralel kaydirilmasiyla meydana gelen tensor olsun.
T, M iizerinde diizgiin bir tensor alani olmak iizere, 7' (m)’ nin m’ noktasina paralel
kaymasi, genel olarak, T(m’ ) olmak zorunda degildir. Fakat, T tensorii rekiiran ise,
T tensoriiniin m’ noktasindaki degeri ile T'(m)’nin m' noktasina paralel kaymasinin

degeri orantilidir. Bu 6zellik asagidaki sekildedir.

XY, -,2, To(;yM igin bir baz olsun. Bu takdirde, &, T tensoriiniin bir bileseni olmak

tizere, (5.4) kosulu kullanilirsa,
doo
e

denklemi bulunur. Buradan, ¢ egrisi boyunca

(P17

() = a(m)el Fa™) (5.5)

kosulunun saglanmasi gerektigi elde edilir. Bu takdirde, (5.5) denklemine gore, her ¢
icin,

T(c(t)) =/ BT (c(1)) (5.6)
sonucuna ulasilir. m ve m’ noktalar1 keyfi oldugundan, T rekiiran tensor alani i¢in
su 6zellik mevcuttur: m,m’ € U ve U kiimesi iizerinde m — m’ parcali diizgiin ¢ egrisi
g0z oniine alinirsa, T tensoriiniin m’ noktasindaki degeri, T (m) nin ¢ egrisi boyunca m’

noktasina paralel kaymasi ile orantilidir. Bu oran, P, 1-formuna ve ¢ e8risine baghdir.

Tersine, U kiimesi iizerinde yukarida ifade edilen 6zellige sahip olan, sifirdan farkls,
diizgiin bir T tensorii goz Oniine alindig1 takdirde, her m,m’ € U ve m — m' parcalh
diizgiin ¢ egrisi i¢in,

T(t)=y(O)T'(1) (5.7)
bagintis1 gerceklenir. Burada, 7y, ¢ egrisi lizerinde sifirdan farkli, diizgiin bir
fonksiyondur ve 7', T(m)’nin ¢ egrisi boyunca paralel kaymasini gostermektedir.
Bu takdirde, ¢ egrisi boyunca yukarida kullanilan x,y, ...,z baz1 gbz Oniine alinirsa,

V.T’ = 0 oldugundan, ¢ egrisi boyunca
VTT - W’ (5.8)

denklemi gergeklenmelidir. Burada, 7 = %’ seklindedir. Buna gore, m noktasinda,

lokal koordinatlarda, her t(m) i¢in,
VeIt = (g) TSy (5.9)
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gerceklenir. O halde, m noktas1 keyfi oldugundan, 7" tensorii rekiiran olmalidir, [44].

Rekiiran tensor alanlarinin sahip oldugu bu o6zellikten dolayi, U kiimesi lizerinde

rekiiran olan bir k vektor alani i¢in, k.k i¢c carpiminin isareti U {izerinde degismez.

Tanim 5.1.2 T tensor alaninin M manifoldunun U # @ ac¢ik ve baglantili alt kiimesi
tizerinde rekiiran oldugu kabul edilsin. Eger P, 1-formu, U iizerinde 6zdes olarak sifir

ise, T tensor alanina paralel tensor adi verilir.

Yukarida bahsedildigi iizere, e8er T tensorii paralel ise, geometrik olarak, T
tensoriiniin 7’ noktasindaki degeri ile T (m)’nin ¢ egrisi boyunca m’ noktasina paralel
kaymasinin degeri birbirine esittir. 7 rekiiran tensoril i¢in, U kiimesi ilizerinde yT'
tensoril paralel olacak sekilde, sifirdan farkli bir y : U — R fonksiyonu oldugu kabul

edilirse ve (5.2) kosulu kullanilirsa,

0=Vx(yT)=VxyT +yVxT

=Vxy@T+yP(X)®T = (Vxy+yP(X))®T (5.10)

denklemi elde edilir. Buna gore, (5.10) denkleminden, P = V(—log|y/|) bulunur. O
halde, P, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, bir gradiyent vektor alanidir. Tersine,
P gradiyent vektor alan1 olusturuyorsa, P = V¢ kosulu gerceklenir. Diger taraftan, bu

kosul ve (5.2) yardimiyla,

Vx (€_¢T) = Vxe_(l) T +€_¢VxT
= Vx0T +e *PX)RT (5.11)

=0

olarak elde edilir. (5.11) denklemine gore, e T tensor alan1 U iizerinde paraleldir. (T
rekiiran tensoriin iligkili 1-formu konusunda yapilmig bazi ¢alismalar [45,46] numarali

kaynaklarda da mevcuttur.)

Yukarida sozii edilen paralel tensor alami ve gradiyent vektor alan1 olma kosullari, “6z
rekiiran” olma tanimini verme ihtiyacini dogurmaktadir. Bu tanimi verebilmek i¢in,
oncelikle U kiimesi lizerinde sifirdan farkli ve rekiiran olan bir k vektor alani ile U
tizerinde sifirdan farkli, ikinci mertebeden simetrik ve rekiiran olan bir 7 tensor alani

g0z Oniine alinsin. k ve T nin iligkili 1-formlari, sirasiyla, g ve P, ile gosterilsin. Bu
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durumda, (5.2) kosuluna gore, lokal koordinatlarda
Veka = kaqe (5.12)

ve
VeTuy = TapPe (5.13)
bagintilar1 gerceklenir.

Ayrica, Ricci 6zdesligi ve (5.12), (5.13) bagitilar yardimiyla,
VeVika = VpVeka (= k' Raabe) = Velkadp) = Vi (kage)

= Vikaqp +kiVeqr — (kaaQC + kaVbQC)

= Kaqcqp + kaVcCIb — kaQch 3 kaVbCIc

=ka (Veqp —Viqc) (5.14)
ve benzer sekilde,
VaVeTup = VeVaTay (= TaeR bea + TpeR aca) = Tab (VaPe — VcPa) (5.15)
denklemleri elde edilir.
Eger U tizerinde,
KR jape = 0

kosulu gergekleniyor ise, (5.14) denklemine gore,

Veqr = Vg (5.16)

seklinde bulunur. O halde, (5.16) bagintisina gore, ¢, 1-formuna karsilik gelen
vektor alani, m € U noktasiin bir komgulugu iizerinde bir gradiyent vektor alanidir.
Dolayisiyla, (5.11) denklemine gore, bu vektor alani s6z konusu komsuluk iizerinde

paralel olacak sekilde diizenlenebilir. Benzer sekilde, U kiimesi iizerinde,

TaeRebcd + TbeReacd =0

oluyorsa, (5.15) denklemine gore, P, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, bu
komsuluk iizerinde bir gradiyent vektor alanidir. Bu takdirde, 7' ikinci mertebeden
simetrik tensorii, bu komsuluk iizerinde, paralel olacak sekilde diizenlenebilir. Bu

durumda, “6z rekiiran” olma kavrami agagidaki sekilde verilecektir.
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Tamm 5.1.3 Eger, {m € U : k?Ryq.(m) # 0} alt kiimesi, U’da agik ve U’dan
indirgenen alt uzay topolojisine gore yogun ise, k vektor alanina, U kiimesi iizerinde
0z rekiiran vektor alani adi verilir. Benzer sekilde, T ikinci mertebeden simetrik
tensorii igin {m € U : (TyeR peq + TpeR aca) (m) # 0} alt kilmesi, U’da agik ve U’dan
indirgenen alt uzay topolojisine gore yogun ise, 7" tensor alanina, U kiimesi iizerinde

0z rekiiran tensor alani adi verilir.

Simdi ise, U kiimesi iizerinde sifirdan farkli, k rekiiran bir vektor alan1 géz Oniine

alinsin. Bu durumda, (5.2) kosuluna gore,
Vpk® =k, (5.17)

olarak elde edilir.

Diger taraftan, m € U noktasinda, k.k # 0 oldugu kabul edilirse, k.k i¢c carpimi U

tizerinde sifirdan farklidir. Bu takdirde, (5.17) rekiiran kosulu k, ile ¢arpilirsa,
1
(Vpkkq = EVb(k“ka) = (k%) qp (5.18)

denklemi bulunur. k.k # 0 oldugundan, (5.18) denklemi, k%k, ile boliindiigii takdirde,
q, 1-formuna karsilik gelen vektor alaninin (%)(log|k.k|) fonksiyonunun gradiyenti
oldugu sonucuna varilir. O halde, k vektor alani, U kiimesi lizerinde paralel olacak
sekilde diizenlenebilir. Bu durumda, yalmzca k.k =0 kosulunu saglayan ve null
vektor alam olarak isimlendirilen vektor alanlarinin, 6z rekiiran vektor alani olabilme
ihtimali vardir. Buna gore, eger g metrigi pozitif tanimli bir metrik ise, herhangi bir

rekiiran vektor alani, lokal olarak, paralel olacak sekilde diizenlenebilmektedir.

Benzer sekilde, U kiimesi lizerinde ikinci mertebeden simetrik, rekiiran olan 7' tensorii
icin, T%T,, # 0 ise, T tensorii bu kiime iizerinde paralel olacak sekilde diizenlenebilir.

Benzer uygulamalar, kompleks rekiiran tensor alanlar i¢in de yapilabilmektedir.
Biitiin bunlara ek olarak, U kiimesi tizerinde sifirdan farkli ve rekiiran olan bir k£ vektor

alani i¢in (5.12) kosulu kullanilirsa,

k[CVb ka} = (chb ka —+ kaVc kb -+ kaa kc — kaVb kc — kaC ka — kCVa kb)

(kckaQb + kakaC + kbchIa - kakCCIb - kbkaCIc - kckaa)

S ANl

(5.19)
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olarak bulunur. (5.19) denklemine gore, k vektor alani hiperyiizey dik olma kosulunu
saglar. Baska bir deyisle, m € U noktasinin agik bir V komsulugunda k # 0 olmak

iizere, bu kiime iizerinde tanimli olan uygun & ve ¢ fonksiyonlar1 igin
ka - 5 aa(P (520)

kosulu saglanir. Burada, d,,, x*’ya gore kismi tiirevi gostermektedir. Ote yandan, (5.20)

kosulu kullanildig: takdirde, ¥’ = £~k ve ¢’ = g — V(log|&|) olmak iizere,
Vi k, =K.ql (5.21)

bagintis1 gerceklenir. O halde, kK’ vektor alam V iizerinde bir rekiiran vektor alanidir.

Bununla birlikte, tanima gore k” bir gradiyent vektor alan1 oldugundan,
Vikl, = V.k, (5.22)

kosulu saglanir. (5.21) ve (5.22) denklemleri gz Oniine alindig1 takdirde, ¢’ ve &’
vektor alanlarinin orantili olmasi gerektigi sonucuna ulasilir. Bu durumda, (5.21)

kosuluna gore, u, V kiimesi tizerinde tanimh bir fonksiyon olmak iizere,
Vyp ki, = uklk, (5.23)

olarak elde edilir. O halde, (5.23) denklemine gore lokal olarak, rekiiran bir vektor
alaninin iligkili vektor alani, s6z konusu rekiiran vektor alani ile orantili olacak sekilde

diizenlenebilir.
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5.2 (+,+,—,—) Isaretine Sahip 4—Boyutlu Manifoldlar

Bu kisimda, 4—boyutlu diizgiin ve baglantili M manifoldu iizerindeki g metriginin
(+,+,—,—) isaretli olmasi halinde, bu caligmada kullanilacak olan bazi temel

kavramlardan bahsedilecektir.

Tanmm 5.2.1 k € T,,M sifirdan farkli teget vektor olmak iizere, k vektoriine k.k > 0 ise

uzaysal; k.k < 0 ise zamansal ve k.k = 0 ise null vektor ad1 verilir.

Ote yandan, m € M noktasinda asagidaki sekilde verilen standart bazlar goz oniine

alinacaktir. 11k olarak, x,y,8,t; m € M noktasinda ortonormal baz olmak lizere,
Xx=yy=—ss=—tt=1 (5.24)

kosullar1 gerceklenmektedir.

Diger taraftan, V2l = x+1, V2n=x—t, V2L = y+s ve V2N = y — s olarak
tanimlansin. Bu durumda, /,n,L,N null vektorlerdir. S6z konusu null vektorler

arasindaki sifirdan farkl olan i¢ carpimlar yalnizca,
Iln=LN=1 (5.25)

carpimlarindan ibarettir. Bu sekilde tanimlanan /,n,L,N bazina, m € M noktasindaki

null baz ad1 verilir. Bu bazlara gore, g metrigi i¢cin tamlik bagintilari,

8ab = XaXp + YaYb — SaSp — talp (5.26)

veE

8ab = lanp +nalp + LaNp + NaLp (5.27)

seklinde verilir.

Tamm 5.2.2 V, T,,M te8et uzayinin 2—boyutlu bir alt uzayi olsun. V uzayinin sifirdan
farklr biitiin elemanlar1 uzaysal (ya da zamansal) ise, V uzayina uzaysal 2—uzay
denir. Eger V uzay1 tam olarak iki tane null 1—boyutlu alt uzay iceriyorsa, V uzayina
zamansal 2—uzay; bu uzay yanlizca bir tane null dogrultu iceriyorsa null 2—uzay adi

verilir. Sifirdan farkli biitiin elemanlar1 null olan 2—uzaya tamamen null 2—uzay denir.
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Tamamen null 2—uzayin meydana gelebilmesi icin, g metriginin en az iki art1 ve en
az iki eksi isareti icermesi gerekmektedir. Dolayisiyla, 4—boyutlu bir manifold s6z

konusu ise, yalnizca (+,+, —, —) notr isaret i¢in bu durum miimkiin olabilmektedir.

Tanim 5.2.3 (M,g) 4—boyutlu bir manifold ve F, m € M noktasinda (2,0) tipinden
anti-simetrik bir tensor olsun. F, 2—formu bivektor olarak adlandirilir. Bu formun
bilesenleri F* ile gosterilsin. Bu durumda, F anti-simetrik oldugundan, F’e karsilik
gelen matrisin ranki ¢ift say1r olmalidir. Eger bu rank 2 ise, F' formuna basit bivektor,
rank 4’e esit ise, F' formuna basit olmayan bivektor adi verilir. Herhangi bir basit

bivektor, u,v € T,,M olmak iizere,
F = yb — b (5.28)

seklinde yazilabilir. Burada, u ve v vektorleri tarafindan gerilen 2—uzay tek tiirlii

belirlidir ve bu uzaya, F' formunun blade’i denir ve u A v seklinde gosterilir.

Simdi, m € M noktasindaki biitiin 2—formlarin uzayi, A,,M ile gosterilsin. Bu kiime

iizerinde, her F,G € A,,M i¢in,

1
P(F,G) = PypeaF G = F™*Gy,  Pupea = E(gacgbd — 8ad8bc) (5.29)

seklinde tanimlanan bir P metrigi mevcuttur.
F basit bivektoriiniin blade’i sirasiyla, uzaysal, zamansal, null ya da tamamen null ise,

bu bivektor uzaysal, zamansal, null ya da tamamen null olarak adlandirilacaktir.

Ornek 5.2.1 F = xA y olsun. Bu durumda, Tanim 5.2.3’e gore, F bivektorii basittir

ve
Fap = Xayp — YaXp (5.30)

olarak yazilir. Boylece, (5.24) ve (5.30) denklemleri kullanilarak,
P(F,F) = FF,, = (xayb —yaxb)(xayb — VaXp) =2 (5.31)

bulunur. O halde, (5.31) denkleminden, F', uzaysal bivektor olarak elde edilir. Benzer
sekilde, s At uzaysal bivektor 6rnegi olarak verilebilir. Diger taraftan, G = [ A n olarak

alinsin. Bu takdirde, G bivektorii basittir ve

Gap = lanp —nglp, (5.32)
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olarak yazilir. (5.25) ve (5.32) denklemleri kullanildig: takdirde,
P(G,G) = GGy, = (19" — n®1%) (Iynp — nalp) = =2 (5.33)

seklinde elde edilir. Bu durumda, (5.33) denkleminden, G, zamansal bivektor olarak

elde edilir. Daha sonra, H = [ Ay basit bivektorii g6z Oniine alinirsa,
P(H,H)=H"Hg = (1Y —y*1*)(layp — Yalp) = 0 (5.34)

olarak bulunur. O halde, (5.34) denkleminden, H bivektoriiniin null olmasi gerektigi
sonucuna ulasilir. Benzer sekilde, / A s null bivektor olmalidir. Son olarak, J =1 AL
bivektorii g6z Oniine alinirsa, P(J,J) = 0 kosulu gergeklenir. Ayrica, [ ve L birbirine

dik olan null vektorler oldugundan, J bivektorii, tamamen null olan bir bivektordiir.

Diger taraftan, A,,M, 6—boyutlu vektdr uzayr matrislerin komiitatorii altinda bir Lie
cebri olugturur. Bu komiitator [ ] sembolii ile gosterilecektir. Bu cebrin 3—boyutlu
iki 6zel alt cebri, Em ={F:F= F } ove S = {F:F= F } olarak verilir. Burada,
F € A,M ve “x” ile Hodge esleklik operatorii gosterilmektedir. ; € gm ve F € S‘m

olmak iizere, F € A,,M bivektorii,
F=F+F

+ = + =
seklinde tek tiirli yazilabilir. Bununla birlikte, F ve F ic¢in [F,F| = 0 kosulu
gerceklenir. Bu durumda,

+ —
AM =S, DS
olarak bulunur.

.. —~ + — —~

Ote yandan, S,, = S,, US,, olsun. Bu takdirde, F € §,, ise, F basit olmayan
bivektordiir veya basit ve tamamen null olan bir bivektordiir. F, basit bivektor ise,
* —_~

F da basittir. /,n,L,N null baz olmak iizere, a(lAn)+ B(LAN) € S,, olmasl i¢in

gerek ve yeter kosul, & = £ (¢ # 0) olmasidir. Eger,
(xAy)" =sAt, (xAt)*=sAy ve (xAs)" =yAt (5.35)

+ —
yonlendirmesi secilirse, bu durumda, /An—LAN € S, ve [An+LAN € S, olarak
+ —
bulunur. Bunlara ek olarak, /AN, nANL€ S,, ve INL,nAN € S,, seklindedir, [35].
+ +
Ayrica, S, Lie cebri 2—boyutlu B=</An—LAN,lA\N > alt cebrini igerir.
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Yardimci Teorem 5.2.1 ([28]) F € A,,M ve F # 0 olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler gerceklenir:

i. k stfirdan farkli, 1-form olmak uizere, Fj,zk =0 kosulunun gergeklenmesi i¢in
gerek ve yeter kosul, F bivektoriiniin basit bivektor ve k’nin, F bivektoriiniin

blade’i i¢inde olmasidir.

ii. F, 2-formunun basit bivektor olmast i¢in gerek ve yeter kosul, F,,F.q =0

kosulunun saglanmasidir.

5.3 Dolanim Teorisi

Bu kisimda, caligmanin temel araclarindan biri olan dolanim teorisi kavrami ele
alinacaktir. Ik olarak, (M,g) manifoldunun dolamm grubu tanimi verilecektir
ve 4—boyutlu, (+,+,—,—) metrik isaretli manifoldlarin dolanim tiplerinden
bahsedilecektir. (Dolanim grubu ile ilgili ayrintili bilgi [47] numarali kaynakta

mevcuttur.)

Tanmm 5.3.1 m € M ve ¢, m noktasinda kapali ve diizgiin bir egri olsun. 7,,M
uzayindaki teget vektorlerin ¢ kapali egrisi boyunca paralel kaymasi, 7,,M {izerinde
bir lineer izomorfizma olusturur. Bu izomorfizma f, ile gosterilsin ve egrilerin
birlesmesi ve ters cevrilmesi igin, sirastyla, f., o fo, = fe,.c, Ve fi!= f.1 tamimlar
kullanilsin. Bu doniigiimlerin kolleksiyonuna, (M, g) manifoldunun (bagka bir deyisle,
g metriginin V, Levi-Civita konneksiyonunun) m noktasindaki dolanim grubu adi

verilir ve bu grup ®,, ile gosterilir.

M manifoldu baglantili ve dolayisiyla yol baglantili oldugundan, her m,m’ € M igin,
bu noktalar arasinda pargali diizgiin bir egri vardir. O halde, m noktasindaki dolanim
grubu olan ®,, ve m’' noktasindaki dolanim grubu olan ®,, esleniktir ve boylece
dolanim gruplart izomorfiktir. Buna gore, (M, g) manifoldunun & ile gosterilecek
olan dolanim grubu s6z konusudur. @ dolanim grubu bir Lie grubudur. Bu grubun
Lie cebri ¢ ile gosterilsin. M manifoldunun 4—boyutlu bir manifold ve bu manifold
tizerindeki g metriginin (+,+,—,—) isaretli olmast durumunda, g metrigi paralel

kayma altinda invaryanttir ve ¢ cebri, 0(2,2) ortogonal cebrinin bir alt cebridir. Ote
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yandan, € =diag(1,1,—1,—1) ve T matris transpozesini gostermek iizere, 0(2,2) cebri
Q={AcMR: (Ae)+ (Ae)! =0}

kiimesi ile temsil edilebilir. Bu takdirde, ¢ cebrinin bivektor temsili bulunur.
S0z konusu dolanim cebirlerinin bivektor temsili [29, 35] numarali kaynaklarda
incelenmigtir. Bu alt cebirlerden bazilar1 metrik konneksiyona olanak vermemektedir
(veya vermeyebilir). Bu calismada, [35] numarali kaynakta yer alan ve metrik
konneksiyona olanak veren alt cebirler géz oniine alinacaktir. Buna gore, 4—boyutlu,
notr metrik isaretli manifoldlar icin, izomorfizmalardan vazgecildigi takdirde,

miimkiin olan biitiin dolanim cebirleri asagidaki tabloda yer almaktadir.

Cizelge 5.1 : (+,+, —,—) metriginin dolanim cebirleri.
Tip | Boyut Baz

1(a) 1 INn
1(b) | 1 XAy

1(c) 1 I[Ny veya [As
1(d) | 1 INL

+
2(a) 2 INn—LAN,I\NN(=B)
2(b) 2 INn,LANN
2(c) 2 INn—LAN,INL+nAN
20d) | 2 IAn—LAN,IAL
2(e) 2 XAy, SNt
20f) | 2 INN+nAL IAL
209) | 2 IAN, INL
2(h) 2 INN, o(INn)+B(LAN)
2(j) 2 INN,oc(INn—LAN)+B(IANL)
2(k) 2 INy,IAn veya IA\s,I\n
3(a) 3 INn,INN,LANN
3(b) 3 INn—LAN,IAN,INL
3(c) 3 XAy, xN\t,yAt veya xA\s, x\t, s\t
3(d) 3 IANN,INL, oc(INn)+B(LAN)
+
4(a) 4 S,INn+LAN
+
A(b) | 4 S,INL+nAN
+ —_
4c) | 4 B,B=<IAL,IAN,IAn,LAN >
+ —
5 5 S,B
6 6 0(2,2)

Burada, o,8 € R ve 2(j) dolanim tipi i¢in a # 0 # B, 2(h) ve 3(d) tipleri

icin a # +f bagmtlari mevcuttur. Ayrica, g, o(1,2) cebrini ve g‘, E‘, sirasiyla,

<IAn—LAN,INN>, <IAn+LAN,IANL> 2—boyutlu cebirlerini géstermektedir.
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Not 5.3.1 Dolanim grubu kavramina ek olarak, m € M noktasinda iyi tamimli olan
kavramlardan biri de, bu noktada ®j, ile gosterilen lokal dolanim grubudur, [47].
(U,g)’nin m noktasindaki lokal dolanim grubu, M manifoldunun bogtan farkli, acik
ve baglanth olan bir U komgsulugunun (alt manifoldunun), g metriginden kisitlanan
metrik ile birlikte olusturdugu dolanim grubudur. Bu calismada, manifoldun her
noktas1 icin, bir noktadaki lokal dolanim grubunun, M manifoldunun s6z konusu
noktadaki kisitlanmis dolanim grubuna izomorfik oldugu kabul edilecektir. Boylece,
@7 ile M manifoldundan kisitlanan dolanim grubunun boyutlar1 aynidir ve dolayisiyla,
bu grup ayn1 ¢, Lie cebrine sahip olacaktir. Bu varsayimda bulunulmasinin nedeni,
M manifoldu tizerindeki lokal dolanim ozelliklerinin homojenliginin saglanmasdir.
Bunun sonucu olarak ve (M, g) manifoldunun diiz olmadig1 varsayimi ile, Riemann
egrilik tensoriiniin, M manifoldunun bostan farkli, acik bir alt kiimesi iizerinde 6zdes

olarak sifir olmasinin miimkiin olamayacag elde edilmis olur.

Simdi de, bu ¢alisma acisindan temel bir teorem olan Ambrose-Singer Teoremi’nden

[48] bahsedilecektir.

m,m’ € M ve c:m — m’ diferansiyellenebilir parcali bir egri olsun. 7. : T,,M — T,;M,

¢ egrisi boyunca paralel kayma ile tanimlanan lineer doniisiim olsun.

Teorem 5.3.1 (Ambrose-Singer Teoremi [28,48]) M baglantili, yantikiz ve diizgiin
bir manifold ve I', bu manifold iizerinde simetrik ve diizgiin bir konneksiyon olsun. I"
konneksiyonu ile iliskilendirilen egrilik yapisi R ile gosterilsin ve m € M olsun. Her

m' € M ve c, m— m' pargali egrisi ve her X,Y,Z € T,,M igin,

f(Z) =1 [R(7(X),7(Y))7(2)] (5.36)

seklinde tanimlanan f : 7,,M — T,,M lineer doniisiimii tamimlansin. Bu sekilde
tanimlanan biitiin lineer doniisiimlerin kiimesi, 7,,M teget uzayinin bir bazina gore
matris formunda temsil edilir. Bu takdirde, M manifoldunun & dolanim grubu, s6z
konusu baza gére, GL(n,R) genel lineer grubunun bir matris Lie alt grubu olarak

tanimlandiginda, bu kiime, ¢ dolanim cebrinin matris temsiline karsilik gelir.

Burada, genel lineer grup olarak isimlendirilen GL(n,R), n x n’lik tekil olmayan reel
matrislerin olusturdugu grubu gostermektedir. Bu grup, n? boyutlu bir Lie grubudur,
[28].

75



Bagka bir deyisle, Teorem 5.3.1, asagidaki gibi ifade edilebilmektedir. M manifoldu
lizerinde belirli bir m noktasi ve herhangi bir m’ € M noktasi i¢in, Tanim 5.0.2,
(5.1) ile tanimlanan f egrilik doniisiimiiniin rgf ile gosterilecek olan deger kiimesi
hesaplansin. ¢ : m' — m egrisi boyunca, rgf’in m noktasina paralel kaymasi goz
oOniine alinarak, bu iglem tiim m’ noktalar1 ve ¢ egrileri i¢in yapilirsa, m noktasinda elde
edilen bivektorlerin kolleksiyonu, ¢ cebrini iiretir. Buna gore, egrilik doniisiimiiniin
deger kiimesi olan rgf, ¢ cebrinin bir alt uzayidir ve boylece, Riemann egrilik tensorii,
¢ cebrinin elemanlarinin ¢arpimlarinin simetrik toplami olarak yazilabilmektedir.
Bu sonug, Boliim 5.6’da ele alinacak olan Ricci-rekiiran probleminde temel olarak

kullanilacaktir.

Simdi verilecek olan sonug, 4—boyutlu farklt metrik isaretli manifoldlarin dolanim
tiplerine gore rekiiran veya paralel olan 6zel vektor alanlarini belirlemeyi saglayacak

olmas1 sebebiyle onem teskil etmektedir.

Sonuc¢ 5.3.1 ([28,30,49]) Her F € ¢ icin, k € T,,M, F bivektoriiniin bir 6zvektorii
ise, m noktasinin bir komsulugu iizerinde, lokal ve diizgiin olan bir rekiiran vektor alani
vardir. Buna ilaveten, her bivektor icin, k 6zvektoriine karsilik gelen 6zdegerlerin hepsi

sifir ise, bu rekiiran vektor alani, paralel vektor alan1 olacak sekilde insa edilebilir.

O halde, Sonug¢ 5.3.1’e gore, 4—boyutlu (+,+,—,—) metrik igsaretli manifoldlar
icin rekiiran ve paralel vektor alanlarinin varlhigi, Cizelge 5.1°in ii¢iincii siitununda

goriilebilmektedir. Bolim 5.5°te bu 6zel vektor alanlart ayrintili olarak ele alinacaktir.

54 (+,+,—,—) Isaretine Sahip 4—Boyutlu Manifoldlar Uzerinde Ikinci

Mertebeden Simetrik Tensorler

Bu kisimda, ikinci mertebeden simetrik tensor alanlarinin 4—boyutlu, (4,+,—,—)
isaretli manifoldlar {izerinde siniflandirilmasindan bahsedilecektir. Ayrica, metrik
isaretin (+,+,+,+) (pozitif tamimh) ve (+,+,+, —) (Lorentz) olmasi durumlari i¢in
de, baz1 bilgiler verilecektir. T, m € M noktasinda, ikinci mertebeden simetrik bir
tensor olsun. Bu durumda, 7" tensorii lineer bir doniisiim ile iligkilendirilebilir. 7,,M
iizerinde, u® — T%u” ile verilen f : T,,M — T,,M lineer doniisiimii g6z oniine alinsin

ve k, T tensoriiniin reel veya kompleks olan bir 6zvektorii olsun. Bu takdirde, «, k
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ozvektoriine karsilik gelen 6zdeger olmak iizere,
Tk = ok, (Typk? = 01gapk?) (5.37)

kosulu gergeklenir.

Ikinci mertebeden simetrik olan tensérlerin 4—boyutlu, (+,+,—,—) isaretli
manifoldlar tizerinde siniflandirilmasi [5S0-52] numarali kaynaklarda yapilmistir. Bu
siniflandirma, Boliim 5.7°de géz 6niine alinacak olan 4—boyutlu, (+,+,+, —) isaretli
manifoldlar {izerindeki siniflandirmaya benzemektedir. Bununla birlikte, s6z konusu
siniflandirma, 4—boyutlu notr isaretli manifoldlar i¢in birbirine dik olan null vektor
alanlarinin ve birbirine dik, zamansal 2—uzay ciftlerinin varlig1 sebebiyle biraz
daha karmagiktir. Bu calismada, [S1] numarali kaynakta ele alinan siniflandirma
kullanilacaktir. Bu siniflandirma, f, lineer doniisiimiiniin miimkiin olan biitiin Jordan
kanonik formlarinin belirlenmesine gore yapilmistir. Bu kanonik formlara karsilik

gelen Segre tipleri goz Oniine alinacaktir.

Ik olarak, T ikinci mertebeden simetrik tensoriiniin biitiin 6zdegerlerinin reel oldugu

kabul edilsin. Bu takdirde, miimkiin olan biitiin Jordan kanonik formlari,

pr 1 0 0 pp 1 0 0 pr 1 0 0
(o p 1 0 [0 pr 0 O .10 pr 1 0
1o 0 pp 1| Wlo o p 1| W]lg 0 p o

0 0 0 p 0 0 0 p 0 0 0 p

pp 1 0 0 o 0 0 0

o pr 0 0 0 pp 0 O

(iv) 0 0 py 0 (V) 0 0 ps 0 (5.38)
0 0 0 ps 0 0 0 ps

olarak verilir. Burada, py, p2, p3, pa € R’dir. Segre notasyonuna gore, (5.38) ile verilen
matrislere karsilik gelen Segre tipleri, sirastyla, {4}, {22}, {31}, {211} ve {1111}
seklindedir. Dejenere olan 6zdegerler parantez ile belirtilecektir. Ornegin, (5.38)—(iv)
matrisi i¢in p, = p3 # p1 ise, Segre tipi {2(11)}, p; = p2 = p3 ise, Segre tipi
{(211)} olarak gosterilecektir.

Eger g metrigi pozitif tamimli ise, 7 tensorii R ilizerinde kosegenlestirilebilirdir.
Bununla birlikte, ¢ metriginin Lorentz veya notr isaretli olmast durumunda, 7T
tensoriiniin 6zdegerlerinin hepsi reel olmak zorunda degildir. Ote yandan, {4}
ve {22} Segre tipleri detg,, > 0 olmasim gerektirir. 4—boyutlu Lorentz metrik

isaretine sahip olan manifoldlar i¢in bu kosul saglanmadigindan, bu manifoldlar
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tizerindeki ikinci mertebeden simetrik tensorler igin, {4} ve {22} Segre tiplerinin
meydana gelmesi miimkiin degildir. Bu metrik isaretinde 7" tensoril i¢in miimkiin olan
Segre tipleri, {1,111}, {211}, {31}, {zZ11} ve bu tiplerin dejenere durumlarindan
olugsmaktadir. Burada, {1,111} tipinde yer alan virgiil isareti, zamansal 6zvektore
karsilik gelen 6zdegeri, uzaysal 6zvektorlere karsilik gelen 6zdegerlerden ayirt etmek
icin kullanmlacaktir. {zZ11} Segre tipindeki z ve Z ise, T tensoriiniin kompleks eslenik
ozvektor ¢iftinin olmasi durumunu gosterecektir. Ote yandan, 4—boyutlu notr metrik
isaretli manifoldlar tizerindeki ikinci mertebeden simetrik olan tensorler icin miimkiin
olan Segre tipleri {1111}, {11zZ}, {zzww}, {211}, {2zz}, {22} (6zdegerlerin reel
olmasi durumu), {22} (6zdegerlerin kompleks olmasi durumu), {31}, {4} ve bu

tiplerin miimkiin olan dejenere durumlarindan olusmaktadir, [51].

Buna gore, 4—boyutlu, (4,+,—,—) isaretli M manifoldu iizerindeki T, ikinci
mertebeden simetrik tensorii i¢cin miimkiin olan biitiin kanonik tipler agsagida yer alan

(5.39)—(5.48) ifadelerinde belirtilmistir, [S1].
oxgXp + Byayp — YSaSp — Otyty,. (5.39)

oAYayp — ﬁsasb + Y(lanb + nalb) + 5(lalb - nanb)- (5.40)

(X(lal’lb + I’lalb) —+ B (lalb — nanb) —+ ’}/(LaNb —f-NaLb) —+ S(LaLb — NaNb). (5.41)

0gap+ B (laNb + Nyl —ngLy — Lanb>' (5.42)
A (lany +nalp) + Alaly + Byayp — YsaSp- (5.43)
(X(lanb + I’lalb) -+ }Llalb -+ ’)/(LaNb +NaLb) + S(LaLb — NaNb). (5.44)

(X(lanb + nalb) + /3 (LaNb —l—NaLb) + ,LLlalb +vL,Ly+ C()(laLb +Lalb). (5.45)

gy + a)(laLb + Lalb) + ‘Lllalb + B (laNb —|—Nalb —nglp — Lanb). (5.46)
a(lanh + nalb) + (layb +yalb) + 0Yyayp — Bsasb- (5.47)
gy + (laLb —l—Lalh + VNaNb). (548)

Simdi ise, bu kanonik formlarmn elde edilisinden bahsedilecektir. Ilk olarak, T
tensoriiniin R {izerinde kosegenlestirilebilir oldugu kabul edilsin ve x,y,s,t; m € M
noktasinda bir (pseudo)-ortonormal baz olsun. Bu takdirde, T tensOriiniin null olmayan
ve birbirine dik olan x,y,s,t reel 6zvektorleri secilebilmektedir. Bu 6zvektorlere

karsilik gelen reel 6zdegerler, sirasiyla, o, BB, ¥, & ile gosterilsin. O halde, (5.39)
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kanonik formu elde edilir ve T tensoriiniin Segre tipi {1111} olmalidir. Ote yandan,
T tensoriiniin C iizerinde kosegenlestirilebilir oldugu kabul edilsin. Boylece, iki
durum s6z konusu olmaktadir. Birinci durum, 7 tensoriiniin iki reel ve iki kompleks
eslenik 6zdegerinin olmasidir. Bu durumda, 7' tensoriiniin reel ozvektorleri y ve s,
kompleks eslenik 6zvektorleri [/ £in olarak secilebilir. Bu 6zvektorlere karsilik gelen
Ozdegerler, sirasiyla, o, B ve y+id (6 # 0) ile gosterilsin. Dolayisiyla, (5.40)
kanonik formu elde edilir ve T tensoriiniin Segre tipi {11zZ} olmalidir. Gergekten,

(5.24), (5.25) denklemleri ve (5.40) kanonik formu kullanilirsa,
Tablb =Yla—0ngy , Tabnb = Yna+0l, , Tabyb = QYya , Tabsb = Bsa (5.49)

seklinde elde edilir.  (5.49) bagintilarinin son ikisine gore, 7 tensOriiniin y
ve s Ozvektorlerine karsilik gelen reel ozdegerlerinin, sirasiyla, a ve B oldugu

goriilmektedir. Bununla birlikte, (5.49); ve (5.49), bagintilar1 yardimiyla,

T (1° +in®) = yly — Sng +i(yna + 81,) = (y+i8) (I, + iny) (5.50)
ve

Top(I° = in”) = Yy — 8ng — i(yna + 8la) = (y—i8) (I — ing) (5.51)

bulunur. O halde, (5.50) ve (5.51) denklemlerine gore, T tensoriiniin [ 4-in kompleks
eslenik 6zvektor ciftine karsilik gelen 6zdegerleri y+id (8 # 0) olarak elde edilir.

Ikinci durum ise, iki kompleks eslenik o6zvektdr ciftinin bulunmasidir.  Bu
durumda, (5.41) kanonik formu elde edilir ve 7 tensoriiniin Segre tipi {zZww}
olmalidir. Boylece, (5.24), (5.25) denklemleri ve (5.41) kanonik formu goz Oniinde

bulundurulursa,

Tablb — ala _ﬁna 5 Tabnb - ana +ﬁlﬂl 9

T,L? =yL,— 8N, , TuN°=yN,+ 8L, (5.52)

seklinde elde edilir. Buna gore, (5.52) bagintilar1 kullanilirsa, 7' tensoriintin / +in ve
L+ iN kompleks eslenik 6zvektor ciftlerine karsilik gelen 6zdegerlerinin, sirasiyla,
a+if ve y+id (B #0# ) oldugu goriilmektedir. Ote yandan, bu durum igin,
kompleks 6zdegerlerin dejenere olmasi ihtimali de miimkiindiir. Ornegin, @ = ¥ ve

B = 0 ise, 6zdegerlerin dejenere olma durumu s6z konusudur. Bu takdirde, Segre tipi
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{(zz)(z2) } seklinde yazilacaktir. [ +in ve L+ iN dzvektorleri tarafindan tiretilen ot +if3
ozuzay1, tam olarak birbirinden bagimsiz ve null olan (I F N) + i(n = L) kompleks
elemanlarini icermektedir. Baz degisimi yardimiyla, s6z konusu kompleks eslenik null
ozvektorler [ - iL seklinde gosterilebilir ve boylece, (5.42) kanonik formu elde edilir.

Gergekten, (5.42) kullanilirsa,

Tablb - (Xla —ﬁLa ) Tabnb - ana +ﬁNa )

Tl = aL,+Bl,, TuN° = aN,— Bny, (5.53)
elde edilir. Bu ifadelerden,

T (1° +il) = (e +iB) (I, £ iLy)

Top(n® £ iN?) = (0 FiB) (ny £ iN,) (5.54)

bulunur. O halde, T tensoriiniin /+iL ve n—iN kompleks 6zvektorlerine karsilik
gelen 6zdegerinin o +if ; [ —iL ve n-+iN kompleks dzvektorlerine karsilik gelen

ozdegerinin @ — iff oldugu goriilmektedir.

Bunun disinda, basit olmayan elemanter bolenlerin olmasi durumu s6z konusu olabilir,
[28]. Eger reel ve ikinci dereceden basit olmayan bir elemanter bolen meydana
geliyorsa, {211} Segre tipi elde edilir. Bu durumda, / 6zvektorii tarafindan iiretilen, tek
tiirlii belirli bir null dogrultu ile null olmayan y ve s zvektorleri mevcuttur ve A # 0

olmak {iizere, (5.43) kanonik formu bulunur. Boylece, (5.43) formuna gore,
Tpl” = ala,  Tapy" =Py, Tuns” = ¥sa (5.55)

kosullar1 gerceklenmektedir. O halde, (5.55) bagintilarina gore, 7" tensoriiniin /, y ve s
ozvektorlerine kargilik gelen 6zdegerleri, sirasiyla, a, B ve y olarak bulunur. Ayrica,
bu 6zvektorlerin diginda, T tensoriiniin lineer bagimsiz olan bagka 6zvektorlere sahip
olamayaca@1 kolayca gosterilebilir. Buna gore, {211} Segre tipi elde edilmis olur.
Bunlara ek olarak, / null vektorii tekrar diizenlenerek, (5.43) kanonik formunda, A = 1
veya A = —1 olarak alinabilmektedir, [51]. Ote yandan, ikinci dereceden basit olmayan
elemanter bolene karsilik gelen (reel ve null olan) [ 6zvektorii ile kompleks eslenik
ozvektor ¢ifti meydana geliyorsa, bu takdirde, Segre tipi {2z7} olarak gosterilir ve
(5.44) kanonik formu elde edilir. Bu durumda, kompleks eslenik 6zvektor cifti ile

iligkilendirilen zamansal 2—uzay, tek tiirlii belirli olan / null dogrultusuna diktir ve bu
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2—uzay, L A N olarak secilebilir. /,n,L, N null baz1 goz oniine alinarak, (5.44) kanonik

formu yardimiyla,
Tpl? =al,, TpLl”=7yL,—8N,, TuN°’=7yN,+ 6L, (5.56)

bagintilar elde edilir. Buna gore, (5.56) denkleminden, 7 tensoriiniin 6zvektorleri /
ve L+ iN olarak elde edilir. Bu dzvektorlere karsilik gelen 6zdegerler, sirasiyla, o
ve Y+id (0 # 0) olarak bulunur. Benzer sekilde, 7 nin / null vektorii disinda reel
0zvektorii olamayacagi gosterilebilir. Ayrica, (5.44) kanonik formunda, (5.43) kanonik

formunda oldugu gibi, A = 1 veya A = —1 olarak diizenlenebilir.

Daha 6nce bahsedildigi lizere, 4—boyutlu, notr metrik isaretli manifoldlar iizerindeki
ikinci mertebeden simetrik tensorler i¢in, {22} Segre tipinin meydana gelme durumu
da soz konusudur. Eger 6zvektorler reel ise, (5.45) kanonik formu, ikinci dereceden
basit olmayan elemanter bolene karsilik gelen kompleks 6zdeger olmasi durumu sz
konusu ise, (5.46) kanonik formu elde edilir. Yukaridaki adimlara benzer sekilde,
(5.45) kanonik formu goz Oniine alindig1 takdirde, 7 tensoriiniin 6zvektorleri, [ ve
L seklinde elde edilir. Bu ozvektorlere karsilik gelen 6zdegerler, sirasiyla, o ve 3
olarak bulunur. Biitiin bunlara ek olarak, eger @ # 3 ise, @ =0 ve u#0#v
olacak sekilde diizenlenebilir. Ayrica, o =8 ise, u=v=0#® veya ® =0< uv
olacak sekilde diizenlenebilir. Boylece, o = B ve ®@? = p.v olmasi durumunda,
{(211)} Segre tipi elde edilir, [S1]. Diger taraftan, (5.46) kanonik formu g6z 6niine
alinirsa, 7' tensoriiniin kompleks 6zvektor ciftinin / £ iL ve bu 6zvektorlere karsilik

gelen 6zdegerlerin a +if8 (B # 0) olmas1 gerektigi gosterilebilir.

Eger reel ve iigiincii dereceden basit olmayan elemanter bolen meydana geliyorsa, {31}
Segre tipi s6z konusudur ve (5.47) kanonik formu elde edilir. Bu durumda, (5.47)
formu kullanilirsa,

Tpl’ =aly, Tups® =PBsa (5.57)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.57) denkleminden, ! vektorii tarafindan iiretilen tek
tiirlil belirli null dogrultu ile null olmayan, s reel vektoriiniin 7' tensoriiniin, sirasiyla,
o ve B ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri olmasi gerektigi sonucuna ulagilir.
Ayrica, T tensoriiniin null olmayan reel 6zvektorii y olacak sekilde de (5.47) kanonik

formu diizenlenebilir. Bunun i¢in, s6z konusu kanonik formda, s ve y vektorlerinin
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birbirleriyle yer degistirmesi ve son iki terimde isaret degisimi yapilmasi yeterli

olacaktir.

Son olarak, / vektorii tarafindan iiretilen (tek tiirlii belirli) null dogrultudan meydana
gelen dordiincii dereceden basit olmayan elemanter bolen durumu s6z konusu ise,

Segre tipi {4} olmalidir ve (5.48) kanonik formu elde edilir. Burada,
Tpl° = al,

kosulu saglandigindan, T tensoriiniin 6zvektorii yalmzea [ (reel) 6zvektoriidiir ve o,
bu 6zvektore karsilik gelen dzdegerdir. Ote yandan, v = 41 olacak sekilde segilebilir,
[51].

Daha once aciklandig1 iizere, yukarida ifade edilen Segre tipleri icin, 6zdegerler
arasindaki dejenere olma durumu parantez ile belirtilecektir. Bununla birlikte, {2z},
{22} (kompleks eslenik dzdeger ¢ifti olmasi durumu) ve {4} Segre tipleri i¢in dejenere
ozdegerler olmasi miimkiin degildir. Fakat, {22} Segre tipinin reel 6zvektorler olmasi
durumu i¢in dejenere zdegerler s6z konusu olabilir. Bu durumda, Segre tipi {(22)}

olarak gosterilecektir.

Simdi de, ikinci mertebeden, simetrik olan 7" tensoriiniin M manifoldunun U alt kiimesi
tizerinde rekiiran bir tensor alan1 oldugu kabul edilsin. Bu tensor alaninin rekiiran
1-formu P ile gosterilsin. Ayrica, m,m’ € U ve U kiimesi iizerinde c:m — m’ diizgiin
egrisi goz oniine almsin. Ote yandan, k # 0 (k € T,,M), T (m)nin @ € C dzdegerine

karsilik gelen reel ya da kompleks olan bir 6zvektorii olsun. Bu takdirde, m noktasinda,
Tpk" = ak” (5.58)

kosulu gerceklenir. k ve T (m)’nin, ¢ egrisi boyunca paralel kaymasi, sirasiyla, k'(z)
ve T'(t) ile gosterilsin. Buna ek olarak, o 6zdegerinin ¢ egrisi boyunca paralel
kaymasina karsilik gelen ve bu egri boyunca sabit olan bir o fonksiyonu tanimlansin.
Bu durumda, T"*,k’> — atk’® paralel kaymasi m noktasinda sifir olmalidir. Dolayisiyla,

¢ egrisi lizerindeki her nokta i¢in,
T" k" = ok (5.59)

kosulu saglanmig olur. Boliim 5.1°de agiklandi8 iizere, T tensorii rekiiran oldugundan,
¢ egrisinin her noktasi icin, T(c(¢)) ile T'(c(¢)) orantilidi. O halde, ¢ egrisinin
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her noktasi icin, k¥’ vektorii T tensoriiniin 6zvektoriidiir. Dolayisiyla, tiim reel veya
kompleks olan 6zuzaylarinin, ¢ egrisi boyunca paralel kaydigi sonucuna ulagilir. Buna
gore, T tensoriiniin Segre tipi (dejenere 6zdeger olma durumu da dahil olmak iizere),
¢ egrisinin her noktasi i¢in degismez kalir. Diger taraftan, U kiimesi baglantili
ve boylece yol baglantili oldugundan, 7 tensdriiniin Segre tipi U kiimesinin her
noktasinda aynidir, [44]. Bu durumda, her Segre tipi ve her m € U i¢in, m noktasinin
acik bir V C U komsulugu iizerinde, (5.39)—(5.48) ifadeleri gecerli olacak sekilde,
diizgiin olan bir ortonormal veya null baz takimi segilebilir. Boylece, tiim vektor
alanlar1, 6zdegerler ile birlikte kanonik formlarda yer alan u, v ve o skalerleri, V

kiimesi iizerinde diizgiin olacak sekilde secilebilmektedir, [53].

5.5 Temel Sonuclar

Bu kisimda, Segre smiflandirmasi yardimiyla, ikinci mertebeden simetrik tensor
alanlarinin paralel ve 6z rekiiran olma problemleri gbz oniine alinacaktir. Bu inceleme,
4—boyutlu, notr isaretli manifoldlarin dolanim tipleri iizerinde yapilacaktir ve bu
durumda, 7 rekiiran tensor alaninin P, 1-formuna karsilik gelen vektor alaninin
gradiyent olmas1 durumlar1 belirlenecektir. Boylece, paralel tensor alanlari veya
paralel bir tensor alani ile orantili olan tensor alanlari elde edilecektir. Daha sonra, 6z
rekiiran tensor alan1 olmaya aday olan, ikinci mertebeden, simetrik tensorler bulunarak

s0z konusu durumlar analiz edilecektir.

5.5.1 Paralel olma durumu

Boliim 5.1°de, T rekiiran tensor alaninin P, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, bir
gradiyent vektor alani ise, bu tensoriin paralel olacak sekilde diizenlenebileceginden
bahsedilmistir. Asagida ispatlanacak olan teorem, P, 1-formuna kargilik gelen vektor

alaninin gradiyent olma durumunun tespit edilmesi agisindan 6nem tasimaktadir.

Yardimci Teorem 5.5.1 7', M manifoldu (veya M’nin bos olmayan agik ve baglantili
bir U alt kiimesi) iizerinde ikinci mertebeden, simetrik ve rekiiran bir tensor alani
olsun. Bu tensoriin rekiiran 1-formu olarak tanimlanan, P, T’ tensoriiniin lokal, diizgiin,
reel veya kompleks bir 6zvektorii olarak bulunan, k ve bu 6zvektore karsilik gelen (reel

veya kompleks olan) 6zdeger de, o olmak iizere, o 6zdegeri, V # @ ve V C U agik ve
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baglantili alt kiimesi iizerinde sifirdan farkli ise, P, 1-formuna karsilik gelen vektor

alani, V kiimesi iizerinde bir gradiyent vektor alanidir.

Ispat: k, T tensoriiniin o 6zdegerine karsilik gelen lokal, diizgiin, reel veya kompleks

bir 6zvektori olsun. Bu takdirde, lokal koordinatlarda,
Tpk" = ak, (5.60)

bagintist gerceklenir.

[k olarak, o 0zdegerinin reel olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda, o, V kiimesi
tizerinde sifirdan farklidir. O halde, k 6zvektorii icin iki durum s6z konusu olur.
Birinci durum, o 6zdegerinin dejenere olmamasi halidir. Bu takdirde, T tensorii i¢in
miimkiin olabilecek Segre tipleri, {11zZ} (veya bu tip igin reel 6zdegerlerin dejenere
olmasi durumu), {zZww} (z # £w), {2zZ} veya {22} (kompleks 6zdegerlerin olmasi
durumu) seklindedir. ikinci durum ise, & kompleks 6zdegerinin dejenere olmasi
halidir. Bu takdirde, Boliim 5.4’den, kompleks eslenik null 6zvektorleri mevcut olan
T tensoriiniin Segre tipi {(zz)(zZ)} olmalhdir. Her iki durumda da, her m € V ve V
kiimesi iizerinde bu noktadan gecen herhangi bir ¢ egrisi i¢in, k(m) nin bu egri boyunca
paralel kaymasi, 7 tensoriiniin a—06zuzayinda yer almaktadir ve bu deger, ¢ egrisi
tizerindeki her noktada k ile orantilidir. Bu sonug, o 6zdegerinin birinci durum igin,
dejenere olmamasindan ve ikinci durum i¢in, null 6zvektore karsilik gelen 6zdeger
olmasindan kaynaklanmaktadir. Ciinkii ikinci durumda, k 6zvektorii null oldugundan,
paralel kayma altinda bu 6zvektoriin null olma 6zelligi korunacaktir. O halde, Boliim
5.1°de verilen rekiiran olma kosuluna gore, k 6zvektoriiniin V kiimesi iizerinde rekiiran
olmasi1 gerektigi sonucuna ulagilir. Bu durumda, ¢, V kiimesi iizerinde 1-form olmak

uzere,

Vipka = kaqp (5.61)

kosulu gergeklenir. Diger taraftan, 7" tensorii rekiiran oldugundan (5.13) bagintisi

mevcuttur. (5.60) kosulunun kovaryant tiirevi alinirsa,

V(T pk?) =V (aky)

(VeTu)K + T,V ek = (9.0 kg + 0LV ckg (5.62)
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bulunur. Daha sonra, (5.13) ve (5.61) denklemleri, (5.62) ifadesinde yerine yazilirsa,

PcTabkb + Tab‘]ckb = (aca)ka + aCIcka
otk P+ okyqg. = k0.0 + atkaq,

ok, P = kq0. 0 (5.63)

elde edilir. Boylece, (5.63) denklemine gore, P, 1-formuna karsilik gelen vektor alani,

V kiimesi tizerinde log || fonksiyonunun gradiyentidir.

Fakat, T tensoriiniin biitiin 6zdegerlerinin reel olmasit durumunda yukaridaki ispat
gecerli olmayabilir. Bu durumda, T¢.T€), ifadesinin izi olan T“T,, gbz oniine
alinirsa, s6z konusu iz, T tensoriiniin 0zdegerlerinin karelerinin toplamina kargsilik
gelmektedir.  Boylece, (5.13) rekiiran olma kosulunda 79 iizerinden daraltma

yapilirsa,
1
T TP = (V. T)T = 5VC(Ta,,T“b) (5.64)

bulunur. Bununla birlikte, 7%T,;, # 0 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, (5.64)
denkleminden, P, l-formuna karsilik gelen vektor alaninin, Yy = %log\T“bTabl
fonksiyonunun bir gradiyenti oldugu sonucuna ulagilir. O halde, 7 tensoriiniin
a ozdegerinin reel ve sifirdan farkli olmasi durumunda da, T9T,;, # 0 kosulu
saglanacagindan, P, 1-formuna karsilik gelen vektor alani, V' kiimesi lizerinde bir

gradiyent vektor alanmi olarak elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir. 0J

Yardimc1 Teorem 5.5.1°e gore, ikinci mertebeden simetrik ve rekiiran 7' tensoriiniin
en az bir 6zdegerinin sifirdan farkli olmasi durumunda, P, 1-formuna karsilik gelen
vektor alani bir gradiyent vektor alan1 olacagindan, (5.11) denklemine gore, T tensorii
paralel olacak sekilde diizenlenebilir. Bagka bir deyisle, T tensorii paralel bir tensor
alan ile orantilidir. Bu durumda, yalmzca T tensoriiniin biitiin 6zdegerlerinin reel ve
sifir olmasi1 durumunda, bu tensoriin 6z rekiiran tensor alanmi olabilmesi miimkiindiir.
O halde, 6z rekiiranlik i¢in kontrol edilmesi gereken Segre tipleri, tim 6zdegerler sifir

olmak kosuluyla, {(211)}, {(22)}, {(31)}, {4} seklindedir.

Simdi, VT = 0 kosulunu saglayan, yani, paralel olan 7 tensor alanlarinin miimkiin
olan biitiin Segre tipleri bulunacaktir. Bunun i¢in, dolanim teorisinden ve [28, 30,49]

kaynaklardaki tekniklerden faydalanilacaktir. Cizelge 5.1°de verilen her dolanim cebri
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icin, Vi = 0 kosulunu saglayan, ikinci mertebeden simetrik ve diizgiin / tensorleri

asagidaki teknik ile belirlenecektir. Eger ¢ cebri biliniyor ise, her F' € ¢ i¢in,
haeFCp+hpFSy =0 (5.65)

denklemi cebirsel olarak coziilebilmektedir, [28, 30, 35,49]. Buna gore, F' bivektori
icin, Fy, = —F,, oldugundan, 7 = g olmast durumu (5.65) denkleminin bir
coziimiidiir. Asafida ifade edilecek olan teorem, Vi = 0 kosulunu saglayan h

tensorlerinin elde edilmesinde kullanilacaktir.

Yardimci Teorem 5.5.2 ([35]) F € A,;M ve F # 0 olsun. Bu durumda, agagidaki

ozellikler gerceklenir.

i. Eger (5.65) denklemi, m noktasinda, basit bir ' bivektorii i¢in gercekleniyorsa, F'

bivektoriiniin blade’i, 4 tensoriiniin m noktasinda g metrigine gore d6zuzayidir.

ii. Eger (5.65) denklemi, m noktasinda, F = a(l An)+ B(LAN) ve o # £
(o # 0, B # 0) icin gercekleniyorsa, [ An ve L AN uzaylari, h tensoriiniin m

noktasindaki 6zuzaylaridir.

iii. Eger (5.65) denklemi, m noktasinda, F = (I An)+ B(LAN) ve & = —f3 # 0 icin
gercekleniyorsa, / AN ve n A L uzaylari, h tensoriiniin m noktasindaki invaryant

2—uzaylaridir (¢ = 8 # 0 olmas1 durumunda da benzer sonug gerceklenir).

Simdi ise, yukarida ifade edilen bilgilerden yararlanarak, ikinci mertebeden simetrik
h tensorll icin, m € M noktasinin bir komsulugu iizerinde, Vh = 0 denkleminin
cOziimleri bulunacaktir. Daha Once belirtildigi gibi, uygun kisitlamalar1 saglayan
M manifoldunun acik ve baglantih U # @ kiimesi lizerinde caligilacaktir. Ayrica,
U kiimesi ilizerinde ekstra ¢oziimlerin olabilmesi ihtimalini onlemek acisindan, Not
5.3.1’de belirtildigi gibi, her m € M icin, &}, lokal dolanim gruplarinin dolanim
cebirlerinin, ® grubunun dolanim cebirleri ile ayn1 oldugu kabul edilecektir. Boylece,

Vh = 0 denkleminin ¢oziimleri asagida yer almaktadir.

1) Ilk olarak, 1(a) dolanim tipi gbz 6niine alinsin. Cizelge 5.1e gore, F = [ An olarak
alinan bivektorii, ¢ cebri icin bir baz olusturmaktadir. Bu durumda, F bivektorii lokal
koordinatlarda,
Fup = lanp —ngly (5.66)
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seklinde yazilmaktadir. Bu durumda, (5.66) denklemi, sirasiyla, b ,Nb ,lb ve n? ile

carpilirsa ve (5.25) kosullart kullanilirsa,
Fl? = F NP =0 (5.67)
ve
Fpl® =1, Fpn® = —ny (5.68)

kosullarinin saglanmasi gerektigi elde edilir. Boylece, (5.67) bagintisina gore, L
ve N vektor alanlari, F' bivektoriiniin sifir 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleridir.
Benzer sekilde, (5.68) kosulu, / ve n vektor alanlarinin, F' bivektoriiniin, sirasiyla, 1
ve -1 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri oldugunu gosterebilir. Diger taraftan,
Boliim 5.4’tin son kisminda belirtildigi iizere, m € M noktasindaki, [,n,L,N null
bazinin, bu noktanin agik ve baglantili olan bir U komsuluguna diizgiin olarak
genisletilmesi miimkiindiir. Bu takdirde, Sonu¢ 5.3.1°e gore, L ve N null vektor
alanlar1, F bivektoriiniin sifir 6zdegerine karsilik geldiginden, bu vektor alanlarnt U

kiimesi iizerinde paraleldir. Bagka bir deyisle,
VL=VN=0 (5.69)

kosullar1 gerceklenir. Bununla birlikte, Sonug 5.3.1°e gore, [ ve n null vektor alanlari,
U kiimesi iizerinde 6z rekiiran vektor alanlar1 olmalidir. O halde, r ve s, sirasiyla, [ ve

n null vektor alanlarina karsilik gelen iligkili 1-formlar olmak iizere,
Vply =lary,  Vipng =ngsp (5.70)

kosullar1 saglanir.

Diger taraftan, o : U — R sifirdan farkli fonksiyonu i¢in, Riemann egrilik tensorii U

kiimesi tizerinde,
Rabed = OFypFog = a(lany —nglp)(Ieng —nely) (5.71)

seklinde yazilabilmektedir. Bu takdirde, (5.71) denklemi, sirasiyla, [ ve n“ ile

carpilirsa ve (5.25) denklemi kullanilirsa,

I"Rapea = —OlpFeq,  n*Rypea = OnpFrg (5.72)
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bagintilar1 elde edilir. Ayrica, (5.25) denklemindeki [“n, = 1 kosulunun kovaryant

tiirevi alinirsa ve bu kosulla birlikte (5.70) rekiiran olma bagintilar1 kullanilirsa,
Vio(l°ng) = (Vpl®)ng +19Vpng, = (19 p)ng +1(ngsp) = rp+5, =0 (5.73)

bulunur. O halde, (5.73) denklemine gore, / ve n, 0z rekiiran vektor alanlarinin
iligkili 1-formlar1 arasinda r = —s bagintisinin saglanmasi gerektigi sonucuna ulasilir.
Bu bagintinin saglanmasi gerektigi asagidaki yontemle de goriilebilmektedir. Ricci

0zdesligi ve (5.70) kosulu yardimiyla, G, = Vpr, — V,rp, olmak iizere,
I“Rapea = VaVely = VeValy = Va(rely) — Ve(ralp)
= (Vare)ly+reValy — (Vera)lp —raVely
= (Varo)lp+lprerg — (Verg)ly — lprerg
=1,(Vare = Verg)
=1,Geq (5.74)

bagintis1 elde edilir. Benzer sekilde, (5.70) kosulu kullanilarak, n vektor alani i¢in,

H,, = Vs, — V.55, olmak iizere,
n“Rupea = npHeq (5.75)

bagintisinin gerceklenmesi gerektigi goriilir. Bu durumda, (5.72), (5.74) ve (5.75)

denklemleri kullanilirsa,
Gap = Vpra—Vary = —0Fup,  Huyp = Vpsq— Vasp = 0Fyp (5.76)

sonucuna ulasilir. Boylece, (5.76) bagintilarindan, G = —H olarak elde edilir. Bu ise,
r+ s formuna karsilik gelen vektor alaninin, gradiyent vektor alan1 olmasi1 anlamina
gelmektedir. O halde, y, U kiimesi tizerinde bir fonksiyon olmak iizere, r+4s = Vy
bagintis1 mevcuttur. Bununla birlikte, / veya n vektor alanlarindan birinin agsagida
verilen yeniden diizenlenisi gbz Oniine alinirsa, r +s = 0 olarak yazilabilmektedir.

Ornegin, I’ = e~ Y1 olsun. Bu takdirde, r+s=Vy ve (5.70) kosullar1 yardimiyla,
Vil = V(e Vi) = —(Vow)e Vi, +e YV,
=—(rp+sp)e Vig+e Vi
=—e YIsp
= ~lash (5.77)
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sonucuna ulagilir. O halde, [, iligkili 1-formu —s olan rekiiran bir vektor alamdir.
Boylece, [ vektor alam yeniden diizenlendiginde, iliskili 1-formlar arasinda r = —s
bagintis1 gerceklenmis olur (bu duruma benzer bir yaklasim [54] numarali kaynakta
da incelenmistir). Boylece, yukaridaki her iki ispatta da, / ve n 0z rekiiran vektor
alanlarinin iligkili 1-formlarinin birbirinin ters isaretlisi oldugu sonucu elde edilmistir.
GOz Oniine alinan 0z rekiiran vektor alanlart birbirine dik oldugu takdirde, bu
ispatlardan ikincisini kullanmak faydal1 olacaktir. Ciinkii, boyle bir durum s6z konusu

oldugunda, birinci ispat yontemi gecerli olamamaktadir.

Diger taraftan, bu dolanim tipi i¢in, Vi = 0 denkleminin ¢6ziimii ele alinsin. Bu
takdirde, F' bivektorii basit oldugundan, Yardimci Teorem 5.5.2°ye gore, [ An uzayi,
h tensoriiniin 6zuzayidir. O halde, [ A n uzayi, h tensoriiniin invaryant 2—uzayidir.
Dolayisiyla, [ An, 2—uzayimmn dik bileseni olan L AN, 2—uzay1 da h tensoriiniin
invaryant 2—uzay1 olmalidir. Bununla birlikte, /,n,L,N; m noktasinda bir null baz

olusturmak iizere, i ikinci mertebeden simetrik tensorii

hyp = S] Ly + Sz(lanb + nalb) + S3nanb -+ S4<laLb +Lalb)
+ S5(1uNpy + Nalp) 4 S®(naLp, + Lang) + S (naNy + Nany,) (5.78)
+S8L,Ly + S°N,Np, + S'(L,N, + N,Ly)

olarak yazilabilir. Burada, S',...,5'" € R seklindedir. /An, h tensoriiniin 6zuzayi

oldugundan, A bu 6zvektorlere karsilik gelen 6zdeger olmak iizere,
hapl® = Aly,  hgpn®” = Ang (5.79)
bagintilart gerceklenir. (5.78) ifadesi, sirasiyla, I? ve n ile carpilirsa,
hapl® = S%1, + S3n, + S°L, + S'N,,
hapn” = S, + S 1+ S*L, + S°N, (5.80)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.79) ve (5.80) bagintilar1 g6z Oniine alinirsa,
S2=1, S' =5 =5 =8 =5°=5" =0 olarak elde edilir. Bu sonuglar (5.78)

ifadesinde yerine yazilirsa,
hap = A(Lanp +naly) + SSLaLy + S°N,Npy + S'(LoN;, + N, L) (5.81)

olarak bulunur. Buna gore, (5.81) ifadesinde, (5.27) tamlik bagintis1 kullanilirsa ve

katsayilar diizenlenirse, U kiimesi iizerindeki a, b, c,d diizgiin reel fonksiyonlar i¢in,
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h tensori

hap = agap +bLaLp + ¢NyNp + d(LgNp + NyLp) (5.82)

seklinde elde edilir. Boylece, Vi = 0 denklemi ile (5.69), (5.82) bagintilar1 goz 6niine
alirsa, a,b,c,d katsayilarinin U {izerinde sabit olmasi1 gerektigi sonucuna ulasilir.
Bu durumda, (5.39)—(5.48) ifadeleri ve a,b,c,d sabitlerinin uygun secimi altinda 4

tensorii icin miimkiin olan biitiin Segre tipleri elde edilir. (5.82) ifadesine gore,

hahlb =alg,, habnb = any

hapl” = (a+d)Lo+cNy,  hayN® = (a+d)N, +bL, (5.83)

bulunur. Bu durumda, a # 0 ve b = ¢ = d = 0 olarak alinirsa (yani & tensorii metrik
tensoriin bir kat1 ise), /, n, L ve N 6zvektorlerine karsilik gelen 6zdegerlerin esit oldugu
goriiliir. O halde, & tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Diger taraftan,

b = ¢ = d # 0 olmasi durumunda,

hablb =aly, habnb = any, hab(Lb —Nb) =a(L,—N,)

hap(LP +N?) = (a+2b)(Ly + N,) (5.84)

bagintilar1 elde edilir. Buna gore, (5.84) bagmtilarindan, /, n, L — N vektor alanlari,
h tensoriiniin a 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleridir. L+ N vektor alan1 da, 4’ nin
a+ 2b 6zdegerine kargilik gelir. Boylece, & tensoriiniin Segre tipi {1(111)} olmalidir.
Diger bir durum ise, b = ¢ = 0 ve d # 0 olmasi halidir. Bu takdirde, [, n 6zvektorlerine
karsilik gelen (dejenere) 6zdeger a ve L, N 0Ozvektorlerine karsilik gelen (dejenere)
ozdeger ise a + d olarak bulunur. O halde, A tensoriiniin Segre tipi {(11)(11)} olarak
elde edilir. Benzer sekilde, b = ¢ # 0 ve b # =+d ise,

hapl® = aly,  hgpn® = ang,  hgy(LP —N?) = (a—b+d) (L, —N,)

hap(LP +N?) = (a+b+d)(L,+N,) (5.85)

olarak bulunur. Buna gore, (5.85) bagintilarina gore, & tensoriiniin L —N, L+ N,
[ ve n dzvektorlerine karsilik gelen 6zdegerler, sirasiyla, a —b+d, a+b+d, a ve
a olmahdir. Dolayisiyla, Segre tipi {11(11)} seklinde elde edilir. Diger taraftan,
d =—a#0, b # 0 = c olmasi durumunda, (5.83) bagintilarindan, 4 tensoriiniin
ozvektorleri L, [ ve n olarak bulunur. Segre tipi ise, {2(11)} seklinde elde edilecektir.
Benzer sekilde, a = ¢ = d = 0 ve b # 0 kosullar1 altinda, {(211)} Segre tipi elde edilir.
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Son olarak, b = —c # O ise,
hapl® = aly,  hgpn® = ang,  hey(LP £iN%) = (a+d £ ib) (Lo +iN,)  (5.86)

olarak bulunur. O halde, & tensorii, 0zdegerleri esit olan reel iki 6zvektor ile
kompleks eslenik 6zvektor ciftine sahiptir. Bu takdirde, 4 tensoriiniin Segre tipi
{zz(11)} olmahdir. Ozet olarak, 1(a) dolamim tipi i¢in, VA = 0 kosulunu saglayan

ikinci mertebeden simetrik 4 tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre tipleri; {(1111)},
{111}, {(1)AD)}, {1111}, {2(11)}, {(211)} ve {zz(11)} seklindedir.

Simdi de, < x Ay > cebri ile birlikte 1(») dolanim tipi goz oniine alinsin. Bu takdirde,

F bivektori, lokal koordinatlarda,
Fap = Xayb — YaXp (5.87)
seklinde yazilmaktadir. Bu durumda, (5.24) ve (5.87) denklemlerine gore,
Fus? =0, Fupt” =0 (5.88)

kosullarinin saglanmasi gerektigi elde edilir. Boylece, (5.88) kosullarina gore, s ve ¢
vektor alanlari, F bivektoriiniin sifir 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleridir. O halde,
m € M noktasindaki x,y,s,t bazi goz Oniine alindig1 takdirde, Sonug 5.3.1°e gore, bu
vektor alanlari, s6z konusu noktanin acgik ve baglantili olan bir U komsulugu iizerinde
paralel vektor alanlaridir. Bagka bir deyisle, Vs = V¢t =0 kosullar1 saglanmaktadir.
Ayrica, x,y,s,t; m noktasinda bir (pseudo)-ortonormal baz ve S 1,819 cR olmak

uzere, h ikinci mertebeden simetrik tensorii

hap = Slxaxb + s (xayb +Yaxb) + S3yaYb + s* (xasb + Saxb)
+8° (Xatp +1a%5) +S° (Vass + 5a¥5) +S7 (Valp +1a¥s) (5.89)
+ 88548 + 2141, + Slo(satb +145p)
seklinde yazilabilir. Diger taraftan, F bivektorii basit oldugundan, Yardimci Teorem

5.5.2’ye gore, x Ay, h tensoriiniin 6zuzayidir. Dolayisiyla, A, h tensoriiniin x ve y

ozvektorlerine karsilik gelen 6zdegeri olmak {izere,
hapX” = Axa,  hapy” = Aa (5.90)

bagntilar1 mevcuttur. Bu takdirde, 1(a) dolanim tipinde uygulanan benzer adimlar

yardimiyla, (5.26) tamlik bagintisi ile (5.89) ve (5.90) ifadeleri kullanilarak, U kiimesi
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izerindeki a, b, c,d diizgiin reel fonksiyonlar1 i¢in /4 tensorti,
hap = agap + bsasp + ctaty +d(satp +taSp) (5.91)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, VA =0, Vs = V¢t = 0 bagintilar1 ve (5.91) denklemi
kullanilirsa, 1(a) dolanim tipinde oldugu gibi, a,b,c,d katsayilarinin sabit olmasi

gerektigi sonucuna ulagilir. Ayrica, (5.91) ifadesine gore,

habxb = aXg, habyb = aYa, habsb = (a - b)sa —diy,

hapt® = (a— )ty — ds, (5.92)

bagmtilar1 bulunur. Eger a # 0 ve b = ¢ = d = 0 ise, h tensorii, g metriginin sabit bir
katidir. O halde, & tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Diger taraftan,
b#c, b#0,c#0ved=0ise, (5.92) kosullarindan, {11(11)} Segre tipi elde edilir.
Bununla birlikte, b = ¢ # 0 ve d = 0 ise, Segre tipi {(11)(11)} olmalidir. Ayrica,
b=d=0vec#0ise, {1(111)} Segre tipinin de miimkiin olabilecegi goriilmektedir.
Sonug olarak, 1(b) dolanim tipi goz oniine alindigi takdirde, Vi = 0 kosulunu saglayan
ikinci mertebeden simetrik A tensorii i¢in miimkiin olan biitiin Segre tipleri; {(1111)},

{1(111)}, {(11)(11)} ve {11(11)} seklinde elde edilir.
Simdi ise, F =< [ Ay > bazma sahip olan 1(c) dolanim tipi géz niine alinsin. Bu
takdirde,

Fap = layp — Yalp (5.93)

olarak yazilir ve buradan,
Fpl’ =0, Fps” =0 (5.94)

seklinde bulunur. O halde, (5.94) denklemlerine gore, [ ve s vektor alanlari, F
bivektoriiniin sifir 6zdegerine karsilik gelen ozvektorleridir. Bu durumda, m € M
noktasindaki [/,n,y,s bazi goz oniine alindig1 takdirde, Sonug 5.3.1°e gore, bu vektor
alanlari, s6z konusu noktanin acik ve baglantili olan bir U komgulugu iizerinde paralel
vektor alanlaridir. Bununla birlikte, S 1, ey S 10 ¢ R olmak iizere, & ikinci mertebeden

simetrik tensorii
hap = S'Laly + 82 (Lanp + naly) + Snany, + S*(Lays + valp)
+ 8% (Lusp + salp) + SC(nayp + yanp) + S (nasp + sanp) (5.95)
+ Sgyayb + Sgsasb + SIO()’aSb + Sa}’b)
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olarak yazilir. Yardimci Teorem 5.5.2’ye gore, < [ Ay >, h tensoriiniin 6zuzayidir.
Bu kosul ile birlikte, (5.95) ifadesi gz 6niine alinirsa ve 1(a), 1(b) dolanim tiplerinde
kullanilan benzer teknikler uygulanirsa, Vh = 0 kosulunu saglayan /& tensorii,

a,b,c,d sabitler olmak lizere,
hap = agap + blaly + csasp + d(1asp + sqlp) (5.96)
seklinde elde edilir. Bu durumda, (5.96) ifadesinden,

hapl® = aly,  hgyn® = ang + bl, + ds,,

hyps” = (a—c)sq—dly, hapy? = aya (5.97)

bulunur. Eger d # 0 ise, h tensoriiniin 6zvektorleri yalnizca, [ (null) ve y (uzaysal)
vektor alanlaridir ve (5.97) kosullarina gore, bu vektor alanlar1 £ tensoriiniin a
o0zdegerine karsilik gelir. O halde, a 6zdegeri dejeneredir ve h tensoriiniin Segre
tipi {(31)} olmalhdir. Eger, b # 0, ¢ # 0 ve d = 0 ise, h tensoriiniin dzvektorleri
(0zdegerleri), swrasiyla, [ (a), y (a) ve s (a — c¢) seklinde bulunur. Bu takdirde, &
tensoriiniin Segre tipi {(21)1} olarak bulunur. Eger, b # 0 ve ¢ =d = 0 ise, bu tensoriin
ozvektorleri (6zdegerleri), sirasiyla, [ (a), y (a) ve s (a) olarak bulunur. Boylece,
{(211)} Segre tipi elde edilir. Eger, b =d =0 ve ¢ # 0 ise, {1(111)} Segre tipinin de
miimkiin oldugu goriilmektedir. Son olarak, b = ¢ = d = 0 (a # 0) olmasi durumunda,
daha 6nce agiklandig: iizere, {(1111)} Segre tipi bulunur. Ozetlemek gerekirse, 1(c)
dolanim tipi i¢in, VA = 0 kosulunu saglayan ikinci mertebeden simetrik 4 tensoriiniin
miimkiin olan biitiin Segre tipleri; {(1111)}, {1(111)}, {(21)1}, {(211)} ve {(31)}

seklinde elde edilmis olur.

Diger taraftan, < [ A L > cebri ile birlikte 1(d) dolanim tipi ele alinsin. Bu durumda,
F bivektorii
Fup =1Ly — Ll (5.98)

seklinde yazilir. O halde, (5.98) ifadesinde uygun daraltmalar yapilirsa,
Fupl® =0, Fpl? =0 (5.99)

bulunur. Bu takdirde, (5.99) kosullar1 ve Sonug 5.3.1°e gore, / ve L null vektor alanlari,
U komsulugu iizerinde paralel vektor alanlar1 olmalidir. Yukaridaki adimlara benzer

sekilde, A tensoriiniin /, n, L, N null bazina gore verilen (5.78) acilimi gz dniine alinirsa
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ve Yardimci Teorem 5.5.2 ile birlikte VA = 0, VI = VL = 0 kosullar1 kullanilirsa,

a,b,c,d katsayilari sabitler olmak iizere, /1 tensorti,
hap = agap + blaly +cLoLyp + d(laL], + Lalb) (5.100)
biciminde elde edilir. Buna gore, (5.100) ifadesinden,

hapl® = aly,  hgn® = ang + bl +dL,,

hayL? = al,, hapNP = aNg+cL, +dl, (5.101)

bagintilar1 bulunur. Eger b =c=d =0 (a # 0) ise, (5.101) kosullarina gore, h
tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olarak elde edilir. Eger, c =d =0 ve b # 0 ise, h
tensoriiniin 6zvektorleri (6zdegerleri), sirasiyla, [ (a), L (a) ve N (a) olarak bulunur.
Bu durumda, {(211)} Segre tipi elde edilir. Ayrica, (5.45) kanonik formunda da
bahsedildigi iizere, (5.100) aciliminda b # 0 # ¢ olmast durumunda, / tensoriiniin
ozvektorleri (6zdegerleri), sirasiyla, [ (@) ve L (a) olarak bulunur. Boylece, {(22)}
(reel 6zdegerler) Segre tipi elde edilir. Sonug olarak, 1(d) dolanim tipi i¢in, VA =0
kosulunu saglayan ikinci mertebeden simetrik / tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre

tipleri; {(1111)}, {(211)} ve {(22)} (6zdegerlerin reel olmasi hali) seklindedir.

2) Simdi ise, 2-—boyutlu dolamim tiplerini incelemek icin, ilk olarak,
<IAn—LAN,IN\NN > cebrine sahip olan 2(a) dolanim tipi g6z Oniine alinsin.
Bu durumda, Yardimei Teorem 5.5.2°ye gore, [ AN, h tensoriiniin 6zuzayidir. Bununla

birlikte, I/ AN ve n A L, h tensoriiniin invaryant 2—uzaylaridir. Bu takdirde,
hapl® = Aly,  hapN® = AN,
kosullari ile (5.78) ifadesi ve tamlik bagintis1 kullanilirsa,
hap = Agap + S Laly, + 87 (1uNy, 4 Nulp) + S NN, (5.102)

olarak bulunur. Ote yandan, n A L, h tensoriiniin invaryant 2—uzay1 oldugundan,
a,b,c,d € R igin,

hgpn” = ang +bLy, gL = cng +dL, (5.103)
kosullar1 gergeklenir. Buna gore, (5.102) ve (5.103) bagintilar1 yardimiyla,a =d = A,

b=c=5"=5>=5"=0 sonucuna ulagilir. O halde, /,n,L, N vektorleri 4 tensoriiniin
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ozvektorleridir. Dolayisiyla 7,,M uzay1, h tensoriiniin 6zuzayidir. Bu sonuglar (5.102)

ifadesinde yerine yazilirsa, U kiimesi iizerinde,
hap = agap (5.104)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.104) ifadesi ve Vi = 0 denklemi kullanilirsa, a
katsayisinin sabit olmasi gerektigi elde edilir. Boylece, 2(a) dolanim tipi s6z konusu
ise, Vh = 0 denklemini saglayan /4 tensorii icin miimkiin olan Segre tipi yalnizca

{(1111)} seklindedir.

Ayrica, bu dolanim tipi i¢in, F = I An—LAN ve F' = AN olmak iizere, lokal

koordinatlarda,

Ey = 1lnp —ngly — LuNp + N,Ly, F/b = I,Np — N,lp, (5.105)

a

seklinde yazilir. Bu durumda, (5.105) ifadelerine gore,

Fupl® =1,, Fyn®=—n,, Fyl”=—L,, F4N° =N, (5.106)

Fhib=0, F\,n®=—-N,, FL[’ =1, F,N’=0

bagintilar1 bulunur. Bu takdirde, (5.106) kosullari, [ ve N vektor alanlarinin F ve F’
bivektorlerinin, sirastyla, 1 ve 0 dzdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri oldugunu
gosterebilir. O halde, Sonug¢ 5.3.1°e gore, [ ve N rekiiran vektor alanlaridir. Bu

durumda, r ve g diizgiin 1-formlar i¢in,
Viola = larp,  VpNa = Nagp (5.107)

denklemleri saglanir. Ricci 6zdesligi ve (5.107) kosullart kullanilirsa, bu takdirde,

(5.74) denklemine benzer sekilde,
I'Rapea = 1pGea, N Rupeca = NpHeq (5.108)

bagintilar1 bulunur. Burada, G,y = V4r.—V.ry ve H.g =Vaq.—V.q; seklindedir.

Bu dolanim tipi i¢in, Riemann egrilik tensorii,
Rapea = AFypFeq +BFa/ch{d + C(Fach/d + Féchd) (5109)

olarak yazilmaktadir. Burada, A,B ve C, U kiimesi iizerinde diizgiin fonksiyonlardir.

Bu durumda, (5.109) denkleminde, sirasiyla, /4 ve N¢ lizerinden daraltma yapilirsa ve
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(5.105) ifadeleri kullanilirsa, G = —AF —CF’ ve H = —AF — CF’ bagmtilan elde
edilir. O halde, G = H olarak bulunur. Bu ise, r — g formuna karsilik gelen vektor
alaninin U iizerinde gradiyent olmasi anlamina gelmektedir. Bagka bir deyisle, &, U

tizerinde bir fonksiyon olmak iizere,
r=qg+VE& (5.110)

kosulu saglanir. Buna gore, [ — ¢ %/ ve N — N diizenlemeleri yapilirsa ve (5.110)
kullanilirsa, (5.77) denkleminde uygulanan benzer adimlar yardimiyla, r — g = 0 olarak
yazilabilecegi goriilmektedir. Bu takdirde, [ ve N rekiiran vektor alanlarinin iligkili
1-formlarinin 6zdes olacak sekilde diizenlenebilecegi sonucuna ulasilir. Son olarak,

(5.107) kosullar1 yeniden diizenlenirse, U kiimesi iizerinde,
Vola = lagp, VNa = Nagp (5.111)

bagintilar1 elde edilir. Boylece, (5.111) bagintilari, [ +iN vektor alanlarinin,
kompleks rekiiran vektor alanlar1 oldugu ve bu vektor alanlarina kargilik gelen rekiiran

1-formlarin reel ve g oldugu sonucunu verir. Bu sonug, daha sonra kullanilacaktir.
Diger taraftan, < / An,L AN > cebri ile birlikte 2(b) dolanim tipi gbz 6niine alinsin.
Bu takdirde, F =IAn ve G=LAN olmak uizere, lokal koordinatlarda,

Fab = lal’lb — l’lalb, Gab = LaNb —NaLb (5.1 12)

biciminde yazilir. Buradan, (5.25) ve (5.112) denklemleri yardimiyla,

Fpl® =1,, Fpn®=—ng, FuLl?=0, F;N? =0 (5.113)

Gupl’ =0, Gun® =0, GuL” =L,, G4»N” = —N,

bagintilar1 elde edilir. Sonug¢ 5.3.1 ve (5.113) bagintilarina gore, /,n,L, N null vektor
alanlar1, U kiimesi iizerinde rekiiran vektor alanlar1 olmalidir. Bu takdirde, (5.25)
ve (5.73) denklemleri kullanilirsa, [ ve n ile L ve N vektor alanlarinin rekiiran
I-formlarinin birbirlerinin ters isaretlisi olmas1 gerektigi sonucuna ulagilir. O halde,

r ve g, U iizerinde diizgiin 1-formlar olmak iizere,

Vpla = 1lrp,  Vpng = —ngrp, (5.114)

VioLa = Lagp, VpNa = —Nagp,

96



bulunur.

Diger taraftan, Yardimci Teorem 5.5.2°ye gore, [ An ve L AN, h tensoriiniin
Ozuzaylaridir. Yukarida incelenmis olan dolanim tipleri icin gbz 6niine alinan benzer

adimlar yardimiyla, (5.27) tamlik bagintis1 ve (5.78) ifadesi kullanilarak, / tensorii
hap = agap + b(lanp + nalp) (5.115)
seklinde elde edilir. Bununla birlikte, (5.114) kosullar1 yardimiyla,
Ve(lanp +naly) = (Velg)ng +1,Veny + (Veng)lp +n4Vely
= lnpre — lanpre —nglpre + nglpyre =0 (5.116)

olarak bulunur. Vi = 0 ve (5.116) kosullar1 goz 6niine alinirsa, (5.115) ifadesindeki a

ve b katsayilarinin sabit oldugu sonucuna ulasilir. Bu durumda, (5.115) ifadesinden,
hapl® = (a+b)ly,  hgn® = (a+b)ng,
hapL? = al,, hapNP = aN, (5.117)
seklinde elde edilir. Bu takdirde, b # O ise, (5.117) kosullarina gore, i tensoriiniin
Segre tipi {(11)(11)} olmahdir. Eger, b =0 (a # 0) ise, {(1111)} Segre tipi elde
edilir. O halde, 2(b) dolanim tipi i¢in, Vi = 0 kosulunu saglayan ikinci mertebeden

simetrik % tensoriiniin miimkiin olan biitin Segre tipleri; {(1111)} ve {(11)(11)}

seklindedir.

Simdi de, <IAn—LAN,INL+nAN > cebri ile birlikte 2(c) dolanim tipi goz
Oniine alinsin. Bu durumda, F =[An—LAN ve F/' =1 AL+ nAN bivektorleri,

lokal koordinatlarda,
Fu = lany —ngly — LaNp + N,y Ly, Féb = l,Lp — Lol +ngNp — Nyny, (5.118)
biciminde yazilir. Bu durumda, (5.118) ifadelerinden,
Fupl” = lay Fapn” = —na, FpL” = —La, FpN" =N, (5.119)
Fhi>=—-N,, Fyn®=—L,, F,L[°=n, E,N’=I,
bagintilar1 bulunur. Buna gore, (5.119) kosullar1 géz 6niinde bulundurulursa,
Fu,(1° £iN?) = 1,4+ iN,, Fy(n® £il?) = —(n,+iL,) (5.120)
E! (1P £iN?) = +i(l, £iN,), F),(n®+il?) = +i(n,+iL,)
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olarak elde edilir. Bu takdirde, (5.120) kosullar1 ve Sonu¢ 5.3.1 yardimiyla, [ £ iN ve
n 4 iL null vektor alanlarinin, U kiimesi iizerinde kompleks rekiiran vektor alanlari
olmasi gerektigi sonucuna varilir. Ote yandan, (5.25) denklemi kullamldig1 takdirde,
bu vektor alanlar1 arasinda,

(I£iN).(nFil) =2 (5.121)

kosullart mevcuttur. Bu durumda, (5.121) denklemine gore, / 4 iN ve n — iL (veya
| —iN ve n—+iL) vektor alanlarmin kompleks rekiiran 1-formlarinin, birbirinin ters

isaretlisi olmas1 gerekir. Bagka bir deyisle,
Vb(la + iNa) = (la + iNa)(I’b + iqb), Vb(na — iLa> = —(I’La — iLa) (I’b + iqb) (5.122)
bagintilar1 mevcuttur. Boylece, (5.122) bagintilarindan,

Vipla = lary, — Nagyp, VpNg = Narp + lagp, (5.123)

Viong = —ngrpy — Lagp, Vpla = —Lary +n4qp
sonuglarina ulasilir.

Diger taraftan, / An—LAN bivektoriine Yardimci Teorem 5.5.2 uygulandi8 takdirde,
I AN ve n AL bivektorlerinin 4 tensoriiniin invaryant 2—uzaylar1 oldugu sonucuna

varilir. Bu durumda, 4 tensoriiniin simetrik oldugu da gdz 6niinde bulundurulursa,

hapl®? = al, +bN,,  hgpN® = cl, +dN,,

haon” = ang+ cLy,  hapL? = dLy + bny (5.124)

denklemleri elde edilir. Buna gore, (5.124) sonuglar1 F/ =IAL+nAN bivektorii igin,
(5.65) denkleminde yerine yazilirsa, a = d ve b = —c olarak bulunur. Boylece, A ikinci
mertebeden simetrik tensorii, a ve b, U kiimesi iizerinde reel degerli fonksiyonlar
olmak iizere,

hap = agap +b(naNp + Nanp — laLp — Lalp) (5.125)

seklinde elde edilir. Ayrica, Vi =0 ve (5.125) denklemleri goz 6niine alindig1 takdirde,
V(g%hy,) = 0 kosulu saglandigindan, a sabit olmalidir. Buna ek olarak, (5.123)

bagintilart kullanilirsa,
V. (”aNb + Ngnp — Ly — Lalb) =0 (5.126)

denkleminin de saglanmasi gerektigi goriilii. O halde, bu kosullar altinda, b

fonksiyonunun da sabit olmas1 gerektigi sonucuna ulasilir. Eger b = 0 ise, (5.125)
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ifadesinden / tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olarak bulunur. Diger taraftan, b # 0
olmas1 durumunda ise, (5.42) kanonik formuna benzer sekilde, /4 tensoriiniin kompleks
dejenere 6zdeger ciftleri mevcuttur ve Segre tipi {(zz)(zZ)} olmalidir. Sonug olarak,
2(c) dolamim tipi i¢in, VA = 0 kosulunu saglayan ikinci mertebeden simetrik /

tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre tipleri; {(1111)} ve {(zz)(zZ)} seklindedir.

Daha sonra, < /An—LAN,I AL > bazmna sahip olan 2(d) dolanim tipi incelenirse
ve Yardimci Teorem 5.5.2 kullanilirsa, / A L bivektorii, & tensoriiniin 6zuzayr ve
IAN ile n AL, h tensoriiniin invaryant 2—uzaylaridir. Yukarida ele alinan dolanim
tiplerindeki adimlar, bu dolanim tipine uygulanirsa, U kiimesi iizerinde diizgiin olan a

ve b fonksiyonlari i¢in, 4 tensordl,
hap = agap +b(laLp + Lalp) (5.127)

olarak bulunur.

Bununla birlikte, F =/ An—LAN ve F' = [ A\ L olmak iizere, lokal koordinatlarda,
Fup = lanp — ngly — LyNp + NoLy,  Fopy = LiLp — Lyl (5.128)
seklinde yazilir. Bu durumda,

Fpl® =1, Fpn®=—ng, Ful’=—L,, FpuN°=N, (5.129)

ELI>=0, Finb = —L,, F,L>=0, F)\,N’ =1,

bagintilar1 bulunur. Bu takdirde, (5.129) kosullar1 ve Sonug¢ 5.3.1°e gore, [ ve L null

vektor alanlari, rekiiran vektor alanlaridir. Boylece, r ve g diizgiin 1-formlari i¢in,
Vpla =1larp,  VpLa = Lagqp (5.130)

denklemleri mevcuttur. Bununla birlikte, 2(a) dolanim tipinde uygulanan benzer
teknikler yardimiyla, (5.109) denkleminde, sirasiyla, [ ve L“ iizerinden daraltma

yapilirsa, Ricci 6zdesligi ve (5.130) bagintilar kullanilirsa,
Fatqa= Va0 (= 9d,0) (5.131)

kosulu saglanir. Burada, ¢, U kiimesi iizerinde bir fonksiyondur. O halde,

I =1 ve L— e ?L olarak yeniden diizenlenirse ve (5.131) denklemi géz 6niinde
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bulundurulursa, / ve L rekiiran vektor alanlarinin iligkili 1-formlar1 arasinda r = —¢q

bagintisinin mevcut oldugu goriiliir. Boylece, (5.130) denklemi,
Vply =141y, VyLa = —Lgry (5.132)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda, (5.132) bagintilar1 yardimiyla,
Ve(laLp+Laly) =0 (5.133)

denklemi mevcuttur. Buna gore, (5.127) ifadesine Vi = 0 kosulu uygulandig takdirde,
a ve b katsayilar sabitler olarak elde edilir. Bu durumda, eger b =0 (a # 0) ise, h
tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olmahdir. Eger b # 0 ise, [ ve L vektor alanlari, i
tensoriiniin a 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleridir. Boylece, A tensoriiniin Segre
tipi {(22)} olarak bulunur. O halde, 2(d) dolanim tipi i¢in, Vi = 0 kosulunu saglayan
ikinci mertebeden simetrik / tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre tipleri; {(1111)}

ve {(22)} (6zdegerlerin reel olmasi hali) seklindedir.

Simdi ise, 2(e) dolanim tipi g6z 6niine alinsin. Yardimei Teorem 5.5.2°ye gore, x Ay ve
s At seklindeki 2—uzaylari, A tensoriiniin 6zuzaylaridir. Yukarida incelenen dolanim
tiplerine uygulanan benzer adimlar izlenirse ve (5.26) tamlik bagintisi ile (5.89) ifadesi
kullanilirsa, & tensorii

hab = agap + b(XaXp +Yays) (5.134)
seklinde elde edilir. Bu durumda, (5.134) ifadesine gore, & tensorii i¢in miimkiin olan
Segre tipleri {(1111)} (b =0, a # 0) veya {(11)(11)} (b # 0) olarak elde edilir. Ote
yandan, sdz konusu dolanim tipi i¢in, F = x Ay ve F' = s At olmak lizere,

Fapd” = —ya, Fapy’ =xa, Faps” =0, Fypt” =0 (5.135)

1 b b b 1 b
Fabx :O, Faby :0, Fabs =1, Fabt = —Sq

bagintilart mevcuttur. Bu takdirde, (5.135) kosullar1 ve Sonug 5.3.1 g6z Oniine alinirsa,
x iy ve s £ it null vektor alanlarinin, kompleks rekiiran vektor alanlar1 oldugu elde

edilir. Buna gore, r +-ig, x4 iy vektor alanlarinin rekiiran 1-formlar1 olmak iizere,
Vi (Xa+iya) = (xa +iya) (rp +iqp) (5.136)
kosulu gerceklenir. Boylece, (5.136) denkleminden,

Vixa = Xatb —Yaqb,  VbYa = Xaqp + Yalp (5.137)

100



elde edilir  Daha sonra, (5.137) kosullari, sirasiyla, x* ve y® ile carpilirsa,
(Vpxa)x* = (Vpya)y* = 0 oldugundan, r = 0 sonucuna ulagilir. Bu sonug (5.137)

bagintilarinda yerine yazilirsa,

ViXa = =Yaqp, VbYa = Xaqp (5.138)

bulunur. Bu durumda, (5.138) kosullar1 yardimiyla,
Ve(xaxp + yayp) =0 (5.139)

ifadesi mevcuttur. Benzer sekilde, s + it kompleks vektor alanlarinin, rekiiran vektor
alan1 olma Ozelligi kullanilirsa, (s,sp, + 141p) ifadesinin de paralel olmasi gerektigi
sonucuna ulagilacaktir. O halde, (5.134), (5.139) ve Vi = 0 denklemleri goz Oniine

alinirsa, a ve b fonksiyonlarimin U kiimesi iizerinde sabit olarak elde edilir.

Eger, F=IAN+nAL ve F'=I1AL bivektorleri tarafindan iiretilen 2(f) dolanim

tipi gbz Oniine alinirsa,
b :yby _ | : . I b _ ! b
Fup(I° £il%) = £i(l, £iL,), Ful° =F,L° =0 (5.140)

bagintilar1 gerceklenir. Bu durumda, (5.140) denklemlerinden, / +iL vektor alaninin,
F ve F' bivektorlerinin ortak ozvektorleri oldugu elde edilir. Sonug 5.3.1°¢ gore, [ +iL
null vektor alanlari, kompleks rekiiran vektor alanlaridir. O halde, K =[+iL ver, g
1-formlar olmak iizere,

VK, = K (rp+iqp) (5.141)

bagintist elde edilir. Diger dolanim tiplerinde oldugu gibi, Ricci 6zdegligi ve (5.141)

kosulu kullanilirsa, w =r+ig ve Gy, = Vpw, — V,w;, olmak iizere,
KRuped = KpGey (5.142)

seklinde bulunur. Diger taraftan, (5.140) denklemine gore, F,K" = iK, bagintisi
gerceklenir. Bu durumda, (5.109), (5.140) ve (5.142) denklemleri kullanilarak,
G = —i(AF + CF') olarak elde edilir. Dolayisiyla, G, ifadesinin reel kismu sifir
olmalidir. O halde,

Vyrg—Varp, =0 (5.143)

denklemi saglanir. Bu takdirde, (5.143) denkleminden, r, 1-formuna karsilik gelen

vektor alani, bir gradiyent vektor alani olmalidir. Buna gore, &, U kiimesi iizerinde bir
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fonksiyon olmak iizere, r = V& kosulu saglanir. Boylece, K’ = e %K icin,
VK, =iK.qp (5.144)

seklinde elde edilir. O halde, I’ = ¢ %1 ve L' = ¢~ 5L olacak sekilde, [ ve L vektdr

alanlar yeniden diizenlendigi takdirde,
Vila=—Logp.  VolLy =1Ly (5.145)

ifadeleri bulunur. Diger taraftan, Yardimci Teorem 5.5.2°’ye gore, [AL(=1'AL')
2—uzay1 h tensoriiniin 6zuzayidir. O halde, yukaridaki doniisiim ve (5.65) denklemi

kullanilirsa, U kiimesi iizerindeki a ve b fonksiyonlar i¢in,
hap = agap+ b(lalp +LoLy) (5.146)
olarak elde edilir. Ayrica, (5.145) bagintilari ele alinirsa,
Ve(laly+LoLy) =0 (5.147)

denkleminin saglanmasi1 gerektigi goriilmektedir. Bu takdirde, (5.147) ve VA =0
denklemleri yardimiyla, (5.146) ifadesindeki a ve b katsayilar1 sabitler olarak elde
edilir. Eger b =0 (a # 0) ise, h tensortiniin Segre tipi {(1111)} olmalidir. Bununla
birlikte, b = 0 oldugu takdirde, & tensoriiniin a reel (dejenere) 6zdegerine karsilik gelen

[ ve L 6zvektorleri mevcut olacaktir. O halde, {(22)} Segre tipi elde edilir.

Eger, < I AN, AL > cebri ile birlikte 2(g) dolanim tipi goz 6niine alinirsa, F = AN

ve G = [ A L olmak {iizere,

Fpl’ =0, Fpn® = —N,, FpLl? =1, F,NP =0 (5.148)

Gapl® =0, Gun® = Ly, Gpl? =0, G,N° =1,

bagintilar1 elde edilir. (5.148) denklemine gore, [ vektor alani, F' ve G bivektorlerinin
sifir 6zdegerine karsilik gelen Ozvektoriidiir. O halde, Sonu¢ 5.3.1’ten, [ vektor
alan1 paraleldir. Onceki dolanim tiplerine benzer sekilde, Yardimci Teorem 5.5.2
kullanilirsa, £ tensori

hap = agap + blyly (5.149)

olarak elde edilir. Bununla birlikte, / vektor alaninin paralel olmasi ve Vi = 0 kosulu

gz Oniinde bulundurulursa, (5.149) ifadesindeki a ve b katsayilar1 sabitler olarak
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bulunur. Bu durumda, (5.149) ifadesinden,

hapl® = aly,  hgn® = ang + bly,

hal? =aL,, hgN” = aN, (5.150)

bagintilar1 elde edilir. O halde, b # 0 ise, (5.150) kosullarina gore, i tensoriiniin
a Ozdegerine karsilik gelen ozvektorleri [,L ve N olarak bulunur. Bu takdirde, &
tensoriiniin Segre tipi {(211)} olmalidir. Eger b =0 (a # 0) ise, {(1111)} Segre

tipi elde edilir.

Ote yandan, o # &8 olmak iizere, < [ AN,a(l An)+ B(LAN) > cebri ile birlikte
2(h) dolanim tipi s6z konusu ise, F = AN ve G = a(I An)+ B(LAN) olmak iizere,

Fpl® =0, Fypn® = —N,, Ful? =1, FuN°=0 (5.151)

Gablb = oy, Gabl’lb = —Qng, GabLb = BL,, GabNb = —BN,

kosullar1 gergeklenir. Bu durumda, o # 0 # B8 ise, Sonug 5.3.1 ve (5.151) bagintilarina
gore, [ ve N vektor alanlart rekiirandir. Eger, o = O fakat 8 # 0 ise, [ paralel vektor
alan1 ve N rekiiran vektor alanidir. Eger, B = 0 fakat o # 0 ise, [ vektor alani rekiiran
ve N vektor alani paraleldir. Bu takdirde, o # 0 # B kosulu saglaniyorsa, Yardimci
Teorem 5.5.2°ye gore, [ AN, [ An ve LAN, 2—uzaylari, h tensoriiniin 6zuzaylaridir.
Buradan, £ tensorii,

hap = agap (5.152)

seklinde bulunur ve Vi = 0 denklemi kullanilirsa, a katsayisi sabit olarak elde edilir.

Boylece, h tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olmalidir.

Daha sonra, @ = 0 # 3 ve o # 0 = B olmas1 durumlari goz 6niine alinirsa, 4 tensorii,
sirastyla,

hap = agap + blaly, (5.153)

veE

hap = agap -+ bNN, (5.154)

seklinde elde edilir. Bu durumda, (5.153) ve (5.154) ifadelerinde, VA = 0 denklemi
ile birlikte, / ve N vektor alanlarinin ilgili kosula gore paralel vektor alanlari olmasi
g0z Oniinde bulundurulursa, a ve b katsayilari sabitler olarak elde edilir. Bu takdirde,
2(g) dolanim tipine benzer sekilde, A tensoriiniin Segre tipleri {(1111)} veya {(211)}

olarak bulunur.
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Simdi de, <IAN,a(lAn—LAN)+ B(IA\L) > cebrine sahip olan 2(j) dolamim tipi
g0z ontine alinirsa, F = a(IAn—LAN)+B(IAL) (a # 0 +# B) ve G=1AN olmak

uzere,

Fpl® = al,, Fyn® =—an,—BLa, Fupl? = —ol,, FuN”=aN,+Bl,

Gupl® =0, Gyn® = —N,, GpLl”=1,, G,N’ =0 (5.155)

bagintilar1 mevcuttur. Sonug 5.3.1 ve (5.155) kosullar1 kullanilirsa, / vektor alaninin,
s0z konusu dolanim tipi i¢in rekiiran vektor alani oldugu goriilmektedir. Yardimei
Teorem 5.5.2’ye gore, [ AN seklindeki 2—uzay1 & tensoriiniin 6zuzayidir. Bu takdirde,

A € Rigin,
hapl® = Aly,  hgpN” = AN, (5.156)
kosullari, (5.78) ifadesi ve (5.27) tamlik bagintis1 yardimiyla,
By = Agap + S Ll + S (1uNy + Nulp,) + S°NNp, (5.157)
olarak bulunur. Ote yandan,
F = o(l%np — nl, — LN, + N°Ly) + B(1°Ly — L°Ip)

ve (5.157) bagintis1 (5.65) denkleminde yerine yazilirsa ve (5.25) denklemleri
kullanilirsa, & tensori,

h=ag

sekline indirgenir. Burada, Vi = 0 kosulundan, a sabit olmalidir. O halde, 2(})
dolanim tipi i¢cin, Vi = 0 kosulunu saglayan ikinci mertebeden simetrik 4 tensoriiniin

miimkiin olan Segre tipi yalmizca {(1111)} olarak bulunur.

Benzer sekilde, < I Ay, [ An > (veya < [As,lAn >) bazna sahip olan 2(k) dolanim
tipi goz Oniine alinirsa, / vektor alaninin rekiiran, s (veya y) vektor alaninin ise paralel

vektor alani oldugu sonucuna varilir. Ayrica, A tensoril,
hap = agap +bsasp (veya hay = agap +byayp) (5.158)

seklinde elde edilir. VA = 0 kosuluna gore, (5.158) ifadesindeki a ve b katsayilari
sabit olmalidir. Bununla birlikte, » # 0 ve b =0 fakat a # 0 olmasi durumunda, %

tensoriiniin Segre tipleri, sirasiyla, {1(111)} ve {(1111)} olarak elde edilir.
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3) Eger, 3(a) dolanim tipi gz 6niine alinirsa, F =1 An, G=IAN ve H= LAN olmak

uzere,

Fpl® =1a, Fypn® = —nq, FpL” =0, F;uN° =0,
Guwl? =0, Gypn® = —N,, GupLl? =1,, GNP =0, (5.159)

Hyl? =0, Hyn” =0, Hyl? =L, Hy,N” = —N,

kosullar1 saglanmaktadir. Boylece, (5.159) bagintilarina gore, [ ve N vektor alanlarinin
F,G ve H bivektorlerinin ortak 6zvektorleri oldugu goriilmektedir. O halde, Sonug
5.3.1’e gore, [ ve N rekiiran vektor alanlaridir. Yardimci Teorem 5.5.2°ye gore, [ A
n, IANN ve LAN seklindeki 2—uzaylari, & tensoriiniin 6zuzaylaridir. Bu durumda,
daha 6nce incelendigi iizere, a sabiti i¢in, & = ag olarak elde edilir. Dolayisiyla, 3(a)

dolanim tipi igin, / tensoriiniin Segre tipi yalnizca {(1111)} olarak bulunur.

Benzer sekilde, </ An—LAN,IANN,I\NL > cebrine sahip olan 3(b) dolanim tipi
icin, [ vektor alaninin rekiiran vektor alan1 ve Vi = 0 kosulunu saglayan ikinci
mertebeden simetrik 4 tensoriiniin miimkiin olan Segre tipinin yalmizca {(1111)}
oldugu gosterilebilir. Diger taraftan, < x Ay, x At, y At > (veya <xAs,xA\t,sA\t >)
cebri tarafindan iiretilen 3(c) dolanim tipi goz oniine alinirsa, F = x Ay, G = x At ve

H = y A\t olmak iizere,

Fabxb = —Ya, Fabyb = Xa, Fabsb = 07 Fabtb - O,
G’ = —t4, Gy’ =0, Gaps® =0, Gopt® = —x,, (5.160)

Habxh = O, Habyh = —lq, Habsh = O> Habtb = Ya

denklemleri elde edilir. Bu takdirde, (5.160) denklemlerine gore, s zamansal vektor
alani, F, G ve H bivektorlerinin sifir 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir. O halde,
Sonug¢ 5.3.1°e gore, s, paralel vektor alan1 olmalidir. Benzer sekilde, bu dolanim
tipi i¢in, < x As,x At,s At > cebri goz Oniine alindig1 takdirde, y vektor alaninin
paralel vektor alam olmasi gerektigi gosterilebilir. Onceki dolanim tiplerine uygulanan
adimlara benzer sekilde, VA = 0 denklemini saglayan £ ikinci mertebeden simetrik

tensorii, s (veya y) vektor alaninin paralel vektor alant olmasina bagl olarak,

hap = agap + bsasy, (Veya hap = agap +b)7ayb) (5.161)
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seklinde elde edilir. Burada, a ve b katsayilari sabittir. Bu durumda, (5.161) ve (5.24)

denklemleri kullanilirsa,
b __ b __ b __ b __
hapX’ = axq,  hapy’ = aye, haps” = (a—b)sq, hgpt’ = aty, (5.162)

olarak bulunur. Eger b # 0 kosulu saglaniyorsa, (5.162) denklemlerine gore, x,y ve ¢
vektor alanlari, 4 tensoriiniin a (dejenere) ozdegerine karsilik gelen ozvektorleridir.
Ayrica, s vektor alani, & tensoOriiniin @ — b 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir.
O halde, & tensoriiniin Segre tipi {1(111)} olmalhdir. Eger, b = 0 fakat a # O ise,
{(1111)} Segre tipi elde edilir.

Eger, <IAN,INL, (I An)+ B(LAN) > bazina sahip olan 3(d) dolamim tipi goz
oniine alinirsa, F = [ AN, G=IALve H= a(l An)+ B(LAN) olmak iizere,
Fypl® =0, Fypn® = —Nu, FypL” =y, FuN® =0,
Gul? =0, Gypn® = —L,, Gy’ =0, GNP =1, (5.163)
Hupl” = aly, Hypn® = —aing, Hypl” = BLa, HapN® = —BN,
bagintilart mevcuttur. Bu durumda, (5.163) bagintilarina gore, [ vektor alam, F, G ve H
bivektorlerinin ortak 6zvektoriidiir. O halde, Sonug 5.3.1°ten, / vektor alan1 rekiirandir.
Ayrica, o¢ = 0 olmas1 durumunda ise, / vektor alani, s6z konusu bivektorlerin sifir
0zdegerine karsilik gelen 6zvektorii oldugundan, bu vektor alani paraleldir. Yardimci
Teorem 5.5.2 kullanilirsa ve diger dolanim tiplerindekine benzer hesaplar yapilirsa, a
ve b katsayilar1 sabitler olmak iizere, / tensoril,
hay =agay (@ #0 ise) veya hy =aguy +bld, (=0, B #0 ise) (5.164)

olarak elde edilir. Bu takdirde, @ = 0 fakat B # 0 ise, (5.164) denkleminden
tensoriiniin Segre tipi {(1111)} veya {(211)} olmalidir. Diger taraftan, @ # 0 olmasi
durumunda ise, {(1111)} Segre tipi elde edilir.

4) Biitiin bunlara ek olarak, 4(a), 4(b), 4(c), 5 ve 6 dolanim tiplerinin her biri 2(a)
alt cebrini icerdiginden dolayi, bu dolanim tipleri icin, VA = 0 kosulunu saglayan
ikinci mertebeden simetrik / tensoriiniin miimkiin olan Segre tipi yalmzca {(1111)}

olmalidir. Bagka bir deyisle, a sabit olmak iizere, 7 = ag seklinde elde edilir.

Ayrica, F =INL,G=IANN, H=1AnveJ = LAN bivektorleri tarafindan iiretilen

4(c) dolanim tipi i¢in,
Fpl® =0, Gupl? =0, Hypl” =1,, Jpl” =0 (5.165)
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bagintilar1 gerceklendiginden, Sonug 5.3.1°e gore, [ vektor alani rekiirandir.

Sonug olarak, yukarida elde edilen bulgularla birlikte asagidaki ¢izelge ve teorem

verilmektedir.

Cizelge 5.2 : Ikinci mertebeden, simetrik 4 tensorii icin Vi = 0 probleminin Segre
tipi ¢oztimleri.

Tip | Boyut Vh = 0 kosulunu saglayan A tensorii i¢in Segre tipleri

1(a) 1 {(1r1in}, {111 L {(an) Ay, {1110}, {(11)zz},
(20D}, {211}

(DL {1 L {(1) (1D}, {11(11)}
{(nnp, {110 {2IDE {21} {(31)}
{(1111)}, {(211)}, {(22)} (reel 6zdegerler)
{(1111)}

{() ), {(1) (1)}

{(1111)}, {(22)(22)}

{(1111)}, {(22)} (reel 6zdegerler)

{1} {(1)(11)}
{(1111)}, {(22)} (reel 6zdegerler)
{(1rn}, {(211)}
{(111)}(a# 07 B), {(1111)}, {(211)} (@ = O veya B = 0)
{(1111)}
{(1111)}, {1(111)}
{(1111)}
{(1111)}
{(1111)}, {1(111)}
{111}, {(211)}(x=0), {(1111)} aksi durumda
{(1111)}
{(1111)}
{(1111)}
{(1111)}
{(1111)}

S

o
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Teorem 5.5.1 M, 4—boyutlu (+,+, —, —) metrik isaretli diizgiin manifold ve h, m € M
noktasinin bog olmayan, baglantili ve acik bir U komsulugu iizerinde sifirdan farkli,
ikinci mertebeden simetrik bir tensor olsun. Bu takdirde, her dolanim cebri igin,
Vh = 0 denkleminin ¢oziimleri Cizelge 5.2’nin 3.siitununda Segre tipleri cinsinden
ifade edilmektedir. (h tensorii igin {(1111)} Segre tipi, baska bir deyisle, ¢ # 0 ve

¢ € Ric¢in, h = cg her zaman bir ¢oziimdiir.)

Yukarida bulunanlara ek olarak, 4 tensoriiniin U kiimesi iizerinde VA = 0 kosulunu
saglayan Ozel bir ¢oziimiiniin dejenere olmamasi durumu gerceklenmeyebilir. Yine

de, VI’ = 0 kosulunu gercekleyen ve h tensorii ile ayni Segre tipine sahip olan ikinci
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mertebeden simetrik, dejenere olmayan bir 4’ tensoriiniin var olmasi1 miimkiindiir. Bu
durumda, A tensoriiniin bir ¢oziimiiniin mevcut olmas1 ve 4’ = g+ 6h tensorii U
kiimesi iizerinde dejenere olmayacak sekilde bir 0 € R secilebilir, [28,31]. Boylece,
daha 6nce bulunan dolanim tipleri i¢in, Teorem 5.5.1, alternatif metriklerin kiimesi
olarak da degerlendirilebilmektedir, [30,35]. Ayrica, s6z konusu alternatif metrik nétr
isaretli olmayabilir. Ornegin, 1(a) dolanim tipi icin, g +2s ® s alternatif metrigi goz
Oniine alindig1 takdirde, notr isaret Lorentz isaretine doniismektedir. Benzer sekilde,
1(b) dolanim tipi soz konusu ise, g+ 25 ® s + 2t ® t metrigi ile birlikte notr isaretten
pozitif tanimh isarete gecilebilmektedir. Bununla birlikte, baz1 dolanim tipleri i¢in
metrik isaretinin degisimi s6z konusu olmayabilir. Ornegin, 1(d) dolanim tipinde
oldugu gibi, [ ve L birbirine dik null vektor alanlart oldugundan bu dolanim tipi i¢in

isaret degisimi miimkiin degildir.

5.5.2 Oz rekiiran olma durumu

Bu kisimda, ikinci mertebeden simetrik tensorlerin 0z rekiiran olmasi durumu
incelenecektir. T, U C M (U # 0) agik ve baglantili kiimesi iizerinde sifirdan farkl,
ikinci mertebeden, simetrik ve 6z rekiiran bir tensor olsun. Bu durumda, P, iliskili

1-form olmak iizere, U kiimesi iizerinde,
VT = TP (5.166)

bagintis1 gerceklenmektedir.

Bolim 5.5.1°de bahsedildigi iizere, eger T tensorii 6z rekiiran ise, Yardimci Teorem
5.5.1’e gore, T tensoriiniin U kiimesi iizerindeki 6zdegerlerinin hepsi sifir olmalidir.
Bu takdirde, T tensoriiniin incelenmesi gereken Segre tipleri, 6zdegerlerinin hepsi sifir
olmak iizere, {(211)}, {(22)}, {(31)} ve {4} seklindedir. 1lk olarak, [44] numaral
makalede yer alan ve {4} Segre tipi igin yapilacak ispati kisaltacak olan, agagidaki

sonug ifade edilecektir.

T, ikinci mertebeden simetrik ve rekiiran bir tensor olsun. Bu durumda, (5.166) kosulu
saglanir ve

TV = T,.7..T%, (5.167)

a
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seklinde tanimlanan ikinci mertebeden simetrik T™ tensorii ve (5.166) ve (5.167)

denklemleri yardimiyla,

v, (Ta(")) =V (ToeT ... T)

= Vo (Tue)T 4. . T+ Ty (VoT) .. T+ ..+ Ty TC4.. VT,

= TeP.TC 4. T+ Ty T 4P . T+ o 4+ Ty TC ... TP,

= (nP,) Ty T.. T,

= (nP.)T (5.168)
seklinde bulunur. O halde, (5.168) denklemine gore, 7™ tensort, iligkili 1-formu nP
olan rekiiran bir tensordiir. Dolayisiyla, T tensoriiniin rekiiran olmasi icin gerek ve

yeter kosul, T tensoriiniin rekiiran olmasidir.

Simdi, 7 tensOriiniin 6z rekiiran olma durumunu incelemek icin, ilk olarak, T
tensoriiniin 6zdegeri sifir olmak kosuluyla, Segre tipi {4} durumu g6z oniine alinirsa,

[,n,L,N; U kiimesi {izerinde null baz olmak iizere, (5.48) ifadesinden
Ty = laLp + Lyly + VNN, (5.169)

elde edilir. Burada, v, U kiimesi lizerinde sabittir ve tek sekilde belirlenen null
0zdogrultu, [ vektor alani tarafindan tretilir. Dolayisiyla, / rekiiran vektor alamidir

ve r, bu vektor alaninin iligkili 1-formu olmak iizere,
Vply = lary, (5.170)
kosulu gerceklenir. Ayrica, (5.25), (5.167) ve (5.169) denklemleri kullanilirsa,
T% = V(INy+ Nal) (5.171)

bagintist mevcuttur. Buna gore, (5.171) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa ve

(5.168), (5.170) bagintilar1 kullanilirsa,
V (IuNpre + 1,V eNp + (VN + Nalpre) = 2V (1,Np + Nyl ) Pe (5.172)
olarak bulunur. Bu durumda, (5.172) denklemi nn® ile carpilirsa,

n®(VyN,) =0 (5.173)
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bulunur. Bununla birlikte, (5.172) denkleminde n“ iizerinden daraltma yapilirsa ve

(5.173) denklemi kullanilirsa,
VbNa = Na (ZPb - r;,) (5174)

denklemi elde edilir. O halde, (5.174) kosuluna gore, N vektor alani, iligkili 1-formu

2P — r olan rekiiran bir vektor alanidir.

Diger taraftan, (5.25), (5.167), (5.169) ve (5.171) denklemleri kullanilirsa,
7O = vi i, (5.175)

olarak bulunur. Bu durumda, TG tensord, iligkili 1-formu 3P olan rekiiran bir

tensordiir. Buradan, (5.175) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa,
2r =3P (5.176)
bagintis1 elde edilir. Boylece, (5.174) ve (5.176) denklemleri yardimuiyla,

1
ViNa = 3 NaFs (5.177)

sonucuna ulagilir. Ayrica, (5.169) denkleminin kovaryant tiirevi alirsa ve (5.166),

(5.170), (5.176) ve (5.177) denklemleri kullanilirsa,

1
Vila=—3LaP; (5.178)

elde edilir. O halde, (5.178) kosuluna gore, L, rekiiran vektor alani olmalhidir. Bu
durumda, [, N ve L vektor alanlarina Ricci 6zdesligi uygulanirsa ve (5.170), (5.176),
(5.177), (5.178) denklemleri kullanilirsa, sirasiyla,

3 1 1
I“Rapea = Elecch N“Rupea = ENchm LRypea = _ELchd (5.179)

bagintilar1 elde edilir. Burada, F,;, = V,P, — VP, seklindedir ve T tensoril 6z rekiiran
oldugundan, F # 0 olmalidir. Diger taraftan, R, = 0 6zdesligi ve (5.179) bagntilari

g6z oniinde bulundurulursa,
l[anc} — N[anc] — L[anc} — 0 (5180)

bulunur. O halde, Yardimci Teorem 5.2.1°den, F bivektorii basittir ve [, N, L vektor

alanlari, F' bivektoriiniin blade’i i¢inde yer almaktadir. Bu ise, bir celigkidir ¢iinkii /, N
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ve L vektorleri lineer bagimsizdir. Sonug olarak, 7' tensoriiniin Segre tipi {4} ise, bu
tensoriin 6z rekiiran tensor olmast miimkiin degildir. Ayrica, Cizelge 5.2’ye gore, bu

Segre tipi icin T tensOriiniin paralel tensér olamayacagi da sOylenebilir.

Simdi ise, T tensoriiniin tiim dzdegerleri sifir olmak kosuluyla, Segre tipinin {(31)}
olmasi1 durumu g6z 6niine alindig1 takdirde, /,n, s, y; U kiimesi lizerinde bir baz olmak
iizere, (5.47) ifadesinden,

Top = layp +Yalp (5.181)

elde edilir. Bu takdirde, tek sekilde belirlenen null 6zdogrultusu, [/ vektor alani
tarafindan iiretilmektedir. O halde, Yardimci Teorem 5.5.1’in ispatinda gosterildigi
gibi, [, rekiiran vektor alan1 olmahdir. Bu durumda, (5.170) bagintis1 mevcuttur. Ote
yandan, [ A s, (sifir) 6zuzayi ile bu uzayin dik biitiinleyeni olan / Ay, paralel kayma
altinda invaryant kalir. Boylece, / Ay bivektorii rekiirandir. Dolayisiyla, g, 1-formu
i¢in,

Vellays = yalp) = (layp — Yalp)qe (5.182)
kosulu gerceklenmektedir. Bu takdirde, (5.182) ifadesi yb ile carpilirsa ve (5.170)
denklemi kullanilirsa, r = ¢ olarak elde edilir. Bu sonug, (5.182) denkleminde yerine

yazilirsa,
laVeyp — (Vc)’a>lb =0

bulunur ve buradan,

Viya = lapyp (5.183)

denklemi elde edilir. Buna gore, (5.166), (5.170), (5.181) ve (5.183) denklemleri
yardimiyla,

laypre +2lalppe + yalpre = (layb +yalb)Pc (5.184)

bulunur. O halde, (5.184) denkleminden, r = P ve p = 0 sonuglar1 elde edilir. Boylece,
p = 0 sonucu, (5.183) denkleminde yerine yazilirsa, y (null olmayan) vektor alaninin
paralel vektor alam oldugu goriiliir. Ayrica, (5.181) ifadesi, y uzaysal vektor alani
yerine s zamansal vektor alan1 alinarak da diizenlenebilmektedir. Dolayisiyla, soz
konusu dolamim tipi, null ve 6z rekiiran olan bir / vektor alam ile bu vektor alanina
dik olan ve null olmayan (uzaysal veya zamansal) paralel bir vektor alani icermelidir.
Boliim 5.5.1°de incelendigi iizere, bu kogsullar1 saglayan muhtemel dolanim tipleri 1(a)

ve 2(k) olmalidir. Buna ek olarak, P = r kosulu saglandigindan ve /, iligkili 1-formu r
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olan 0z rekiiran bir vektor alan1 oldugundan dolayi, P, 1-formuna karsilik gelen vektor
alaninin gradiyent vektor alani olmasi miimkiin degildir. Sonug olarak, (5.181) ile

verilen T tensorii 6z rekiiran olacak sekilde insa edilmis olur.

Sayet, T tensoriiniin tim 6zdegerleri sifir olmak iizere, Segre tipinin {(211)} olmasi

durumu géz Oniine alinirsa, /,n, s,y bazina gore, (5.43) ifadesinden
T, = £l (5.185)

olarak bulunur.

Yukarida incelenen dolanim tiplerine benzer sekilde, [ vektor alani rekiiran

oldugundan, (5.166), (5.170) ve (5.185) denklemleri kullanilirsa,
2L, lpre = 11, P, (5.186)

olarak elde edilir. Bu takdirde, (5.186) denkleminden, 2r = P bagintis1 bulunur. Bu
bagintiya gore, [ vektor alaninin 6z rekiiran olmasi durumunda, 7 tensorii de 6z rekiiran
bir tensor olacaktir. O halde, B6liim 5.5.1°den muhtemel dolanim tipleri, 1(a), 2(a),

2(D), 2(d), 2(h), 2(j), 2(k), 3(a), 3(D), 3(d) (a # 0) ve 4(c) seklinde elde edilir.

Ayrica, T tensoriiniin tiim 6zdegerleri sifir olmak iizere, Segre tipinin {(22)} olmasi

durumu incelenirse, /,n, L, N; U kiimesi {izerinde null baz olmak iizere, T tensorii
Tup = laLp + Laly, Tup = laly + Laly (5.187)

denklemleri seklinde yazilabilmektedir. Bu durumda, / A L sifir 6zuzayi paralel kayma
altinda invaryant kalir. O halde, s6z konusu bivektor rekiiran olmalidir. Buna esdeger

olarak, r,s,u ve v, 1-formlari i¢in,
Vpla = larp + Lasp, VLo = Lavp + laup, (5.188)

kosullar1 gerceklenmektedir.
Ik olarak, T tensoriiniin (5.187); formunda oldugu kabul edildigi takdirde, (5.166)
denklemi goz Oniine alinirsa ve (5.188) kosullart kullanilirsa,

(laLb + Lalb) (l’c + vc) + 2l lpue 4+ 2L, Lps. = (laLb +Lalb)Pc (5.189)

olarak bulunur. Bununla birlikte, (5.189) denklemi, sirasiyla, nn’ ve NON? ile

carpilirsa, u = s = 0 olarak bulunur. Diger taraftan, (5.189) denkleminde n“N®
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tizerinden daraltma yapilirsa, » +v = P sonucuna ulasilir. Bu durumda, (5.188)
kosullari,

Vbla = larb, VbLa = Lavb (5190)

sekline indirgenir. O halde, (5.190) bagintilarindan, / ve L vektor alanlarinin rekiiran
vektor alanlart oldugu sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, T tensoriiniin 6z rekiiran olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, / ve L vektor alanlarinin rekiiran olmasi ve r +v = P kosulunun
saglanmasidir. Buna ek olarak, P = r + v bagintis1 mevcut oldugundan, 7 tensoriiniin
0z rekiiran olmasi i¢in, [/ veya L vektor alanlarindan en az birinin 6z rekiiran vektor
alan1 olmasi yeterlidir. Boylece, muhtemel dolanim tipleri, 1(a), 2(a), 2(b), 2(d),
2(f), 2(h) ve 3(a) seklindedir. Bu durumda, (5.145) ve (5.190) kosullar1 kiyaslanirsa,
2(f) dolanim tipinin miimkiin olamayacag1 goriilmektedir. Aksi takdirde, T tensorii
paralel tensor alani olmak zorundadir. Ayrica, 2(d) dolanim tipi igin, (5.132) kosullar
gerceklendiginden, [ ve L vektor alanlarinin rekiiran 1-formlarinin toplamina karsilik
gelen vektor alan gradiyenttir. Bu takdirde, P = r 4+ v oldugundan, T tensoriiniin 6z
rekiiran olmasi miimkiin degildir. Sonug olarak, muhtemel dolanim tipleri, 1(a), 2(a),

2(D), 2(h) ve 3(a) seklinde elde edilir.

Ikinci olarak, T tensoriiniin (5.187), formunda oldugu kabul edilirse ve (5.166),
(5.188) denklemleri kullanilirsa,

2alpre + (ILp + Lalp) (ue + 5¢) + 2LgLpve = (Ialp + Lo Ly ) P, (5.191)

denklemi elde edilir. Buna gore, (5.191) denklemi, n%n®, N°N? ve n®NP ile carpilirsa,

P =2r, r =vve u= —s olarak elde edilir. Bu kosullar altinda, (5.188) denklemi,
Vbla = larb +Lasb, VbLa =Lirp— lasb (5192)

seklinde yazilir. O halde, (5.192) kosullarina gore, [ + iL vektor alanlari, kompleks
rekiiran vektor alanlaridir. Boliim 5.5.1°e gore, bu kosulu saglayan muhtemel dolanim
tipleri, 2(a), 2(c) ve 2(f) seklindedir. Fakat, 2(f) dolanim tipi i¢in, (5.145) kosullari
saglandigindan,

Vply =Lowp ve ViL,= —I,wy

bagintilar1 gerceklenir. Bu takdirde, (5.192) kosullarina gore, » = 0 olmalidir. Buradan,
P = 0 olarak elde edilir. Dolayisiyla, VT = 0 kosulu elde edilir. O halde, T tensoriiniin
oz rekiiran olmas1 miimkiin degildir. Boylece, muhtemel dolanim tipleri, 2(a) ve 2(c)

seklinde elde edilir. Sonug olarak, asagidaki teorem kanitlanmig olur.
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Teorem 5.5.2 M, 4—boyutlu (+,+,—,—) metrik isaretli, diizgiin manifold ve T,
M’nin bir agik alt kiimesi iizerinde, sifirdan farkli, ikinci mertebeden simetrik ve 6z
rekiiran bir tensor olsun. Bu durumda, 7' tensoriiniin biitiin 6zdegerlerinin sifir olmasi
kosuluyla, bu tensoriin olast Segre tipleri, {(211)}, {(31)} veya {(22)} seklindedir.
Buna ek olarak, her bir Segre tipi i¢in, dolanim tipleri ile iligkilendirilecek sekilde T

tensoriiniin insa edilebilmesi miimkiindiir.

5.6 Ricci-Rekiiranhk

Bu kisimda, Ricci tensoriiniin rekiiran olmasi durumu, 4—boyutlu, diiz olmayan ve notr
isaretli (M, g) manifoldu iizerinde aragtirilacaktir. Ricci tensorii M manifoldu iizerinde
global bir tensor alan1 oldugundan dolay1, bu tensér manifoldun belirli bir alt kiimesi
tizerinde sifir olabilir. Bu durum ise, Teorem 5.3.1°de ifade edilen Ambrose-Singer
Teoremi’nin uygulanmasi agisindan problem teskil edebilmektedir. Ciinkii, bu teorem
global olarak gecerlidir. Boyle bir karigikligin olusmasini 6nlemek icin, bu kisimda
Ricci tensoriiniin M manifoldu iizerinde, sifirdan farkli ve rekiiran oldugu kabul

edilecektir. Bu takdirde, M manifoldu iizerindeki P iligkili 1-formu i¢in,
VS = SpPe. (5.193)

bagintis1 gerceklenir. Asagidaki yardimci teorem daha sonraki teoremlerin ispati

konusunda yardimc1 olmast amaciyla verilecektir.

Yardime1 Teorem 5.6.1 (M, g) diizgiin bir manifold ve k, bu manifoldun bostan farkli,
acik ve baglantili bir U alt kiimesi {izerinde rekiiran, diizgiin bir vektor alan1 olsun. Bu
durumda, k vektor alani, U kiimesi iizerinde Ricci tensoriiniin bir 6zvektoriidiir. Eger
k vektor alani, m € U noktasinin bir komsulugu iizerinde paralel vektor alani ise veya
paralel bir vektor alani ile orantili ise, s6z konusu 0zvektore karsilik gelen 6zdeger sifir

olmalidir.

ispat: k, U C M kiimesi iizerinde rekiiran bir vektor alan1 olsun. Bu takdirde, (5.17)
kosulu saglanir. Boliim 5.1°de incelendigi tizere, eger k vektor alani null degilse, bagka
bir deyisle, uzaysal veya zamansal olan bir vektor alani ise, k.k i¢ carpimi U iizerinde
sifirdan farkli oldugundan, bu vektor alan1 U kiimesi iizerinde paralel olacak sekilde

diizenlenebilir. Bu durumda, Ricci 6zdesligi kullanilirsa,

R%egk? =0
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ve buradan,

Spk” =0 (5.194)

sonucuna ulasgilir. O halde, (5.194) denklemine gore, k vektor alani, Ricci tensoriiniin

sifir 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir.

Diger taraftan, k null vektor alani ise, (5.17) denklemi ve Ricci 0zdegligi yardimiyla,

. = Vpqa — Vaqp olmak iizere,
K'Rapea = kpFea (5.195)
seklinde bulunur. Bu takdirde, R[4 = 0 6zdesligi ve (5.195) denkleminden,
kpFeq =0 (5.196)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.196) denklemi ve Yardimci Teorem 5.2.1°e gore, F
bivektorii basittir ve k vektor alan1 F’in blade’i i¢inde yer alir. Buna gore, (5.196)

denklemi g%

ile carpilirsa, k vektor alaninin Ricci tensoriiniin 6zvektorii oldugu
sonucuna vartlir. Ayrica, bu ozvektore karsilik gelen 6zdeger sifir olmak zorunda

degildir. Boylece, ispat tamamlanmis olur. 0

Sayet, Ricci tensoriiniin rekiiran olmasit durumu goz Oniine alinirsa, Boliim 5.5°de
incelendigi iizere, Ricci tensoriiniin Segre tipi Teorem 5.5.2’de listelenen tiplerden
herhangi biri degilse, bu tensor ikinci mertebeden simetrik ve paralel olan bir
tensOr alani ile orantilidir. Buna gore, Cizelge 5.2°den muhtemel Segre tipleri
ve dolanim tipleri bulunabilir. Ayrica, her dolanim tipi icin, iiretici bivektorler
bilindiginden dolayi, Riemann egrilik tensorii hesaplanabilmektedir. Dolayisiyla,
Ricci tensoriiniin de elde edilebilmesi miimkiin olmaktadir. Bu problemde, Ricci
tensOrii i¢in yalnizca muhtemel Segre tipleri (ve muhtemel dolanim tipleri) ele alinarak
inceleme yapilacaktir. Bununla birlikte, baz1 dolanim tipleri i¢in 6rnekler verilerek, s6z

konusu durumun varlig1 kanitlanabilir (bkz. [55]).

Ricci tensoriiniin rekiiran olmasi problemi, Segre tipleri cinsinden asagida incelen-
mistir. 1k olarak, {1111} Segre tipi g6z 6niine alinsin. Bu takdirde, (5.39) ifadesinden,

Ricci tensorii dejenere 6zdegere sahip olmamak kosuluyla,
Sab = OXaXp + BYayb — Vsasp — Olalp (5.197)
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biciminde yazilir. Fakat, Cizelge 5.2 ve Teorem 5.5.1°e gore, s0z konusu Segre tipinin

miimkiin olamayacag1 goriilmektedir.

Eger Segre tipi {1(111)} ise, m € M noktasinin bir U komsulugu iizerinde, null
olmayan rekiiran bir vektor alan1 vardir ve bu vektor alani, Ricci tensoriiniin dejenere
olmayan 6zdegerine karsilik gelen ozvektoriidiir. Bu vektor alan1 y ile gosterilsin. O

halde, y vektor alani paralel olacak sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu takdirde,
Vy=0
kosulu saglanir ve buradan, Ricci 6zdesligine gore,
Sapy” =0 (5.198)

olarak bulunur. Ozdegerlerin dejenere olmasi durumu dikkate alinirsa, (5.24) tamlik

bagintist ile (5.197), (5.198) denklemleri kullanilarak, ¢ £ 0 olmak iizere,

Sab = C(8ab — YaYp) (5.199)

seklinde bulunur. Bununla birlikte, daraltilmig II. Bianchi 6zdesligi yardimiyla, (3.19)

denkleminden,

1

1
VaSab = EVbr (: Eabr) (5200)

bagintis1 mevcuttur. Bu durumda, (5.199) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa ve
(5.200) denklemi kullanilirsa, o ve r skalerlerinin sabit olmas1 gerektigi sonucuna
ulagilir. O halde, VS = 0 olarak elde edilir. Cizelge 5.2’ye gore muhtemel dolanim
tipleri, 1(a), 1(b), 1(c), 2(k) ve 3(c) seklindedir. Tlk olarak, F = [ A n cebri ile birlikte

1(a) dolanim tipi gbz Oniine alinirsa, Riemann egrilik tensorii, a # 0 (a € R) igin
Rupea = aFgpFeq = a(lany —naly) (leng —nelyg) (5.201)
biciminde yazilabilir. Bununla birlikte, (5.201) denklemi g“¢ ile ¢arpilirsa,
Sab = —a(lgnp + nylp) (5.202)
olarak elde edilir. Buradan,
Sapl? = —aly, Supn” = —ang, SupL”=SpN" =0 (5.203)

bulunur. O halde, (5.203) kosullarindan, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(11)(11)}

seklinde elde edilir. Bu ise, Segre tipinin {1(111)} olmasi ile ¢elismektedir. Benzer
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sekilde, F = x Ay cebri ile birlikte, 1(b) dolanim tipi ele alinirsa, Riemann egrilik

tensorii a # 0 (a € R) i¢in,
Rapea = aFupFeq = a(xXayp — yaXp) (XcYa — YeXa) (5.204)
dir. Bu durumda, (5.204) denklemi g“ ile carpilirsa,
Sab = a(XaXp +Ya¥p) (5.205)
elde edilir. Buna gore,
S’ = axg, Sabyb =ay,, Sps” = Spt’ =0 (5.206)

ifadeleri bulunur ve Ricci tensoriiniin Segre tipi {(11)(11)} seklinde elde edilir. O

halde, Ricci tensorii icin tekrar yanlis Segre tipi elde edilmis olur.

Benzer sekilde, F = [ A\ s cebrine sahip olan, 1(c) dolanim tipi g6z Oniine alindigi

takdirde, Ricci tensori,
Sap = —alyly, (5.207)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.207) denkleminden, Ricci tensoriiniin Segre tipi

{(211)} seklinde elde edilir.

Sayet, < F,G >=<1As,l An > cebri ile birlikte 2(k) dolanim tipi s6z konusu ise,

Riemann egrilik tensorii
Rapca = aFapFeq +bGupGea + c(FupGeq + GapFea) (5.208)

biciminde yazilir. Burada, a,b ve c katsayilar1 reel fonksiyonlardir. Bu takdirde,
(5.208) denklemi g% ile garpilirsa, <y >+=< [,n,s >, 3—boyutlu 6zuzayinin elde

edilebilmesi i¢in, a = ¢ = 0 kosulunun saglanmasi gerektigi goriiliir. Bu durumda,
Sabsb =0

oldugundan, Ricci tensorii igin yanlis Segre tipi elde edilir.

Son olarak, < x Ay,x At,y At > cebri ile birlikte 3(c¢) dolanim tipi gbz Oniine alinsin.

Bu takdirde, F =xAy, G =xAt ve H =y At olmak iizere, Riemann egrilik tensorii
Rapea = aFupFeq +DGapGeq + cHypHeq + d<Fachd + Gachd)

+e(FabHcd + Hachd) + f(GabHcd + Hachd) (5.209)
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biciminde yazilir. Bu durumda, (5.209) denkleminde g“¢ iizerinden daraltma yapilirsa,

Ricci tensorii

Sap = a(xaXp +yayp) — b(xaxp — taty) — c(Yayp — tatp) +d(Valp + tayp)

- e(xatb +laxb) _f(xayb +yaxb) (5.210)
formundadir. Buradan,

Sabxb = (a_ b)xa —élg _fym Sabyb = (Cl - C)ya +dt, _fxaa (5~211)

Spt? = —(b+c)ty—dy,+ exq, Sps” =0

seklinde elde edilir. Eger d =e = f =0 ve b = ¢ = —a # 0 kosullar1 saglaniyorsa,
Segre tipi {1(111)} olarak elde edilir. Sonug¢ olarak, Ricci tensoriiniin Segre tipi

{1(111)} ise, miimkiin olan dolanim tipi yalmizca 3(c) seklinde bulunur.

Simdi ise, Ricci tensoriiniin uzaysal 6zuzaylart x Ay ve s At olmak tizere, {(11)(11)}
Segre tipi goz Oniine alinsin. Bu takdirde, Yardimci Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.1°e
gore, Ricci tensorii paralel bir tensor alani ile orantili olmalidir. Ote yandan, x Ay ve

s At 6zuzaylari invaryant oldugundan,
Ve(xaxp +Yayp) = Ve(Sasp +tatp) =0 (5.212)
kosullar1 saglanir. Bu durumda, o # B i¢in, Ricci tensorii
Sab = 0(xXaXp +Ya¥b) — B(Sasp +1atp) (5.213)
seklinde yazilmaktadir. Buradan, skaler egrilik,
r=2(a+p) (5.214)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.193) ve (5.213) denklemleri g6z Oniinde

bulundurulursa,
(0e0) (Xaxp 4 YaYp) — (OcPB) (Sasp +taty) = (C(XaXp + YaYp)
— B(sasp +1atp)) Pe (5.215)

elde edilir. Buna gore, (5.215) denklemi x*x” ve s%s ile carpilirsa, sirasiyla,

0,00 =0P,, 9. = PP, (5.216)
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bagintilar1 elde edilir. Sonug olarak, (5.216) denkleminden
ad, 00+ BB = (o> + B>)P, (5.217)

bulunur.

Eger a ve P sifirdan farkli fonksiyonlar ise, (5.216) denkleminden, x # 0 olmak
iizere, o« = kB bulunur. Bu bagmti ile birlikte (5.200), (5.213) ve (5.214)
denklemleri kullanilirsa, & ve B sabit olarak elde edilir. O halde, (5.213) ve (5.214)
denklemlerinden, V.S = 0 kosulu saglanir ve r skaler egriliginin sabit oldugu sonucuna
ulasilir. Bununla birlikte, o veya 8 skalerlerinin herhangi biri sifir oldugu takdirde,

ornegin o = 0 ise, (5.193) ve (5.213) denklemleri kullanilarak,
VeSap = Sapdc(log|B)) (5.218)

bulunur. Cizelge 5.2°ye gore, muhtemel dolanim tipleri, 1(b) ve 2(e) olarak elde edilir.
Sayet, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(11)(11)} ve zamansal 6zuzaylari oldugu takdirde,

sz konusu dolanim tipleri, 1(a) ve 2(b) olarak elde edilir.

Diger taraftan, Ricci tensoriiniin Segre tipi uzaysal 2—boyutlu 6zuzaya sahip olmakla
birlikte {(11)11} ise, (5.24) tamlik bagintist ve (5.39) ifadesi kullanilirsa, § #0, 1 #0

ve { # 1 olmak iizere,
Sab = 0gup — CSaSb — Niatp (5.219)

seklinde bulunur. Bu takdirde, (5.219) ifadesinden, s ve ¢ vektor alanlari, Ricci
tensOriiniin dejenere olmayan, birbirinden bagimsiz ve paralel olan 6zvektorleridir. O

halde, Ricci 6zdesligi ve (5.219) ifadesi yardimiyla,
Sups? = (a+8)sa =0 (5.220)
Sapt’ = (04+M)tz =0
bulunur. Bu durumda, (5.220) kosullarindan, { = 1 ¢eliskisi elde edilir. Benzer
sekilde, zamansal 2—boyutlu 6zuzay ile birlikte Segre tipinin {(11)11} olamayacagi

gosterilebilir. O halde, s6z konusu problem igin, Ricci tensoriiniin {(11)11} Segre

tipinde olmas1 miimkiin degildir.

Sayet, Ricci tensoriinin {(1111)} Segre tipinde oldugu kabul edilirse, (M,g)

manifoldu Einstein manifoldudur ve dolayistyla, manifoldun r skaler egriligi sabittir.
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Bagka bir deyisle, (3.1) denklemi kullanilirsa, lokal koordinatlarda,

r
Sab = 78ab (5.221)

kosulu gerceklenir. Bununla birlikte, Ricci tensorii M manifoldu iizerinde rekiirandir
fakat, 0z rekiiran degildir. O halde, Cizelge 5.2’de verilen dolanim tiplerinin hepsi
muhtemeldir. Bu yiizden, biitiin dolanim tipleri i¢in, Einstein manifoldu olma durumu
kontrol edilmelidir. Buna ek olarak, eger (M,g) Einstein manifoldu ise, her m € M
icin, jS—'m ve Em uzaylari, (5.1) ile verilen egrilik doniisiimiiniin invaryant uzaylaridir. Bu
durumda, ¢ dolanim cebri i¢in 3”; kiimesinin elemanlarindan olusan bir baz secildigi
takdirde, Riemann egrilik tensoriiniin bu baza gore agiliminda, gm ve S’m kiimelerinin
elemanlarinin ¢apraz ¢arpimlarinin meydana gelmesi miimkiin degildir, [49]. Boylece,
M manifoldunun her dolanim tipi i¢in, Einstein manifoldu olma kosulunu saglamasi

durumlar1 asagida incelenmistir.

11k olarak, (5.202), (5.205) ve (5.207) denklemlerine gore, Ricci tensoriiniin Einstein
manifoldu olma kosulunu saglamayacag goriilmektedir. Ote yandan, [ A L cebri ile

birlikte 1(d) dolanim tipi g6z Oniine alinirsa, Riemann egrilik tensorti,
Rapea = a(lyLp — Loly) (I.Lg — Lely) (5.222)
biciminde olacagindan, (5.222) denklemi g“¢ ile ¢arpilirsa,
Sab =0 (5.223)
olarak elde edilir. Dolayisiyla, 1(d) dolanim tipi i¢in, otomatik olarak, Ricci-diiz

manifold elde edilir.

Eger, 2(a) dolanim tipi soz konusu ise, / vektor alani rekiiran oldugundan, (5.108)

kosullarinin birincisine gore, G bivektorii i¢in
I“Rapea = IpGea (5.224)

bagintis1 gergeklenir.  Bu takdirde, (5.224) denklemi ve Ry = 0 Ozdesligi
yardimiyla,

Glaply =0 (5.225)

olarak elde edilir. O halde, (5.225) denklemi ve Yardimci Teorem 5.2.1°e¢ gore, G

bivektorii basittir ve / vektor alant G bivektoriiniin blade’i i¢inde yer alir. Bununla
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birlikte, F = An—LAN ve H =1 AN olmak {izere, Riemann egrilik tensortl,
Rabcd = aFachd + bHabHcd + C(FabHcd + Hachd) (5226)

olarak yazilir. Bu durumda, (5.226) denklemi [“ ile carpilirsa ve (5.224) ifadesi
kullanilirsa, G = —aF — cH olarak bulunur. O halde, G bivektorii basit oldugundan
ve F bivektorii basit olmadigindan dolayi, a = 0 oldugu sonucuna ulasilir. Bu sonug
(5.226) denkleminde kullanilirsa, Ricci tensoriiniin (5.223) kosulunu saglayacagi

goriiliir. Boylece, 2(a) dolanim tipi i¢in de Ricci-diiz manifold elde edilir.

Diger taraftan, F = [ An ve G = L AN olmak iizere, 2(b) dolanim tipi ele alinirsa ve
l,n,L,N vektor alanlarinin rekiiran oldugu kullanilirsa, (5.208) denkleminde daraltma

yapilarak Ricci tensorii,
Sap = —a(lgnp +n4lp) — b(LgNp + NyLp) (5.227)

olarak elde edilir. Bu durumda, (5.227) denkleminde a ve b katsayilar1 birbirine esit
ve sabit oldugu takdirde, (5.27) tamlik bagintis1 kullanilarak, (M,g) manifoldunun

Einstein manifoldu olabilecegi goriilmektedir.

Benzer sekilde, 2(c) dolanim tipi i¢in, F =IAn—LAN ve G =1AL+nAN olmak

izere, Ricci tensorii
Sab = (b—a)gap +2¢(naNp + Nany — laLy — Lalp) (5.228)

olarak elde edilir. O halde, (5.228) denklemine gore, a # b ve ¢ = 0 oldugu takdirde,

M manifoldunun Einstein manifoldu olabilmesi miimkiindiir.

Sayet, F =IAn—LAN ve G=1AL ise, 2(d) dolamim tipi gdz Oniine alinirsa,
2(a) tipinde oldugu gibi, [ vektoér alaninin rekiiran oldugu kullanilarak, (5.208)
acilimindaki a katsayisini yok etmek miimkiindiir. Yukarida belirtildigi iizere, (M, g)
Einstein manifoldu ise, F € Em ve G € g'm oldugundan, ¢ = O bulunur. Bu takdirde,
(5.208) denklemine gore, egrilik doniisiimiiniin deger uzayr < G > olarak bulunur.
O halde, / vektor alani rekiiran oldugundan ve ¢ cebri, yalmzca blade’i / vektor
alanini iceren ve tamamen null olan elemanlar1 kapsadigindan, Teorem 5.3.1 ile verilen
Ambrose-Singer Teoremi’ne gore ¢eliski elde edilir. Boylece, 2(d) dolanim tipi igin,

(M, g) manifoldunun Einstein manifoldu olmasi miimkiin degildir.
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Sayet, F = xAy ve G = s At ise, 2(e) dolamim tipi géz Oniine alinirsa, F ve G

bivektorleri basit oldugundan, Yardimci Teorem 5.2.1°e gore,
Fa[chd] = Ga[chd] =0 (5.229)

kosullart gergeklenir. Bu durumda, Fy(,G.q) + GypFeq) terimlerinin sifirlanmadig
dikkate almirsa ve R,.q) = 0 6zdesligi kullanilirsa, (5.208) denkleminde, ¢ = 0 olarak

bulunur. Bu takdirde, Ricci tensori
Sab = a(XaXp +Yayp) — b(taty, + Sasp) (5.230)

seklindedir. O halde, (5.230) denkleminde, a = b # 0 ve bu katsayilarin sabit olmasi
durumunda, (5.24) tamlik bagintis1 yardimiyla, Einstein manifoldu olma kosulunun

saglanmas1 miimkiindiir.

Daha sonra, < F,G >=<IAN+nAL,] AL > olmak tizere, 2(f) dolanim tipi ele
almursa, F € gm ve G € Em oldugundan, (M, g) manifoldunun Einstein manifoldu olma
kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul, (5.208) denkleminde, ¢ = 0 olmasidir.
Bu takdirde, (5.208) denkleminde g% iizerinden daraltma yapilirsa, M manifoldunun

Einstein manifoldu olabilecegi goriiliir.

Bununla birlikte, F = AN ve G = [ A L olmak iizere, 2(g) dolanim tipi gbz Oniine

alinirsa ve (5.208) denklemi kullanilirsa,
Sap = 2clyly, (5.231)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.231) denklemine gore, M manifoldunun Einstein
manifoldu olmas1 miimkiin degildir.

Diger taraftan, F = I AN, G = o(I An)+ B(LAN) (a # £pB) olmak iizere, 2(h)

dolanim tipi goz Oniine alindi81 takdirde, Ricci tensorii
Sab = bl—0?gap + (0% — B*) (LaNp + NaLp)] — (@ + B) (laNp + Naly) ~ (5.232)

seklinde elde edilir. O halde, a # 4+ oldugundan, (5.232) denklemine gore, Einstein
manifoldu olma kosulunun gerceklenmesinin miimkiin olmadigr goriilmektedir.
Benzer sekilde, 2(j) (a # 0 # B) ve 2(k) dolamm tipleri icin de, Einstein

manifoldunun elde edilebilmesinin miimkiin olamayacagi gosterilebilir.

Benzer sekilde, 3—boyutlu dolanim tipleri i¢in Einstein manifoldu olma kosullari

incelenebilir. Bunun i¢in, ilk olarak, F =1 An, G=I[IAN ve H = L \ N bivektorleri
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ile birlikte, 3(a) dolanim tipi g6z 6niine alinirsa ve (5.209) denkleminde g“¢ iizerinden

daraltma yapilirsa, Ricci tensorii
Sup = —a(lanb + I’lalb) — C(LaNb —I—NaLb) — (d + f) (laNb +Nalb) (5.233)

olarak bulunur. Buna gore, (5.233) ifadesinde, a = ¢ ve d = — f olmasi durumunda,

(5.27) tamlik bagintist yardimiyla,
Sab = —agap (5.234)

seklinde elde edilir. Bu durumda, (5.234) denkleminden, (M, g) manifoldunun Einstein

manifoldu olma kogulunu saglamasi miimkiindiir.

Daha sonra, F =l An—LAN, G=1AN, H=1AL bivektorleri ile birlikte, 3(b)

dolanim tipi goz Oniine alindi8 takdirde,
Sap = —agap — 2e(laLp + Lalp) + 2 f 141, (5.235)

ifadesi elde edilir. O halde, (5.235) denkleminde, e = f = 0 ve a # 0 olmasi

durumunda, (M, g), Einstein manifoldu olarak elde edilir.

Bununla birlikte, 3(c¢) ve 3(d) dolamim tipleri igin, M manifoldunun Einstein
manifoldu olmasi miimkiin degildir. Ornegin, 3(d) dolamim tipi s6z konusu ise,
F=IANN,G=INL,H=0a(lAn)+B(LAN) (o # £p) olmak iizere, (5.209) denklemi

yardimiyla,

Sap = —c[a*(lanp +nalp) + B2 (LaNp + NaLp)] + 2daly,

—e(a+B)(laNo +Nalp) + f(B — ) (laLp + Lalp) (5.236)

olarak bulunur. Bu durumda, & # £f3 oldugundan, (5.236) denklemine gore, (M, g)
manifoldunun Einstein manifoldu olmasi miimkiin degildir. Benzer sekilde, FF = x Ay,
G =x At ve H=yAt olmak iizere, (5.210) denkleminden, 3(c) dolanim tipi i¢in de
M manifoldunun Einstein manifoldu olma kosulunu saglamasinin miimkiin olmadigi
goriiliir. Biitiin bunlara ek olarak, onceki dolanim tiplerinde izlenen yollara benzer
sekilde, 4, 5 ve 6—boyutlu dolanim tipleri icin, Riemann egrilik tensoriiniin ag¢ilimi
kullanilirsa, (M, g) manifoldunun Einstein manifoldu olmasi miimkiin olacaktir. Sonug
olarak, 1(a), 1(b), 1(c), 2(d), 2(g), 2(h), 2(j), 2(k), 3(c) ve 3(d) dolanim tipleri soz
konusu ise, M manifoldunun Einstein manifoldu olmas1 miimkiin degildir. Ayrica, 1(d)
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ve 2(a) dolanim tipleri ele alindig1 takdirde, Ricci-diiz manifold elde edilmektedir. Bu

dolanim tipleri disinda, M manifoldunun Einstein manifoldu olabilmesi miimkiindiir.

Diger taraftan, Cizelge 5.2, Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.2’ye gore, rekiiran Ricci
tensorii i¢in, {11zZ} ve {zZww} Segre tiplerinin meydana gelmesi miimkiin degildir.

Ayrica, {(11)zz} Segre tipi i¢in, (5.40) ifadesinden, @ = 8 ve § # 0 olmak iizere,
Sab = Agap + (Y — ) (Lanp + nglp) + 0 (1alp — ngny) (5.237)
olarak elde edilir. Bu takdirde, [ & in kompleks rekiiran vektor alanlaridir. O halde,
Vi(ly+ing) = (Ig+ing) (rp + isp) (5.238)
kosulu gerceklenir. Buradan, (5.238) denklemine gore,
Vilo =Ly —ngsy,  Vpng = 1lsp+ngry (5.239)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.25) denklemi ve (5.239) bagintilar1 kullanilirsa,
r = s = 0 sonucuna ulagilir. O halde, (5.239) bagintilarindan, / ve n vektor alanlarinin

paralel oldugu elde edilir. Bu takdirde, Ricci 6zdesligi ve (5.237) ifadesi yardimiyla,
Sl =yl —6ny =0 (5.240)

bulunur. Boylece, (5.240) denkleminden, & = 0 ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla, Ricci

tensoriiniin {(11)zZ} Segre tipinde olmas1 miimkiin degildir.

Simdi ise, Ricci tensoriiniin {(zz)(zZ)} Segre tipinde oldugu kabul edilsin. Bu
durumda, Bolim 5.5.1°de incelendigi iizere, Ricci tensorii paralel bir tensor alani
ile orantili olmalidir ve Cizelge 5.2’den, muhtemel dolanim tipi 2(c) olmaldir.
Dolayisiyla, (5.228) denklemi elde edilir. Bu denklem (5.42) ifadesi ile karsilastirildigi
takdirde, Segre tipinin uyustugu goriilmektedir. Buna ek olarak, (5.228) denkleminin

kovaryant tiirevi alinirsa ve (5.193) rekiiran olma kosulu kullanilirsa,
o.(b—a)=(b—a)P:, d,c=cPF,

bagintilar1 elde edilir.

Cizelge 5.2, Teorem 5.5.1 ve Teorem 5.5.2°den, {211} ve {2z7} Segre tiplerinin
olugmasi soz konusu degildir. Eger, Ricci tensoriiniin {2(11)} Segre tipinde oldugu

kabul edilirse, Ricci tensorii paralel bir tensor alani ile orantilidir ve Teorem 5.5.2°ye
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gore, bu tensoriin 0z rekiiran olmas1 miimkiin degildir. Cizelge 5.2’ye gore, muhtemel
olan dolanim tipi 1(a) olarak bulunur. Boylece, Ricci tensoril (5.202) formundadir
ve (5.203) kosullar1 mevcut olacagindan, {2(11)} Segre tipinin meydana gelmesi
miimkiin degildir. Benzer sekilde, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(21)1} olmasi
durumunda, bu tensor paralel bir tensor alani ile orantilidir ve 6z rekiiran olma durumu
soz konusu olamaz. Cizelge 5.2’ye gore, olasi dolanim tipi 1(c) olarak bulunur. Ancak,

(5.207) denklemine gore, {(21)1} Segre tipinin miimkiin olamayacag1 goriilmektedir.

Sayet, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(211)} oldugu kabul edilirse, A # 0 olmak

tizere, Ricci tensori,
Sab = 08ap + Alalp (5.241)

bi¢iminde yazilir. Eger (5.241) denkleminde & # 0 ise, Yardimc1 Teorem 5.5.1°e gore,
Ricci tensoriiniin P iligkili 1-formuna karsilik gelen vektor alani gradiyent olmalidir.
Bu takdirde, (5.193) ve (5.241) denklemlerinden, / null 6zdogrultusunun rekiiran

oldugu elde edilir. O halde, r iligkili 1-form olmak {izere,
Vipla = larp (5.242)

kosulu saglanir. Daha sonra, (5.241) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa ve (5.193),
(5.242) denklemleri kullanmilirsa, iligkili 1-formlar arasinda, 2r = P bagintisinin
mevcut oldugu goriilii. Bu durumda, P, 1-formuna karsilik gelen vektor alami
gradiyent oldugundan, r, 1-formuna karsilik gelen vektor alan1 da gradiyent olmalidir.
O halde, [ vektor alan1 paralel olacak sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu takdirde,
Ricci 6zdesliine gore, Rupeal® =0 ve dolayisiyla, Sl =0 oldugundan, (5.241)
denkleminden, o = 0 celiskisi elde edilir. Boylece, {(211)} Segre tipi i¢in, Ricci
tensoriiniin 6zdegerlerinin hepsi sifir olmalidir. 11k olarak, VS = 0 kosulu saglaniyorsa
veya Ricci tensorii paralel bir tensor alani ile orantili ise, Cizelge 5.2’ye gore, olasi
dolanim tipleri 1(a), 1(c), 1(d), 2(g), 2(h) (¢ =0 veya B = 0) ve 3(d) (a0 = 0) olarak
elde edilir. Oncelikle, 1(a) dolamm tipi igin, Ricci tensorii (5.202) formundadir ve
(5.203) kosullarina gore Segre tipi {(11)(11)} olmalidir. O halde, bu dolanim tipi i¢in
Ricci tensoriiniin {(211)} Segre tipinde olmast miimkiin degildir. Bununla birlikte,
1(c) ve 2(g) dolamm tipleri igin, Ricci tensorii (5.207) ve (5.231) denklemlerini
sagladigindan dolay1, bu tensoriin Segre tipi dogrudan {(211)} olmahdir. Ayrica, 1(d)
dolanim tipi i¢in, (5.223) denklemine gore, Ricci-diiz uzay elde edilir. Sayet, @ =0
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olmak iizere, 2(h) dolanim tipi g6z Oniine alinirsa, (5.232) denkleminden,
Sab = —bB*(LaNp + NaLp) — B (IuNp + Nalp) (5.243)

bulunur. Dolayisiyla, (5.243) ifadesine gore, Ricci tensoriiniin {(211)} Segre tipinde
olamayacag goriiliir. Benzer sekilde, 8 = 0 oldugu takdirde, (5.232) denklemine gore,
{(211)} Segre tipinin elde edilmesi miimkiin degildir. Son olarak, &t = 0 olmak iizere,

3(d) dolanim tipi s6z konusu ise, (5.236) denkleminden Ricci tensorii,
Sap = —cﬁz(LaNb +NyLp) +2dlyl, — eB (1;Np + Nalp) + fB(LLp + Lalp)  (5.244)

seklinde elde edilir. Ricci tensoriiniin {(211)} Segre tipinde olabilmesi i¢in, (5.244)
denklemine gore, ¢ = e = f = 0 olmalidir. Fakat bu durumda, (5.209) ac¢ilimindan,
egrilik doniisiimiiniin deger uzay: yalnizca F' ve G bivektorleri tarafindan gerilir ve
Ambrose-Singer Teoremi’ne gore celiski elde edilir. Sonug¢ olarak, Ricci tensorii
paralel ise veya paralel bir tensor ile oranth ise, {(211)} Segre tipi i¢in miimkiin olan

dolanim tipleri yalmzca 1(c) ve 2(g) seklinde elde edilir.

Eger, Ricci tensorii 6z rekiiran ve 6zdegerlerinin hepsi sifir olmak iizere, Segre tipinin

{(211)} oldugu kabul edilirse ve (5.43) ifadesi kullanilirsa Ricci tensorii,
Sy = Ll (5.245)

biciminde yazilir. Bu durumda, (5.245) ifadesinin kovaryant tiirevi alinirsa ve (5.193),
(5.242) denklemleri kullanilirsa, iligkili 1-formlar arasinda, 2r = P bagintis1 mevcut
olacaktir. Bu bagintiya gore, Ricci tensoriiniin 6z rekiiran olmasi icin gerek ve yeter
kosul, / vektor alaninin 6z rekiiran olmasidir. O halde, Cizelge 5.1 yardimiyla miimkiin
olan dolanim tipleri, 1(a), 2(a), 2(b), 2(d), 2(h), 2(j), 2(k), 3(a), 3(b), 3(d)
(a0 # 0) ve 4(c) olarak bulunur. Yukarida incelenenlere benzer sekilde, 1(a),
2(a), 2(b), 2(d), 2(h), 2(k), 3(a) ve 3(d) dolanim tiplerinin miimkiin olmadig
goriilmektedir.  Oncelikle, 1(a) dolamm tipi igin, {(11)(11)} Segre tipi elde
edildiginden dolay1, bu dolanim tipi mevcut olamamaktadir. Diger taraftan, 2(a)
dolamim tipi Ricci-diiz uzay verdiginden dolayi, Ricci tensoriiniin Segre tipinin
{(211)} olmast miimkiin degildir. Bununla birlikte, 2(b) dolamim tipi igin, Ricci
tensorii (5.227) formunda oldugundan, {(211)} Segre tipi mevcut degildir. Benzer

sekilde, 2(d), 2(h) ve 2(k) dolanim tipleri i¢in Ricci tensorii hesaplandigi takdirde,
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bu Segre tipinin meydana gelmesi s6z konusu olamaz. Ornegin, 2(k) dolanim tipi igin,

F =1Ayve G=1[Anolmak iizere, (5.208) ifadesinde daraltma yapilirsa Ricci tensorii,
Sab = alaly — b(lanp +nalp) — c(layp + Yalp) (5.246)

seklinde bulunur. Bu durumda, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(211)} olmasi
icin, (5.246) denkleminde, b = ¢ = 0 kosullarinin gerceklenmesi gerekir. Bu
kosullara gore, (5.208) ifadesinden, ¢ cebri null veya tamamen null olan elemanlardan

olugsmaktadir ve boylece, Ambrose-Singer Teoremi’nden ¢eliski elde edilir.

Ayrica, @ #0, o # £ ve ¢ =< F,G,H >=<IAN,INL,a(lAn)+B(LAN) >
olmak iizere, 3(d) dolamim tipi s6z konusu ise, (5.209) ifadesinde g“ iizerinden
daraltma yapilirsa, (5.236) denklemi elde edilir. Bu takdirde, Ricci tensoriiniin {(211) }
Segre tipinde olmasi i¢in, ¢ = e = f = 0 bafmtilar1 saglanmalidir. Bu bagimtilar
(5.209) denkleminde yerine yazilirsa, f egrilik doniisiimiiniin deer uzayinin F ve
G bivektorleri tarafindan gerildigi sonucuna ulagilir. Ayrica, [ vektor alam rekiiran
oldugundan, ¢ cebrinin her eleman1 /’yi iceren null veya tamamen null bivektorlerden
olusur. Fakat bu durumda, Ambrose-Singer Teoremi kullanildig: takdirde ¢eligki elde

edilir.

Diger taraftan, F = I AN, G = o(IAn—LAN)+ B(I AL) olmak iizere, 2(j) dolanim

tipi s6z konusu ise, (5.208) denkleminde g“¢ iizerinden daraltma yapilirsa,
Sap = —ba*gap — 2b0a (IuLy + Lalp) + 2¢Blaly (5.247)

olarak bulunur. Bu takdirde, (5.247) denklemine gore, Ricci tensoriiniin {(211)} Segre
tipinde olmasi igin, b = 0 olmalidir. O halde, 2(j) dolanim tipi igin, {(211)} Segre
tipinin elde edilmesi miimkiindiir. Benzer sekilde, (5.235) denklemi kullanilirsa, 3(b)
dolanim tipi i¢in de Ricci tensorii {(211) } Segre tipinde olabilir. Son olarak, F =IAL,
G=IAN,H=1An,J =LAN bivektorleri ile birlikte, 4(c¢) dolanim tipi g6z 6niine

alinirsa, Riemann egrilik tensortii,

Rabcd = aFachd + bGachd + CHabHcd + dJachd + e(Fachd + Gachd)
+ f(FabHcd + Hachd) + g(Fachd + Jachd) + h<GabHcd + Hachd)

+ k(Gachd + Jachd> + l(Hachd +JabHcd) (5.248)
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olarak yazilir. Bu takdirde, (5.248) ifadesinde g“¢ iizerinden daraltma yapilirsa,

Sap = —c(lanp +naly) — d(LaNp + NoLy,) + 2el 1,

+ (g — f)(laLp + Lalp) — (h+ k) (IaNp + Nalp) (5.249)

seklinde bulunur. Boylece, (5.248) ve (5.249) denklemleri karsilastirilirsa, Ricci
tensorii {(211)} Segre tipinde olabilir. Sonug olarak, 6z rekiiran olan Ricci tensorii
{(211)} Segre tipinde ise, miimkiin olan dolanim tipleri 2(j), 3(b) ve 4(c) seklinde

elde edilir.

Eger, Ricci tensoriiniin Segre tipi {31} olarak kabul edilirse, Teorem 5.5.1 ve Teorem
5.5.2’ye gore, rekiiran Ricci tensorii icin s0z konusu Segre tipinin meydana gelmesi
miimkiin degildir. O halde, {(31)} Segre tipi g6z Oniine alinirsa ve Ricci tensorii
paralel ise veya paralel bir tensor alani ile orantil ise, Cizelge 5.2°ye gére muhtemel
dolanim tipi 1(c) olmaldir. Fakat, (5.207) denkleminden, Ricci tensoriiniin Segre
tipi {(211)} seklinde elde edilir. Dolayisiyla, Ricci tensoriiniin {(31)} Segre tipinde

olmasi miimkiin degildir.

Ayrica, Ricci tensoriiniin 6z rekiiran olmasi durumunda, (5.181) denkleminden,
Sab = laYp + Yalp (5.250)

bulunur. Bdliim 5.5.2°de incelendigi iizere, Ricci-rekiiran olma kogulu altinda, y,

paralel vektor alan1 olarak elde edilir. Bu takdirde, Ricci 6zdesligi kullanilirsa,
Sy’ =0 (5.251)

sonucuna ulagilir. Buna gore, (5.250) ve (5.251) denklemleri g6z Oniine alindigi
takdirde, S = 0 celiskisi elde edilir. O halde, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(31)}

olmas1 miimkiin degildir.

Sayet, Ricci tensoriintin Segre tipinin {22} oldugu kabul edilirse, Cizelge 5.2, Teorem
5.5.1 ve Teorem 5.5.2’ye gore, Ricci tensoriiniin biitiin 6zdegerleri reel ve dejenere
olmalidir. Bu durumda, yalnizca {(22)} Segre tipi incelenmelidir. Buna ek olarak, 6z
rekiiran olma durumu s6z konusu ise, Teorem 5.5.2’ye gore, bu 6zdegerlerin hepsi sifir
olmalidur. 1k olarak, Ricci tensorii paralel veya paralel bir tensor alani ile orantili ise,

H tensorii (5.187) ile verilen ifadelerden herhangi biri olmak iizere,
S=oag+H (5.252)
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seklinde yazilabilir. Cizelge 5.2’ye gore, muhtemel olan dolanim tipleri 1(d), 2(d) ve
2(f) olarak bulunur. Daha once incelendigi iizere, (5.223) denklemine gore, bu Segre
tipi i¢in, 1(d) dolanim tipinin meydana gelmesi miimkiin degildir. Ayrica, (5.187);
ifadesi ve 2(f) dolanim tipi goz Oniine alinirsa, s6z konusu Segre tipinin meydana
gelmesi igin, / ve L vektor alanlari paralel olmalidir. Bu durum ise, 2(f) dolanim
tipi icin ger¢eklenmemektedir. Benzer sekilde, (5.187), ifadesi i¢in 2(d) dolanim tipi
miimkiin olamamaktadir. O halde, (5.187); denklemi i¢in miimkiin olan dolanim tipi,
yalnizca 2(d) iken, (5.187), denklemi i¢in miimkiin olan dolanim tipi, yalnizca 2(f)

olmalidir.

Diger taraftan, Ricci tensorii M manifoldu iizerinde 6z rekiiran olsun. Bu
durumda, (5.187), ifadesi gercekleniyorsa, Boliim 5.5.2°de belirtildigi gibi, muhtemel
olan dolanim tipleri 1(a), 2(a), 2(b), 2(h) ve 3(a) seklindedir. ~ Bununla
birlikte, bu Segre tipi i¢in, (5.202) denkleminden, 1(a) dolanim tipinin ve (5.223)
denklemini sagladigindan, 2(a) dolamim tipinin meydana gelmesinin miimkiin
olmadig1 goriilmektedir. Ayrica, 2(b) dolanim tipi i¢in, (5.227) denkleminden, Ricci
tensoriiniin {(22)} Segre tipinde olamayacagi elde edilir. Eger 2(h) dolanim tipi soz
konusu ise, Ricci tensorii (5.232) formundadir. Bu takdirde, o # £ oldugundan,
(5.232) ifadesinde b = 0 olmas1 durumunda, istenilen Segre tipi elde edilebilmektedir.
Bununla birlikte, 3(a) dolanim tipi gz 6niine alinirsa, Ricci tensorii (5.233) formunda
olacagindan dolayi, bu ifadede a = ¢ = 0 olmak iizere, {(22)} Segre tipi elde edilir.
O halde, (5.187); ifadesi icin miimkiin olan dolanim tipleri, yalnizca 2(h) ve 3(a)

seklinde bulunur.

Eger, (5.187), ifadesi gercekleniyorsa, Bolim 5.5.2°den muhtemel dolanim tipleri
2(a) ve 2(c) olarak bulunur. Bu takdirde, 2(a) dolanim tipi i¢in, Ricci-diiz manifold
elde edildiginden, soz konusu Segre tipi icin, bu dolanim tipinin meydana gelmesi
miimkiin degildir. Bununla birlikte, 2(c) dolanim tipi i¢in, (5.228) denkleminden,
{(22)} Segre tipinin elde edilemeyecegi goriilmektedir. O halde, Ricci tensorii 6z
rekiiran ve 6zdegerlerinin hepsi sifir olmak tizere, Segre tipi {(22)} ise, bu tensoriin

(5.187), bagmtisinm gergeklemesi miimkiin degildir.

Son olarak, Cizelge 5.2 ve Boliim 5.5.2°’den paralel veya paralel bir tensor alanm ile

orantili olan veya 6z rekiiran olan Ricci tensorii i¢in, {4} Segre tipinin meydana
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gelmesinin miimkiin olmadig1 sdylenebilir. Boylece, yukarida elde edilen sonuglar

asagidaki teorem ile 6zetlenmektedir.

Teorem 5.6.1 (M,g), (+,+,—,—) metrik isaretine sahip, 4—boyutlu Ricci-rekiiran
bir manifold olsun. Yani, bu manifoldun Ricci tensorii (5.193) kosulunu saglasin. Bu

takdirde,

i. Eger Ricci tensorii paralel ya da paralel bir tensor alani ile orantili ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.

o {1(111)} = 3(c),

e {(11)(11)} = 1(b) ve 2(e) (uzaysal 2—boyutlu 6zuzaylar soz konusu ise),

e {(11)(11)} = 1(a) ve 2(b) (zamansal 2—boyutlu Szuzaylar soz konusu ise),
o {(1111)} = 2(b), 2(c), 2(e), 2(f), 3(a), 3(b), 4(a), 4(b), 4(c), 5, 6,

o {(z2)(22)} = 2(c),

o {211)} = 1(c) ve 2(g),

e {(22)} = 2(d) [(5.187); durumunda] ve 2(f) [(5.187), durumunda].

ii. Eger Ricci tensoril 6z rekiiran ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida

verilmektedir.

e {(211)} = 2(j), 3(b) ve 4(c),

e {(22)} [(5.187) durumunda] = 2(h) ve 3(a).
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5.7 Lorentz ve Pozitif Tanimlihik Durumu

Bu bolimde, 4—boyutlu diizgiin ve baglantii M manifoldunun, (+,4,+,—) ve
(4+,+,+,+) metrik igarete sahip olmasi yani, M manifoldunun, sirasiyla, Lorentz
metrik isarete ve pozitif tanimli metrik isarete sahip olmasi durumu goz Oniine
alinarak, Bolim 5.5’de notr metrik isareti i¢in ele alinan problemler bu metrik
isaretlere gore incelenecektir. (M,g) manifoldu 4—boyutlu ve Lorentz metrik isarete
sahip olmak {izere, bu manifoldun Ricci tensoriiniin rekiiran olmasi problemi [56]
numarali kaynakta incelenmistir. Bu ¢alismada, s6z konusu kaynaktaki incelemenin
genellestirilmisi olarak, ikinci mertebeden, simetrik ve rekiiran tensor alanlari

incelenecektir ve bu inceleme sirasinda dolanim teorisi kullanilacaktir.

Simdi, Lorentz metrigine sahip, 4—boyutlu M manifoldu i¢in bazi temel kavramlardan
bahsedilecektir. Oncelikle, m € M noktasinda, asagida verilen standart bazlar goz
Oniine alimirsa, x,y,z,t; m € M noktasinda, teget uzayin pseudo-ortonormal bir bazi
olmak tlizere,

xx=yy=zz=—tt=1 (5.253)
kosullar1 ger¢eklenmektedir.

Bununla birlikte, /2] = z+1 ve V/2n = z — t olarak alimirsa, [ ve n null vektdrlerdir.
Bu durumda,

Iln=1 (5.254)
bagintis1 mevcuttur. Bu takdirde, /,n,x,y bazina, m € M noktasindaki null baz adi
verilir. Bu bazlara gore, g metrigi icin tamlik bagintilari,

8ab = XaXp + YaYb + ZaZb — lalb (5.255)
ve

8ab = lanp + nalp + XaXp + yayp (5.256)
seklinde verilir.
Eger, Lorentz metrigi géz Oniine alinirsa ve F basit bivektor ise, F’in blade’inin
uzaysal, zamansal veya null olabilmesi miimkiindiir. Eger, F' basit olmayan bivektor
ise, [,n,x,y null bazi i¢in, ¢, B € R olmak iizere,

F% = (10" — n1%) 4 B (x%y" —y*xP) (5.257)
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biciminde yazilabilmektedir.

Biitiin bunlara ek olarak, 4—boyutlu, Lorentz metrige sahip manifoldlar i¢in, Bolim
5.3’te bahsedilen ¢, Lie cebri, o(1, 3) ortogonal cebrinin bir alt cebrini olusturmaktadir
ve dolanim tipleri [28,49] numarali kaynaklarda bulunmaktadir. Burada, Schell [34]
tarafindan verilen Ry, R, ...,R;5 etiketlemesi kullanilacaktir. Boylece, s6z konusu
dolanim tiplerinin boyutlar1 ve sahip olduklari bazlar agsagida yer alan Cizelge 5.3’te
verilmektedir. Burada, ® # 0 (w € R) seklindedir. Ayrica, R; dolanim tipi, manifoldun
diiz olmas1 durumuna karsilik gelmektedir ve bu nedenle, ¢izelgede yer almamaktadir.
Diger taraftan, R5 dolanim tipinin bir uzay-zamaninin dolanim grubu olarak meydana

gelmesi miimkiin olamamaktadir, [28]. Dolayisiyla, bu calismada incelenmeyecektir.

Cizelge 5.3 : (+,+,+,—) metriginin dolanim cebirleri.

Tip | Boyut Baz Tip | Boyut Baz

Ry 1 IA\n Ro 3 IANn, IAX, [Ny

R3 1 [ Ax Rio 3 IANn, INX,nN\X

R4 1 XAy R 3 INX, LNy, x\y

Rs 1 |[IAn+o(xAy)|Rn| 3 |IAXIAY, IAn+@(xAy)
R¢ 2 INn, I N\Nx Ry 3 XAV, YAZ, XN\Z

R7 2 [IAn,xA\y R4 4 IANn IANX, LNy, x Ny
Rg 2 INX,INy |Ri5| 6 o(1,3)

T, Lorentz metrigine sahip, 4—boyutlu M manifoldu iizerinde sifirdan farkli, ikinci
mertebeden ve simetrik bir tensor alani olsun. Bu durumda, Boliim 5.4°te aciklandigi
tizere, T tensorii icin muhtemel olan Segre tipleri {1,111}, {211}, {31}, {zz11}
ve bu tiplerin dejenere 6zdegerler olma ihtimallerinden olugsmaktadir. Daha 6nce
belirtildigi gibi, {1,111} Segre tipindeki virgiil isareti, zamansal 6zvektore kargilik
gelen dzdegeri, uzaysal o0zvektorlere karsilik gelen 6zde8erlerden ayirt etmek igin
kullanilacaktir. Buna gore, bu tensoriin Jordan-Segre siniflandirmasi asagidaki sekilde

verilmektedir, [28].

P1(lanp +nalp) + p2(lalp +nanp) + P3xaxp + Payayp- (5.258)
(P2 = P1)taty + (P1 + P2)2azb + P3XaXp + P4Ya)b- (5.259)
p1(lany +nalp) + Alaly + PaxaXp + P3Yaysp.- (5.260)
P1(Lanp +nalp) + (laxp + Xalp) + P1XaXp 4 P2YaYb- (5.261)
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P1(Lanp +nalp) + p2(laly — nanp) + P3xaXy + PayaYp- (5.262)

Burada, p; € R (i = 1,2,3,4) ve A € R (A # 0) olmak iizere, (5.262) kanonik
formu i¢in, p, # 0 olmaktadir. Bu takdirde, (5.258) ifadesi i¢in, T tensoOriiniin
ozvektorleri (ve bu 6zvektorlere karsihik gelen 6zdegerleri), t = 271/2(I —n) (p; — pa2),
z=2" l/2(1 +n) (p1+p2), x (p3) ve y (p4) seklindedir. O halde, (5.253) denkleminden,
t zamansal, x,y ve z uzaysal ozvektorlerdir ve dejenere 6zdegerlerin mevcut olma
ihtimali ile birlikte, Segre tipi {1,111} olmahdir. Bagka bir deyisle, T tensorii R
tizerinde diyagonallestirilebilir. Bu durumda, alternatif olarak, (5.259) ifadesi de

yazilabilmektedir.

Ote yandan, (5.260) ifadesi icin, T tensoriiniin 6zvektorleri (ve bu 6zvektorlere karsilik
gelen Ozdegerleri), [ (p1), x (p2) ve y (p3) olarak bulunur. Bu takdirde, dejenere
ozdegerlerin mevcut olma ihtimali ile birlikte, {211} Segre tipi elde edilir. Ayrica,

A = £1 olacak sekilde null baz se¢ilmesi de miimkiindiir.

Diger taraftan, (5.261) ifadesi i¢in, T tensoriiniin 6zvektorleri (ve bu dzvektorlere
karsilik gelen 6zdegerleri), I (p1) ve y (p2) seklindedir. Boylece, {31} Segre tipi veya

bu tip icin 6zdegerlerin dejenere olma hali elde edilir.

Son olarak, (5.262) ifadesi i¢in, 7" tensoriiniin 8zvektorleri (ve bu 6zvektorlere karsilik
gelen ozdegerleri), [ +in (p; £ ip2), x (p3) ve y (pg) olarak bulunur. O halde, T
tensoOriiniin Segre tipi, reel 6zdegerlerin dejenere olma ihtimali mevcut olmak {iizere,

{zz11} seklinde elde edilir.

Yukarida ifade edilenlere ek olarak, Lorentz metrigi s6z konusu ise, Boliim 5.5.1°de
notr metrik igaretin dolanim tipleri icin incelendigi gibi, Cizelge 5.3 ten her dolanim
tipi icin rekiiran ve paralel olan vektor alanlar1 belirlenebilmektedir. Bununla birlikte,
bu dolanim tipleri i¢cin, VT = 0 denklemini saglayan, ikinci mertebeden ve simetrik 7’
tensorleri her F' € ¢ icin,

T, Fp+TpF<u =0 (5.263)
denkleminden elde edilir.

Bu durumda, Lorentz metriginin dolanim cebirleri ele alindig1 takdirde, her bir
dolanim tipine gére miimkiin olan paralel vektor alanlari, rekiiran vektor alanlari

ve VT = 0 kosulunu saglayan T tensorleri Cizelge 5.4’iin, sirasiyla, ikinci, iiclincii
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ve dordiincii siitunlarinda listelenmektedir, [28].

seklindedir.

Cizelge 54 : (+,+,+,

Doérdiincii siitunda, ¢, 0,8,y € R

—) metriginin dolanim cebirlerine gore, ikinci mertebeden

simetrik 7 tensorii i¢in VI = 0 probleminin Segre tipi ¢oziimleri.

Paralel | Rekiiran
Tip | vektor vektor | VT = 0 kosulunu saglayan Segre tipi
alanlar1 | alanlar T tensoOrii

R | <x,y> l,n Ogap + xaxp + Byays {(1, D11} {1, 1))}, {(1,11)1},
+Y(Xa¥b + YaXs) {(1111)}

Ry | <l,x> — Ogap + Otxaxp + Blaly {(1, 1)1}, {(1111)}, {(21)1},
+Y(laxb+xalh) {(211)} {(31)}

Ry | <lin> — Ogap + olyly + Brgny {1, 1(11)}, {1, (111) }, {(1,1)(11)},
+7(any + naly) {(L D1}, {(111D)}, {2(11)),

{(211)}, {zz(11)}

R <y> l ¢gab+ayayb {(lal )1} {(1111)}

Ry — I,n O8ap + a(lgnp +nglp) {(L,1)(1D)}, {(1111)}

Ry | <I> — O8ap + tlyly {211}, {(1111)}

Ry — ! P 8ab {(1111)}

Rip | <y> — O&ab + Yy {(1, 1)1}, {(1111)}

Ry | <I> — Ogap + tlalp {211}, {(1111)}

Ri> — l O8ab {(111n)}

Ri3 | <t> — Ogap + Utaty, {1,(111)}, {(1111)}

R4 — O8ap {(1111)}

Ris | — — P 8ab {(111)}

Ote yandan, Boliim 5.5.1’de uygulanan adimlar yardimiyla, VT = 0 kosulunu
saglayan, ikinci mertebeden ve simetrik 7" tensoriiniin muhtemel Segre tipleri, Cizelge
5.4’iin besinci siitununda ifade edilmektedir. Ornegin, R, dolanmm tipi i¢in, VT = 0

kosulunu saglayan T tensorii,

Tap = O&ab + OXaXp + Byayp + V(Xayp + YaXp) (5.264)
formundadir. Buradan, (5.264) ifadesinden,
Tpl” = ¢la,  Typn” = ony

Tpx” = (0 + )xa+ Va, Ty’ = (0 +B)ya+ ¥xa (5.265)

olarak bulunur. Bu takdirde, y =0 ve o # B (a # 0, B # 0) ise, (5.265) kosullarindan,
T tensoriintin Segre tipi {(1,1)11} olmahdir. Diger taraftan, y =0 ve ¢ =3 # 0
durumu g6z oniine alinirsa, {(1,1)(11)} ve @ =y =0 ve B # 0 durumunda ise,

{(1,11)1} Segre tipi elde edilmektedir. Bununla birlikte, « = 8 =y =0 (ve ¢ # 0)
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ise, T tensoriiniin Segre tipi {(1111)} olarak bulunur. Boylece, R, dolanim tipi igin,
VT =0 kosulunu saglayan 7 tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre tipleri elde edilmis
olur. Benzer adimlar diger dolanim tipleri i¢in de uygulanirsa, Cizelge 5.4’iin besinci

siitunu elde edilmektedir.

Sayet, T tensorii 6z rekiiran ise, bu tensoriin biitiin 6zdegerleri sifir olmak kosuluyla,
muhtemel Segre tipleri {(211)} ve {(31)} olmahdir. Ilk olarak, 7 tensériiniin biitiin
ozdegerleri sifir ve [,n,x,y null baz olmak iizere, Segre tipi {(211)} ise, Boliim
5.5.2°den, (5.185) denklemi mevcuttur ve [, rekiiran vektor alam olmalidir. Bu
takdirde, Cizelge 5.4’iin iiglincii siitununa gore, muhtemel dolamim tipleri R», Rg, R7,

Ro9, Ri» ve R4 olarak elde edilir.

Ote yandan, T tensoriiniin biitiin 6zdegerleri sifir olmak iizere, Segre tipi {(31)} ise,
[,n,x,y null baz1 altinda, (5.181) denklemi mevcuttur. Buna gore, T tensoriiniin 6z
rekiiran olma kosulu goz oniinde bulundurulursa, / rekiiran vektor alan1 ve y paralel
vektor alani olarak elde edilir. O halde, Cizelge 5.4’iin ikinci ve ii¢iincii siitunlarina
gore, muhtemel dolanim tipleri Ry ve Rg seklinde bulunur. Bu sonuclar, asagidaki

teorem ile verilmektedir.

Teorem 5.7.1 (M,g), 4—boyutlu, (+,+,+,—) metrik isaretli bir manifold, 7, M
manifoldu iizerinde sifirdan farkli, ikinci mertebeden, simetrik ve rekiiran bir tensor

alan1 olsun. T tensoriiniin ¢ metriginin sabit bir kati olmadig1 kabul edilsin. Bu

takdirde,

1. Eger VT = 0 ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.

o {1,(111)} = R4 veya Ry3,

{(1, 11)1} = Rz, R3, R4, R6 VeyaRlo,

e {(1,1)(11)} = Ry, R4 veya Ry,

{(1,1)11} = Ry,

{L,1(11)} = Rq,

{2(11)} = Ra,

{21} = Rs,
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o {(211)} = R3, R4, Rg veya Ry,
) {(31)} :>R3,

o {zz(11)} = Rs.

ii. Eger T tensoril 6z rekiiran ise, bu tensoriin biitiin 6zdegerleri sifir olmak iizere,

muhtemel Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.

° {(211)} = Rz, R6, R7, Rg, R12 veya R14,

e {(31)} = R, veya Re.

Bolim 5.6’daki uygulamaya benzer sekilde, 4—boyutlu, (+,4,+,—) metrik isaretli
M manifoldunun Ricci tensoriiniin rekiiran oldugu kabul edilirse, bu boliimdeki
teknikler kullanilirsa ve Cizelge 5.4 goz oniinde bulundurulursa, {1,111}, {1,1(11)},
{(r,n11}, {211}, {21)1}, {2(11)}, {31}, {zz11} ve {zz(11)} Segre tiplerinin

meydana gelmesinin miimkiin olmayacag1 sdylenebilir.

Oncelikle, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {1,(111)} oldugu kabul edildigi takdirde,
Ricci tensorii paraleldir veya paralel bir tensor alani ile orantilidir. O halde, Teorem
5.7.1°e gore muhtemel dolanim tipleri, R4 veya Rj3 olarak elde edilir. Buna gore, x Ay
cebri ile birlikte R4 dolanim tipi géz Oniine alindig1 takdirde, Riemann egrilik tensorii
(5.204) bicimindedir ve buradan, Ricci tensorii (5.205) denklemi ile verilir. O halde,

l,n,x,y null bazi i¢in,
Sax’ = axa,  Supy’ = aya, Sapl’ =Supn” =0 (5.266)

kosullart bulunur. Bu takdirde, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(1,1)(11)} olarak bulunur
ve yanlis Segre tipi elde edilir. Bununla birlikte, F' =xAy, G =y Az ve H =x/\z olmak
tizere, Ry3 dolanim tipi ele alinirsa ve (5.209) denkleminde g“¢ iizerinden daraltma

yapilirsa, Ricci tensoriiniin s6z konusu Segre tipinde olabilmesi miimkiindiir.

Ote yandan, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(1,11)1} olmasi durumunda, Teorem
5.7.1’den, muhtemel dolanim tipleri, Ry, R3, R4, Rg ve Ry( olarak edilir. Bu durumda,

R dolanim tipi i¢in, / A n cebri kullanilarak, Ricci tensorti,

Sab = —a(luny, +naly) (5.267)
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seklinde bulunur. O halde, (5.267) denkleminden, Ricci tensoriiniin Segre tipi
{(1,1)(11)} seklinde elde edilir. Dolayisiyla, bu dolanim tipi i¢in, {(1,11)1} Segre

tipinin meydana gelmesi miimkiin degildir.
Buna ek olarak, R3 dolanim tipi icin, / Ay cebri kullanildig: takdirde,
S = alylp (5.268)

olarak bulunur. Boylece, (5.268) denkleminden, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(211)}
olmalidir. Benzer sekilde, R4 ve Rg dolanim tipleri i¢in de, Ricci tensoriiniin Segre
tipinin {(1,11)1} olmasi miimkiin degildir. Bununla birlikte, Rio dolanim tipi i¢in,
F =I1An, G=1Axve H=nAx alinarak, (5.209) denklemi g% ile carpilirsa, Ricci

tensoriiniin Segre tipinin {(1,11)1} olabilecegi goriiliir.

Sayet, Ricci tensoriintin Segre tipi {(1,1)(11)} ise, Teorem 5.7.1’¢ gore, muhtemel
dolanim tipleri Ry, R4 ve R; olmalidir. Bu takdirde, R, ve R4 dolanim tipleri i¢in,
istenilen Segre tipi kolayca elde edilir. Ayrica, F =[An ve G = x Ay olmak iizere, R;

dolanim tipi icin,
Sab = —a(lanp +nalp) + b(xaXp + yayp) (5.269)
seklinde bulunur. Buradan,
Spx? =bxa, S’ =bya, Swl® = —aly, Spn’” = —ang, (5.270)

kosullari elde edilir. Bu durumda, a # —b olmak iizere, (5.270) bagintilart yardimiyla,
Ricci tensoriintin Segre tipinin {(1,1)(11)} olabilecegi goriiliir. Sonug olarak, Ry, R4

ve R7 dolanim tipleri i¢in, Ricci tensorii s0z konusu Segre tipinde olabilir.

Diger taraftan, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(211)} ise, Teorem 5.7.1°e gére muhtemel
dolanim tipleri R3, R4, Rg ve Ry seklindedir. [k olarak, Rz dolanim tipi i¢in Ricci
tensoril (5.268) formunda oldugundan, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(211)} seklinde
elde edilir. Aynt durum Rg dolanim tipi i¢in de saglanmaktadir. Fakat, R4 dolanim tipi
i¢in, Ricci tensorii (5.205) formunda oldugundan dolay1, Segre tipi {(1,1)(11)} olarak

elde edilir. Ayrica, Ry; dolanim tipi i¢in, F = [ Ax, G =[Ny ve H = x Ay olmak {izere,
Sab = (a+b)laly + c(xaxp + Yayp) — €(layp + Yalp) + f (laxp + Xalp) (5.271)

bulunur. O halde, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(211)} olmast igin, (5.271)
denkleminde, ¢ = ¢ = f = 0 kosullar1 saglanmalidir. ~ Bu takdirde, (5.209)
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denkleminden, f egrilik doniislimiiniin deger uzaymn yalnizca F' ve G bivektorleri
tarafindan gerildigi sonucuna ulasilir ve Ambrose-Singer Teoremi’nden celigki elde
edilir. Boylece, {(211)} Segre tipi i¢cin miimkiin olan dolanim tipleri, R3 ve Rg seklinde

elde edilir.

Bunlara ek olarak, Ricci tensoriiniin Segre tipinin {(31)} olmast durumunda, Teorem
5.7.1’den, muhtemel dolanim tipi yalnizca R3 olmalidir. Ancak, (5.268) denklemine

gore, s0z konusu Segre tipinin meydana gelmesi miimkiin degildir.

Ote yandan, Ricci tensorii 6z rekiiran ise, 6zdegerlerin hepsi sifir olmak kosuluyla,
muhtemel Segre tipleri {(211)} ve {(31)} seklindedir. Oncelikle, {(211)} Segre tipi
icin, Teorem 5.7.1 kullanilarak, olas1 dolamim tipleri, Ry, Rg, R7, Rg, Ri2 ve R4
seklinde elde edilir. Yukaridaki adimlara benzer sekilde, Ry ve R; dolanim tipleri
icin, Ricci tensorii farkli Segre tipinde oldugundan, bu dolanim tiplerinin meydana
gelmesi miimkiin degildir. Bununla birlikte, Rg, Rg9, Rj» ve R4 dolanim tiplerinin
ilgili bivektorleri i¢in, Ricci tensorii hesaplandigi takdirde, Rg, Rg ve Ry, tipleri i¢in
Ambrose-Singer Teoremi’nden celiski elde edilmektedir. Boylece, muhtemel dolanim

tipi yalmizca R4 olarak elde edilir.

Ikinci olarak, Bo6liim 5.6’da kanitlandi8 iizere, Ricci tensoriiniin 6z rekiiran ve Segre
tipinin {(31)} olmasi durumunda, (5.250) ve (5.251) denklemlerinden, S = 0 ¢eliskisi

elde edilir. O halde, s6z konusu Segre tipinin meydana gelmesi miimkiin degildir.

Boylece, yukarida elde edilen sonuglar, asagidaki teorem ile verilmektedir.

Teorem 5.7.2 (M,g), 4—boyutlu (+,+,+,—) metrik isaretli ve Ricci-rekiiran bir

manifold olsun.

i. Eger Ricci tensorii paralel veya paralel bir tensor alani ile orantili ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.
o {1,(I11)} = Ry3,

o {(1,11)1} = Ryo,

e {(1,1)(11)} = Ry, R4 veya Ry,

e {(211)} = R;3 veya Rs.
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ii. Eger Ricci tensoril 6z rekiiran ise, bu tensoriin biitiin 6zdegerleri sifir olmak iizere,

muhtemel Segre tipi yalnizca {(211)} ve dolamim tipi R4 seklindedir.

Not 5.7.1 ([28], [33]) (M,g) manifoldunun Ricci tensorii sifirsa, bu durum genel
gorelilik teorisindeki vakum duruma karsilik gelmektedir. Boylece, M manifoldunun
miimkiin olan dolanim tipleri, Rg, Rj4 veya R;s seklindedir. Ayrica, (M,g) Einstein

manifoldu ise, miimkiin olan dolanim tipleri, R7, Rj4 veya R;s olarak elde edilir.

Yukarida incelenen durumlara ek olarak, pozitif tanimli metrige sahip, 4—boyutlu
manifoldlar iizerinde ikinci mertebeden, simetrik ve rekiiran tensor alanlari
incelenecektir. Ilk olarak, x,y,z,w; m € M noktasinda teget uzayin ortonormal bazi

olmak iizere, g metrigi icin tamlik bagintisi,
8ab = XaXp T YaYb + ZaZb + WaWp (5.272)

seklinde verilir.

Bununla birlikte, (+,+,+,+) metrik isaretli manifoldlar i¢in, basit bivektorlerin tiimii
uzaysaldir. Ayrica, basit olmayan bir F bivektorii, @, € R ve a # 0, # 0 olmak
uzere,

F=o(xNy)+B(zAw) (5.273)
biciminde yazilir.

Ote yandan, pozitif tanimli metrik isarete sahip, 4—boyutlu manifoldlar igin, ¢,
Lie cebri, 0o(4) ortogonal cebrinin bir alt cebrini olugturmaktadir ve dolanim tipleri
[32] numarali kaynakta mevcuttur. Burada, Si, S», S3, §3, 3‘; ve S¢ listelemesi
kullanilacaktir. S0z konusu dolanim tiplerinin boyutlar1 ve sahip olduklar1 bazlar
asagida yer alan Cizelge 5.5’te verilmektedir. — Burada, g, 0(3) Lie cebrini

gostermektedir ve G € :S‘m (G # 0) seklindedir.

Diger taraftan, M manifoldu iizerinde sifirdan farkli, ikinci mertebeden ve simetrik
olan bir 7T tensorii goz oniine alindig1 takdirde, M manifoldu pozitif tanimli metrik
isarete sahip oldugundan dolayi, 7" tensorii R tizerinde diyagonallestirilebilir. O halde,
s0z konusu metrik isaret icin, 7 tensOriiniin 6z rekiiran olmasi miimkiin degildir.
Boylece, Bolim 5.5°te uygulanan teknikler yardimiyla, VT = 0 kosulunu saglayan

ikinci mertebeden ve simetrik 7 tensorleri tespit edilebilmektedir. Bu tensorler
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ve muhtemel Segre tipleri, Cizelge 5.5’in dordiincii ve besinci siitunlarinda ifade
edilmektedir. Ayrica, Cizelge 5.5’in {iciincii siitununa gore, S; dolanim tip1 i¢in, z ile
w vektor alanlarinin ve S3 dolanim tipi i¢in, w vektor alaninin paralel vektor alanlari
oldugu goriilebilir.

Cizelge 5.5 : (+,+,+,+) metriginin dolanim cebirleri ve ikinci mertebeden simetrik
T tensorii icin VT = (O probleminin Segre tipi ¢oziimleri.

Tip | Boyut Baz VT = 0 kosulunu Segre tipi
saglayan T tensorii

S 1 XAy P8ab + Azazp + Pwawp | {11(11)}, {(11)(11)},
+¥(2aWb +Wazb) {11}, {(1111)}

S, 2 XAy, ZAW Ogap + O (xaxp +yayp) | {(11)(AD)}, {(1111)}

S3 3 | xAy, XAz, yAzZ Pgap + AWaWp {1(111)}, {(1111)}

+ +

S3 | 3 S 98av {(111n)}

+ +

Sq | 4 S,G 98av {(111)}

Se | 6 0(4) ¢ 8ab {(arn)}

Yukaridaki durumlara ek olarak, Ricci tensoriiniin paralel veya paralel bir tensor
alani ile orantili olmas1 durumunda, problem notr ve Lorentz metrikler i¢in incelenen
durumlara benzer sekilde ¢oziilebilmektedir. Oncelikle, {1111} ve {11(11)} Segre
tiplerinin meydana gelmesi miimkiin degildir. Sayet, Ricci tensoriiniin Segre tipi
{1(111)} ise, Cizelge 5.5’e gore, muhtemel dolanim tipleri S; ve S3 olmalidir. Ancak,

x Ay bivektorii ile birlikte, S dolanim tipi i¢in,
Sab = a(xaXp +Yayp) (5.274)

bulunur. Dolayisiyla, (5.274) ifadesinden, Ricci tensdriiniin Segre tipi {(11)(11)}
olarak bulunur. O halde, yanhs Segre tipi elde edilir. Ote yandan, F = xAy, G =yAz

ve H = x A\ z olmak iizere, S3 dolanim tipi i¢in, Ricci tensortl,

Sap = (a+c)xgxp+ (a+D)yayp + (b+¢)zazp — d(Xazp + 2aXp)

+e(Yazp +2ayp) + f (XaYb + YaXp) (5.275)

formundadir. Bu takdirde, (5.275) denkleminde, d = e = f = 0 ve a = b = ¢ olmasi

durumunda, Ricci tensoriiniin {1(111)} Segre tipinde olmasi miimkiindiir.

Bununla birlikte, Ricci tensoriiniin Segre tipi {(11)(11)} ise, Cizelge 5.5’e gore,
muhtemel dolanim tipleri 1 ve S> olmalidir. Bu durumda, (5.274) denkleminden S
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dolanim tipi i¢in istenilen Segre tipi elde edilir. Ayrica, S, dolanim tipinin, F' =xAYy

ve G = z Aw bivektorleri kullanilirsa, Ricci tensorii,
Sab = a(xaxb +yayb) + b(ZaZb + Wawb) (5.276)

seklinde bulunur. O halde, (5.276) denkleminden, Ricci tensoriiniin Segre tipi

{(11)(11)} olarak elde edilir. BSylece, agagidaki teorem kanitlanmus olur.

Teorem 5.7.3 (M,g), 4—boyutlu (+,+,+,+) metrik isaretli bir manifold olmak
tizere, T, M manifoldu tizerinde sifirdan farkli, ikinci mertebeden, simetrik ve rekiiran
bir tensor alani olsun. 7 tensdriiniin g¢ metriginin sabit bir kat1 olmadig1 kabul edilsin.

Bu takdirde,

i. Eger VT = 0 ise, muhtemel Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.
e {1(111)} = S; veya S3,

o {(IH(A1)} = 8y veya Sy,

o {11(11)} = S,.

ii. Eger Ricci tensoril paralel ya da paralel bir tensor alam ile orantili ise, muhtemel

Segre tipleri ve dolanim tipleri asagida verilmektedir.
o {I(111)} =S5,
o {(11)(11)} = S veya S, seklindedir.

Not 5.7.2 Eger (M, g) manifoldu bir Einstein manifoldu ise, soz konusu metrik isaret

+ +
icin muhtemel dolanim tipleri, S», S3, S4 ve Sg olabilmektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, bazi 6zel manifoldlar iizerinde, degisik vektor alanlari ile ilgili
cesitli sonuclar elde edilmistir. Diferansiyel geometride temel bir yere sahip olan
manifold kavramindan yola cikarak tanimlanan 6zel manifoldlarin arastirilmasi ve
baz1 kisitlamalar altinda, bu manifoldlarin cesitli 6zelliklerinin elde edilmesinin
amaglanmasi, ¢aligmanin ilk adimini olusturmustur. Buradan hareketle, s6z konusu
manifoldun Ricci tensoriiniin saglamas1 gereken ©zel kosullara gore tanimlanan

manifoldlar, tez calismasinda incelenen baglica manifoldlar arasinda yer almistir.

Oncelikle, genellestirilmis Einstein manifoldlar1 arasinda yer alan yari-Einstein mani-
foldlar1 ve yari-Einstein manifoldlarinin genellestirilmisi olan neredeyse yari-Einstein
ve genellestirilmig yari-Einstein manifoldlarinin pek ¢ok geometrik 6zelligi analiz
edilmistir. Bu manifoldlar iizerinde tors olusturan vektor alanlari, rekiiran vektor
alanlart, konsorkilir vektor alanlari, paralel vektor alanlart ve @ (Ric) vektor alanlari
olarak adlandirilan cesitli 6zel vektor alanlari incelenmistir. S6z konusu manifoldlarin
tirete¢ vektor alanlarinin ne tiir 6zel vektor alanlari olabilecegi hakkinda bir¢ok teorem
kanitlanmigtir.  Ayrica, ©6zel yari-Einstein manifoldlarimin uzay-zaman modelleri

tizerine de sonuglar elde edilmisgtir.

Bununla birlikte, iizerinde 6zel vektor alanlar1 tanimlanan yari-Einstein ve neredeyse
yar1-Einstein manifoldlarinin konformal doniisiimleri incelenmis ve bu durumda, goz

oniine alinan manifoldu tanimlayan biiytikliiklerin degisim 6zellikleri aragtirilmisgtir.

Ayrica, genellestirilmis yari-Einstein manifoldlarin Ricci tensoriiniin bazi sartlar
altinda ve iirete¢ vektor alanlarinin 6zel vektor alanlart olmasi durumunda, bu
manifoldlarin geometrik 6zelliklerinin degisimi ile ilgili pek cok teorem ispatlanmustir.
Boylece, genellestirilmis yari-Einstein manifoldlarinin iirete¢ vektor alanlarinin ne

cesit 0zel vektor alanlart olabilecegi de analiz edilmistir.

Daha sonra, pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik

genellestirilmis yari-Einstein manifoldlar1 tizerinde baz1 6zel vektor alanlar1 g6z 6niine
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alinmig ve bu manifoldlarla ilgili bircok sonu¢ elde edilmistir.  Genellestirilmis
yari-Einstein manifoldlari i¢in elde edilen sonuglar kullanilarak, pseudo Ricci simetrik
ve hemen hemen pseudo Ricci simetrik genellestirilmis yari-Einstein manifoldlarinin
tirete¢ vektor alanlari arasinda bagintilar bulunmustur. Bdoylece, genellestirilmis
yari-Einstein manifoldu ile pseudo Ricci simetrik ve hemen hemen pseudo Ricci

simetrik manifoldlarin s6z konusu biiyiikliikleri iligskilendirilmigtir.

Son olarak, farkli metrik isaretlere sahip 4—boyutlu herhangi bir diizgiin manifold
g6z Oniine alinmig ve bu manifoldlar {izerinde tanimli ikinci mertebeden simetrik
olan tensor alanlarinin, paralel tensor alani ve rekiiran tensor alani olmasi durumlari
irdelenmistir. Bu dogrultuda, (+,+,—, —), (+,+,+,—) ve (+,+, +, +) metrik isaretli
manifoldlar i¢in, sz konusu tensoriin Segre tipleri ve dolanim tiplerine gore tam
cOzlimleri elde edilmistir. Ayrica, bu problemde, paralel vektor alanlart ve rekiiran
vektor alanlar1 da ilgili dolanim tipine gore belirlenmistir. Bu problemler, daha sonra,
ikinci mertebeden simetrik bir tensor olan Ricci tensoriine uygulanarak, (+,+,—, —),
(+,+,+,—) ve (+,+,+,+) metrik isaretli, 4—boyutlu manifoldlar tizerinde Ricci
tensoriiniin miimkiin olan biitiin Segre tipleri ve dolanim tipleri analiz edilmistir. Tim

bu sonuglar ilgili teoremlerle ifade edilmistir.

Bu tez calismasinda, cesitli manifoldlar gz Oniine alinarak, bu manifoldlarin 6zel-
liklerinin ve ayn1 zamanda iizerinde tanimlanabilen 6zel vektor alanlarinin incelenmis
olmasindan dolayi, bu ¢alismanin diferansiyel geometri alaninda calismakta olan ve
bu konularla ilgilenen aragtirmacilar i¢in iyi bir kaynak olusturacag diisiiniilmektedir.
Bu 6zel manifoldlar {izerinde, ¢alismada incelenen vektor alanlar1 disindaki vektor
alanlarinin varlig1 aragtirilabilir. Ayrica, literatiirde yer alan farkli 6zel manifoldlar
tizerindeki vektor alanlarinin incelenebilecegi ve bu manifoldlarin genel gorelilik
teorisindeki uygulamalar ile ilgili farkli ¢calismalarin da yapilmasiyla, konunun daha

genigletilebilecegi diisiiniilmektedir.
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