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SONLU TIPTEN ALT MANIFOLDLAR VE GAUSS TASVIRLERI

OZET

Euclid uzayinda sonlu tipten alt manifold tanimi ilk kez 1970’li yillarin sonlarina
dogru B.-Y. Chen tarafindan ortaya atilmistir. Baslangicta, Euclid uzayinda kompakt
manifoldlarin toplam ortalama egrilikleri icin en 1yi tahmini yapabilmek ve Euclid
uzaymin alt manifoldlarina ait derece kavramini tanimlayabilmek i¢in ortaya atilan
bu kavram zaman icinde aktif bir arastirma alan1 haline gelmistir. Daha sonra sonlu
tipten kavrami, Euclid veya yari-Euclid uzayinin alt manifoldlar1 {izerinde tanimh
diferansiyellenebilir tasvirlere genisletilmistir.

Euclid veya yari—Euclid uzaymmin kompakt bir Riemann manifoldunun iizerinde
tanimli bir diizgiin tasvir, Laplace operatoriiniin 6zvektorlerinin sonlu toplami seklinde
yazilabiliyorsa, bu tasvire sonlu tipten tasvir denir. Bu spektral agcilimdaki 6zvektorlere
karsilik ayrik, sifirdan farkli k& tane 6zdeger var ise, bu tasvire k—tipindendir denir.

Bu tanimda kompaktlik 6nemli bir kosuldur. Sonlu tipten manifold ve tasvir tanimi
daha sonra benzer sekilde kompakt olmayan manifoldlar i¢in de verilmistir. Bu
durumda, spektral aciliminda 6zvektorlere karsilik gelen 6zde8erlerden biri sifir ise,
bu tasvire sifirli k—tipinden denir.

Sonlu tipten tasvir ¢alismalari 6zellikle, manifoldlar iizerinde 6nemli bir diferansiyel-
lenebilir tasvir olan Gauss tasviri iizerinde yogunlagsmigtir. Gauss tasvirinin tanimi
asagidaki sekilde verilir:

X : M — E™, yonlendirilmis n—boyutlu bir M Riemann manifoldundan E” Euclid
uzayina izometrik bir daldirma ve G(n,m), E™ uzaymn orijininden gegen n—boyutlu
yonlendirilmis diizlemleri iceren Grasmaniyen manifoldu olsun. Bu durumda, klasik
Gauss tasviri v : M — G(n,m), M manifoldu iizerindeki bir p noktasin1 manifoldun
o noktadaki teget uzaymin E” uzayinin orijinine taginmasi ile elde edilen n—boyutlu
diizlemlere gotiiren tasvirdir. Klasik Gauss tasviri manifoldun normal uzay1 yardim
ile de tammlanabilir. Ayrica, G(n,m) Grasmaniyen manifoldu N = (’ZZ) olmak iizere,
bir E¥ Euclid uzayia daldirilabileceginden, sonlu tipten tasvir kavrami klasik Gauss
tasviri i¢in de verilebilir. Klasik Gauss tasviri yari—Euclid uzayinin yari—Riemann alt
manifoldlari i¢in de benzer sekilde tanimlanir.

Bir Riemann manifoldunun kiire i¢ine olan izometrik daldirmasi, Euclid uzayimnin bir
izometrik daldirmasi gibi diisiiniilebilir. Dolayisiyla, bu daldirmaya karsilik gelen
Gauss tasviri klasik anlamda tanimlanabilir. Ancak, bu tanimlanan Gauss tasviri
kiirenin degil, Euclid uzaymnin 6zelliklerini yansitmaktadir. Bu nedenle, M. Obata
tarafindan Gauss tasvirinin tanimi asagidaki sekilde degistirilmigtir:

X:M— M, n—boyutlu bir M manifoldundan m—boyutlu basit baglantili, tam belirsiz
bir M uzay formuna izometrik bir daldirma olmak iizere, Obata anlaminda Gausg
tasviri, M manifoldunun bir p noktasimi, x(p) noktasinda x(M)’ye teget olan M
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manifoldunun bir n—boyutlu tiimden jeodeziklerine gotiiren bir tasvirdir. M=S§"
olmasi durumunda, kiiresel Gauss tasviri olarak adlandirilan bu tasvir, M manifoldu
iizerindeki bir p noktasin1 §” kiiresinin E”*! Euclid uzayinin (n + 1)-boyutlu lineer
alt uzaylar ile S kiiresinin kesigimi ile elde edilen n—boyutlu tiimden jeodeziklerine
goturiir.

Euclid veya yari—Euclid uzaymin izometrik bir daldirmasma karsilik gelen Gauss
tasviri, sifirdan farkli A sabiti ve C sabit vektorii icin Av = A(v + C) saghyorsa,
v Gauss tasviri 1-tipindendir. Ancak, zaman i¢inde helikoid, 3—boyutlu Minkowski
uzayinda B—scroll yiizeyi, genellestirilmis katenoid gibi bazi alt manifoldlarin Gauss
tasvirlerinin yukarida bahsedilen esitligi bir f diizgiin fonksiyonu i¢in sagladigi
gozlemlenmigtir. f diizgiin bir tasvir ve C sabit vektor olmak iizere, v Gauss tasviri
Av = f(v 4 C) denklemini sagliyorsa, v tasvirine noktasal 1-tipinden Gauss tasviri
denir. C = 0 ise, birinci ¢esit noktasal 1-tipinden, aksi takdirde ikinci c¢esit noktasal
1-tipinden Gauss tasviri seklinde isimlendirilir.

Bu tez calismasi boyunca, yari—Euclid uzayinda bazi donme matrisleri altinda
degismez kalan donel ylizeylerden Gauss tasviri noktasal 1-tipinden olanlarin
ve yari—kiiresel Gauss tasviri sonlu tipten olan yari—kiirenin yari—Riemann alt
manifoldlarinin siniflandirmasi ve karakterizasyonu yapilacaktir. Bu tezin icerigi ve
elde edilen sonuclar kisaca asagidaki sekilde verilebilir:

Birinci boliimde, tez calismasinin konusu iizerine bir giris yapilmis ve sonlu tipten
teorisi ve noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar ile ilgili literatiirde
yer alan calismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, tez c¢alismasina temel olusturacak kavramlardan ve teoremlerden
bahsedilmistir. Konu ile ilgili alt yap1 bu boliimde yer almaktadir.

Uciincii boliimde ise, yari—Euclid uzayinm bazi donel yiizeylerinden bahsedilmistir.
Bu yiizey ailelerinden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlarla ilgili
siniflandirma ve karakterizasyon teoremleri elde edilmistir. Bu boliim ii¢ alt boliimden
olusmaktadir. Ilk olarak, IE‘It Minkowski uzayinda profil egrisi 2—boyutlu zamansal
diizlem i¢inde kalan zamansal donel yiizeyler lizerine ¢alisilmistir. Bu donel yiizeyler
cift donmeli donel yiizey olarak isimlendirilmistir. Cift donmeli zamansal donel
yiizeylerden birinci ¢esit veya ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olanlar smmiflandirlmigtir.  ikinci kisimda, IET‘It Minkowski uzayinda iki boyutlu
donme eksenine sahip bazi1 6zel donmeler tizerinde calisilmistir. Eliptik, hiperbolik
ve parabolik olmak iizere ii¢ cesit donel yiizey incelenmistir. Bu boliimde elde
edilen sonuglar yiizeyin uzaysal veya zamansal olmasina gore ayrilmistir. Eliptik ve
hiperbolik tipten diiz uzaysal donel yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olanlar simiflandirilmistir.  Daha sonra, parabolik tipten diiz uzaysal donel
yiizeylerden harmonik Gauss tasvirine sahip olanlar belirlenmistir ve IE‘It Minkowski
uzayinda ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, parabolik tipten diiz
uzaysal bir donel ylizey olmadig1 gosterilmistir. Benzer sekilde, siniflandirma ve
karakterizasyon teoremleri eliptik, hiperbolik ve parabolik tipten diiz zamansal donel
yiizeyler icin elde edilmistir. Ancak, E‘I‘ Minkowski uzayinda parabolik tipten diiz
zamansal bir donel yiizeyin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamayacagi
sonucu bulunmustur.

Son olarak, profil egrisi 2-boyutlu diizlem i¢inde kalan ve IE*Z,‘zL yari—Euclid uzayinin bazi
donmeleri altinda degismez kalan donel yiizeyler incelenmistir. Bu donel yiizeylerden
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sifir ortalama egrilige sahip olanlar simiflandiriliktan sonra, Gauss tasviri noktasal
I-tipinden olanlar iizerine ¢alisilmugtir. E‘Z‘ uzaymin bu sekilde tanimlanan donel
yiizeylerinden yari—ombilik olanlar belirlenmigstir. Bu donel yiizeylerden noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilmastir.

Dérdiincii boliimde, yari—kiirenin sonlu tipten yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip
yari—-Riemann alt manifoldlar1 incelenmistir. Bu boliim ii¢ alt boliimden olugmaktadir.

Ik olarak, harmonik yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—kiirenin yari—Riemann
alt manifoldlar i¢in karakterizasyon teoremi elde edilmistir. Ozel olarak, yari—kiirenin
uzaysal ve Lorentziyen ylizeyleri i¢in sitmiflandirma yapilmagtir.

Daha sonra, yari—kiirenin 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—Riemann
alt manifoldlar1 i¢in siniflandirma yapilmigtir. Bu simiflandirma yari—kiiresel Gauss
tasvirinin spektral aciliminin sifirdan farkli sabit terimi icerip icermemesine gore
incelenmistir.  S”~! yari—kiiresinin bir yari—Riemann alt manifoldunun spektral
aciliminda sabit terimi sifir olan 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul, bu yari—Riemann alt manifoldunun skaler egriliginin
sabit, normal konneksiyonun diiz ve S’S"_l yari—kiiresi i¢inde ortalama egrilik
vektoriiniin sifir olmasi gerektigi sonucuna ulagilmistir. Yari—kiirenin herhangi boyutlu
ve indeksli bir yari—-Riemann alt manifoldu i¢in yukarida verilen karakterizasyon
teoreminden sonra 6zel olarak, yari—kiirenin uzaysal ve Lorentziyen yiizeylerinden
yari—kiiresel Gauss tasviri 1-tipinden olanlar siniflandirilmigtir. Spektral a¢iliminda
sifirdan farkli sabit terim iceren l—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip
yari—-Riemann alt manifoldlar tizerine calisilmistir ve bu siniflandirma yari—Riemann
alt manifoldunun ortalama egrilik vektoriiniin karakterine gore iki ayri1 teoremde
ifade edilmistir. Ayrica, S"*! yari—kiiresinin tiimden ombilik diiz bir hiperyiizeyinin,
yani, yari—horohiperkiirenin, biharmonik yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip oldugu
gosterilmisgtir.

Son kisimda, yari—kiirenin 2-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olan
yari-Riemann alt manifoldlar1 incelenmistir. Ik olarak, S} yari—kiiresi icinde
ortalama egrilik vektorii sifir olan bir yiizey icin yari—kiiresel Gauss tasvirinin
ikinci Laplasiyen ifadesi hesaplanmistir. 8‘2t yari—kiiresi icinde sifir ortalama egrilik
vektoriine sahip, yonlendirilmis Lorentziyen bir yiizeyin 2—tipinden yari—kiiresel
Gauss tasvirine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun bu yiizeyin Gauss
egriliginin K = % ve normal egriliginin |[KP| = % olmas1 gerektigi ispatlanmugtir.
Bu ifadeye 6rnek olarak, Lorentziyen Veronese yiizeyi verilmistir. S* kiiresi i¢inde
2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip yegane ylizey Veronese yiizeyi iken, Sg
yari—kiiresi i¢inde Lorentziyen Veronese yiizeyinden bagka 2-tipinden yari—kiiresel
Gauss tasvirine sahip ylizey ailelerinin var oldugu sonucu elde edilmistir. Daha sonra
yari-Riemann manifoldlarinin yari—Riemann hiperyiizeyleri {izerine c¢alisilmistir.
Kosegenlestirilebilen sekil operatoriine sahip, yani, has yari—-Riemann hipeyiizeylerin
2-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul elde
edilmistir. S% de Sitter uzaymnin has yiizeylerinden 2-tipinden yari—kiiresel Gauss
tasvirine sahip olanlar simiflandirilmistir. Lorentziyen yiizeylerin sekil operatorlerinin
kosegenlesmek zorunda olmamasi, Riemann’da karsili§1 olmayan, 6rnegin B—scroll
ve kompleks cemberler gibi, bazi yiizey ailelerinin ortaya ¢ikmasina yol agmistir. Bu
calismada ise, S? de Sitter uzay1 i¢cindeki B—scroll yiizeyinin yari—kiiresel Gauss tasviri
sifirl1 2—tipinden oldugu gosterilmistir.
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FINITE TYPE SUBMANIFOLDS AND GAUSS MAPS

SUMMARY

In the late 1970’s, the theory of finite type submanifolds in Euclidean space was
initiated by B.-Y. Chen. Later, the notion of finite type was extended to differentiable
maps on Riemannian manifolds, especially, to Gauss maps of Euclidean submanifolds.
Since then, many geometers have obtained substantial results about characterizing or
classifying the submanifolds of Euclidean space or pseudo—Euclidean space in terms
of finite type. The generalization to more general maps attracted the interest of people
working in analysis to finite type theory, and it is now considered an active research
field with several open problems.

A smooth map from a Riemannian manifold into a Euclidean space is said to be of finite
type if it is a finite sum of k vector valued eigenfunctions of the Laplacian operator.
Otherwise, it is of infinite type. If all of the corresponding k eigenvalues are mutually
distinct, then it is said to be of k—type.

Letx : M — E™ be an isometric immersion of an oriented n—dimensional Riemannian
manifold M into a Euclidean space E™. Let G(n,m) denote the Grassmannian manifold
consisting of all oriented n—planes through the origin of E™. The classical Gauss map
v :M — G(n,m) is a smooth map which carries each point p € M to the oriented
n—plane in E™ obtained by parallel translation of the tangent space to x(M) at X(p) in
E™ to the origin. Note that since G(n,m) is canonically embedded into a Euclidean
space EV, where N = (), the notion of finite type map can be defined for the
classical Gauss map. The classical Gauss map associated with a pseudo—Riemannian
submanifold of a pseudo—Euclidean space can be given in a similar way.

An isometric immersion of a Riemannian manifold into a sphere can be also viewed
as an isometric immersion into a Euclidean space, and thus the Gauss map associated
with such an immersion can be given in the classical sense. However, for the Gauss
map to reflect the properties of the immersion into a sphere, instead of the Euclidean
space, M. Obata modified the definition of Gauss map appropriately as follows:

Let X : M —> M be an isometric immersion from an n—dimensional manifold M into
an m—dimensional simply connected complete space M of constant curvature. The
generalized Gauss map in Obata’s sense carries each p € M into the totally geodesic
n—space tangent to x(M) at x(p). In the case M = S™, the map, called spherical
Gauss map, assigns to each p € M a totally geodesic n—sphere of S which is uniquely
determined by the intersection of a linear (n + 1)—-dimensional subspace of E”*! and
S™.

The Gauss map v of a submanifold of Euclidean space or pseudo—Euclidean space
is said to be of (global) 1-type if it satisfies Av = A(v 4 C) for a non—zero constant
A and a constant vector C, where A denotes the Laplace operator. In time, it has
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been observed that there are some geometrically important submanifolds, such as
helicoids, B—scrolls in a 3-dimensional Minkowski space 3, generalized catenoids,
spherical n—cones and Enneper’s hypersurfaces in E**! whose Gauss map v satisfies
Av = f(v + C) for some smooth functions f on the submanifold and some constant
vectors C. A submanifold of a Euclidean space or a pseudo Euclidean space is said
to have pointwise 1-type Gauss map if its Gauss map satisfies that equation for some
smooth function f on the submanifold and for some constant vector C. In particular, if
C is zero, it is said to be the first kind. Otherwise, it is said to be of the second kind.

In this thesis, there are two main problems which are studied. One of them is related
to different types of rotational surfaces in the pseudo—Euclidan space with pointwise
I-type Gauss map and the other one is pseudo—spherical submanifolds with finite type
pseudo—spherical Gauss map. A short overview of the results obtained in this thesis is
given as follows.

In the first chapter, main topics of thesis are discussed briefly and a review of
literature about finite type theory and submanifolds with pointwise 1-type Gauss map
is mentioned.

In the second chapter, a short survey of all the theory that will be needed in the
following chapters is given.

The aim of the third chapter is to obtain some classification and characterization
theorems of some special classes of rotational surfaces in the pseudo—Euclidean space
with pointwise 1-type Gauss map of the first kind and the second kind. The scheme of
problems in the third chapter is as following:

First, timelike rotational surface in the Minkowski 4—space with profile curve lying in
2—dimensional timelike plane, which is called double rotational surface, is studied. All
such surfaces with pointwise 1-type Gauss map of the first kind are classified and then
timelike double rotational surfaces with pointwise 1-type Gauss map of the second
kind are focused. Then, it is proved that there exists no non—planar timelike rotational
surface with flat normal bundle and pointwise 1-type Gauss map of the second kind.

Secondly, a different class of rotational surfaces in Minkowski space E‘f with
2—dimensional axis is considered. There are three types of rotational surfaces with
2—dimensional axis, called rotational surfaces of elliptic, hyperbolic or parabolic type
which are invariant under spacelike rotation, hyperbolic rotation and screw rotation,
respectively. All flat spacelike rotational surfaces of elliptic and hyperbolic types
with pointwise 1-type Gauss map of the first and second kind are determined. Then,
flat spacelike rotational surfaces of parabolic type with harmonic Gauss map are
characterized. Also, it is shown that there exists no flat spacelike rotational surface of
parabolic type in E‘f with pointwise 1-type Gauss map of the second kind. Similarly,
the classification and characterization of flat timelike rotational surfaces of elliptic,
hyperbolic and parabolic types in Minkowski space with 2—dimensional axis and
having pointwise 1-type Gauss map are done. Also, it is shown that there exists no flat
timelike rotational surface of parabolic type in Edl' with pointwise 1-type Gauss map.

Finally, some special classes of non—planar rotational surfaces in the pseudo—Euclidean
space IE‘Z1 with profile curves lying in 2—planes are considered. The differential equation
that characterizes such rotational surfaces in Eg with zero mean curvature is solved
and examples of maximal surfaces and Lorentz surfaces with zero mean curvature in
E‘z‘ are given. Then, such rotational surfaces in the pseudo—Euclidean space IE‘Zt with
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zero mean curvature vector and having pointwise 1-type Gauss map of the second
kind are obtained. Furthermore, all such pseudo—umbilical rotational surfaces in
the pseudo—Euclidean IET‘Z‘ are determined, and they are examined in terms of having
pointwise 1-type Gauss map.

In the fourth chapter, pseudo—spherical submanifolds with finite type pseudo—spherical
Gauss map which is obtained from Obata’s map for pseudo—spherical immersions are
studied. The scheme of problems in the fourth chapter is as following:

First of all, the pseudo—Riemannian submanifolds in the pseudo—sphere with harmonic
pseudo—spherical Gauss map are considered. Then, Riemannian and Lorentzian
surfaces of arbitrary codimension in a pseudo—sphere whose pseudo—spherical Gauss
map is harmonic are completely classified. In some cases, a global classification is
obtained, while in the other cases the surfaces are described by an explicit system of
partial differential equations.

Secondly, the characterization of pseudo—Riemannian submanifolds in the
pseudo—sphere S”~! C E™ with 1-type pseudo—spherical Gauss map is obtained.
This is divided into two cases depending on whether the spectral decomposition
of the pseudo—spherical Gauss map contains a non—zero constant component
or not. It is proven that a pseudo—Riemannian submanifold of S”~! C E” has
1-type pseudo—spherical Gauss map with zero constant component in its spectral
decomposition if and only if it has zero mean curvature vector in S”"~! C E™,
constant scalar curvature and flat normal connection. Also, a complete classification
for spacelike surfaces and Lorentzian surfaces in the pseudo—sphere S~ ! C E™ is
determined. Then, the pseudo—Riemannian submanifolds of a pseudo—sphere with
1-type pseudo—spherical Gauss map having a non—-zero constant component in its
spectral decomposition are considered. According to the casual character of the mean
curvature, two different classification theorems are obtained. Moreover, it is showed
that an n—dimensional pseudo horosphere in §"*! C E/*2, that is, a flat and totally
umbilical hypersphere of S**!, has biharmonic pseudo—spherical Gauss map.

Finally, pseudo—Riemannian submanifolds in a pseudo—sphere with 2-type
pseudo—spherical Gauss map are considered. It is shown that a Lorentzian surface
in a pseudo—sphere 8‘21 - Eg with zero mean curvature vector in S‘z‘ has 2-type
pseudo—spherical Gauss map if and only if it has Gaussian curvature K = % and normal
curvature K? with |KP| = % As an example for above statement, Lorentzian Veronese
surface is mentioned and the geometric quantities of this surface are given. It is
known that Veronese surface in S* is the only minimal surface with 2—type spherical
Gauss map. However, there are surfaces in S‘z‘ C ]E; with 2—type pseudo—spherical
Gauss map apart from Lorentzian Veronese surface. Moreover, pseudo—Riemann
hypersurfaces in a pseudo—sphere are studied. The necessary and sufficient condition
having 2-type pseudo—spherical Gauss map for pseudo—Riemannian hypersurfaces
with a diagonalizable shape operator, which is called proper hypersurfaces, is obtained.
That is, a non—totally umbilical proper hypersurface in a pseudo—sphere S’S’H - E?“
with non—zero constant mean curvature has 2—type pseudo—spherical Gauss map if and
only if it has constant scalar curvature. In particular, a classification of proper surfaces
in the de Sitter space S{’ C ]E‘ll with 2—-type pseudo—spherical Gauss map is given. It
is well-known that the shape operator of a pseudo—Riemannian surface does not need
to be diagonalizable. Because of this fact, there are significant differences between
Riemannian and pseudo—Riemannian cases. There are some families of surfaces in the
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pseudo—Riemannian manifolds which have no Riemannian counterparts such as the
B—scrolls and the complex circles. Then, Lorentzian surfaces in the de Sitter space
S{’ C IE‘I1 with non—diagonalizable shape operator are examined. It is given that the
B-scroll over a null curve in S? C IE‘I‘ has null 2—type pseudo—spherical Gauss map.
As a consequence, it is proved that a Lorentzian surface in S? with non—zero constant
mean curvature and a non—diagonalizable shape operator at any point has null 2—type
pseudo—spherical Gauss map if and only if it is an open part of a non—flat B—scroll over
a null curve.

XX



1. GIRIS

Euclid uzayinda sonlu tipten alt manifold kavrami 1970’1i yillarin sonlarina dogru
B.-Y. Chen tarafindan ortaya atilmistir. Bu kavramin tanimlanma amaci ilk olarak,
Euclid uzayinin kompakt alt manifoldlarinin toplam ortalama egriliklerine olabilecek
en iyi tahmini yapabilmek ve Euclid uzaylarinin alt manifoldlar1 icin derece kavramini
tanimlayabilmek olsa da zamanla farkli amaclar i¢in aktif olarak calisilan bir konu
haline gelmistir. Literatiirde bu konu ile ilgili yapilmis bir¢cok calisma ve halen
cevap bulamamis sorular bulunmaktadir. Ayrica, sonlu tipten kavrami alt manifoldlar
teorisinin aracglarinin spektral geometride kullanilmasi firsati sunmasi agisindan da
onemli bir ¢calisma alanidir. [1] numara ile verilen B.-Y. Chen’nin 1984 yilinda basilmis
bu konu ile ilgili temel kavramlari ve teoremleri i¢eren bir kitab1 bulunmaktadir ve bu
kitabin [2] numara ile verilen genisletilmis ikinci baskist 2015 yilinda yayinlanmistir.
Bunun disinda, konunun gelisimini ve son durumunu anlayabilmek icin faydali olacak
B.-Y. Chen tarafindan derlenmis, sonlu tipten kavrami iizerine [3, 4] numaralar ile

verilen bagka calismalar da bulunmaktadir.

1986 yilinda ise, sonlu tipten manifoldlar kavrami B.-Y. Chen, J. M. Morvan ve T.
Nore tarafindan Euclid uzayinin alt manifoldlari {izerinde tanimli diizgiin tasvirlere
genigletilmistir ve [5] numara ile verilen bu calismada, sonlu tipten Gauss tasvirine

sahip alt manifoldlar i¢in baz1 topolojik sonuglar elde edilmistir.

Euclid uzayindaki sonlu tipten manifold ve tasvir tanimi agagidaki sekilde verilir:
¢ : M — E™ kompakt bir M Riemann manifoldundan E™ Euclid uzayima diizgiin
bir tasvir olmak iizere, ¢ tasviri Laplace operatoriiniin 6zvektorlerinin sonlu toplami

seklinde yazilabiliyorsa, ¢ diizgiin tasvirine sonlu tipten tasvir denir. Yani, ¢ tasviri

¢:¢O+¢l+"'+¢k7 A¢i:A’i¢i7i:17"'ak

sonlu spektral acilimina sahiptir. Burada, ¢y, E™ Euclid uzayinda sabit bir vektor ve
¢;’ler E"—degerli sabit olmayan tasvirlerdir. ¢; 6zvektorlerine karsilik gelen A;’ler
ayrik ve k tane ise ¢ tasvirine k—tipinden tasvir denir. Ayrica, ¢ tasviri izometrik bir

daldirma ise, M manifolduna E™ Euclid uzayinin sonlu tipten alt manifoldu denir.
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Bu tanim kompakt Riemann manifoldlar i¢in verilmistir ve kompaktlik 6nemli bir
kosuldur. Ciinkii, kompakt olmayan bir manifold {izerinde Laplasiyeni sifir olan
tasvirler her zaman sabit bir tasvir olmak zorunda degildir. Bu nedenle, [3] numaral
calismada, B.-Y. Chen sonlu tipten kavramini kompakt olmayan manifoldlar icin de

benzer sekilde tanimlamugtir.

Sonlu tipten alt manifold ve tasvir tanimi, yari—Riemann alt manifoldlar1 i¢inde [6, 7]

numarali calismalarda benzer sekilde tanimlanmis ve sonuclar elde edilmistir.

Sonlu tipten kavrami diferansiyellenebilir tasvirler i¢in verildikten sonra, en ¢ok alt
manifoldlar iizerinde 6nemli bir tasvir olan Gauss tasviri tizerine ¢aligilmistir. Sonlu
tipten Gauss tasvirine sahip alt manifoldlarla ilgili bircok ¢aligma yapilmistir ve

sonuclar elde edilmistir. Bunlardan bazilar1 [8—11] ile verilmistir.

Euclid uzaymin izometrik bir daldirmasina karsilik gelen Gauss tasvirinin tanimi

asagidaki sekilde verilir:

X : M — E™, yonlendirilmis bir M Riemann manifoldundan E” Euclid uzayimna
izometrik bir daldirma olsun. Bu durumda, bu izometrik daldirmaya karsilik gelen
klasik Gauss tasviri, M manifoldunun her p noktasini, manifoldun o noktadaki
teget uzaymmin [E” Euclid uzayinin orijinine taginmasiyla elde edilen n—boyutlu
diizleme gotiiren tasvirdir. Klasik Gauss tasviri, manifoldun teget uzay1 yardimiyla
tanimlanabilecegi gibi, normal uzay1 yardimi ile de tanimlanabilir. [12] numara ile
verilen calismada, Y. H. Kim ve D. W. Yoon tarafindan, klasik Gauss tasviri E}’

yari—Euclid uzayinin izometrik daldirmalari i¢in de verilmistir.

Kiire i¢inde daldirilmis bir Riemann manifoldu ayni1 zamanda Euclid uzayinin bir
izometrik daldirmasi gibi diisiiniilebilir. Bu durumda, bu kiiresel daldirmaya karsilik
gelen klasik Gauss tasviri yukarida tanimlanan klasik Gauss tasvirinden farkli degildir.
Ancak, bu tasvir kiirenin 6zelliklerini yansitmak yerine, Euclid uzayinin 6zelliklerini
yansitmaktadir. Bundan dolay1, [13] numarali ¢calismada, M. Obata, Gauss tasvirinin

tanimin1 asagidaki sekilde degistirmistir.

X: M — M, yonlendirilmis bir M Riemann manifoldundan bir M sabit egrilikli,
basit baglantili ve tam uzayina izometrik bir daldirma olmak iizere, Obata tasviri
M manifoldunun her p noktasini, x(p) noktasinda, x(M) manifolduna teget olan M

uzaymin tiimden jeodezik alt uzayma gotiiren bir tasvirdir. M =S" veya M =H"



olmasit durumunda, Obata tasviri, sirasiyla, kiiresel Gauss tasviri veya hiperbolik

Gauss tasviri olarak isimlendirilir.

[14] numarali calismada C. S. Houh ve [15] numarali ¢calismada ise T. Ishihara,
yari—-Riemann manifoldlarinin yari—-Riemann alt manifoldlarinin Gauss tasviri iizerine
calismiglardir. Obata tasviri ile bu caligmalarda verilen tasvirler birbiriyle

uyusmaktadir.

Klasik Gauss tasviri ile kiiresel Gauss tasvirinin geometrik davraniglari birbirinden
farklidir. Ornegin, Euclid uzaymin kompakt alt manifoldlarinin klasik Gauss tasvirleri
her zaman kiitlesel simetrik iken, kiirenin kompakt alt manifoldlarinin kiiresel Gauss

tasvirleri her zaman kiitlesel simetrik olmak zorunda degildir.
Kiitlesel simetrik bir tasvirin tanimi ise asagidaki sekilde verilir:

¢ : M — S" ! C E™ diizgiin tasvirinin spektral agilimindaki sabit terimi, S"~!
kiiresinin [E™ Euclid uzayindaki merkezi ile ¢akisiyorsa, ¢ tasvirine kiitlesel simetrik

tasvir denir.

[11] numarali ¢alismada, B.-Y. Chen ve P. Piccinni 1-tipinden klasik Gauss tasvirine
sahip alt manifoldlar ile ilgili siniflandirma ve karakterizyon teoremleri vermislerdir
ve S"~! kiiresi icinde, kiitlesel simetrik 2-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip
yegane yiizeyin Veronese ylizeyi oldugunu gostermislerdir. Daha sonra, [16] numarali
calismada, B.-Y. Chen ve H.S. Lue tarafindan sonlu tipten kiiresel Gauss tasvirine
sahip alt manifoldlar ¢alisiimislardir. Bunlarin disinda, B. Bektas ve U. Dursun, S”~!
kiiresi icinde kiitlesel simetrik olmayan I-tipinden kiiresel Gauss tasvirine sahip alt
manifoldlarla ilgili stmiflandirma yapmuslardir ve S”~! kiiresinin hiperyiizeylerinden
kiiresel Gauss tasviri 2—tipinden olanlar1 ¢alismislardir. Bunun ile ilgili caligma [17]

ile verilmisgtir.

Euclid uzaymin kompakt bir M alt manifoldu iizerinde, v klasik Gauss tasvirinin
I-tipinden olmast i¢in gerek ve yeter kosul, v tasvirinin Av = A(v + C) denklemini
sifirdan farkli bir A sabiti ve C sabit vektoril i¢in saglamasidir. Zaman iginde yapilan
caligmalarla bazi manifoldlarin Gauss tasvirlerinin bu esitligi bir A sabiti i¢in degil,
bir diizgiin f fonksiyonu igin sagladig1 gozlemlenmistir. Ornek olarak, E* Euclid

uzayindaki Enneper yiizeyinin eslenigi, B—scrollar veya E’f“ Minkowski uzayinin



bazi hiperyiizeyleri verilebilir. Bu durumda, noktasal 1-tipinden Gauss tasviri denilen

kavramin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

E™ Euclid uzayinin bir M alt manifoldunun v klasik Gauss tasviri, bir f diizgiin
fonksiyonu ve C sabit vektorii i¢in Av = f(v 4+ C) denklemini sagliyorsa, bu tasvire
noktasal 1-tipinden Gauss tasviri denir. C = 0 ise, V tasviri birinci ¢esit noktasal
I-tipinden aksi durumda ise, ikinci ¢cesit noktasal 1-tipinden olarak isimlendirilir. Bu
tanim, yari—Euclid uzayinin alt manifoldlari izerinde tanimlanan klasik Gauss tasviri

icin de gecerlidir.

Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlarla ilgili bir¢ok caligma
bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 [18-20] ile verilmistir. [21-25] numarali
calismalarda Euclid ve yari—Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

donel yiizeyler ve hiperyiizeylerle ilgili sonuclar bulunmaktadir.

Bu tez calismasinda, temel olarak iki problem iizerine calisilmis ve sonuglar elde
edilmistir. Bunlardan birincisi, yari—Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olan donel yiizeylerin siniflandirilmasi ve karakterizasyonunun yapil-
mast ile ilgilidir. Tkinci problem ise, yari—kiirenin yari-Riemann alt manifoldlarindan
sonlu tipten yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlarin incelenmesidir. Tez ¢alismasi,

bes boliimden olugsmaktadir ve boliimlerin igerikleri asagidaki sekilde planlanmistir.

Birinci boliimde, tez calismasinda ele alinan konularla ilgili kisa bir literatiir taramasi

verilmisgtir.

Ikinci béliimde, bu ¢alisma boyunca kullanilacak olan alt manifoldlar teorisi ile ilgili
temel tanimlar ve denklemlerden bahsedilmistir. Ayrica, sonlu tipten kavrami, klasik
Gauss tasviri ve kiiresel Gauss tasviri ile ilgili detaylar verilmistir. Obata tasviri
kullanilarak, yari—kiiresel daldirmaya karsilik gelen yari—kiiresel Gauss tasvirinden

bahsedilmistir.

Uciincii boliimde, yari—Euclid uzayindaki donel yiizeylerden noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olanlar iizerine calisilmisti. Bu bolim ii¢ alt boliimden

olusmaktadr.

Ik olarak, E‘f Minkowski uzayinda profil egrisi iki boyutlu zamansal diizlem iginde
kalan, ¢ift donmeli zamansal donel yiizeylerden birinci cesit veya ikinci ¢esit noktasal

I-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilmistir.
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Daha sonra, ]E‘ll uzayinda eliptik, hiperbolik ve parabolik tipten donel yiizeylerin tanimi
verilmis ve eliptik, hiperbolik ve parabolik tipten diiz donel yiizeylerden noktasal
I-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar belirlenmistir. Bu boliimdeki elde edilen

sonuglar donel yiizeyin uzaysal veya zamansal olmasina gore ayrilmistir.

En son olarak, E‘Z‘ yari—Euclid uzayinda belirli donme gruplari ele alinmis ve profil
egrisi iki boyutlu diizlem i¢inde kalan bu donme matrisleri altinda de8ismez kalan
donel yiizey ailesi iizerine calisilmustir. i1k olarak, bu donel yiizeylerden sifir ortalama
egrilikli olanlar, daha sonra yari—ombilik olanlar stmiflandirilmistir. Ayrica, bu donel
yiizeylerden Gauss tasviri birinci ¢esit veya ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olanlar

incelenmistir.

Dordiincii boliimde, sonlu tipten yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—kiire icindeki

yari—Riemann alt manifoldlar1 incelenmistir. Bu boliim ii¢ alt boliimden olugmaktadir.

Ik olarak, yari—kiiresel Gauss tasviri harmonik olan yari—kiirenin yari-Riemann
alt manifoldlart i¢in karakterizasyon teoremi elde edilmistir. Ikinci olarak,
yari—kiiresel Gauss tasvirinin spektral acilimda sabit terimin sifir veya sifirdan farkli
olup olmamasina gore 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—kiirenin
yari—Riemann alt manifoldlar ile ilgili sitmflandirma ve karakterizasyon teoremleri
elde edilmigtir. Son olarak, yari—kiiresel Gauss tasviri 2—tipinden olan yari—Riemann
alt manifoldlar1 incelenmigtir.  Bu problem kapsaminda ise, indeksi 1 ve 2
olan 4-boyutlu yar1 kiire icindeki uzaysal ve Lorentziyen yiizeylerden 2—tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlar icin karakterizasyon ve simiflandirma
teoremleri elde edilmistir. Ayrica, karsit boyutun 1 olmasi, yani, hiperyiizey durumu
tizerine de ¢alisilmigtir. Yari—Riemann hiperyiizeyleri icin elde edilen sonuglar sekil

operatoriiniin kosegenlesip kosegenlesmemesine gore ayr1 ayri incelenmistir.

Son boliim ise, bu tez calismasinda ele alinan problemlerle ilgili sonu¢ ve Oneriler

kismina ayrilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismast boyunca kullanilacak olan temel kavramlardan ve
teoremlerden bahsedilecektir. Bu boliim olusturulurken [26], [27] ve [28] numaralari

ile verilen kitaplardan yararlanilmistir.

2.1 Yari—-Riemann Manifoldu

Yari—-Riemann manifoldunun tanimi verilmeden 6nce diferansiyellenebilir bir mani-

foldun tanim1 verilecektir.

Tanmm 2.1. M bir Hausdorf uzayt olmak iizere, M iizerindeki (Uj, ¢;)icn agctk
haritalar toplulugu asagidaki sartlar: sagliyorsa, bu haritalar topluluguna M iizerinde
n—boyutlu bir diferansiyellenebilir yapt denir:

i. Ortii aksiyomu: M = UjcpUs;,

ii. Haritalarin uwyumluluk aksiyomu:
Her i,j € A igin ¢jo ¢ : i(U:NU;) — ¢;(UiNU;) tasviri diferansiyel-

lenebilirdir,
iii. (Ui, ®;)ien toplulugu i. ve ii. sartlarmn saglayan agik haritalarin en biiyiigiidiir.
Burada, ¢;(U;), R"’nin agik bir alt kiimesidir.
(Ui, 0:)ica agik haritalar toplulugu yukaridaki tammda verilen i. ve ii. sartlarini

sagliyorsa (U;, §;)icp’ye M uzayinin bir atlast denir

Bu durumda, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir yapiya sahip M Hausdorf uzayina

n—boyutlu diferansiyellenebilir manifold veya C*—manifold denir.

Tanmmm 2.2. V reel vektor uzayt iizerinde simetrik bir R—lineer B formuna simetrik

bilineer form denir. Yani, Va,b € R ve Vu,v,w €V icin
B:VxV—R

doniistimii



i. B(u,v)=B(v,u),

ii. B(au+bv,w)=aB(u,w)+bB(v,w),
B(u,av+bw) = aB(u,v) +bB(u,w)

ozelliklerine sahiptir.

Tamim 2.3. V reel vektor uzayt iizerinde B simetrik bilineer formuna

i. Yve Vvev#0icin B(v,v) > 0 ise pozitif tanimli,

ii. Yv € Vvev=0icinB(v,v) <0 ise negatif tanimli,
iii. Yv € Vvev#0icin B(v,v) > 0 ise pozitif yar tammli,
v. Yv € Vvev#0icin B(v,v) <0 ise negatif yart tanimli,

v. Yw € Vicin B(v,w) = 0 iken v = 0 ise dejenere olmayan, aksi durumda dejenere

bilineer form denir.

Tanim 2.4. B, V reel vektor uzayi iizerinde simetrik bilineer bir form olsun. Bly
negatif tammlt oldugu en genis W C V alt uzaymmin boyutuna B simetrik bilineer

Sformunun V vektor uzay: iizerindeki indeksi denir.

Tanim 2.5. V reel bir vektor uzayt olmak iizere, V iizerinde tanimli dejenere olmayan
bir simetrik bilineer forma, V reel vektor uzay: iizerinde bir skaler ¢carpim denir.
Ayrica, V iizerinde pozitif tamiml bir skaler ¢carpima i¢ carpim denir. 'V vektor uzayt

lizerinde g skaler bir carpum ise, (V,g) ikilisine skaler carpimly vektor uzayt denir.

Tamm 2.6. (V, g) reel vektor uzayt iizerinde ortonormal baz vektorleri icin
gleiej) = €0;j , gleie)) = € = =£1

saglamir ve Vv € V vektorii

y= Zn: gig(v,e)e; (2.1

Kronecker deltasint gostermektedir.



{e1,ey,...,en}, n—boyutlu skaler carpimli V uzayinin ortonormal bir bazi olmak iizere,
bu vektorlerin isaretleri €1, &, . . ., £, den negatif olanlarinin sayis1 V uzayinin indeksini

gostermektedir.
Tanm 2.7. T,(M), M manifoldunun bir p noktasindaki teget uzayr olmak iizere,
g:TyM x T,M — R
(Xp,Yp) — 8(Xp,Y)p)

biciminde tamimli sabit t indeksli, dejenere olmayan ve simetrik (0,2) tipindeki bir g
tensdriine M manifoldu iizerinde bir metrik tensor denir. (-,-) ile de gosterilir, yani,

g(Xp»Yp) = <XpaYp> dir.

(M, g) ciftine ise, yari—Riemann manifoldu denir. g metrik tensoriiniin ¢ indeksine
yari—Riemann manifoldunun indeksi denir ve ¢ indeksli yari—-Riemann manifoldu M,
ile gosterilir. 0 <t < dim(M) olur. Ozel olarak, indeksin sifir olmasi durumunda
M manifoldu bir Riemann manifoldu olarak, indeksin bir olmasi1 durumunda ise M,

manifoldu Lorentz manifoldu olarak isimlendirilir.

Tanim 2.8. v, M yari—Riemann manifolduna teget bir vektor olsun. Bu durumda,

i. g(v,v)>0vev=_0isev vektorii uzaysal,
ii. g(v,v) <0 isev vektorii zamansal,

iii. v# 0 olmak iizere g(v,v) = 0 ise v vektirii tsiksal
olarak isimlendirilir.

M yari-Riemann manifoldu iizerinde bir o egrisinin karakteri &’ teget vektoriiniin
karakterine baghdir. Yani, o’ uzaysal ise egri uzaysal, zamansal ise egri zamansal ve

1s1ksal ise o egrisi 1s1ksal bir egridir.
Tanmm 2.9. f,g € C*(M) and X,Y,Z € (M) olmak iizere,

Vi x (M) x x (M) — x(M)

(X,Y) — VxY

seklinde tamimlanan ve



I Vx(Y —l—Z) =VxY+VxZ,

il V(fx+gy)z = fVxZ+¢gVyZ,
iii. Vx(fY)=X(f)Y+fVxY

sartlarint saglayan V fonksiyonuna M manifoldu iizerinde afin konneksiyon ve VxY
ifadesine de, Y vektor alaninin X’e gore kovaryant tiirevi denir.

Tanmm 2.10. XY € (M) olmak iizere, Lie parantezi

[ (M) x 2 (M) — % (M)
(X,Y) — X, Y] =XY-YX

seklinde tamimlanan bir tasvirdir.

Burulma tensorii 7', (1,2) tipinde bir tensordiir ve 7(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y]
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1. Bir M yari—Riemann manifoldu iizerinde asagidaki sartlar: saglayan tek
tiirlii V konneksiyonu vardur:

i. g metrigiile wyumludur, yani,

X(8(Y,2)) = g(VxY,2) +¢(Y,VxZ),

ii. Burulmasizdir, yani, T(X,Y) =0veya VxY —VyX = [X,Y].

Bu durumda, V konneksiyonu M manifoldu iizerinde Levi—Civita konneksiyonu olarak
adlandirilir ve

28(VyZ,X)=Yg(Z,X)+Zg(X,Y)—Xg(Y,Z) —g(Y,[Z,X]) +g(Z,[X,Y]) +g(X,[Y,Z])
Kozsul formiilii ile karakterize edilir.

Tamm 2.11. M bir yari—Riemann manifoldu ve V Levi—-Civita konneksiyonu olmak
lizere,
R (M) x 2 (M) x 2 (M) — % (M)

(X,Y, Z) — R(X, Y)Z = Vvaz — VYsz — V[X,Y]Z
seklinde tamimlanan (1,3) tipinde tensére Riemann egrilik tensorii denir. Ayrica,
R(X,Y;Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) ile gosterilir.
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M manifoldunun bir p noktasindaki teget uzay1 7,(M)’nin 2-boyutlu bir lineer alt

uzayina diizlemsel bir kesit denir. {X,Y } bu diizlemsel kesitin bazlar1 olmak iizere,

Q(XvY) :g(X7X)g(Y7Y) - (g(X’Y))Z

seklinde tanimlanan Q(X,Y) € R dir. Bu diizlemsel kesitin dejenere olmayan bir
diizlem olmast i¢in gerek ve yeter kosul, Q(X,Y) # 0 dir. Bu durumda, bir M Riemann

manifoldu i¢in kesitsel egrilik asagidaki sekilde tanimlanir:

Tamim 2.12. Bir M yari—Riemann manifoldunun bir p noktasindaki dejenere olmayan

bir diizlemsel kesiti icin kesitsel egrilik

R(X,Y:Y,X)

BT =" 0w y)

seklinde tammlamir ve K,(X,Y)’ nin degeri bu diizlemsel kesit icin segilen {X,Y}

bazindan bagimsizdir.

Her p € M ve bu noktadaki her diizlemsel kesit i¢in K, sabitse, M manifolduna
sabit egrilikli uzay denir ve R(X,Y;Y,X) = cQ(X,Y) olarak yazilabilir. Burada, c,
M manifoldunun egriliidir. M manifolduna ait her p noktas: i¢in K, 6zdes olarak
sifirsa, M manifolduna diiz manifold denir. Bu durumda, M manifoldunun diiz olmasi

icin gerek ve yeter kosul, R egrilik tensoriiniin her noktada sifir olmasidir.

Tamm 2.13. Sabit egrilikli, basit baglantili ve tam olan bir manifolda belirsiz uzay

formu denir.
Tamm 2.14. M yari—Riemann manifoldu iizerinde
Ric(X,Y)=tr{Z— R(Z,X)Y}

seklinde tamimlanan (0,2) tipinde tensire Ricci tensorii denir ve Ric ile gosterilir.

{e1,...,e,} vektorleri n—boyutlu M yari-Riemann manifoldu i¢in ortonormal bir baz

olmak tizere, bu durumda Ricci tensorii
n
Ric(X,Y) =) &R(e;,X:Y,e;) (2.2)
i=1

ile hesaplanir.
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Tamm 2.15. {ey,...,e,} vektirieri n—boyutlu bir M yari—Riemann manifoldu iizerinde
ortonormal bir baz olmak iizere,
n
S= Z 8,'8]'R(e,',ej;€j,ei) (2-3)
ij=1

fonksiyonuna M yari—Riemann manifoldunun skaler egriligi denir.

M manifoldunun yiizey olmasi durumunda, S skaler egriligi yiizeyin K Gauss
egriliginin iki katidir.
Simdi, bu ¢alisma boyunca kullanilacak olan belirsiz uzay formlarindan bahsedilecek-

tir.

EY, metrik tensorii g

m—s 2 m 2
g= Z dx; — Z dx;j
i=1 Jj=m—s+1

seklinde tanimlanan m-boyutlu s indeksli yari—Euclid uzayr olsun.  Burada,
(x1,...,%n), EM uzaymin kartezyen koordinat sistemi ve 0 < s < m dir. E?" yari—Euclid
uzay1 sifir egrilikli bir uzaydir. s = 0 ise, E” standart i¢ ¢arpima sahip Euclid uzay1

olur.

X € E" ve ¢ > 0 sabit olmak iizere,

1
S?_l(x()?C) = {XGEYS" : <X_X07X_X0> = _}7
C

1

H ! (xg, —¢) = {x eEy | (x—x,X—Xg) = _E}

ile verilen tam uzaylari, sirasiyla, yari—kiire ve yari—hiperbolik uzay olarak adlandirilir.
S"1(xg,c) ve H" !(xg,—c), sirasiyla, merkezleri xo ve egrilikleri c¢,—c olan
yari-Riemann manifoldlaridir. xg = 0 olmas1 durumunda, S”~'(0,c) ve H”~1(0, —¢)
uzaylar1 S"~!(c) ve H"!'(—c) ile, ¢ = 1 olmas1 durumunda ise, S"~! ve H"! ile
gosterilecektir. Ozel olarak, s = 1 olmasi durumunda E”, S’I"_l ve ]I-]I’I”_1 uzaylari,
sirastyla, fizikteki genel gorelilik kuramindan gelen Minkowski, de Sitter ve anti—de

Sitter uzay: olarak isimlendirilir. Ayrica, yari—hiperbolik uzaylarda s = 0 ise
H"(—¢) = {XEE’{‘: (x,x)z% <0 ve xm>0} (2.4)

ile verilen merkezi orjinde —c egrilikli H" ! (—c) uzayina hiperbolik uzay denir.

E" yari—Euclid uzayinin kosesi vo noktasinda olan -Z% (vg) 1s1k konisi

LEC(vo) ={veE!: (v—vy,v—vy) =0} (2.5)
12



seklinde tanimlanir. v orijin ise, £%(0) 151k konisi -£% ile gosterilir.

2.2 Yari—-Riemann Alt Manifoldlar:

Tanm 2.16. M ve M, swrastyla, boyutlart n ve m olan iki Riemann manifoldu olsun.

i. M, M’'min topolojik bir alt uzayi,
i i:M—M icine tasvirinin diferansiyeli birebir ise

M manifolduna, m—boyutlu M manifoldunun n—boyutlu bir alt manifoldu denir. m —n

sayisina da M alt manifoldunun M manifoldu icindeki karsit boyutu denir.

M alt manifoldunun metrigi g, M manifolduna ait £ metriginden indirgenmistir ve
dolayisiyla bu iki manifolda ait metrik g veya (-, -) ile gosterilecektir. M yari—-Riemann
bir manifold ve g metrigi M alt manifoldunun her noktasinda sabit indeksli ve
dejenere olmayan bir metrik ise, M’ye M yari—-Riemann manifoldunun yari—Riemann

alt manifoldu denir.

Tamim 2.17. M alt manifoldunun her X teget vektor alant igin (§,X) = 0 oluyorsa,

& 've normal vektor alani denir.

M, M yari-Riemann manifoldunun bir yari—Riemann alt manifoldu olmak iizere,
Levi—Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve Vile gosterilsin. X ve Y vektor alanlar1 M
alt manifolduna teget ve & vektor alan1 M alt manifolduna normal olmak iizere, Gauss

ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
VxY = VxY +h(X,Y) (2.6)

veE

Vx§ = —AgX +Dx& 27

seklindedir. Burada, 4 ikinci esas formu, Ag, M alt manifoldunun & normal vektorii
dogrultusundaki sekil operatoriinii veya Weingarten tasvirini ve D ise, M iizerine
indirgenen normal konneksiyonu gostermektedir. Sekil operatorii A ile ikinci esas form

h arasinda agagidaki denklemle verilen bir iligki bulunmaktadir:

(AeX,Y) = (h(X,Y),&). (2.8)
13



M’nin herhangi X,Y,Z W teget vektor alanlar1 ve &, 1 normal vektor alanlari igin, M

alt manifolduna ait Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri, sirasiyla,

RX,Y;Z,W) = R(X,Y:Z,W) +g(h(X,Z),h(Y,W)) — g(h(X,W),h(Y,Z)), (2.9)
(R(X,Y)Z)* = (Vxh> (¥,2) - (Vyh) (X,2), (2.10)
RP(X,Y;&,m) =R(X,Y;£,1) +g([Ag,An)(X),Y) Q.11)

seklindedir. Burada, R ile M manifoldunun egrilik tensori, RLileR egrilik tensoriiniin

normal bileseni,
(Vxh)(Y,Z) = Dxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)

seklinde tanimlanan V# ile h ikinci esas formunun van der Waerden—Bortolotti

konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi ve
RP(X,Y)& = DxDy& — DyDx& — Dy y €,

seklinde tanimlanan RP ile normal egrilik tensorii gosterilmektedir. Vi = 0 ise, M alt
manifolduna paralel alt manifold denir. Ikinci esas form h dzdes olarak sifir olmasi

durumunda, M alt manifolduna tiimden jeodezik alt manifold denir.

M cevreleyen uzayi sabit ¢ egrilikli ise, (2.9), (2.10) ve (2.11) denklemleri agagidaki

ifadelere indirgenir:

R(X;Y;Z7W) :C(g(X,W)g(Y,Z) —g(X,Z)g(Y,W))

4 g(h(X, W), h(Y,2)) — g(h(X,Z),h(Y,W)),  (2.12)
(?xh) (V,Z) = (?m) (X,2), (2.13)
RP(X,Y;&,m) = g([Ag,An](X),Y). (2.14)

Bundan sonraki kisimda kullanilan indislerin araliklar asagidaki sekilde tanimlan-

migtir:
1<AB,C,....<m; 1<i,j,k,....<n; n+1<rnst,....<m.

Burada, m ile M manifoldunun 7 ile M alt manifoldunun boyutu gosterilmektedir.

M yari-Riemann manifoldu icinde eyp,...,e, vektorleri, M yari-Riemann alt

manifolduna teget ve e, 1,...,e, vektorleri, M yari—-Riemann alt manifolduna normal
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olmak iizere, {ey,...,en,€nt1,...,en} seklinde M iizerinde bir ortonormal ¢at1 alant
olarak secilebilir. e4 vektorlerinin isaretleri €4 = (e4,e4) £ 1 ile gosterilsin. @y, ..., ®,,
el,...,e, teget ortonormal ¢ati alanina karsilik gelen dual vektorler olmak iizere, bu
secilen ortonormal cati alanina gore, (2.6) ve (2.7) denklemleri ile verilen , Gauss ve

Weingarten formiilleri, sirasiyla,

j=1 r=n+1
ve
Vs = Ze, vej+ Z & 0 (ex)ey (2.16)
j= r=n+1

olarak yazilabilir. Burada, &}, ile & ikinci esas formunun bilesenleri ve @, ile normal
konneksiyon formlar1 gosterilmektedir. Ayrica, wsp konneksiyon formlart herhangi bir
X vektor alani igin

wa(X) = (Vxeq,ep)

ile tanimlanir ve wyp + @Wps = O sartin1 saglar.

M cevreleyen uzayin c sabit egrilikli olmas1 durumunda ise, secilen ortonormal cati

alanina gore Codazzi ve Ricci denklemleri, sirasiyla,

;jk:hr'k,i
n
Wi = eih Z hyne(er) + by @ (e;)) + Z &sh’y 0 (e:) (2.17)
/=1 s=n+1
ve
RD(ej,ek;e,,es) = ([A,, A ]( ZS, — hi i) (2.18)

seklinde yazilir. Normal egrilik tensorii RP 6zdes olarak sifir ise, M yari—Riemann alt

manifoldu diiz normal konneksiyona sahiptir denir.

M yari-Riemann alt manifoldunun ikinci esas formunun uzunlugunun karesi ||4|| ve

M yari—Riemann manifoldu i¢indeki ortalama egrilik vektorii H, sirasiyla,

1A = Z&SJ (eirej), h(ei,e))) Z Z gigje (h (2.19)

i,j=1 i,j=1r=n+1

ve
n

Z trAre,—lZ Z &ieh] (2.20)

n,= n+1 nl 1 r=n+1
ile tanimlanir. DH = 0 ise, M yari—Riemann alt manifoldu paralel ortalama egrilik

vektoriine sahiptir denir. M yiizeyi uzaysal ve H = 0 ise, M’ye maksimal yiizey denir.
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M yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii 1s1iksal ise, M ylizeyine marjinlerde sikismuig
yiizey (ing. marginally trapped surface) denir. Tuzakli ylizey kavram ilk kez 1965
yilinda P. Penrose tarafindan ortaya atilmistir ve kozmik kara delikler teorisinde 6nemli
bir yeri bulunmaktadir. Tuzakli yiizeylerden 151k dahil olmak iizere hi¢cbir madde
kacamaz. Marjinlerde sikismis yiizey ise tuzakli yiizey ile tuzakli olmayan ylizeyi
birbirinden ayirir. Bu kavrama matematiksel olarak bakildiginda cevreleyen uzaydan
gelen gerilmeyi Olcen ortalama egrilik vektoriiniin zamansal olmasi yiizeyin tuzakli,

151ksal olmasi yiizeyin marjinlerde sikismis yiizey oldugunu soyler.

M alt manifoldunun EY’ yari—Euclid uzay: i¢indeki skaler egriligi,
S=n*|H|*— ||A|? (2.21)

seklinde bulunur.

x: M — S™"!(¢) C E™, bir M Riemann manifoldundan S”~!(c) yari—kiiresine

izometrik bir daldirma olmak iizere, asagidaki iliskiler gecerlidir:
H=H—cx ve h(X,Y)=h(X,Y)—cg(X,Y)x. (2.22)

Burada, hve H , sirastyla, M manifoldunun S’s’”l(c) yari—kiiresi i¢indeki ikinci esas
formunu ve ortalama egrilik vektoriinii gostermektedir. Ayrica, M alt manifoldunun

(2.21) denklemi ile verilen skaler egrilik ifadesi
S=cn(n—1)+n*H*—||h|? (2.23)
seklinde yazilabilir.

Tamm 2.18. M, bir yari—Riemann manifoldu ve f € C*(M) olsun. Bu durumda,
herhangi bir X vektor alani icin f fonksiyonunun gradyenti V f veya gradf

(Vf,.X) =X(f)

ile tanmimlanur.

n-boyutlu bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde tammlanan {ei,e;,...,e,}

ortonormal cat1 alanina gore V f asagidaki sekilde yazilabilir:

V=Y eelf)e (2.24)
i=1
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Tanmm 2.19. M, yari—Riemann manifoldu ve f € C*(M) olsun. Bu durumda, f
fonksiyonunun Laplasiyeni

Af = —div(gradf)

seklinde tanimlanir.

n-boyutlu M yari-Riemann alt manifoldu i¢in {ey,ey,...,e,} ortonormal cati alanina

gbre M’nin metrigi tarafindan indirgenen A, Laplace operatorii

A=Y &(Vy,e—VeVe) (2.25)

n
i

i=1

ile verilir. Ayrica, f,g € C*(M) olmak iizere, iki fonksiyonun ¢arpiminin Laplasiyeni

A(f.g) =Af.g+fAg—2(Vf,Vg) (2.26)
seklindedir.

Tanim 2.20. M yari—Riemann manifoldunun bir M yari—Riemann alt manifoldu
lizerindeki & normal vektor alan ve p € C*(M) fonksiyonu icin & dogrultusundaki
sekil operatorii Ag = pl seklinde yazilabiliyorsa, E’ve ombilik kesit veya M alt
manifolduna, & vektor alamina gére ombilik denir. M alt manifoldu biitiin normal

vektor alanlarina gore ombilik ise, M alt manifolduna tiimden ombilik denir.

Diger bir deyisle, M yari—Riemann alt manifoldu tiimden ombilik ise herhangi X ve Y
teget vektorleri icin

h(X,Y)=g(X,Y)H (2.27)
iliskisi saglanir.

Ayrica,
g(h(X,Y),H) =Ag(X,Y) (2.28)

iliskisini saglayan bir A € C*(M) fonksiyonu varsa M’ye M yari—Riemann
manifoldunun yari—ombilik alt manifoldu denir. Goriildiigii iizere, her tiimden ombilik

alt manifold ayn1 zamanda yari—ombilik iken tersi dogru degildir.

Tamm 2.21. M, M yvari—Riemann manifoldunun bir yari—Riemann alt manifoldu
olmak iizere, p € M noktasinda, birim X teget vektorii icin (h(X,X), h(X,X))
ifadesi X teget vektoriiniin seciminden bagimsiz ise, p noktasina M yari—Riemann
alt manifoldunun bir izotropik noktast denir. M yari—Riemann alt manifoldunun her

noktast izotropik ise, M ’ye izotropik alt manifold denir.
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Tamm 2.22. M, M yari—Riemann manifoldunun bir yari—Riemann alt manifoldu

olmak iizere, bir p noktasinda
Imh, = span{h(X,Y)|X,Y € T,M} (2.29)

seklinde tanimlanan M alt manifoldunun normal uzayinin alt uzayina birinci normal

uzay denir.

[29] numarali calismada verilen Erbarcher—-Magid Indirgeme Teoreminin yari—Euclid

uzayinin daldirmalar i¢in olan ifadesi asagidaki sekildedir:

Teorem 2.2. ¢ : M — EY', n-boyutlu bir M yari—Riemann manifoldundan E'
yvari—Euclid uzaywna izometrik bir daldirma olsun. M yari—Riemann manifoldunun
k=boyutlu birinci normal uzayi, Imh, paralel ise, (M) C E* olacak sekilde E
uzaymn tam, tiimden jeodezik ve (n+ k)-boyutlu bir E* yari—Euclid alt manifoldu

vardrr.

Ozel olarak, karsit boyutun 1 olmasi durumunda, M yari-Riemann alt manifolduna M

yari—Riemann manifoldunun yari—Riemann hiperyiizeyi denir.

Tammm 2.23. Bir yari—Riemann hiperyiizeyinin her noktasinda gsekil operatorii

kosegenlestirilebilir ise, bu hiperyiizeye has yari—Riemann hiperyiizeyi denir.

Tamm 2.24. Bir has yari—Riemann hiperyiizeyin sekil operatoriiniin ozdegerleri sabit

ise, bu hiperyiizeye izoparametrik yari—Riemann hiperyiizey denir.

2.3 Gauss Tasviri ve Temel Teoremler

Bu boliimde, sirasiyla, klasik Gauss tasviri, kiiresel Gauss tasviri ve yari—kiiresel Gauss

tasvirinin tanimi verilecektir.

2.3.1 Klasik Gauss tasviri

E3 Euclid uzaymnn bir M yiizeyinin Gauss tasviri, yiizeyin bir noktasindaki normal
vektoriinii birim kiirenin merkezine tastyan tasvirdir. Yani, v(p) = N(p) dir. Karsit
boyutun 1 olmast durumunda, Gauss tasviri manifoldun normal vektoril ile tanimlanir.

Kargit boyutun 1’den biiyiik olmas1 durumunda, klasik Gauss tasvirinin tanimi i¢in
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ilk once, E™ Euclid uzayinda n—boyutlu diizlem ve Grasmaniyen manifoldundan

bahsedilecektir.

V, E™ Euclid uzaymnda, n-boyutlu yonlendirilmis bir diizlem ve {ej,...,e,} bu V
diizleminin yonlendirilmis bir ortonormal bazi olsun. Bu durumda, e; Aea A--- Aey,
normu 1 olan ayrisabilen bir n—vektordiir ve V diizlemi tizerinde bir yonlendirme verir.
Tersine, E” uzayinda herhangi bir normu 1 olan ayrisabilen n—vektor tek bir diizlem

belirler.

G(n,m), E™ Euclid uzayinda orijinden gegen yonlendirilmis n—boyutlu diizlemlerin
olusturdugu uzaydir ve G(n,m) Grasmaniyen manifoldu olarak isimlendirilir.
Dolasiyla, A"E™, E™ Euclid uzayindaki n—vektorlerin uzayi, G(n,m) Grasmaniyen
manifoldu ile tammlanir. A"E™, N = (') boyutlu bir Euclid uzaydir. Yani, \"E" 2
EN dir.

Bu bilgiler dogrultusunda, [11] numarali calismada, klasik Gauss tasvirinin tanimi
asagidaki sekilde verilmigtir:

X : M — E™, yonlendirilmis n—boyutlu M Riemann manifoldundan E” Euclid uzayina
tanimlanan izometrik bir daldirma olsun. {ey,...,e,} vektorleri M manifoldu iizerinde

yonlendirilmis teget bir ortonormal cat1 alan1 olmak tizere, klasik Gauss tasviri

v:M — G(n,m) C EV (2.30)
p— (et NeaA---Nep)(p) (2.31)
seklindedir. Burada, ey, ..., e, vektorleri dx’in goriintiisii olarak tanimlanmistir.

[8] numarali calismadan goriildiigii iizere, M manifoldunun teget vektorleri yardimiyla

tanimlanan Gauss tasviri manifoldun normal vektorleri ile de tanimlanabilir. G(n,m)

G(n —m,m) oldugundan bu iki tasvirle elde edilen sonuglar aynidir.

Yardimer Teorem 2.1. [30] M, E"*? yari—Euclid uzayimin n—boyutlu yonlendirilmis
bir alt manifoldu olsun. M alt manifoldunun v = e, N e 4o Gauss tasvirinin

Laplasiyeni

Av =||h||*v +2 Z €& R (ej,ersent1,eni2)ej Nex +V(trAn 1) Aegsia
1< j<k<n

n (2.32)
+enpr1 N V(trAn+2) +n Z Ej0(n+1)(n+2) (ej)H/\ej
=1
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h||? ve RP, sirastyla, M alt manifoldunun ikinci esas formunun

olarak verilir. Burada,
normunun karesini ve normal egrilik tensoriinii, V(trA,) ise, M alt manifoldunun A,

sekil operatoriiniin izinin gradyentidir.

2.3.2 Yari—kiiresel Gauss tasviri

Yari—kiiresel Gauss tasvirinin tanimi icin Oncelikle, kiiresel Gauss tasvirinden

bahsedilecektir.

X, M Riemann manifoldundan S” ! Kkiiresine bir izometrik daldirma olsun.
Sm=1 c E™ oldugundan, x daldirmasi Euclid uzaymin bir daldirmasi olarak
diisiiniilebilir. Dolayisiyla, x daldirmasina karsilik gelen Gauss tasviri yukaridaki gibi
tanimlanabilir. Ancak, bu Gauss tasviri X kiiresel daldirmasinin 6zelliklerini tam olarak
yansitmamaktadir. Bu nedenle, [13] numarali calismada M. Obata tarafindan Gauss

tasvirinin tanimi agsagidaki sekilde verilmisgtir:

X : M — V, bir M Riemann manifoldundan m—boyutlu belirsiz bir uzay formu V’ye
tanimlanan bir daldirma olsun. Obata anlaminda Gauss tasviri veya genellestirilmis
Gauss tasviri, M manifoldu tizerindeki bir p noktasini x(p) noktasinda x(M)’ye teget
olan V uzaymin timden jeodezik n-boyutlu alt uzaylarina gotiiren bir tasvirdir. V
uzay1 S™ olarak alinirsa, bu tasvire kiiresel Gauss tasviri, H" olursa, hiperbolik Gauss

tasviri denir.

S"™=1, merkezi orijinde olan E™ Euclid uzayinin bir birim hiperkiiresi olmak iizere,

x: M — S" ! C E™ izometrik daldirmasina karsilik gelen, genellestirilmis Gauss
tasviri M manifoldunun bir p noktasini x(p) noktasinda x(M) manifolduna teget
olan S"~! kiiresinin tiimden jeodeziklerine gétiiren tasvirdir. S”~! kiiresinin tiimden

jeodezikleri n—boyutlu biiyiik kiirelerdir.

Q, S™ 1 uzay1 icindeki tiim n—boyutlu biiyiik kiirelerin kiimesi olsun. (1 -+ 1)-boyutlu
diizlemler bir tek n—boyutlu biiylik kiireleri ve tersine, n—boyutlu biiyiik kiire bir
tek (n + 1)—diizlemi belirler. Dolayistyla, E™ uzay1 icinde S”~! hiperkiiresinin
merkezinden gegen (n + 1)-boyutlu diizlemlerin Grasmaniyen manifoldu G(n+ 1,m)
ile Q kiimesi arasinda dogal olarak tanimlama yapilabilir. Bu durumda, genellestirilmis

Gauss tasviri, M manifoldundan G(n+ 1,m) Grasmaniyen manifolduna bir tasvirdir.

20



S™=1 kiiresinin icinde M alt manifoldu iizerindeki bir p noktasinda teget uzay icin
{e1,...,e,} ortonormal bazi secilsin. Burada, ej,...,e, vektorleri dx’in goriintiisii
olarak tanimlanmstir. X,ey,...,e, vektorleri E™ uzay1 iginde, (n 4 1)-boyutlu lineer
bir alt uzay belirler. Bu (n+ 1)-boyutlu alt uzay ile S”~! kiiresinin kesisimi, n—boyutlu
timden jeodezik bir kiire verir. M manifoldu iizerindeki bir p noktasini, n—boyutlu

tiimden jeodezik S" C S™~! kiiresine tastyan tasvire Obata tasviri denir.

n-boyutlu tiimden jeodezik kiireler, E” Euclid uzayinin (n + 1)-boyutlu lineer alt
uzay tarafindan tek tiirlii belirlendiginden, Obata tasviri G(n + 1,m) Grasmaniyen
manifoldlarina genisletilebilir. Yani, x : M — S~ € E” daldirmasina karsilik gelen

Obata tasviri
V:M— G(n+1,m)
p— (XAer A= Nen)(p)
olarak tammlanir. Ayrica, G(n + 1,m) Grasmaniyen manifoldu SN birim

hiperkiiresinin alt manifoldu oldugundan, i : G(n + 1,m) — SV~ igine tasviri vardir.

Burada, N = (n'fl) dir.
V Obata tasviri ile i tasvirinin bilegkesi olarak tanimlanan kiiresel Gauss tasviri v,
V:M— Gn+1,m)c SV cEV

p— (XAerA---Ney)(p) (2.33)
ile verilir. Kiiresel Gauss tasvirinin tanim1 [16] numara ile verilen c¢alismada yer
almaktadir.
Bu durumda, kiiresel Gauss tasviri tanimi kullanilarak, yari—kiiresel Gauss tasviri
asagidaki sekilde verilir:

X : M, — S"~!1 C E™, indeksi ¢ olan, n-boyutlu yonlendirilmis yari—-Riemann M,
alt manifoldundan S”~! yari—kiiresine izometrik bir daldirma olsun. Bu izometrik
daldirmaya karsilik gelen Obata anlaminda yari—kiiresel Gauss tasviri her p € M;
noktasindan x(p) noktasinda x(M;)’ye teget olan S”~! uzaymin n-boyutlu tiimden

jeodezik kiirelerine gotiiriir.
S"=1(c) yan—kiiresinin tiimden jeodezikleri asagidaki sekilde verilir:
n<m—1ve0<r<gsolmak tizere,
St(e)={(x1,-.,x,0,...,0,%541,...,%+1,0,...,0) € S¥'(c)}
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seklinde tanimlanan sabit ¢ egrilikli, # indeksli bu uzay, S”~!(c) yari—kiiresinin tiimden
jeodezik bir yari—-Riemann alt manifoldudur ve S’S"_l (¢) yari—kiiresinin n—boyutlu bir

yari—alt kiiresi denir.

Diger taraftan, S~ ! yari—kiiresinin n-boyutlu timden jeodezik yari—kiireleri,
E™ uzay: icinde S”! uzaymin merkezinden gecen (n 4 1)-boyutlu diizlemlerin
Grasmaniyen manifoldu ile dogal olarak tamimlanabilir. Ciinkii, (n + 1)-diizlem tek
bir n—boyutlu yari—kiire belirlerken bu ifadenin tersi de dogrudur. Dolayisiyla, Obata

anlaminda yari—kiiresel Gauss tasviri V : M, — G(n+ 1,m) olarak verilir.

p € M; igin T,(M;) uzaymin {ey,...,e,} yonlendirilmis bir ortonormal bazi goz
oOniine alinsin. Bu vektorlerin isaretleri & = (e;,¢;) = +1,i=1,...,n ile gosterilsin.
x(p),e1,...,e, vektorleri E' yari—Euclid uzaymin (n + 1)-boyutlu bir lineer alt
uzaymi belirler. Bu (n+ 1)-boyutlu lineer alt uzay ile S~ ! yari—kiiresinin kesisimi
aliirsa, S~ uzaymin T,(M;) tarafindan belirlenmis tiimden jeodezik n—boyutlu
yari-kiirelerini verir. Bu yari—kiireler 7,(M;) tarafindan belirlendiginden indeksi # dir.
Bu durumda, yar—kiiresel x izometrik daldirmasina karsilik gelen Obata anlaminda

yari—kiiresel Gauss tasviri V(p) = (x Aej A--- Aey)(p) seklindedir.

{fisfas--s fm} ve{g1,82,---,8m}, EF yari—Euclid uzayinin iki ortonormal bazi olmak
lizere, fiy N\--- A fi,., ve gj, N---\gj,., vektorleri N E?, E¥ uzaymdaki (n+ 1)
tane vektoriin dis ¢carpimlarindan olusan vektorlerin olusturdugu uzayin elemanlaridir.

N"TYE uzayr iizerinde ((.,.)) i¢ carpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

<<le AN N i 8jn N /\gjn+1>> = det(<fingk>>‘ (2.34)

Dolayisiyla, A" E" uzay1 uygun bir g pozitif tamsay1 indeksli, N = ( nﬁl)—boyutlu

yari—Euclid uzayidir. Yani, A" El= IES’ dir.

Diger taraftan, G(n + 1,m) Grasmaniyen manifoldu, Elqv yari—Euclid uzayina
daldinlabilir, yani, i : G(n+ 1,m) — E]qV icine tasviri vardir. Obata anlaminda

yari—kiiresel Gauss tasviri V ile i tasvirinin bileskesi alindiginda elde edilen
V:M;, — G(n+1,m) CE}
(2.35)
p— (XAejt NeaA---Nep)(p)

tasvirine yari—kiiresel Gauss tasviri denir.
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Ayrica, (2.34) denkleminden ((V,V)) = €& --- = £1 olarak hesaplanir. Dolayisiyla,
G(n+ 1,m) Grasmaniyen manifoldu SN I'c IEN yari—kiiresinin veya ]HIN C EN

yari—hiperbolik uzayinin alt manifoldu olur.

Simdi, (2.35) denklemi ile verilen V yari—kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyeni

hesaplanacaktir. V tasvirinin e; dogrultusunda tiirevi alindiginda

eiV=cei(XNeyA---Ney)

n
=VeXNer A Nep+ Y XAer A AVeer A Aey
~——

k=1 k’inc1
=e; NetN\N---Ne,+ Zx/\el/\ A ngwkl e, ej+ Z & ke, N---Ney
k=1 Jj= r=n+1
quTCI
m—1
=e;NefN\-- /\6n+2 Z EhyxXNeiN---N\ e N---ey (2.36)
k=1r=n+1 Y
k’inc1
olarak bulunur. Ancaki=1,...,n degerlerii¢cin e; Aej A --- Ae, = 0 olur. Dolayisiyla,
(2.36) denklemi agagidaki sekilde yazilabilir:
. m—
V=Y Z X NeL NN e Ny (2.37)
k=1r=n+ ~
k’1nc1

Benzer sekilde, (2.37) denkleminin e; dogrultusunda tiirevi alinirsa

noom—
~:Z Z gei(hy)XNef N---N e, N---Ney
= —~—

r=n-+

k’mnc1
m—1
+Z Z &h ke,/\el/\ e, N---Ney
k=1r=n+1 v
k’inct
m—1
—Z Y eshihixnei A Aey
k=1r=n+1

n
+)Y Y &&shiors (€)X Ner A A es Ao Ney

k=1rs=n+1 K’nct
n m—1
+ )Y )Y sehjo(e)xner AN eg AN er N Aey
Jkl=1 r=p+1 \/ g
Jj#k j’inci k’inc1
m—1

+ Z Y, eehihixNer NN eg NN e No-Aey

k=1
]j?ék rs=n+1 Jj’inci k’mnc1

olarak bulunur. V,e; = ):;le gjw;j(ei)e; ve (2.37) kullanildiginda

V e V= Z Z SJSVtha)U )X/\el/\"'/\ e, N---Aep (2.38)
Jjk=1r=n+1 kv’mm
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elde edilir. Bu denklemlerden

n m—1
AV = Z Z 8i8j8rhfk60ij(e,‘)x/\el/\---/\ e, N---Ney
i,j,k=1r=n+1 v

k’mc1

n
- Z gigrei(hy)XNet A=A e, N---Ney
i.k=1 N~~~

k’mnct
n  m—1
- Y Y aeheiner NN e A--Ney
ik=1r=nt1 et
n  m—1
+ Z Z 8i8k8rh;khlrdx NeitN---Ney
i,k=1r=n+1

n m—1
- Y Y easehjose)xNer AN e Ao Ney
~—

i,k=1rs=n+1 Kt

n m—1
- Y Y sgEhjo(e)xney A A eg AN er NsAey

w}é’élk:l r=n+1 jlinci k’1mnc1
n m—1
- Y Y asehjhixner AN eg AN e Noo-Ney  (2.39)
N ~— ~—
hjk=1rs=n+1 j’inci k’nct

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

AV =||h|*V+nH Ney A---Ney,

n
—nZX/\el/\~--/\DekH/\---/\en
k=1 e (2.40)

n m—1
- Y ) asghphixNei AN e NN e Noo-Ney
k=1 r.s=n+1 bt ~
’j;,ek ’ j’inci k’1nc1

ifadesine ulagtlir. Ayrica, Do H = D, H, ||h|* = ||A||> — n, (2.18) ve (2.22) esitlikleri

kullanildiginda, yari—kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyeni ic¢in asagidaki yardimci

teorem ifade edilir:

Yardimer Teorem 2.2. M;, S"~! yari—kiiresinin t indeksli, n—boyutlu, yonlendirilmis
bir yari—Riemann alt manifoldu olsun. Herhangi bir q pozitif tamsayisi ve N = ( nTl)

icin V:M;, — G(n+1,m) C Eg’ yari—kiiresel Gauss tasvirinin Laplasiyeni

n
Af/:HhHZ\?—f—nI:I/\e]A.../\en—anAel/\.../\Dek[f]/\.../\en
——

k=1 o
nct
n mel (2.41)
+ Y Y eeR XN A A e AN eg NooiAe
jk r N n
Jjk=1 rs=n+1, \,/ \,/
£k r<s Jlinci ket

ile verilir. Burada, R{ ;; = RP(ej,ex;er,e5)dur:
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2.4 Sonlu Tipten Kavram ve Temel Teoremler

Bu boliimde, 1970’11 yillarin sonlarina dogru B.-Y. Chen tarafindan ortaya atilan sonlu
tipten manifoldlar ve tasvirler kavrami iizerine durulacaktir ve bu calisma boyunca

kullanilacak olan konu ile ilgili bazi teoremlerden bahsedilecektir.

Tamim 2.25. Kompakt bir M Riemann manifoldundan ™ Euclid uzayina olan X :
M — E" izometrik daldirmasi, Laplace operatoriiniin ozvektorlerinin sonlu toplami

olarak asagidaki gibi yazilabiliyorsa
X =X0+X|+ -+ X, Ax; = Ax;, i=1,2,...k, (2.42)

M manifolduna sonlu tipten manifold denir. Burada, xo, E™ uzayinda sabit bir
vektor, X1,Xa, ..., Xy lar E"—degerli tasvirler ve A, M iizerindeki metrikten indirgenmis
Laplace operatoriidiir. A Laplace operatoriiniin x1,x3,...,X; 0zvektorlerine karsilik
gelen reel A, Ay,..., A Ozdegerleri sifirdan farkli ve ayrik ise, M manifolduna

k—tipinden manifold denir.

[E™ Euclid uzayindaki kompakt bir manifoldun sonlu tipten olup olmadigin1 belirlemek

icin [11] numarali calismada asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 2.3. [11] x: M — E", kompakt bir M Riemann manifoldundan E™ Euclid
uzaywma izometrik bir daldirma ve H, M manifoldunun IE™ Euclid uzaywindaki ortalama

egrilik vektorii olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

i. M manifoldunun sonlu tipten olmasi icin gerek ve yeter kosul, Q(A)H = 0 olacak

sekilde sifirdan farkli bir Q polinomunun var olmasidir;

ii. M manifoldu sonlu tipten ise, P(A)H = 0 olacak sekilde en kiiciik dereceli, monik

P polinomu vardir ve tektir,

iii. M manifoldu k—tipinden olmast icin gerek ve yeter kosul, deg(P) = k olmasidir.

Yukaridaki teorem, H ortalama egrilik vektorii yerine x — x¢ vektorii alindig1 zaman da

gecerlidir.

Sonlu tipten manifold tanimi ve yukarida verilen teorem alt manifoldlar iizerinde

tanimlanan diferansiyellenebilir tasvirler i¢in de benzer sekilde verilir.
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Kompakt bir M Riemann manifoldundan [E” Euclid uzayina tanimlanmig diizgiin bir

¢ : M — E™ tasviri,
¢:¢0+¢1+"'+¢k7 A(Pi:)t‘i(]bi? )’ieRu i:1727"~7k

seklinde sonlu spektral acilima sahipse, ¢ tasviri sonlu tiptendir denir. Burada, ¢,
[E™ uzayinda sabit bir vektor, ¢1, ¢, ..., ¢ lar E"—degerli tasvirlerdir. A Laplace
operatoriiniin @, ¢, ..., ¢ Ozvektorlerine karsilik gelen Ay, A;,...,A; Ozdegerleri

ayrik ve sifirdan farkli ise ¢ tasviri k—tipindendir.

Kompakt bir Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan diizgiin bir tasvirin sonlu tipten

olmasi ile ilgili [11] numarali caligmada agagidaki teorem verilmistir.

Teorem 2.4. [11] ¢ : M — E", kompakt bir M Riemann manifoldu iizerinde diizgiin
bir tasvir ve T = div(d@), ¢ tasvirinin gerilim alani olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler gecerlidir:

i. @ tasvirinin sonlu tipten olmast i¢in gerek ve yeter kogul, Q(A)t = 0 olacak sekilde

stfirdan farkli bir Q polinomunun var olmasidir;

ii. ¢ tasviri sonlu tipten bir tasvir ise, P(A)T = 0 olacak sekilde en kiiciik dereceli

monik P polinomu vardir ve tektir;

iii. ¢ tasviri k—tipinden olmast icin gerek ve yeter kosul, deg(P) = k olmasidir.

Yukaridaki teorem, ¢ tasvirinin gerilim alani T yerine ¢ — @ tasviri alindig1 zamanda

gecerlidir.

Teorem 2.3 ve Teorem 2.4’de bahsedilen P polinomu, sonlu tipten M manifoldunun

veya sonlu tipten @ tasvirinin minimal polinomu olarak isimlendirilir.

Sonlu tipten manifoldlar ve sonlu tipten tasvir taniminda kompaktlik 6nemli bir
kosuldur. Kompakt bir Riemann manifoldu iizerinde harmonik tasvirler sadece
sabit tasvirlerden ibarettir. Dolayisiyla, kompakt olmayan manifoldlarda bir tasvirin
harmonik olmasi bu tasvirin her zaman sabit oldugunu sdylemez. [3] numarali
calismada, B.-Y. Chen tarafindan sonlu tipten tasvir tanimi kompakt olmayan
manifoldlar i¢in benzer sekilde verilmistir. Sifirli k—tipinden manifold veya sifirli

k—tipinden tasvir olarak adlandirilan yeni bir tanim ortaya atilmistir.
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Tanmim 2.26. ¢ : M — E™, M Riemann manifoldundan E™ Euclid uzayma tanimlanan
diizgiin tasvir Laplace operatoriiniin ozvektorlerinin sonlu toplami seklinde, yani ¢

tasviri asagidaki sekilde ifade edilebiliyorsa
¢:¢1+“'+¢k7 A‘Pi:)'i(Pia AZGR i:1527"'7ka (243)

@ tasvirine sonlu tipten tasvir denir. Burada, ¢y, ¢s, ..., ¢ lar E"—degerli tasvirler ve
A, M iizerindeki metrikten indirgenmis Laplace operatoriidiir. A Laplace operatoriiniin
ozdegerleri olan Ay, Ay, ..., A lar sifirdan farkli ayrik ise, ¢ tasviri k—tipinden ve

M, A2, ..., A larden en az biri sifir ise, ¢ tasvirine sifirlt k—tipinden tasvir denir.

Ayrica, M manifoldu kompakt degilse, Teorem 2.3 ve Teorem 2.4’de bahsedilen bir
polinomun varlig1, M manifoldunun sonlu tipten veya ¢ tasvirinin sonlu tipten olmasini
gerektirmez. [31] numarali calismada asagidaki ifade gosterilmistir:

M manifoldu 1-boyutlu veya P polinomunun k tane ayrik kokii varsa, P polinomunun

varlig1 kompakt olmayan M manifoldunun sonlu tipten oldugunu sdyler.

Benzer sekilde, [4] numarali caligmada, sonlu tipten alt manifold ve sonlu tipten
tasvir tanimlar1 ve teoremler benzer sekilde yari—Euclid uzayinin alt manifoldlar ve
diizgiin tasvirler i¢in verilmigstir. Kompakt olmayan manifoldlarla ilgili ifadelerin
yari-Riemann manifoldlar1 icin de gecgerli oldugu [4] ve [31] caligmalarinda
gosterilmigtir. [32] numarali calismada ise, yari—Euclid uzayindaki alt manifoldlarin
tizerinde tanimlanan diizgiin tasvirlerin sonlu tipten olmasi ile ilgili asagidaki teorem

elde edilmistir.

Teorem 2.5. [32] ¢ : My — E', indeksi t olan M, yari—Riemann alt manifoldundan
EY yari—Euclid uzaymna diizgiin bir tasvir ve T = div(d¢), ¢ tasvirinin gerilim alam

olsun. Bu durumda,

i. Q(A)t =0 olacak sekilde sifirdan farkli Q polinomu varsa, ¢ tasviri k < deg(Q)+1

saglayan k—tipinden veya sonsuz tiptendir;

ii. P(A)T =0 olacak sekilde kikleri basit olan sifirdan farkli P polinomu varsa, ¢
tasviri k < deg(P) saglayan k—tipindendir.

[33] numarali ¢alismada, sonlu tipten tasvir tanmimi yari—kiire ve yari-hiperbolik
uzaylar i¢in asagidaki sekilde verilmistir:
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Tamm 2.27. ¢ : M; — ST_I C EI (veya ¢ : M; — H;”__ll C ET ) indeksi t olan
yari—Riemann M, alt manifoldundan S"~' yari—kiiresine (veya H;”__ll yari—hiperbolik

uzaywa) diizgiin bir tasvir olsun. ¢ tasviri

Q=001 +Pp+ -+ (2.44)

seklinde bir spektral acilima sahip ise, ¢ tasvirine Sg”_l uzay (veya H?:l uzayt)

icinde sonlu tipten bir tasvir denir. Burada, ¢;’ler sabit olmayan EJ' degerli A
Laplace operatoriiniin dzvektorleridir.  Yani, A; € R icin, A¢; = A9, i = 1,... .k
bagintisimi saglar. (2.44) spektral acilimi, k tane sabit olmayan terim iceriyorsa, ¢
tasviri k—tipinden ve A; ézdegerlerinden biri stfir ise, ¢ tasviri sifirlt k—tipinden olarak

adlandirilir.

Ancak, (2.44) denklemindeki spektral agilimda, terimlerden biri hala sabit olabilir.
Ilerleyen boliimlerde tasvirin spektral aciliminin sifirdan farkli sabit terim igerip
icermemesine gore smiflandirma ve karakterizasyon teoremleri ayri ayri elde

edilecektir.

Sonuc 2.1. [33] ¢ : M — S"1(c) C E™, bir M yar—Riemann manifoldundan
S"=1(c) yari—kiiresine diizgiin bir tasvir olsun. A1,2a,..., A ikiserli ayrik kokler
olmak iizere, P(A)(¢) = 0 sarti saglayan P(t) = [T_,(t — A;) polinomu varsa, ¢
tasviri sonlu tiptendir. Ozel olarak, ¢ tasvirinin I-tipinden olmasi gerek ve yeter kosul,

A reel sayist icin, AQ = A @ denkleminin saglanmasidur.

2.5 Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasviri

Euclid veya yari—Euclid uzayinin bir alt manifoldunun v Gauss tasviri 1-tipinden ise,
v tasviri bir A sabiti ve bir C sabit vektorii i¢in, Av = A (v + C) denklemini saglamasi
gerekir. [21] ve [22] numarali caligmalarda, 3—boyutlu Euclid uzayinda katenoid,
helikoid gibi baz1 6nemli yiizeyler ile daha yiiksek boyutlu Euclid ve yari—Euclid
uzaylarinda Clifford tor yiizeyi, kiiresel n—koniler, Enneper hiperyiizeyi gibi bircok
alt manifoldun Gauss tasvirlerinin bu denklemi A sabitinin bir fonksiyon olmasi
durumunda sagladig1 gosterilmistir. Bu da asagida bahsedilen noktasal 1-tipinden

Gauss tasviri diye adlandirilan yeni bir tanimin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.
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Tamm 2.28. M, E™ Euclid uzayimin bir alt manifoldu olsun. M alt manifoldunun v

Gauss tasviri,

Av = f(v+C) (2.45)

esitligini bir f : M — R diizgiin fonksiyonu ve bir C sabit vektorii icin sagliyorsa, v
Gauss tasviri, noktasal 1-tipinden Gauss tasviri olarak isimlendirilir. Ayrica, (2.45)
denklemi C = 0 i¢in saglantyorsa, Gauss tasvirine birinci ¢esit noktasal 1-tipinden,
C # 0 ve f # 0 icin saglantyorsa, Gauss tasvirine ikinci ¢egit noktasal 1-tipinden

denir.

Noktasal 1-tipinden Gauss tasviri tanimi yari—Euclid uzay1 icin de benzer sekilde
verilebilir. (2.45) denklemindeki f tasviri sabit ise, Vv tasviri global 1-tipinden Gauss

tasviri olarak adlandirilir.

M, E%, s = 1,2, yari-Euclid uzayinda bir yiizey olsun. E} uzayinda ey, e, vektorleri M
ylizeyine teget, e3, e4 vektorleri M yiizeyine normal olmak iizere, M i¢in {ey,ez,e3,e4}

yonlendirilmis ortonormal c¢at1 alani secilebilir.

Bu durumda,{es Aep | 1 <A < B < 4} kiimesi A\ E? = Eg yari—Euclid uzay1 i¢in bir
ortonormal baz verir. C € ES oldugundan C vektorii
C= ) e1epCapesiep (2.46)
1<A<B<4
seklinde ifade edilir. Burada, Cap = ((C,eq Aep)) dir. Ayrica, s=1lise g=3,5s=2

ise ¢ =4 olur.

Yardimcr Teorem 2.3. /\2E? = Eg vari—Euclid uzayinda, (2.46) denklemi ile
tamimlanan C vektoriiniin sabit olmasi igin gerek ve yeter kosul, asagidaki denklem

sisteminin i = 1,2 icin saglanmasidir:

ei(Cra) = &hhCiz+eghhCry — &3h3Coz — €41, Coa, (2.47)
ei(C13) = —&hhCia+esm3y(e;)Cra+ E2012(e:)Coz — E4h}Caa,  (2.48)
ei(Clq) = —&hhCla—e3m34(e;)C13+ &2012(e:)Cas + 8313, Caa,  (2.49)
ei(Cr3) = €h})Cro— € 012(e:)Ci3 + 4034 (i) Cos — E41HCa4, (2.50)
ei(Coa) = €h}Cro—€1012(e;)Cra — E3034(e;)Co3 + £33 Caa, (2.51)
¢i(Cys) = €h#Ciz—1hiCry+ E2hHCo3 — &2 Coy. (2.52)
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2.6 E* Euclid Uzaymda Dénme ve Donel Yiizeyler

Bu béliimde, E* Euclid uzayinda désnme kavrami ve donel yiizeylerden bahsedilecek-

tir. Bunun icin 6ncellikle, ortogonal grup tanimi ve bu grubun 6zellikleri verilecektir.

E™ Euclid uzaymin lineer izometrilerinin, yani uzaklik koruyan doniisiimlerin,
olusturdugu gruba ortogonal grup denir ve O(m) ile gosterilir. Yani, A € O(m) ve
v,w € [E™ olmak tizere,

(Av,Aw) = (v,w)

seklindedir. Ayrica, bu denklemden AT = A~! oldugu goriiliir. Burada, AT, A~! ile,

sirastyla, A matrisinin transpozesi ve tersi gosterilmektedir.

Bu durumda, GL(m,R), m x m ve tersi olan matrislerin grubu olmak iizere, O(m)

ortogonal grubun tanimi agagidaki sekilde verilebilir:
O(m) = {A € GL(m,R) | AT =A~1}.

A € O(m) ise, detA = %1 olur. Bu nedenle, O(m)’nin iki tane baglantili bileseni vardir.

Bunlardan birisi ozel ortogonal grup olarak isimlendirilen SO(m)
SO(m) ={A € O(m) | detA =1}
alt grubudur.

Benzer sekilde, E7' yari—Euclid uzaymin lineer izometrilerinin, yani, uzaklik koruyan

doniigiimlerin, olusturdugu gruba yari—ortogonal grup denir ve O(m) ile gosterilir.

Teorem 2.6. [27] A, m X m bir matris olmak iizere, asagidaki ifadeler birbirine

denktir:

i. A€ Og(m)
ii. AT =eA™ e, burada € = (8;))€j, i,j=1,...,m, kisegen bir matristir.

iii. A matrisinin satirlart veya siitunlar, E]' yari—Ruclid uzay: icin ortonormal bir

bazdur.

iv. A matrisi, E' uzaywmin bir ortonormal bazimi bagka bir ortonormal bazina gotiiriir.

[34] numarali caligmada, donme tanimini verilmis ve 4-boyutlu Euclid uzayidaki

donel yiizeyler tizerine sonuglar elde edilmistir.
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Tamim 2.29. E* Euclid uzayinda uzakligi koruyan ve bir noktayr sabit birakan pozitif

determinatli lineer doniigiimlere donme denir.

E* uzayinda kesisimleri tek bir nokta olan iki diizleme tamamiyle birbirine dik
diizlemler denir. Bir donme matrisi, birbirine tamamiyle dik iki diizlemi diizlemsel
olarak degismez birakiyorsa, genel donme veya cift donme ve birbirine dik bu iki
diizlemden bir tanesini noktasi noktasina degismez birakiyor ise, basit donme olarak
isimlendirilir.

E* Euclid uzayinda genel donme matrisi

cosat —sinat 0 0
sinat cosat 0 0
Gla,b) = 0 0 cosbt —sinbt (2.53)
0 0 sinbt cosbt

seklindedir. Bu donme hareketinde birbirine dik xx; ve x3x4—diizlemleri diizlemsel
olarak degismez kalirlar. Burada, a ve b, sirasiyla, x;x, ve x3x4—diizlemlerinin donme

oranlarimi gostermektedir.

Ayrica, genel donme matrisi altinda bir noktanin goriintiisii her zaman ¢ember olmak
zorunda degildir. Ornegin, p = (p1, p2, p3, pa) € R* noktasinin (2.53) donme matrisi

altindaki yoriingesi

¥(t) =(pj cosat + p;sinat, p; sinat — py cosat,

p3cosbt + pysinbt, p3sinbt — pycosbt)

olur. Ozel olarak, dénme oranlart esit alindiginda x7 +x3 +x3 +x3 = p? + p3 + p3+p3

elde edilir. Yani, y(¢) egrisi merkezi orjinde ve yaricapi \/ p% + p% + p% + pﬁ olan bir

cemberi ifade eder.

a =0 ve b =1 durumunda, (2.53) donme matrisi basit bir donme verir ve

1 0 O 0
01 O 0

0 O cost —sint
0 O sint cost

G(0,1) =

seklinde olur.  G(0,1) donme matrisi xjx,—diizlemini noktasi noktasina sabit

birakirken, x3x4s—diizlemini kiime olarak degismez birakmaktadir.

p = (p1, P2, p3, p4) € R* noktasimin G(0, 1) matrisi altindaki yoriingesi

Y(t) = (p1, p2, p3cost + pasint, —p3sint + pycost)
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seklindedir. (x; — p1)? + (x2 — p2)? +23 +x7 = p3 + p3 olur. Bu durumda, (t) egrisi
merkezi (p1, p2,0,0) noktasinda olan, 4/ p% + pi yaricapli cemberi ifade etmektedir.

Ayrica, iki basit donmenin bilegkesi her zaman yine bir basit donme olmak zorunda

degildir. Bununla ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.7. Basit donmeler disinda kalan biitiin dort boyutlu donmeler, sabit
biraktiklart diizlemler tamamiyle birbirine dik olan iki basit donmenin bileskesi olarak

yazilabilirler.

Bu durumda, (2.53) ile verilen donme matrisi iki basit donmenin bileskesidir.

[34] numarah ¢alismada, E* Euclid uzayindaki donel yiizeylerin tanimi asagidaki

sekilde verilmistir.

Tamm 2.30. E* uzayinn bir donme matrisi altinda degismez kalan yiizeye, E* Euclid

uzayinda bir donel yiizey denir.

E* Euclid uzayinda, diizgiin ve regiiler
B(s) = (x(s),(s),2(s),w(s)), s€ I CR
edrisi goz oniine alinsin. B(s) egrisinin (2.53) donme matrisi altindaki yoriingesi

r(s,t) =(x(s)cosat — y(s) sinat, x(s) sinat + y(s) cos at,

z(s) cosbt —w(s)sinbt,z(s) sinbr +w(s) cos bt) (2.54)

ile verilir. Burada, a ve b donme oranlaridir. r(s,7) vektoriintin (2.53) doniigiimii
altinda degismez kaldig1 gosterilebilir. Bu durumda, (2.54) denklemi E* Euclid

uzayinda, diizgiin ve regiiler B profil egrisine sahip donel yiizeyi ifade eder.
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3. YARI-EUCLID UZAYINDA NOKTASAL 1-TiPINDEN GAUSS
TASVIRINE SAHIP DONEL YUZEYLER

3.1 E‘l‘ Minkowski Uzayinda Cift Donmeli Donel Yiizeyler

[34] numarali ¢alismada, C. L. Moore tarafindan 4-boyutlu Euclid uzayinda genel
donel yiizeyleri tammmlanmistir.  Bu fikir kullanilarak, U. Dursun [35] numaral
calismada, 4-boyutlu Minkowski uzay1 icin donme ve genel donel yiizey asagidaki

sekilde tantmlanmistir:

a ve b sabit olmak iizere, E} uzayinin

cosat sinat 0 0
—sinat cosat 0 0
Glap) = | Bila.b) = 0 0 coshbr sinhbr | 1€ R G.D
0 0 sinhbt coshbt

seklinde bir doniigim alt grubu goéz oniine alinirsa, B;(a,b) matrisinin O} (4)
yari—ortogonal grubunun bir elemani oldugu gosterilir. Dolayisiyla, B;(a,b) matrisi

E} Minkowski uzayida bir donme verir.

E? Minkowski uzayinda

B(s) = (x(s),¥(s),2(s),w(s)), s € I CR

egrisi géz Oniine alinsin. Bu egrinin (3.1) doniisiimii altindaki yoriingesi asagidaki

vektor ile verilir:

M :F(s,t)= (x(s) cosat — y(s) sinat, x(s) sinat + y(s) cos at,

z(s) coshbt +w(s) sinh bz, z(s) sinh bt 4+ w(s) cosh bt) : G2
F(s,t) vektorii (3.1) donme matrisi altinda degismez kalir. Bu durumda, f profil
egrisine sahip yer vektorii (3.2) ile verilen M yiizeyine genel donel yiizey veya ¢ift
donmeli donel yiizey olarak isimlendirilir. a ve b sabitlerinden biri sifir ise, M
donel yiizeyine basit bir donel yiizey denir. Bu ¢alismada, basit donel ylizeyler

incelenmediginden ab # 0 oldugu varsayilacaktir.
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3.1.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip cift donmeli zamansal donel

yiizeyler

[35] numarali ¢alismada, ]E‘l‘ Minkowski uzayindaki cift donmeli uzaysal donel
yiizeyler calisilmig ve bu yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olanlar siniflandirilmigtir.  Bu bdéliimde ise, E‘f Minkowski uzayindaki profil egrisi
2-boyutlu zamansal diizlemde kalan cift donmeli zamansal donel yiizeylerden noktasal

I-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar incelenecektir.

]E% uzayinda yay uzunluguna gore parametrelenmis diizgiin ve regiiler
B(s) = (x(s),w(s)), se ICR

zamansal egrisi goz oniine alinsin. Bu durumda, B egrisinin koordinat fonksiyonlari
X 2(s) —w 2(s) = —1 esitligini saglar. B diizlemsel bir egri oldugundan, egriligi
k(s) = w(s)x” (s) — X' (s)w”(s) ile verilir. Diizlemsel B (s) egrisi E{ uzayma zamansal

x1x4—diizleminde kalacak sekilde

B(s) = (x(s),0,0,w(s))
olarak daldirilabilir. Bu durumda, (3.2) denkleminde, y(s) = z(s) = 0 olarak yazilirsa
M :r(s,t) = (x(s)cosat,x(s)sinat,w(s) sinhbt, w(s)coshbt), se [,t e R (3.3)

elde edilir. (3.3) denklemi f3 profil egrisi 2-boyutlu zamansal diizlemde kalan ¢ift

donmeli zamansal donel yiizeyi gosterir.

]E‘ll uzayinda ej,e; vektorleri M’ye teget ve e3,eq vektorleri M’ye normal olacak
sekilde M yiizeyi iizerinde tanimli {e;,e;,e3,es} seklinde yonlendirilmis bir

ortonormal cati alani

d 10
-7 - - 3.4
er=- € P (3.4)
e3 = (W cosat,w sinat,x' sinhbt,x’ coshbt), (3.5)
1
eq = —(bwsinat, —bwcosat,axcoshbt,axsinhbt), (3.6)
q

olarak segilebilir. Burada g = \/a2x2(s) + b*w2(s) # 0 seklindedir. Ayrica, & = —& =

—1, &3 = &4 = 1 olarak bulunur. Dolayisiyla, M yiizeyi zamansaldir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak, M yiizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve
konneksiyon formlari

a’xw' + b2wx’

=K, Iy = TR (3.7)
= ), == =0, G8)
w12(er) =0, w2(er) = %, (3.9)
a(er) =0, 34(e2) = % (3.10)

seklinde elde edilir. Ikinci esas formun bilesenleri goz oniinde bulunduruldugunda, M

yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve RP normal egrilik tensorii, sirastyla,

1
Hzi(hiz—hﬂ)e% (3.11)
RP(ey,erie3,e4) = hiy (3 + h3,) (3.12)

olarak hesaplanir. Dider taraftan, (2.17) Codazzi denkleminden de

e1(h3y) = —win(e2) (| +h3y) — hip@3s(e2), (3.13)

e1(h1y) = —2012(e2)hty + hi| 3a(es) (3.14)

ifadeleri elde edilir.

3.1.1.1 Birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olan donel yiizeyler

Yer vektorii (3.3) denklemi ile verilen, zamansal donel yiizeylerden birinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlarin siniflandirilabilmesi i¢in ilk olarak
IE‘I1 Minkowski uzayinda, birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

zamansal yiizeylerin karakterizasyonu ile ilgili agagidaki teoremler verilecektir:

Teorem 3.1. E‘f Minkowski uzaywnda, sifir ortalama egrilige sahip, yonlendirilmis
zamansal bir yiizeyin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin normal konneksiyonunun diiz olmasidir. Bu

durumda, yiizeyin Gauss tasviri (2.45) denklemini f = ||h||? ve C = 0 icin saglar.

Ispat. M, E‘f Minkowski uzayinda, sifir ortalama egrilige sahip, yonlendirilmis
zamansal bir yiizey olsun. H = 0 oldugundan, trA3; = trA4 = 0 olur. Bu durumda,
(2.32) denkleminden M yiizeyinin v Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden
olmas icin gerek ve yeter kosul, R” normal egrilik tensoriiniin 6zdes olarak sifira esit

olmasidir. Diger bir deyisle, yiizeyin normal konneksiyonunun diiz olmasidir. U
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Teorem 3.2. E‘f Minkowski uzaywinda, sifirdan farkli ortalama egrilige sahip,
yonlendirilmis zamansal yiizeyin birinci cesit noktasal I-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin paralel

olmasidr.

Ispat. M, ]E‘l1 Minkowski uzayinda, sifirdan farkli ortalama egrilige sahip,
yonlendirilmis zamansal bir yiizey olsun. Ilk olarak, yiizeyin Gauss tasviri v birinci
cesit noktasal 1-tipinden oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (2.32) denkleminden,
RP=0ve

2

V(trAg) Neg+e3 N V(trA4) +2 Z 8j(034(€j)H/\€j =0 (3.15)
=1

bulunur. RP =0 oldugundan, @34 = 0 olacak sekilde {e3,esq} ortonormal bazi
secilebilir. Dolayisiyla, (3.15) denkleminden, V(trAs) = V(trA4) = 0 olur. @34 =0
ve V(trAs) = V(trA4) = 0 oldugundan, H vektorii paraleldir.

Yeter kosulun ispati i¢in, M yiizeyi sifirdan farkli paralel H ortalama egrilik vektoriine
sahip olsun. [36] numarali ¢alismadaki Yardimci Teorem 2.2°den, R = 0 oldugu
goriilir. Benzer sekilde, @ws4 = 0 olacak sekilde, {e3,e4} ortonormal bazi secilebilir
ve V(trA3) = V(trA4) = 0 olur. Dolayisiyla, (2.32) denkleminden Av = ||4||?v elde

edilir, yani, v birinci cesit noktasal 1-tipindendir. U

Aciklama 3.1. Yar—Euclid uzayindaki bir diizlemin Gauss tasviri v sabittir.
Dolayisiyla, Av = 0 olur. Av = 0.v seklinde yazilabileceginden, v Gauss tasviri
birinci ¢esit noktasal 1-tipindendir. Diger taraftan, C = —V olarak segilirse, v Gauss
tasviri ikinci cesit noktasal 1-tipinden olur. Bu durumda, yari—Euclid uzayindaki bir

diizlemin Gauss tasviri hem birinci c¢esit hem de ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olur.

Teorem 3.3. ]E‘l1 Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen zamansal bir donel
yiizeyin ortalama egriliginin sifir ve normal demetinin diiz olmasi icin gerek ve yeter

kosul, bu yiizeyin zamansal bir diizlemin agik bir parcasi olmasidir.

Ispat. M, IE‘It uzayinda, yer vektorii (3.3) denklemi ile verilen sifir ortalama egrilige
ve diiz normal konneksiyona sahip zamansal bir donel yiizey olsun. Bu durumda,
]E‘ll uzay1 iginde M iizerinde, (3.4)—(3.6) ile verilen {ej,es,e3,e4} yoOnlendirilmig

ortonormal cat1 alan1 secilebilir ve bu yiizeye ait biiyiikliikler (3.7)—(3.10) denklemleri
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ile verilir. h? | = K olmak iizere, (3.11) ve (3.12)’den

h3, — k=0, (3.16)
h (K +h3,) =0 (3.17)
denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerden, h‘fz K = 0 bulunur. Bu durumda, x =0
veya h‘]‘2 = 0 olur.
1. Durum: k¥ = 0 olsun. Yani, M yiizeyinin 3 profil egrisi bir dogru olur. Bu durumda,
B egrisinin yay uzunluguna goére bir parametrizasyonu

x(s) =xos+x1, w(s)=wos+w (3.18)

olarak segilebilir. ~ Burada, xo,wo,x;,w; sabitlerdir ve x3 —wj = —1 iligkisi

vardir. Ayrica, (3.16) denkleminden, hgz = 0 olur. Bu durumda, (3.7) ve (3.18)

denklemlerinden
hiz _ (azj— b?)xowos + a?wox + b*xow; _o
a?(xps +x1)% + b>(wos + wy)?
elde edilir. Bu ifadeden
(a® +b*)xowo =0, (3.19)
a*woxy + b*xowy =0 (3.20)

denklem sistemi bulunur. ab # 0 varsayimi ve (3.19) bagintisindan, xowg = 0 elde
edilir.  Ancak, x% — w% = —1 oldugundan, wo’mn sifirdan farkli olmasi gerektigi
goriilir. Bu durumda, xo = 0, yani, x = 0 olur. Dolayisiyla, M yiizeyi zamansal

x3x4—diizleminin agik bir parcasidir.

2. Durum: h, = 0 olsun. (3.8) denkleminden, xw’ —wx’ = 0 bulunur. Bu diferansiyel
denklemin ¢oziimii, co sabit olmak iizere, x = cow olarak elde edilir. Bu durumda,
h3, = k =0 ve (3.16) denkleminden ise, /3, = 0 olur. Ayrica, 43, nin (3.7)’deki
ifadesinden, co(a® + b*)ww’ = 0 elde edilir. Ancak, B egrisi yay uzunluguna gore
parametrelenmis ve x = cow oldugundan, w ve w' sifirdan farkli olmalidir. Bu durumda,
co = 0 olur, yani, x = 0 olur. Sonug olarak, M yiizeyi zamansal x3x4—diizleminin ac¢ik

bir parcasi olur.

Teoremin tersinin ispati asikardir. U
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Teorem 3.1 ve Teorem 3.3 kullanilarak asagidaki sonuca ulasilir.

Sonuc¢ 3.1. E‘l‘ Minkowski uzaywnda, yer vektorii (3.3) ile verilen sifir ortalama
egrilige sahip Gauss tasviri birinci ¢esit noktasal I-tipinden olan diizlemsel olmayan,

zamansal bir donel yiizey yoktur.

Teorem 3.4. E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen sifirdan farkl
ortalama egrilige sahip, zamansal bir donel yiizeyin paralel ortalama egrilik vektoriine

sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin yer vektorii

r(s,t) = (ro cosh (i) cosat, rocosh (i> sinat, rgsinh (i> sinh bt,
ro ro ro
) s
ro sinh <—) coshbt)
ro

ile verilen zamansal yiizeyin actk bir parcast olmasidir. Bu yiizey, S?(ro’z) C EAI' de

(3.21)

Sitter uzay: icinde sifir ortalama egrilige sahiptir.

Ispat. M, IEIfl1 uzaymda yer vektorii (3.3) ile verilen sifirdan farkli paralel ortalama
egrilik vektoriine sahip, zamansal bir yiizey olsun. ]E‘ll uzayi icinde M ylizeyi iizerinde,
(3.4)—(3.6) ile verilen {ey, e, e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢at1 alani secilebilir ve
bu yiizeye ait biiyiikliikler (3.7)—(3.10) denklemleri ile verilir. H paralel oldugundan,
i = 1,2 i¢in, D,;H = 0 dir. Bu durumda, (3.10) ve (3.11) denklemleri gz Oniine

alinirsa,
ab(h3, — 3, (xx’ —ww)
2(ax? 4+ b2w?)

elde edilir. H sifirdan farkli oldugundan, h%z — h%] # 0 dir. Yani, xx’ —ww’ =0 olur. Bu

Do, H = eq (3.22)

2

diferansiyel denklemin ¢oziimii ty € R olmak iizere, x> — w?> = g seklindedir. Profil

egrisi zamansal bir egri oldugundan, gy > 0 olmalidir. ug = r(% olarak isimlendirilirse

x(s) = rocosh (—0) . w(s) = rosinh (_0)

olur. Ayrica, bu parametrizasyon i¢in D, H = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda, M yer
vektorii (3.21) ile verilen yiizeyin agik bir parcasi olur. Ayrica, (r,r) = r(z) oldugundan
M yiizeyi S3(rg2) de Sitter uzaymin iinde kalir ve dogrudan hesaplama ile S3(r,?)

uzay1 icinde ortalama egrilik vektorii A = 0 oldugu goriiliir.

Teoremin yeter kosulunun ispat1 dogrudan hesaplama ile elde edilir. U
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Teorem 3.2 ve Teorem 3.4 kullanilarak asagidaki sonuca ulagilir.

Sonuc¢ 3.2. E‘f Minkowski uzaywinda, yer vektorii (3.3) ile verilen, sifirdan farkl
ortalama egrilige sahip zamansal donel yiizeyin Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal
I—tipinden olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin yer vektorii (3.21) ile verilen

zamansal yiizeyin agik bir parcast olmasidir.

Yukarida elde edilen sonuglar kullanilarak, birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip, ¢ift donmeli zamansal donel yiizeylerle ilgili asagidaki simiflandirma

teoremi verilir:

Teorem 3.5. Ei‘ Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen zamansal bir donel
yiizeyin birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve

yeter kosul, bu ytizeyin asagida verilen yiizeylerden birinin agik bir parcast olmasidir:

i ]E‘l1 Minkowski uzayinda zamansal bir diizlem;

ii. S?(raz) de Sitter uzayt icinde sifir ortalama egrilikli yer vektorii (3.21) ile verilen

zamansal yiizey.

Ayrica, yer vektorii (3.21) ile verilen zamansal yiizeyin v = e3 A eq Gauss tasviri (2.45)
denklemini

2 a*b?
f=lmp =5 | 1= G-23)
0

2
£ <a2 cosh? (rs—()) + b2 sinh? (%))

fonksiyonu ve C = 0 vektorii icin saglar.

Gortildigi tizere, (3.23) denklemindeki f fonksiyonu sabit degildir. Dolayisiyla,
IE‘I1r Minkowski uzayinda global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, diizlemsel olmayan

zamansal bir donel yiizey yoktur.

3.1.1.2 IKkinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olan donel yiizeyler

Bu bolimde, E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen cift donmeli
zamansal yiizeylerden ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar

siniflandirilacaktir.
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Teorem 3.6. E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen normal demeti diiz
zamansal bir donel yiizeyin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin zamansal bir diizlemin acik parcast

olmasidr.

Ispat. M, E‘l‘ uzayinda yer vektorii (3.3) ile verilen diiz normal konneksiyona sahip
zamansal bir donel yiizey olsun. Bu durumda, I[:?l‘ll uzayinda M yiizeyi lizerinde
(3.4)—(3.6) ile verilen {ej,en,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢ati alan1 secilebilir
ve bu yiizeye ait biiyiikliikler (3.7)—(3.10) denklemleri ile verilir. R” = 0 oldugundan,
(3.12) denkleminden, h‘f2 =0 veya h?] = —h%z # 0 olur.

1. Durum: h, = 0 olsun. (3.8) ifadesinden xw’ —wx’ = 0 elde edilir. Bu diferansiyel
denklemin ¢oziimii x = cow seklindedir. Burada, cq sabittir. c¢q sifirdan farkli bir
sabit ise, M donel yiizeyi zamansal regiiler bir koni yiizeyi olur. Profil egrisi 8 yay

uzunluguna gore parametrelendiginden koordinat fonksiyonlari

1 (&)
w=x—————5+wy Ve X = E——=5+ oWy

\/J1— c(z) 1— c(z)
olarak verilebilir. Burada, c(z) < 1 olmak iizere, cy ve wq sabitlerdir. Bu durumda,

(3.9)—(3.10) denklemleri ile verilen M yiizeyi ile ilgili ifadeler asagidaki hali alir:

2 32
co(a”+b
h%l =0, hgz =+ ol ) ,
\/1—=c3(ac3+b*)w
Bh=0,  hH=0,ij=12,
1
wi2(e1) =0, op(er) = +———, (3.24)
\/1—cdw
ab 1—6‘(2)

e1) =0, e)=F—F—>—.
w34(er) wa(e2) = F (@ + P
Ayrica, (2.32) denkleminden, M yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni

Av = ||h| |2V + h32w12(€2)61 Neqg— hgz(x)34(€2)€2 Nes (3.25)
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olarak hesaplanir. M ylizeyinin v Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden ise,

(2.45) ile (3.25) denklemleri karsilagtirildiginda

f(1+Cs4) =[|n]* = (h3,)?, (3.26)
fCla =—3,012(e2), (3.27)

fC =~ ho3(e2), (3.28)
Cip=Ci3=0Cxu=0 (3.29)

ifadelerine ulagilir. (3.24) denkleminden, hgz,wlz(ez) ve m34(ez)’nin ve (3.27) ve
(3.28) denklemlerinden, Ci4 ve Cp3 sifirdan farkli oldugu goriiliir. Bu durumda, bu
denklemlerden

34(€2)C14 — 12(e2)Cp3 =0 (3.30)
elde edilir. Diger taraftan, i = 2 i¢in (2.48) denklemi yazilirsa asagidaki denkleme
ulagilir:

34(e2)Cia + W12(e2)Cr3 = 0. (3.31)
Ancak, bu iki denklemden Ci4 = C>3 = 0 olarak bulunur. Bu ise, Ci4 ve Cy3 sifirdan
farkli olmasi ile ¢elisir. Bu durumda, M zamansal regiiler koni yiizeyinin Gauss tasviri
ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olamaz. Yani, ¢y = O olmalidir. Dolayisiyla, M donel

yiizeyi zamansal bir diizlemin ac¢ik pargasidir.

2. Durum: h? | = —hgz = 0 olsun. Yani, M, IE‘I1 Minkowski uzayinda yari—ombilik
zamansal bir donel yiizey olsun. Ayrica, h‘l‘2 sifirdan farklidir. Ciinkii h‘l‘2 =0ise, 1.
Durumdan M zamansal donel yiizeyi bir koni yiizeyi olur. Fakat, (3.24) denkleminden,

koninin yari—ombilik bir yiizey olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla, h‘l‘2 # 0 dir.

(3.13) ve (3.14) denklemleri gz Oniinde alindiginda, (2.32) denkleminden M
yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni
AV = ||h]|*V 421, @34(e2)er Aeq+ 203 @ra(er)er Aes (3.32)

olarak hesaplanir. Benzer sekilde, v ikinci cesit noktasal 1-tipinden ise asagidaki

denklemlere ulagilir:

F(1+C34) =[R2, (3.33)
fCra=—2h{,w34(e2), (3.34)

fCr3 =2h3 @n4(er), (3.35)

Cip =Ci3=0Cyy =0. (3.36)
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Burada, @s4(e) # 0 olmalidir. Dolayisiyla, (3.34) ve (3.35) denklemlerinden
h3,Crg+h1hCoz =0 (3.37)
bulunur. Diger taraftan, i = 1 icin (2.47) denklemi yazilirsa
W5 Cry— 3 Ca3 =0 (3.38)

elde edilir. v tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasviri oldugundan, (3.37)
ve (3.38) denklemlerinden olusan sistemin sifirdan farkli ¢6ziimii olmalidir. Yani,
h? | = h‘]‘2 = 0 dir. Dolayisiyla, M yiizeyinin ikinci esas formu 6zdes olarak sifir olur.

Bu durumda, M zamansal bir diizlemin agik pargasidir.

Teoremin tersinin ispati, A¢iklama (3.1)’den elde edilir. U

Bu durumda, asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 3.3. ]E‘l1 Minkowski uzayinda yer vektorii (3.3) ile verilen diiz normal demete ve
ikinci ¢egit noktasal I1-tipinden Gauss tasvirine sahip, diizlemsel olmayan zamansal

bir donel yiizey yoktur.

Ayrica, [37] numarali ¢alismadaki Onerme 3.2 kullanilarak, cift donmeli zamansal

donel yiizeylerle ilgili asagidaki sonug ifade edilir:

Sonuc 3.4. E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.3) ile verilen sifir ortalama egrilige
ve diiz olmayan normal demete sahip Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden

olan zamansal donel yiizey yoktur.

3.2 IEI‘It Minkowski Uzayinda Eliptik, Hiperbolik ve Parabolik Tipten Donel

Yiizeyler

Bu boliimde, ilk olarak, E‘f Minkowski uzayinda eliptik, hiperbolik ve parabolik
tipten donel yiizeylerin tanimi verilecektir. Daha sonra, bu donel yiizeylerden diiz
olup birinci ¢esit veya ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar
belirlenecektir. Sinmiflandirma teoremleri uzaysal donel yiizeyler ve zamansal donel

yiizeyler icin ayr1 ayri verilecektir.
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3.2.1 Eliptik tipten donel yiizeyler
{M1,M2,M3, M4}, E‘lt Minkowski uzaymin standart ortonormal bazi olsun. ]E? uzayl1
icinde kalan diizgiin ve regiiler bir

o(s) = (x(s),z(s),w(s)), se ICR

egrisi gdz Oniine alinsin. o egrisi E% = span{n, N3, M4} iginde kalacak sekilde, IEE‘It
uzayinin i¢ine

o (s) = (x(s),0,2(s),w(s))
olarak daldirilabilir.

Diger taraftan, a = 1, b = 0 i¢in IEl‘lt Minkowski uzayinda (3.1) doniisiim matrislerinin

kiimesi
cost sint 0 O
—sint cost 0 O
Guo=4B(LO)=| o 1 ol:refo.2m (3.39)
0 0 01

olur. B;(1,0) matrisi ortogonal bir doniisiimdiir, yani, B;(1,0) € O(4) dir. a(s)

egrisinin B,(1,0) donme matrisi altindaki yoriingesi
M, : Fi(s,t) = (x(s)cost,x(s)sint,z(s),w(s)), se€l,t€]0,2m), (3.40)

seklindedir. Goriildiigi iizere, B;(1,0) doniisiimii {13, M4} vektorlerinin olusturdugu
zamansal diizlemi noktasi noktasina sabit birakirken, {n;,m2} vektorlerinin olustur-

dugu uzaysal diizlemi kiime olarak sabit birakir.

E‘f uzayinda profil egrisi @ olan ve B;(1,0) donme grubu altinda degismez kalan M,

ylizeyine eliptik tipten dinel yiizey ve B;(1,0) donmesine zamansal dénme denir.

x(s) = 0 ise, M; donel yiizeyi diizlemin agik bir parcasi olur. Bu nedenle, genelligi
bozmaksizin her s € I igin x(s) > 0 olarak varsayilacaktir. Ayrica, I aralid iizerinde o
profil egrisinin uzaysal olmasi1 durumunda, M; donel yiizeyi uzaysal, zamansal olmas1

durumunda ise, M donel yiizeyi eliptik tipten zamansal bir donel yiizey olur.
3.2.1.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip eliptik tipten uzaysal donel
yiizeyler

My, IE‘It Minkowski uzayinda yer vektorii (3.40) ile verilen uzaysal regiiler o profil

egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, uzaysal o(s) profil
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egrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, egrinin koordinat bilesenleri

x%(s)+2%(s) —w'*(s) = 1 ifadesini saglar. at(s) egrisinin egriligi ise, k = (", o) =

\/ en (2% (s) 42" (s) —w"*(s) # 0 ile verilir. Burada, &y ile o vektoriiniin isareti

gosterilmektedir.

IE‘I‘ uzayinda, M, yiizeyi iizerinde tanimli ey, e, vektorleri M|’ e teget ve e3, eq vektorleri

M, e normal olacak sekilde {e},e,e3,e4} yonlendirilmig ortonormal cati alani

0 1 0
-2 - 3.41
el 8S’ €2 X(S) at ( )
1
03 = E(x”cost,x”sint,z",w”), (3.42)
1
eq = ;(u cost,uwsint, w'x" —x'w" 5" —x'7") (3.43)

seklinde secilebilir. Burada, u = 7/w” —w'7” olarak tammlanir ve £ = & =1, &5 =
—&4 = gy seklindedir. Dolayisiyla, uzaysal a(s) profil egrisine sahip M; donel yiizeyi

uzaysaldir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, M; yilizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve

konneksiyon formlari

X
i =enk, By =——, (3.44)
=ity = =0, =L (3.45)
x/
op2(e1) =0,  ope)= o (3.46)
m4(er) =1, W34(e2) =0 (3.47)
olarak bulunur. T = 7(s), o profil egrisinin burulmasini géstermektedir.
Ayrica, M yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi, sirasiyla,
c //
H = N [<SNK‘— x—) e3+ £e4] (3.48)
2 Kx Kx
ve
/!
=-Z (3.49)
X

olarak bulunur. (2.17) Codazzi denklemi kullanilarak, M; yiizeyi i¢in asagidaki

ifadeler elde edilir:

€l (hgz) = 0’12(62)(}1%1 - hgz) - ENThgza (3.50)
€1 (h§2) = —6012(62)/’142‘2 — SN’L'/’l%Z. (3.51)

44



Teorem 3.7. M, ]E‘ll Minkowski uzaywinda yer vektorii (3.40) ile verilen eliptik tipten

diiz uzaysal bir donel yiizey olsun. o(s) = (x(s),0,z(s),w(s)) profil egrisinin temel

egrilik vektorii o (s) sifirdan farkli ve isiksal olmayan bir vektor ise,

ii.

. My donel yiizeyinin birinci cesit global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast icin

gerek ve yeter kosul, o/(s) profil egrisinin bilesenlerinin

x(s) =x1, (3.52)
1

z(s) =+ - sinh(k; +kos) + 20, (3.53)
0
1

w(s) =+ = cosh (k) kos) +wo (3.54)
0

ile verilmesidir. Burada, x1,ky > 0 olmak iizere, ky,wq,z0,k1,x1 sabitlerdir. Ayrica,

1 . . .

Av = (—2 —k(z) v olur. Bu durumda, v Gauss tasvirinin harmonik olmast icin

x
1

1 1
gerek ve yeter kosul, kg = — olmasidir. kg = — ise, M| donel yiizeyi marjinlerde
X1 X1

stkisnus bir yiizey olur.

M, donel yiizeyinin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi

icin gerek ve yeter kosul, o/(s) profil egrisinin bilesenlerinin

x(s) =xos +x1, (3.55)
z(s) = /x% — 1/sinh(q0 In(xps +x1) + Wo)ds + 2o, (3.56)
w(s) =4/x5—1 / cosh(goIn(xps +x1) + Wo)ds +wo (3.57)

. . . qe _Xx1 32 2 — ko
ile verilmesidir. Burada, s > XO,kO =+ x5—1, qo :I:xo\/% ve ko > 0 olmak

iizere, ko, xo,20, W0, Yo, X1 sabitlerdir. Bu durumda, M yiizeyinin v = e3 A\ es Gauss
tasviri (2.45) denklemini

x(z) -1 —k(z)
(x(z) —1)(xps +x1)?

f(s:1) =

fonksiyonu ve

C:x%e3/\e4—xm/x(2)—1e1 Nes

sabit vektorii icin saglar. Ayrica, M donel yiizeyinin profil egrisi o bir helisdir.

(3.56) ve (3.57) denklemlerinden verilen integraller gy = —1, go = 1 ve qo # *+1

icin hesaplanabilir.
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Ispat. M;, ]E‘ll Minkowski uzayinda, temel egrilik vektorii o sifirdan farkli 1siksal
olmayan « profil egrisine sahip, yer vektorii (3.40) ile verilen diiz uzaysal bir donel
yiizey olsun. o (s) sifirdan farkli 1g1ksal olmayan bir vektor ise, a(s) profil egrisinin
egriligi k sifirdan farklidir. Bu durumda, M; donel yiizeyi lizerinde, (3.41)—(3.43)
ile verilen {ej,e;,e3,e4} yOnlendirilmig ortonormal cati alani secilebilir ve yiizeye
ait biyiikliikler (3.44)—(3.47) ile verilir. (3.50) ve (3.51) Codazzi denklemleri

kullanilarak, (2.32) denkleminden M| yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni

AV :‘ |/’l’ ’2V — (83’1']’1?] — 0)12(62)]’1‘2‘2)61 Nesz—+ (83 K+ (012(62)(/’1?1 — h%z))el Ney
(3.58)

olarak bulunur. M; diiz bir yiizey oldugundan, (3.49) denkleminden x” = 0 dir. Yani,
x0,x1 € R olmak iizere, x(s) = xos+x; olur. Ayrica, (3.44) ifadesinden, h;z =0 oldugu

goriiliir. Bu durumda, (3.58) esitligi
Av :’ ’h‘ ‘2\/ — (837:}1?1 — wlz(ez)hgz)el Ne3~+ (83 K+ 0)12(82)/’1?1)81 Neg  (3.59)

halini alir. (2.45) ile (3.59) denklemleri karsilastirildiginda, asagidaki ifadeler elde

edilir:
F(1+e364C34) =||1||* = €3(h3,)* + €4(hi3,)?, (3.60)
&3fCi3 = — (&3Th}| — 012(e2)h3), (3.61)
e4fCiq =&3K" + 012(e2)hiy, (3.62)
Clp =Cr3 =Cyy = 0. (3.63)

C vektoriiniin sabit olmasi i¢in saglamasi gereken (2.47), (2.50) ve (2.51) denklemleri

i = 2 ic¢in yazilirsa,

h3,Cr4 =0, (3.64)
012(e2)C13 — £3h3,C34 = 0, (3.65)
(1)12(62)C14 =0 (3.66)

elde edilir. Ayrica, M) yiizeyi diiz oldugundan, (3.46) denkleminden w;;(ey) = ald
X
olarak bulunur. Dolayisiyla, (3.66) denkleminden, xoC4 = O elde edilir.

1. Durum: xo = 0, yani, x(s) = x; olsun. x(s) > 0 oldugundan, x; € R} olmaldir. Bu

durumda, M donel yiizeyinin profil egrisi a(s) = (x1,0,z(s),w(s)) seklindedir. Yani,
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o egrisi x = x1 diizleminde bulunan diizlemsel bir egri olur. Dolayisiyla,
k(s)=|Zw'—w|=4+u ve =0

olur. (3.45), (3.46) ve (3.47) denklemlerinden, M| yiizeyi i¢in, hgz = j:xll, W2 = W3y =
0 olarak bulunur. Dolayisiyla, (3.61), (3.64) ve (3.65) denklemlerinden, Cj3 = Cj4 =
C34 = 0 elde edilir. Yani, C vektorii sifirdir. Bu durumda, v Gauss tasviri ikinci gesit
noktasal 1-tipinden olamaz. @, = 0 ve Cj4 = 0 oldugundan, (3.62) denkleminden
ko € R olmak iizere, profil egrisinin egriligi K = k¢ seklinde bulunur. ¢’nin koordinat

fonksiyonlari 2% (s) — w'*(s) = 1 esitligini sagladigindan
7(s) =cosh@(s) ve w'(s)=sinhO(s)

olarak secilebilir. o”(s) = (0,0,6’sinh 6,6’ cosh 8) ve (&’ (s), " (s)) = —6'*(s) < 0
seklinde hesaplanir. Dolayisiyla, k(s) = £6'(s) ve &3 = ey = —1 olur. k = ky ifadesi
g6z oOniinde bulundurulursa, 6(s) = +kos + k; olarak bulunur. Bu durumda, a(s)
profil egrisinin bilesenleri (3.53) ve (3.54) denklemlerindeki gibidir. Ayrica, (3.60)
esitliginden, f(s,t) = lz — k3 bulunur. f(s,t) sabit bir fonksiyon oldugundan, v Gauss
tasviri global l—tipindgrlldir. Goriildiigii iizere, v tasvirinin harmonik olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul, kg = xll olmasidir. (3.48) denkleminden, H = % <k()€3 + %164) ve

1 /1 1
(H,H) = ) (—2 —k%) bulunur. ky = — oldugunda H vektoriiniin 1g1ksal, yani, M
)C1 X1

marjinlerde sikismis bir yiizey oldugu elde edilir.

2. Durum: Ci4 = 0 ve xq # 0 olsun. (3.62) denkleminden, &3k’ + SNEK' =0 dir. Bu
X

ko
X0S + X1
bulunur. o profil egrisi yay uzunluguna gore parametrelendiginden, 7/ 2(s) —w? (s) =

1 —x3 olur. xog =1 ise, 7 = +w' dir. Bu durumda, a”(s) = (0,0,£w"(s),w"(s))

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii ko pozitif sabit olmak iizere, Kk = seklinde

ve (a”(s),a”(s)) = 0 seklindedir. Bu ise, o’ vektoriiniin 1g1ksal olmayan bir vektor
olmasi ile ¢elismektedir. Dolayisiyla, xo # 1 olur. x(z) > 1 oldugu kabul edilirse, /.Lg =
x(z) — 1 olarak isimlendirilip ve genelligi bozmaksizin py > 0 olarak alinabilir. 7/ 2 (s)—

w2(s) = — 3 denkleminden

Z(s) = uosinhy(s) ve w(s)= uocoshy(s)
seklinde segilebilir ve 7’ (s) = oy’ (s) coshy(s) ve w”(s) = oy’ (s) sinh y(s) olarak

bulunur. Bu durumda,

o (s) = (0,0, oy’ (s) cosh y(s), oW (s) sinh w(s)) ve (& (s), & (s)) = pgy'*(5) >0
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olarak hesaplanir. Dolayisiyla, k(s) = £uoy/(s) ve &3 = ey = 1 olur ve y/(s) =

im seklinde bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii y(s) = goIn(xgs +

x1)+ W seklindedir. Burada, go = F \;‘02—1 ve Y sabitlerdir. Dolayisiyla, o (s) profil
X0/ Xg—

egrisinin bilesenleri (3.56) ve (3.57) denklemlerinde verildigi gibidir. Dider taraftan,

k
w=—-udy = % arak butunur, Wi, = _B_ Moy, w(er) = X0 ifadeleri
x x

Kx X
(3.65) denkleminde kullanilirsa
x0C13 — HoC34 =0 (3.67)

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilarak,

xo0(k§ — 1)
Hox?

bulunur. Burada, k> =+ ,ug olur. (3.60) ve (3.61) denklemlerinden

ko> — g

2
ve [JhlP ="

83Th?1 — a)lz(ez)hgz =

—UoC13 +x0C34 = Xxo (3.68)

elde edilir. Bu denklemlerden, Cj3 = xouo ve C34 = x% olarak bulunur. Bu durumda,

x—1—kG

C:x263/\e4—x0\/x2—1e|/\63 ve s,t) =
2 0 fls1) (o3 — 1) (xos +x1)2

seklindedir. Ayrica, M; donel yiizeyinin profil egrisi «, E? uzayinda kaldi§indan,

k T
egrinin burulmasi 7 = B0%0 i, & = 0 sabittir, Dolayisiyla, o egrisi helistir.
Uox K Ho
x% < 1 durumunda elde edilen yiizeyin, x% > 1 icin elde edilen yiizeye kongurent oldugu
gosterilebilir.
Yeter kosulunun ispati dogrudan hesaplama ile elde edilir. U

3.2.1.2 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip eliptik tipten zamansal donel

yiizeyler

M, IE‘I‘ Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.40) ile verilen, zamansal regiiler ¢ profil
egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, zamansal ¢(s) profil
egdrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, egrinin koordinat bilesenleri
x2(s) +2%(s) — w?(s) = —1 ifadesini saglar. o(s) egrisinin egriligi ise K(s) =

(a"(s),a"(s)) = \/x”z(s) +2"(s) — w"?(s) # 0 ile verilir.
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E‘{' uzayinda, M yiizeyi iizerinde tanimli ey, e; vektorleri M, e teget ve e3, e4 vektorleri

M, e normal olacak sekilde, {e;,e>,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢ati alani

0 1 0

LA 3.69
Ty @ x(s) ot (5:69)

1
e3 = E(x”cost,x” sint, 7", w"), (3.70)

1
ea=— (ncost, wsint, w'x" —x'w” Z/x" —x'7") (3.71)
seklinde segilebilir. Burada, u = 7/w” — w'7” olarak tanmimlanir ve & = —&, = —1,

€3 = & = 1 seklindedir. Dolayisiyla, zamansal o(s) profil egrisine sahip M| donel

ylizeyi zamansaldir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, M yiizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve

konneksiyon formlari

X
Bi=x, hy= — (3.72)
h%Z a h‘lll = hél‘Z o Oa hg2 — _%; (373)
X
(1)12(61) = 0, (1)12(62) = ;, (3.74)
w4(e1) =7,  wse2) =0 (3.75)

olarak bulunur. Burada, T = 7(s), o profil egrisinin burulmasini gostermektedir.

M yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi, sirasiyla,

1 x// ‘U,
H=—— — — 3.76
2[(KX+K>€3+KX€4], (3.76)
ve
/!
K=-2 (3.77)
X

olarak bulunur. (2.17) Codazzi denklemi kullanilarak, M; yiizeyi icin asagidaki

ifadeler elde edilir:

e1(h3y) = —win(e2) (hiy +h3,) + thisy, (3.78)

e1(h3,) = —o12(e2)hsy — Th,. (3.79)

Asagidaki teoremin ispati, Teorem 3.7’in ispatina benzer sekilde verilebileceginden

tekrar edilmeyecektir.
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Teorem 3.8. M|, E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.40) ile verilen eliptik tipten

diiz zamansal bir donel yiizey olsun. o(s) = (x(s),0,z(s),w(s)) profil egrisinin temel

egrilik vektorii o (s) stfirdan farkli ve isiksal degilse,

1.

M donel yiizeyinin birinci ¢esit global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast icin

gerek ve yeter kosul, o/(s) profil egrisinin bilesenlerinin

x(s) =x1,
1

z(s) :q_ cosh(k; + qos) + zo, (3.80)
0
1

w(s) :q_ sinh (k1 + gos) +wo (3.81)
0

ile verilmesidir. Burada, qo = tko ve x1,ko > 0 olmak iizere, x1,z9,wo,ko,k1

1
sabitlerdir ve M, yiizeyinin Gauss tasviri AV = (—2 —i—k(z)) Vv esitligini saglamak-
X
1
tadrr.

M, donel yiizeyinin ikinci cegit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi

icin gerek ve yeter kosul, o/(s) profil egrisinin bilesenlerinin

X(S) :x0S+X17

z(s) =y/x3+1 /sinh(qo In(xps +x1) + Wo)ds + 2o, (3.82)
_ 2

w(s) =y/x5+1 /cosh(qoln(x0s+x1) + yo)ds +wo (3.83)

. } . k ..
ile verilmesidir. Burada, s > —2L, =+ 4 ve ko > 0 olmak iizere,
q0 o /_X%+1 0 Z

X0

K0,X0,X1,20, W0, Wo sabitlerdir. Bu durumda, M yiizeyinin v = e3 A\ eq4 Gauss tasviri

(2.45) denklemini

2 2 1
f(s,t) = 2K0+x0+ )
(x5 + 1) (x0s +x1)
fonksiyonu ve
20,2
x5 (x5 + 1
sz%@/\m—%g)el/\eg

sabit vektorii icin saglar. Ayrica, My donel yiizeyinin profil egrisi o bir helisdir.

(3.82) ve (3.83) denklemlerinden verilen integraller qo = —1, qo = 1 ve qy # £1

icin hesaplanabilir.

Acgiklama 3.2. o' (s) vektorii sifir veya 1giksal bir vektor ise, k(s) = 0 olur. Bu

durumda, ¢ profil egrisi bir dogrudur ve M; donel yiizeyi 3—boyutlu Euclid uzayinda
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veya 3-boyutlu Minkowski uzayinda kalir. Bu uzaylardaki noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip donel yiizeylerin siniflandirilmasi ile ilgili bir¢cok calisma

bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 [21, 38] dir.

3.2.2 Hiperbolik tipten donel yiizeyler

Ei‘ Minkowski uzayindaki eliptik tipten donel yiizeylere benzer sekilde, hiperbolik
tipten donel yiizeyler tanimlanabilir. Bu boliimdeki teoremlerin ispati, Teorem 3.7 ve

Teorem 3.8 nin ispatlarina benzer oldugu i¢in detaylarindan bahsedilmeyecektir.

E? uzay1 i¢inde diizgiin ve regiiler bir

B(s) = (x(s),(s),w(s)), s € I CR

egrisi goz Oniine alinsmn. [ egrisi E} uzayma E3 = span{n;,n2,n4} icinde kalacak
sekilde

B(s) = (x(s),y(s),0,w(s))
olarak daldirilabilir. a = 0, b = 1 icin (3.1) kiimesi

1 0 0 0
0 1 0 0
0O O cosht sinht
0 O sinht cosht

G(O,l) - Bt<0, 1) — 1 e R (384)
olur. B,(0,1) matrisi E} uzayimin ortogonal bir dniisiimiidiir. Yani, B,(0,1) € O;(4)

dir. B(s) egrisinin B;(0, 1) doniisiimii alundaki yoriingesi
My : Fy(s,t) = (x(s),y(s),w(s) sinht,w(s)cosht), sel,reR (3.85)

seklindedir. B;(0,1) doniisiim matrisi {n;,m2} vektorlerinin olusturdugu uzaysal
diizlemi noktasi noktasina sabit birakirken, {m3,n4} vektorlerinin olusturdugu
zamansal diizlemi kiime olarak sabit birakir. ]E‘l‘ uzayinda, profil egrisi B olan ve
B;(0,1) donme grubu altinda degismez kalan M, yiizeyine hiperbolik tipten dinel

yiizey ve B;(0, 1) donmesine hiperbolik donme denir.

w(s) = 0 ise, M, donel yiizeyi diizlemin agik bir pargasi olur. Bu nedenle, genelligi
bozmaksizin, her s € I igin, w(s) > 0 olarak varsayilacaktir. Ayrica, I aralig1 iizerinde
B profil egrisinin uzaysal olmasi durumunda, M, donel yiizeyi uzaysal, 3’ nin zamansal
bir egri olmas1 durumunda ise, M ylizeyi hiperbolik tipten zamansal bir donel yiizey

olur.
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3.2.2.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip hiperbolik tipten uzaysal donel

yiizeyler

M,, IE‘It Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.85) ile verilen uzaysal regiiler 8 profil
egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, uzaysal B(s) profil
egrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, 8 egrisinin koordinat bilesenleri
x2(s) +y(s) — w?(s) = 1 ifadesini saglar. B(s) efrisinin egriligi ise, K(s) =
(B"(s),B"(s)) = \/EN(x”z(s)+y”2(s) —w"(s)) # 0 ile verilir. Burada, gy ile B”

vektoriiniin isareti gosterilmektedir.

IE‘I‘ uzayinda, M, yiizeyi lizerinde tanimli e,ep vektorleri Mp’ye te8et ve es,eq

vektorleri M,’ye normal olacak sekilde, {e1,e2,e3,e4} yonlendirilmig ortonormal gati

alam

0 1 0
il — A 3.86

“TToy 2T w(s)ar (350
1

e3 = E(x”,y”,w” sinht,w"” cosht), (3.87)
1

ey = E(y’w” —wy" wx" —x'w", psinht, p cosht) (3.88)

seklinde secilebilir. Burada, p = y'x”" — x’y” olarak tamimlanir ve £, = & =1, & =
—&4 = gy seklindedir. Dolayisiyla, uzaysal B(s) profil egrisine sahip, M, donel yiizeyi

uzaysaldir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, M, yiizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve

konneksiyon formlari

= W, =—— 3.89

11 = &N K, 2 _— (3.89)

i, = hi, = hi, =0, h3, = —K£W7 (3.90)
W/

wi2(e1) =0, w12(e2) = o (3.91)

m4(er) =1, m4(e2) =0, (3.92)

olarak bulunur. Burada, T = 7(s) ile B profil egrisinin burulmasini gostermektedir.

M, yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi, sirasiyla,

Vi
H= [(eN;c— W—) 3+ L(34] (3.93)
2 Kw Kw
ve
/!
K=-" (3.94)
w



olarak bulunur. (2.17) Codazzi denklemi kullanilarak, M, yiizeyi icin asagidaki

ifadeler elde edilir:

e1(h,) = wia(e2) (h}) —3,) — enthsy, (3.95)

eq (/’132) = —(Dlz(ez)hgz — SN‘L'h%Z. (3.96)

Teorem 3.9. M, ]E‘l1 Minkowski uzaywnda, yer vektorii (3.85) ile verilen hiperbolik

tipten diiz uzaysal bir donel yiizey olsun. B(s) = (x(s),y(s),0,w(s)) profil egrisinin

temel egrilik vektorii B" (s) stfirdan farkli ve isiksal olmayan vektor ise,

iL.

M, donel yiizeyinin birinci cesit global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin

gerek ve yeter kosul, B(s) profil egrisinin bilesenlerinin

1

x(s) =+ k_ sin(ky & kos) + xo, (3.97)
0
1

y(s)==+ - cos(ky £ kos) + yo, (3.98)
0

w(s) =wy (3.99)

ile verilmesidir. Burada, ko, w1 > 0 olmak iizere, x¢,yo, ko, w1,k sabitlerdir. Ayrica,

M, yiizeyinin Gauss tasviri Av = (k(z)——z v saglar ve v Gauss tasvirinin
w
1

1 1
harmonik olmasi icin gerek ve yeter kosul, ko = — olmasidir. kg = — ise, My
w1 w1

donel yiizeyi marjinlerde stkismuis bir yiizey olur.
M, donel yiizeyinin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter kogsul,

o(s) = Lln(wos-l—wl)-l—(bo (3.100)

w0\/1+w(2)

olmak iizere, B(s) profil egrisinin bilegenlerinin

1—|—w3
= ko si 1 2 3.101
x(s) k(2)+w(2)+w‘o‘(wos+wl) ( osin¢(s) +woy/ +w0c0s¢(s)> . ( )
1+W% .
= 9 \/1+w2 —k . (3.102
y(s) kg+w3—l—wg (wos +wy) <w0 +wgsing (s) ocos(])(s)> ( )
w(s) =wos +wy (3.103)

ile verilmesidir. Burada, s > —x—(l), k(z) #1 +W(2) ve ko > 0 olmak iizere, ko, wo, w1, 9o
sabitlerdir. M yiizeyinin v = e3 A e4 Gauss tasviri (2.45) denklemini fonksiyonu
k(z) —-1- w(z)
(1+w3)(wos +w)?
53

f(svt) =




ve

C:w(z)e3 /\e4—wm/1+wge1/\e3,

sabit vektorii icin saglar. Ayrica, M, donel yiizeyinin profil egrisi B bir helisdir.

3.2.2.2 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip hiperbolik tipten zamansal

donel yiizeyler

M,, E‘l‘ Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.85) ile verilen zamansal regiiler 8 profil
egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, zamansal 3(s) profil
egdrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, egrinin koordinat bilesenleri
x%(s) +y*(s) —w?(s) = —1 ifadesini saglar. B(s) egrisinin egriligi ise, K(s) =

(B"(s),B"(s)) = \/X”Z(S) +y"%(s) —w"?(s) # 0 ile verilir.

I[E‘lt uzayinda, M, yiizeyi lizerinde tamimli ej,e; vektorleri M;’ye teSet ve e3,eq

vektorleri M,’ye normal olacak sekilde, {ey,e2,e3,e4} yonlendirilmig ortonormal gati

alani
0 1 0
_ 4 r - 3.104
=95 @ w(s) dt’ ( )
1
e3 = ;(x”,y”,w" sinht,w"” cosht), (3.105)
1
04 = E(y/W// Wy WX —x'w", psinht, p cosht), (3.106)

seklinde segilebilir. Burada, p = y'x” —x'y" ve &y = —&, = — 1, &5 = &4 = 1 seklindedir.
Dolayisiyla, zamansal 3 (s) profil egrisine sahip M, donel yiizeyi zamansaldur.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, M, ylizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve

konneksiyon formlari

w
ni=K,  h= - (3.107)
h%2 = hél‘-l = h4112 = 07 h§2 - _Kiw, (3108)
w/
wpp(e)) =0,  wp(e)= — (3.109)
Wa(e1) =7,  W(e2) =0 (3.110)

olarak bulunur. Burada, T = 7(s), B profil egrisinin burulmasini gostermektedir.

M, yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi

1 /!
H=—~ KW—JFK) e3+ie4] 3.111)
2 Kw Kw
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veE

K=—— (3.112)

olarak bulunur. (2.17) Codazzi denklemi kullanilarak, M, yiizeyi icin asagidaki

ifadeler elde edilir:

e1(h3,) = —ona(e2) (I +113,) + Ths, (3.113)

e1(h3,) = —o12(e2)hsy — Th,. (3.114)

M, dénel yiizeyinin JB(s) profil egrisinin koordinat fonksiyonlari x'*(s) +y/*(s) —
w’2(s) = —1 esitligini sagladigindan, w(s) fonksiyonu sabit olamaz. Bu nedenle,

Teorem 3.9’un (a)—sikkindaki durum Teorem 3.10°da goziikmeyecektir.

Teorem 3.10. M,, E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.85) ile verilen hiperbolik
tipten diiz zamansal bir donel yiizey olsun. Zamansal B(s) = (x(s),y(s),0,w(s)) profil
egrisinin temel egrilik vekiorii B” (s) stfirdan farkll ve wsiksal olmayan vektir ise, My
donel yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek
ve yeter kosul,

IV(S) =qo ln(w()s + W]) + Y

olmak iizere, B(s) profil egrisinin bilesenlerinin

2
wg—1
x(s) =————(wos+w1)(qosin y(s) +cos y(s)), (3.115)
wo(l+q5)
w% —1 ‘
Y(s) =————>+(wos +wi)(siny(s) — gocos y(s)), (3.116)
wo(1 +%)
w(s) =wos +wy (3.117)
) . o k .
ile verilmesidir. Burada, s > —x—(‘), lwo| > 1, go = :I:WU—\/Sﬁ ve ko > 0 olmak iizere,

ko, wo, w1, Wy sabitlerdir. Bu durumda, M, yiizeyinin v = e3 A\ e4 Gauss tasviri (2.45)
denklemini

2 2
(1 —w%)(wos+w1)2

f(S,t):

fonksiyonu ve
qowg(wp — 1)
ko

sabit vektorii icin saglar. Ayrica, My donel yiizeyinin profil egrisi B bir helisdir.

CZ—W(Z)€3/\€4+ e1N\e3
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Acgiklama 3.3. Eliptik tipten donel yiizeylere benzer sekilde, B”(s) vektoriiniin sifir
ve 151ksal olmasi durumunda M, yiizeyi E? Euclid veya ]E? Minkowski uzayinin i¢inde
kalir. 3-boyutlu Euclid ve Minkowski uzayinda, noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip donel yiizeylerle ilgili bir¢ok calisma bulunmaktadir, [21,38].

3.2.3 Parabolik tipten donel yiizeyler

IE‘It Minkowski uzayinda, parabolik tipten donel yiizeyler, eliptik ve hiperbolik tipten
donel ylizeylere gore biraz daha farkli yapidadir. Bu boliimde, parabolik tipten donel
yiizeyi olusturan burgu veya vida donmesi olarak adlandirilan donme matrisinden ve

donel yiizeyin detaylarindan bahsedilecektir.

IEZ,‘It uzayinin standart ortonormal bazi kullanilarak, bu uzay icin yari—ortonormal baz

takimi asagidaki sekilde elde edilebilir:

{n1,Mm2,M3, N4}, E}f Minkowski uzayinin standard ortonormal bazi olmak iizere,

ész\%(m—ns) ve 542\%(n3+n4) (3.118)

vektorleri tammlansin. (13,1M3) = —(1M4,N4) = —1 oldugundan, (&3, &3) = (&4,E4) =0
ve (&3,&) = —1 goriiliir. Dolayisiyla, {11, M2,&3,&4}, E uzayi icin yari-ortonormal

bir baz takimidir.

Simdi, E‘f Minkowski uzayinin 3—boyutlu alt uzay1 E? = span{ny, N3, M4} iginde kalan

diizgiin ve regiiler bir
Y(s) =x(s)m +z(s)n3 +w(s)ma, s€ICR

edrisi goz oniine alinsin. {Ny, M2, N3, M4} baz takimina goére verilmis olan y(s) egrisini

nszé(@—&) ve n4:%(é‘4+€3) (3.119)

esitlikleri kullanilarak, {1, 12, &3,&4} yari—ortonormal baz takimina gore

Y(s) = x(s)m + (M\;@) &+ (M\;@) &, (3.120)

seklinde ifade edilir. z(s) = = (W(s) —z(s)) ve w(s) =

2 (w(s) +z(s)) olarak

Na

adlandirilirsa, y(s) profil egrisi

Y(s) =x(s)n1 +z(s)& +w(s)és, sc€ICR (3.121)
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haline doniisiir. Diger taraftan, IEI‘It Minkowski uzayinda

1 0 0 0
0 1 0 V2|

G=AT=|0 /3 1 ¢ teR (3.122)
0 0 0 1

donme alt grubu diisiiniilsiin. Bu donme alt grubunun bir eleman1 olan 7 doniisiim
matrisi i¢in (1) = M1, T(M2) = M2 + V21&s, T (&) = & ve T(&) = V2 +
t?E3+ & olur. T € 01(4) dir. Goriildiigii tizere, T doniisiimii {n;,&3} vektorlerinin
olusturdugu dejenere diizlemi noktasi noktasina sabit birakir. Bu durumda, (3.121)

denklemi ile verilen y(s) egrisinin (3.122) doniisiim matrisi altindaki yoriingesi

M3 : F3(s,t) = x(s)N1 4+ V2tw(s)m + (2(s) + 2w (s)) & +w(s)&, selreR
(3.123)
seklinde tanimlanir. E‘f uzayinda profil egrisi y olan ve (3.122) donme alt grubu altinda
degismez kalan M3 donel ylizeyine parabolik tipten donel yiizey ve bu donmeye burgu

donmesi veya vida donmesi denir.

w(s) = 0 olmast durumunda, M3 yiizeyi diizlemin bir agik parcasi olur ve genelligi
bozmaksizin her s € I i¢in, w(s) > 0 olarak alinabilir. [ aralig: iizerinde, y profil
egrisinin uzaysal olmast durumunda M3 uzaysal, yY’'nin zamansal olmas1 durumunda

ise, M3 parabolik tipten zamansal bir donel yiizey olur.
3.2.3.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip parabolik tipten uzaysal donel
yiizeyler

M3, I['I‘,‘lt Minkowski uzayinda, uzaysal regiiler y profil egrisine sahip, yer vektorii
(3.123) ile verilen bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, uzaysal ¥(s) profil
egrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, egrinin koordinat bilesenleri

x'%(s) =27/ (s)W'(s) = 1 ifadesini saglar. y egrisinin tanimlandig1 I araliginin
L={sel:W(s)#0} ve L={sel:w(s)=0}

seklinde /] ve I iki alt kiimesi g6z Oniine alinsin.

1. Durum: Iy, I araliginin yogun bir alt kiimesi olsun. IE‘IL uzayinda, M3 yiizeyi iizerinde

taniml e, ey vektorleri M3’e teget ve e3,eq vektorleri M3’e normal olacak sekilde,
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{e1,e2,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢at1 alan

) 1 0
(4] :a, ey = WE, (3124)
e3 =x' ()N + V2w (s)n2 + (w’l(s) + 12w/ (s) —|—z'(s)> & +w ()&, (3.125)
es =t i (3.126)
w'(s)

seklinde secilebilir. £ = & = 1,& = —&; = —1 olarak bulunur. Dolayisiyla, I; aralig

tizerinde uzaysal y(s) profil egrisine sahip M3 donel yiizeyi uzaysal bir yiizeydir.

Dogrudan hesapla, M3 yiizeyine ait ikinci esas formun bilesenleri ve konneksiyon

formlar1
W// W/
h?1=—y, h§2=—$7 (3.127)
W — X
il ==, hh=lp="h,=0, (3.128)
/
w
wpp(e)) =0,  op(e)= - (3.129)
W — X
wy4(e)) =—————,  Wx(e2) =0 (3.130)

elde edilir. Ayrica, M3 yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi,

sirastyla,
1 /! / /N
H=-|-& (X ¥ eyt (22 ), (3.131)
2 w o ow w!
ve
1!
K=-" (3.132)
w

ile verilir.

2. Durum: b, I araligmin yogun bir alt kiimesi olsun. s € I, i¢in w'(s) = 0 dir. Bu
durumda, wy sifirdan farkl bir sabit olmak iizere, w(s) = wg olur. Profil egrisi y yay
uzunlugunu gore parametrelendiginden x'> (s) =1, yani, x(s) = 8s+xp, x0 € R,6 =

+1, olarak bulunur.

IEJ‘Il uzayinda, M3 yiizeyi iizerinde tanimli ey, e; vektorleri M3’ e teget ve e3, eq vektorleri
Mj3’e normal olacak sekilde, {ej,es,e3,e4} yOnlendirilmis ortonormal cati alani

asagidaki sekilde secilebilir:
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d 1 4

1=, ezz\/_z—woz, wo > 0, (3.133)
e3 =87 ()M + V2 + () ;L 271 &3+ &y, (3.134)
eq = 82 (s)my +V2rmy + WS))Z;M “leva (3.135)
ve gy =& =1, & = —g4 = —1 olur. Dolayisiyla, I, alt aralig1 iizerinde, uzaysal y(s)

profil egrisine sahip M3 donel yiizeyi uzaysal bir yiizeydir.

Benzer sekilde, M3 yiizeyine ait ikinci esas formun bilesenleri ve konneksiyonlari

1
h?l =7 hgz RS h?z = h%1 =0, (3.136)
0
1
W =-7",  h,= —oe hiy =h3, =0, (3.137)
w12(e1) = w2(e2) =0, m4(e1) = m34(e2) = 0. (3.138)

seklinde hesaplanir ve M3 ylizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi,

sirastyla,

(z"(s) + L) (e3—e4) ve K=0 (3.139)
wo

seklindedir.
Teorem 3.11. Mj, IEC‘IL Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.123) ile verilen parabolik
tipten diiz uzaysal bir donel yiizey olsun. Bu yiizeyin paralel ortalama egrilik vektoriine

sahip olmast icin gerek ve yeter kosul, y(s) = x(s)N1 +z(s) & + w(s)E4 profil egrisinin

bilesenlerinin asagidaki durumlardan birisi olmasidur:

i. Koordinat fonksiyonlar

0
x(s) = (wos 1) (In(wos +w1) = 1) o5 +1, (3.140)
0
1
z(s) =57 (wos +wrp) (lnz(wos+w1) —2In(wos +wy) +2)
0
+—5 (wos +wi) (In(wos +wy) — 1) + -— (x5 — 1)s + 20, (3.141)
WO 2W()
w(s) =wos +w; (3.142)

ile verilir. Burada, wy # 0 ve s > —% olmak iizere xg,z0,wo,x1,w1 € Rve 6 = £1
dir.
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ii. Koordinat fonksiyonlart

x(s) =85+ xo, (3.143)
2(s) =z08> + 215+ 22, (3.144)
w(s) =wo (3.145)

ile verilir. Burada, wy # 0 olmak iizere x¢,z9,wo,21,W1,22 € R ve 6 = £1 dir.

Ayrica, bilesenleri (3.140)—(3.142) veya (3.143)—(3.145) ile verilen profil egrisine

sahip M3 donel yiizeyi, ]E‘lt Minkowski uzayinda, marjinlerde sikisnus bir yiizey olur.

Ispat. M3, Ef uzayinda y(s) = x(s)n1 +z(s)& +w(s)&s, s € I, profil egrisine sahip,
yer vektorii (3.123) ile verilen diiz uzaysal bir donel yiizey olsun.

1. Durum: I} = {s € I : w/(s) # 0} kiimesinin / aralig1 iizerinde yogun oldugu
varsayilsin. M3 donel yiizeyi diiz ise, (3.132) denkleminden, w” = 0 olur. Boylece,
w(s) = wos + w; olarak bulunur. Burada, wg # 0 ve s > —w;/wp olmak iizere,

wo, w1 € R dir. (3.131) denkleminden, M3 yiizeyinin ortalama egrilik vektorii

1
H=— <@e3 +x”e4>
2\w

olarak bulunur ve dogrudan hesaplama ile
1 WZ 1"
D, H = 3 [(W—g —x”z) e3+ (x’” + %) e4} ve D,H=0

seklinde elde edilir. H vektorii paralel oldugundan

2 /"
=20 e B (3.146)
w w

sonucuna ulasilir. Ik denklemden, § = +1 olmak iizere, x” = % elde edilir ve
bu denklem yukaridaki denklemin ikincisini de saglar. Bu diferansiyel denklemin
¢oziimii (3.140) seklindedir. Ayrica, y(s) profil egrisinin koordinat fonksiyonlari
x2(s) =27 (s)w'(s) = 1 sagladigindan, '(s) = 2170((51n(w0s+w1) +x0)> — 1) bulunur.
ve ¢oziimii (3.141) sekildedir. Ayrica, (H,H) = 1 (— (%)2+x” 2) olarak bulunur.
(3.146) denkleminden, H 1siksal oldugu goriiliir. Yani, M3 ylizeyi IE‘It Minkowski

uzayinda, uc¢larindan kistirilmig parabolik tipten bir donel yiizeydir.

2. Durum: I, = {s € I : w'(s) = 0} kiimesi I aralig1 iizerinde yogun oldugu varsayilsin.
(3.139) denkleminden, K = 0 oldugu goriiliir ve w(s) = wp # 0 ve x(s) = 8s + xo
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seklindedir. Burada, 6 = +1 ve wy,x( sabitlerdir. (3.139) denkleminden dogrudan

hesaplama ile asagidaki ifadeler elde edilir:

1
D, H = 5z”’(s)(e3 —e4)=0 ve D,H=0. (3.147)

H paralel ise, 7 (s) = 0 olur. Bu durumda, z(s) koordinat fonksiyonu (3.144) seklinde
elde edilir. Ayrica, (H,H) = 0 dir. Bu takdirde, M3 yiizeyi marjinlerde sikigmis bir
yiizeydir. U

Teorem 3.12. IET‘I1 Minkowski uzaywnda, yer vektorii (3.123) olan ve bilesenleri Teorem
3.11°de verilen egrileri profil egrisi kabul eden, parabolik tipten diiz uzaysal donel
viizeyi noktasal 1—tipinden Gauss tasvirine sahip yegane yiizeydir. Bu durumda, v

Gauss tasviri harmoniktir, yani, v global 1-tipindendir.

Ispat. M3, E‘f Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.123) ile verilen noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip diiz uzaysal bir yiizey olsun. / araliginin alt kiimeleri /7 ve I;’ye

gore iki ayr1 durum incelenecektir.

1. Durum: I} = {s € I : w(s) # 0} kiimesi / aralifinin yogun bir alt kiimesi ise, M3
ylizeyi tizerinde (3.124)—(3.126) denklemleri ile verilen, {e},e>,e3,e4} yonlendirilmis
ortonormal cat1 alani se¢ilebilir ve M3 ylizeyi icin (3.127)—(3.132) ifadeleri gegerlidir.
M3 diiz bir yiizeyse, (3.132) denkleminden, w” (s) = 0 olur. Yani, wy > 0 ve wo,w; € R
olmak iizere, w(s) = wos + w; seklindedir. Dolayisiyla,

1 rwo " 2 72} W02 D
H 5 e3+x"(s)es ||A]] X W2 ve

olur. Yukarida elde edilen bilgiler géz oniinde bulundurularak, (2.32) denkleminden

M3 yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni agsagidaki sekilde bulunur:
2 2 "
Av = (x”2 - W_g) v+ (W_g —x”z) e Neg— ( "y M) eihes.  (3.148)
w w w

Vv tasviri birinci ¢esit noktasal 1-tipinden ise

2 2
wo "o / wo "_0

2
f=x"- =0 ve X"+—x"=
w

w2ow?
olmalidir. Bu durumda, (3.146) denkleminden, ortalama egrilik vektorii H nin paralel
oldugu soylenir. Dolayisiyla, Teorem 3.11°den, M3 donel yiizeyinin profil egrisinin
bilesenlerinin (3.140)—(3.142) ve Av = 0 oldugu elde edilir. Yani, M3 donel yiizeyi

harmonik Gauss tasvirine sahiptir.
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v tasviri ikinci gesit noktasal I-tipinden ise, (2.45) ile (3.148) denklemleri

karsilastirildiginda
2
w
f(1—Ca4) :xﬁz_w_g, (3.149)
fCy=x" 4+ 20 (3.150)
w
2
fCia=— (x”2 _ W_g) , (3.151)
w
Clp=C3=0Cxpyy=0 (3.152)

2
elde edilir. Burada, X + 0x” + 0 veya x> — % # 0 olmalidir. Ancak, goriildiigii
tizere, bu ifadelerden birinin sifir olmasi digerinin sifir olmasini gerektirir. Bu
durumda, (3.146) denkleminden, H ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmadigi
goriiliir. Yani, profil egrisinin bilesenleri (3.140)—(3.142) ile verilen M3 donel yiizeyi

ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz.

Ayrica, yer vektorii (3.123) ile verilen, diiz ve paralel olmayan ortalama egrilik
vektoriine sahip M3 donel yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

olamaz.

Bunu gostermek icin, C vektoriiniin sabit olmasi ile ilgili denklemlerden (2.51), i =2
icin hesaplanirsa

Ciu—C34=0 (3.153)
2
bulunur. /; kiimesinin yogun bir alt kiimesi tizerinde X" — W—(z) # (0 oldugundan, (3.149)
w

ve (3.151) denklemlerinden
Ciy—Cyy=—1 (3.154)
bulunur. Bu durumda, (3.153) ve (3.154) denklemleri birbiriyle celisir. Yani, M3

yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz.

2. Durum: I = {s € I : w'(s) = 0} kiimesi [ araligmin yogun bir alt kiimesi ise, wy
sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, w(s) = wy olur. Bu durumda, M3 yiizeyi iizerinde
(3.133)—(3.135) denklemleri ile verilen {e},ez,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢at

alan1 segilebilir ve M3 yiizeyi icin (3.136)—(3.139) ifadeleri gecerlidir. Dolayisiyla,

1 1
H=— (Z”(S)-i——) (e3—es), ||B]|>=0 ve RP =0
2 wo

olarak bulunur. Bu bilgiler goz 6niinde bulunduruldugunda, (2.32) denkleminden M3
yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni
Av =7"(s)(e1 Ne3 —e1 Ney) (3.155)
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seklindedir. Vv tasviri birinci ¢egit noktasal 1-tipinden ise, z”/(s) = 0 olmalhdir. Bu
durumda, (3.147) denkleminden, M3 yiizeyinin H ortalama egrilik vektoriiniin paralel
oldugu ve dolayisiyla Teorem 3.11°den M3 donel yiizeyinin profil egrisinin koordinat
bilesenleri (3.143)—(3.145) denklemleri ile verildigi goriilii. M3 donel ylizeyinin

Gauss tasviri harmoniktir.

v tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden ise, v Gauss tasviri (2.45) ile verilen denklemi
bir diizgiin f tasviri ve sifirdan farkli C sabit vektorii icin saglar. (2.45) ile (3.155)

denklemi karsilastirildiginda,

f(1—-C34) =0, (3.156)
fCiz=—=7"(s), (3.157)
fCuu=—7"(s), (3.158)

Cip=Cp3=Cy=0 (3.159)

elde edilir. Burada, 7/ (s) # 0 ve f # 0 olmalidir. Dolayistyla, (3.147) denkleminden,
H vektoriiniin paralel olmadig1 goriiliir. (3.156) denkleminden, C34 = 1 olarak bulunur.
Diger taraftan, (2.51) denklemi i = 2 i¢in yazilirsa h%2C34 = 0 esitligi elde edilir.
Ancak, h%z = Wio ve C34 = 1 oldugundan bu denklem hic¢bir zaman saglanmaz. Bu

bir geligkidir. Dolayisiyla, v tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olamaz.

1. durum ve 2. durumda elde edilenler diizenlendiginde istenilen sonuca ulagilir. [

Yukarida verilen teoremin ispatindan asagidaki sonug verilir:

Sonuc¢ 3.5. I[:?l‘ll Minkowski uzaywnda, yer vektorii (3.123) ile verilen, ikinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, parabolik tipten diiz uzaysal bir donel yiizey

yoktur.
3.2.3.2 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip parabolik tipten zamansal
donel yiizeyler

M3, E} Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.123) ile verilen, regiiler zamansal y(s)

profil egrisine sahip bir donel yiizey olsun. Genelligi bozmaksizin, zamansal y(s) profil

egrisi yay uzunluguna gore parametrelenebilir. Yani, x'%(s) — 2/(s)w/(s) = —1 dir. Bu
denklemden, w/(s) = 0 ise x'*(s) = —1 olur. Dolayistyla, her s € I i¢in w'(s) sifirdan
farklidur.
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]E‘ll uzayinda, M3 yiizeyi iizerinde tamimh ey,e; vektorleri M3’e teget ve e3,eq
vektorleri M3’e normal olacak sekilde {e,e,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal cati

alanmi agagidaki sekilde secilebilir:

)
ds’ 2_\/§w(s>8l‘,

el = w(s) >0, Vsel (3.160)

1
e3 =X (s)n1 + V2w (s)na + <—W,(S) + 12w/ (s) +z'(s)> E+w(s)&, (3.161)
X (s
e4 = w’((s)) 63—}—7’[], (3.162)
Burada, €, = —&; = —1, &3 = & = 1 seklindedir. Dolayisiyla, zamansal y(s) profil

egrisine sahip M3 donel yiizeyi zamansaldir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, M3 ylizeyine ait ikinci esas formun katsayilar1 ve

konneksiyon formlar1 asagidaki sekilde bulunur:

W// W/

h%l A h%z =3 W h?z = h%l =0, (3.163)

I
M= W =l =k =0, (3.164)

w/

oa(e1) =0, @nler) = —, (3.165)

Wl — w!
w34(e)) = ———7, 34(e2) = 0. (3.166)

M3 yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii ve K Gauss egriligi, sirasiyla,

1 /! / /! /_ /.1
He— [ [ ¥ ) o (222 ), (3.167)
2 w o w w/
ve
Vi
K=-" (3.168)
w

ile verilir. Ayrica, (2.17) Codazzi denklemleri kullanilarak

e1(h3y) = —wia(ea) (b3 +h3,), (3.169)

W @ia(er) + h3yws4(ey) =0 (3.170)
elde edilir.

Teorem 3.13. E‘l‘ Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.123) ile verilen, parabolik tipten

diiz zamansal donel yiizey noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz.
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Ispat. M3, ]E‘l1 Minkowski uzayinda, yer vektorii (3.123) ile verilen, diiz zamansal bir
donel yiizey olsun. Bu durumda, M3 yiizeyi iizerinde (3.160)—(3.162) denklemleri ile
verilen {ey,ep,e3,e4} yonlendirilmis ortonormal ¢ati alani secilebilir ve M3 yiizeyi
icin (3.163)—(3.168) ifadeleri gecerlidir. M3 diiz bir yiizey oldugundan, (3.168)
denkleminden w”(s) = 0, yani, w(s) = wos + w; olarak bulunur. Burada, wy # 0,w

sabitlerdir.

Bu durumda, (3.163)—(3.166) ile verilen ifadeler

3 3 wo 3 3
hi, =0, hzzz—g7 hi, =hy; =0,

4 1" 4 4 4
hiy =x", hy=hj,=h;; =0,

o (3.171)

0] =0, o = —
12(e1) =0, wi2(e2) W
@34(e1) =x", @34(e2) =0

seklinde olur.

(2.32) denkleminden, M3 yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni

AV =|[h| PV + (13, — 3, ) @sa(er) — e (h1)))er Aes

+ (e1(hf), — I3y) — wsa(en)ht)))er Nes

olarak bulunur. (3.169) denklemi ile verilen ifade goz 6niinde bulundurulursa, bu ifade

Av =||h| v — (e1(hf}) — (13, — h3) ) @sa(er))er Aes
(3.172)
+ (e1 () + @ia(e2) (I, +h3y) — i @naler) et Aes

bicimini alir. (3.171) denklemindeki M3 yiizeyine ait biiyiikliikler diisiiniildiigiinde,

M3 yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni
mn W(z) m o, WO n w(2)
Av=[x"+— v—(x —|——x)e1/\63— X4+ —=]eiNey (3.173)
w? w w2

seklini alir. (2.45) ile (3.173) denklemleri kiyaslandiginda, asagidaki denklem sistemi

elde edilir:

2

W,
F(1+Caa) =3+, (3.174)
£Ciy ="+ 0 (3.175)

w
W% "

fCiy ZW + x4, (3.176)
Ci2 =Ca3 = Cpy = 0. (3.177)
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wo # 0 oldugundan, (3.176) denkleminden, Cy4 # 0 oldugu goriiliir. Dolayistyla, M3

yiizeyinin Gauss tasviri v birinci ¢esit noktasal 1-tipinden olamaz.
Simdi, v Gauss tasvirinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olamayacag1 gosterilecektir.
(2.47) ve (2.51) denklemleri i = 2 i¢in yazilirsa, sirasiyla,
woC13 =0, (3.178)
wo(Cia—C34) =0 (3.179)

denklemleri elde edilir. wy # 0 oldugundan, bu denklemlerden Cj3 =0 ve C14 = C34

olarak bulunur. Diger taraftan, (3.174) ve (3.176) denklemlerinden
Ciy—Cu=1

elde edilir. Bu ise, C14 = C34 1le celismektedir. Dolayisiyla, v Gauss tasviri ikinci gesit
noktasal 1-tipinden olamaz. Yani, yer vektorii (3.123) ile verilen parabolik tipten diiz

zamansal donel yiizey, noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip degildir. U

33 IEI‘2l Yari—Euclid Uzayinda Genel Donel Yiizeyler

Bu boliimde, ]E‘z‘ yari—Euclid uzayinin bazi donme matrisleri ve onlarin olusturdugu

donel yiizeyler iizerine ¢alisilacaktir.

{e1,e2,e3,e4}, IE‘zt yari—Euclid uzaymin standart ortonormal bir bazi olsun. Eg

yari—Euclid uzayinin

coshv 0 0 sinh v
B _ 0  cosh(bv) sinh(bv) 0O _
G=11=1 0 sinh(bv) cosh(bv) o | VERL>0p (G180
sinhv 0 0 coshv

seklinde bir doniisiim alt grubu goz Oniine alinabilir. Bu durumda, 77 doniisiim
matrisi i¢in 77 (e;) = coshve; + sinhvey, Tj(e2) = cosh(bv)e; + sinh(bv)es, Ti(e3) =
sinh(bv)ey + cosh(bv)es ve Ti(es) = sinhve; + coshvey olur ve bu matris E3 uzayimda

ortogonal bir matristir. Yani, 77 € O(4) dur.
E% Minkowski uzayinda, diizgiin ve regiiler
o(u) = (y(u),w(u)), ucl CR,
egrisi gbz Oniine alinsin. Bu egri ]E‘zl uzayina yw—diizleminde kalacak sekilde

ot (u) = (0,y(u), 0,w(u))
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olarak daldirilabilir.  a(u) egrisinin Eg uzaymdaki 77 donme matrisi altindaki

yoriingesi

My (D) : ri(u,v) = (w(u) sinhv,y(u) cosh(bv),y(u) sinh(bv),w(u)coshv) u € I,v € R
(3.181)
seklindedir. Bu durumda, M| (b) yiizeyi profil egrisi a(u) olan ve 77 donme matrisi

altinda degismez kalan bir donel ylizeydir.

Ej yari-Euclid uzayinda, M, (b) yiizeyi iizerinde tammli ey, e, vektorleri M (b)’ye
teget ve e3,e4 vektorleri M| (b)’ye normal olacak sekilde, {e1, ey, e3,e4} yonlendirilmis

ortonormal cat1 alani

10 10
L 2T Aow (3.182)
es = /() sinh v () cosh(br). ' (1) sinh(b). () osh). (3.183)
- 23 (by(u) coshv, w(u)sinh(bv), w(u)cosh(bv),by(u)sinhv) (3.184)

seklinde segilebilir. Burada, £ = sgn(y'(u) — w'* (1)) ve £* = sgn(w(u) — b*?(u))
olmak iizere, A = \/e(y2(u) ~w(w)) # 0 ve ¢ = /& (w2(u) — 552()) # O

seklindedir. € = —& = €* ve & = —&3 = € olur. Gerekli hesaplamalar yapilarak

M, (D) yiizeyine ait ikinci esas formunun katsayilar1 ve konneksiyon formlari

1 1
hiy = A—qz(bzy(u)vv’(u) —w(w)y'(u), k3= -5 (W (w)y" () = (w)w" (),
(3.185)
ity = E5 2 (w(u)y () (W' (W), Wy = Bty = iy = 0 (3.156)
12—Aq2 wln)y \u) —ylu)ywiu)), 12 =M1 = A=Y, .
1
w12(er) = A—qz(bzy(u)y/(u) —w(u)w'(u)), o(ex) =0, (3.187)
ee*b , ,
@34(e1) = v (w)w (u) —y(u)y'(u)), @34(e2) =0 (3.188)
olarak bulunur.
Simdi, IET‘Zt yari—Euclid uzayinda
cosv  siny 0 0
G={p— | simv cov 0 O 1.ve21),p>0% 3189

0 0  cos(bv) sin(bv)
0 0 —sin(bv) cos(bv)

seklinde bagka bir alt grup ele alinabilir. 7> doniisim matrisi ic¢in, T>(e;) =
cosve] —sinvey, Tr(ez) = sinve] +cosvey, Tr(e3) = cos(bv)es —sin(bv)es ve T (es) =
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sin(bv)es + cos(bv)ey seklindedir. Ty matrisi E5 uzayimin ortogonal bir doniigiimiidiir,

yani, T € 05(4) dur.
Benzer sekilde, E% uzayinda bulunan

B(u) = (x(u),z(u)) ueI CR
egrisi E‘z‘ uzay1 i¢inde xz—diizleminde kalacak sekilde

B(u) = (x(u),0,z(u),0)
olarak daldirilabilir.  fB(u) egrisinin Ej uzayindaki 7> donme matrisi altindaki
yoriingesi
My (D) : ra(u,v) = (x(u)cosv,x(u) sinv,z(u) cos(bv),z(u) sin(bv)) uel, v e (0,2x)
(3.190)
ile verilir. Bu durumda, M, (D) yiizeyi profil egrisi  olan ve 7> donme matrisi altinda

degismez kalan bir donel yiizeydir.

E3 yari-Euclid uzayinda, My (b) yiizeyi iizerinde tanimli ey, e, vektorleri My (b)’ye
teget ve e3, e4 vektorleri M, (b)’ye normal olacak sekilde, {ej, ey, e3,e4} yonlendirilmis

ortonormal c¢at1 alani

14 10
‘TG T Aow (3.191)
e3 = %(Z'(u) cosv,7 (u)sinv,x' (u) cos(bv),x' (u) sin(bv)), (3.192)
o4 = — 8;3 (bz(u) sinv, —bz(u) cosv,x(u) sin(bv), —x(u) cos(bv)), (3.193)

seklinde secilebilir. Burada, & = sgn(x'*(u) — 2% (u)) ve €* = sgn(x?(u) — b2 (1))
olmak iizere, A = \/e(x(u) ~22(u) # 0 ve § = /& ()~ bZ2(w)) # O

seklindedir. & = —& = €*, & = —&; = € olur. Gerekli hesaplamalar yapilarak,

M, (b) yuzeyine ait ikinci esas formunun katsayilar1 ve konneksiyon formlar1 agsagidaki

denklemlerle verilir:

) = e P20 () =30 @), B = 55 ()~ @) (1),
(3.194)
s = S ) ) ).y = bty = hs =0, (3.195)
02 (er) = Aiqz(bzz(u)z’(u) —x(u)x' (1)), @2(ez) =0, (3.196)
ona(er) = o3 (020 =X (). 0us(ez) =0. 3.197)



M; (b) ve M>(b) donel yiizeylerinin H ortalama egrilik vektorii, K Gauss egriligi ve R

normal egrilik tensort, sirasiyla,

1
H= —E(ss*h?l +h3y)es, (3.198)
K = £*(h}y)? — eh3 13, (3.199)
RP(e1,e2:e3,e4) = hi,(eh3, — €7h3)) (3.200)

olarak elde edilir. Ayrica, (2.17) Codazzi denkleminden, M (b) ve M,(b) yiizeyleri

icin asagidaki ifadeler verilir:

er(h3)) = e*hirs4(e1) + 012(e1)(¥h3, — €hd,), (3.201)

er(hly) = —eh3,m34(er) + 2" b, w12 (ey). (3.202)

Yer vektorleri (3.181) ve (3.190) ile verilen donel yiizeyler i¢in, b = 1 ve profil
egrileri o ve B’nin bilesenleri f(u) diizgiin bir fonksiyon olmak tizere, x(u) = y(u) =
f(u)sinhu ve z(u) = w(u) = f(u) coshu olarak secilirse, [39] ve [12] ¢alismalarindaki
donel yiizeyler elde edilir. Bu donel yiizeyler Vranceanu tipi donel yiizeyleri olarak

isimlendirilmektedir.

3.3.1 Sifir ortalama egrilige sahip donel yiizeyler

Bu Dboliimde, E‘z‘ yari-Euclid uzayinda, yer vektori (3.181) ve (3.190) ile
verilen, M\ (b) ve M,(b) donel yiizeylerinden sifir ortalama egrilife sahip olanlar

siniflandirilacaktir.

I1k olarak, yer vektorii (3.181) ile verilen M (b) yiizeyi i¢in siniflandirilma yapilacaktir.

(3.185) ve (3.198) denklemleri gbz oniinde bulundurulursa asagidaki sonug elde edilir:

M, (D) yiizeyinin sifir ortalama egrilige sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, o profil
egrisinin bilesenleri y(u) ve w(u) fonksiyonlarmnin

ry(u)w'(u) — w(u)y' (u)

W ()" (1) = W () + O ) = (@) == 5o

=0 (3.203)

diferansiyel denklemi saglamasidir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii, sirasiyla, b =

1 ve b # 1 durumlarina gore incelenecektir.

1. Durum: b = 1. (3.203) diferansiyel denklemi
/ " / " 2 /2 y u
w'(w)y" (u) =y ()w" () + (v~ (u) —w' " (u)) =0 (3.204)
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halini alir.

c§ # 1 sabit olmak iizere, y(u) = cow(u) denklemi (3.204) diferansiyel denkleminin bir
¢oziimiidiir. Ancak, o(u) profil egrisinin bilesenleri bu esitligi saglayan M; (1) donel
yiizeyi, ]E‘zt uzayinda, zamansal bir diizlemin acik parc¢asi olur. Bu nedenle, bu ¢6ziim

g6z ard1 edilmisgtir.

Onerme 3.1. b = 1 icin, Eg yvari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen
diizlemsel olmayan donel yiizeyin sifir ortalama egrilige sahip olabilmesi icin gerek

ve yeter kosul, bu donel yiizeyin profil egrisinin bilesenlerinin

() +w(w))? + Ao (y(u) —w(u))* = 1o (3.205)
ile verilmesidir. Burada, Ay # 0 ve Uy sabitlerdir.
fspat. M (1), yer vektorii (3.181) ile verilen, IE‘Zt yari—Euclid uzayinda, sifir ortalama

egrilige sahip, diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun. Gerekli diizenlemeler

yapilarak, (3.204) denklemi

Y w@) )’
(W’(u) ) i ( y(u) _
(2@ (rw)?
- () ()
seklinde yazilabilir. Bu denklem bir kez integre edilirse,
/

tanh~! (y (1) ) +tanh~! (w(u)) =

w'(u) y(u)

bulunur. Burada, ¢ integrasyon sabitidir. Ters tanjant hiperbolik fonksiyonun

(3.206)

logaritmik ifadesi kullanilirsa,

(v (a0) A+ w(w)) (' () +w (1)) £ €% () = wl)) (' (u) = W' (1)) = 0

elde edilir. Ay = +e* # 0 olarak isimlendirilip, yukaridaki denklem bir kez daha

integre edilirse, bir Ly sabiti icin (3.205) ifadesine ulagilir.

Yeter kosulun ispat1 i¢in, dogrudan hesaplama ile M;(1) donel yiizeyinin o (u) profil

egrisinin bilesenleri (3.204) denklemini sagladig1 gosterilir. U

Goriildiigii tizere, (3.205) ile verilen (3.204) diferansiyel denklemin ¢oziimii kapali
formdadir ve kuadratik bir egriyi ifade eder. Yani, Ay ve L sabitlerinin bazi uygun

degerleri icin, elips ve hiperbol elde edilir.
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e Ao =1 ve uy =2 ise, (3.205) denkleminden, w?(u) + y*(u) = 1 elde edilir. Yani,
o profil egrisi w?> +y? = 1 ile verilen bir birim ¢emberin parcasidir. Bu birim
cemberin bir parametrizasyonu y(u) = sinu ve w(u) = cosu olarak secilirse, € =
€* = sgn(cos2u) bulunur. Bu durumda, |u| < 7 i¢in M;(1) maksimal bir yiizeydir

ve M (1) yiizeyinin parametrizasyonu
: V)= . : inusinhv,
M;(1) : ri(u,v) = (cosusinhv,sinucoshv,sinusinhv,cosucoshv)

ile verilir. Burada, u € (—%,%) ve v € R dir. Birim g¢emberin bagka bir
parametrizasyonu y(u) = cosu ve w(u) = sinu olarak alinabilir. Bu durumda,
€ = & = —sgn(cos2u) seklinde bulunur. Dolayisiyla, T < u < %” icin M, (1)
yiizeyi pozitif tanimli metrige sahip ve |u| < % icin ise, M (1) yiizeyi negatif tamml

metrige sahip maksimal bir yiizey olur.

e Ay = —1 ve yp =4 ise, (3.205) denkleminden, y(u)w(u) = 1 elde edilir. Diger bir
deyisle, o profil egrisi, yw = 1 ile verilen hiperboliin bir par¢asidir. Bu hiperboliin
bir parametrizasyonu olarak, y(u) = u ve w(u) = blt alinirsa, M (1) donel yiizeyinin
yer vektoril i¢in bir parametrizasyon

sinhv ) coshv
,ucoshv, usinhv,

Ml(l):rl(u,v):< ),u>0,v€R

olarak verilir. Bu parametrizasyon icin, € = —&* = sgn(u* — 1) oldugundan, bu
yiizey 0 < u < 1 veya u > 1 araliklar icin, regiiler sifir ortalama egrilige sahip

zamansal bir donel yiizeydir.

[39] numaral1 ¢calismada, Vranceanu tipi donel yiizeylerin, a ve ¢ sabit olmak iizere,
f(u) = a(cosh(2u + ¢))~'/2 fonksiyonu i¢in maksimal oldugu gosterilmistir. f(u)

fonksiyonu i¢in, y(u) ve w(u) bilesenlerinin (3.205) denklemini sagladig1 goriiliir.

Sonraki kisimda genelligi bozmaksizin, M, (b) donel yiizeyinin ¢ profil egrisinin yay
uzunluguna gore parametrelendigi varsayilacaktir. Yani, o egrisinin bilesenleri y(u)

ve w(u) fonksiyonlar, y'(u) — w'? (1) = € denklemini saglar.
2. Durum: b # 1 i¢in, (3.203) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii elde edilecektir.

Bunun i¢in, ilk olarak, asagidaki yardimei teorem verilecektir.

Yardimer Teorem 3.1. b # 1 olmak iizere, My(b), E5 yari—Euclid uzayinda yer

vektorii (3.181) ile verilen diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun. M (b) yiizeyinin
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stfir ortalama egrilige sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, yay uzunluguna gore

parametrelenmis o profil egrisinin y(u) ve w(u) bilesenlerinin
(B2 — DB W)W (u) — w2 )y (1) = ao (3.207)

diferansiyel denklemini bazi ao sabitleri icin saglamast ve J C I acik alt aralig

iizerinde y'(u)w'(u) # 0 olmasidr.

Ispat. b # 1 olmak iizere, M, (b), E5 uzayinda yer vektorii (3.181) ile verilen, yay
uzunluguna gore parametrelenmis o profil egrisine sahip, diizlemsel olmayan bir donel
yiizey olsun. Bu donel yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin sifir oldugu varsayilsin. Ik
olarak, I’'nin J gibi agik alt araliginda, y'(u)w’(u) # 0 oldugu gosterilecektir. Bunun
icin, J lizerinde, ¢ egrisinin bilesenlerinden en az birinin sabit oldugu varsayilsin.
Bu durumda, M (D) yiizeyi IE‘Zt uzayinda diizlemsel bir donel yiizeydir ve bu yiizeyin
ortalama egrilik vektorii sifirdan farklidir. Bu ise, teoremin varsayimu ile ¢celismektedir.

Yani, y'(u)w'(u) # 0 oldugu J C I agik aralig1 vardir.

M, (D) sifir ortalama egrilige sahip oldugundan, (3.198) denkleminden, 88*/1?1 = —hgz
dir. Bu iligki (3.201) ve (3.202) ile verilen denklemlerde kullanildiginda

ex(h3)) = e*hlym4(er) + 23 @ia(ey), (3.208)

er(hty) = €*h3 w34(e1) +2€* i, 012 (ey) (3.209)

bulunur. (3.208) ve (3.209) denklemleri, sirasiyla, h?l ve —h‘l‘2 ile carpilip taraf tarafa
toplanirsa

Iea(iy) — libea(iy) = 267 (1)) — ()P oa(er)  (3210)
elde edilir.
Goriildiigi tizere, (h3,)* — (h},)*> = 0 ifadesi (3.210) denkleminin bir ¢dziimiidiir.
M, (D) yiizeyinin (3.185) ve (3.186) ile verilen ikinci esas formunun bilegenleri ve b # 1

diistiniildiigiinde, bu ¢6ziim ag = 0 icin (3.207) ifadesini verir.

J C I agik alt arah iizerinde, (h3,)* — (h,)* # 0 ise, (3.187) ve (3.210)
denklemlerinden asagidaki ifadeye ulagilir:

ex((hi))* = (h1p)*) | w(w'(u) — b2y (u)y'(u)

=0. (3.211)
A((13))* = (h)?) w(u) — b2y*(u)
er = %% oldugundan, bu denklem integre edilirse
(1) = (id)?) (P () = 07y (w))* = ag (3212)
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elde edilir. Burada, ag sifirdan farkli bir sabittir. (3.185) ve (3.186) denklemleri ile
verilen h?l,h‘{'z yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda, (3.207) denklemine

ulasilir.

Yeter kosulun ispati icin, E‘zt uzayindaki M| (b) donel yiizeyinin yay uzunluguna gore
parametrelenmis ¢ profil egrisinin bilesenlerinin (3.207) denklemini sagladigi ve J C 1
acik aralig1 iizerinde ' (u)w'(u) # O varsayilsin. Bu durumda, y'*(u) — w'?(u) = € ve
(3.207) denklemlerinden

do+ ew?(u)
b2y?(u) — w?(u)

do + eb*y*(u)
2

2 .
yo(u) = 2 () — w2 () (3.213)

ve w2 (u) =

bulunur. Burada, dy = il olur. (3.213)’deki denklemlerin u bagimsiz degiskenine

b2
gore tiirevi alinirsa

b2y(u)y’ () — w(u)w' (u)

/ " . 2
00 = gty O gy

(
W)=y <(>)Wv(v2u>‘wlz(”> B2 w2

<
SN—
Le)
oo
g
=
=
[l
QO
o)
—
)
=
o
.
(o)
[
=
o,
oo

ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler, sirasiyla, —w/’ 2(u) ve y

asagidaki denklem bulunur:

2y(u)w (u) —w(u)y (u
¥ ()W (u) (w’(u)y”(u)—y’(u)w”(u)+eb ! (W)ngz bzyz((i)y ( )) =0. (3214)

J C I aralig1 iizerinde, y'(u)w' (1) # 0 oldugundan,

Py (W () — w(w)y' () _
w2 ()~ b2 ()

W' (w)y" (u) =Y (w)w" (u) + €

olur. Yani, J C [ alt aralig1 lizerind,e H = 0 dir. Ancak, ortalama egrilik siirekli

oldugundan, yiizeyin ortalama egriliginin sifir oldugu sonucuna ulasilir. 0

Teorem 3.14. b # 1 olmak iizere, My (b), E yari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181)
ile verilen, diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun. M;(b) yiizeyinin ortalama
egriliginin sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul, yay uzunluguna gore parametrelenmis
o profil egrisinin, y(u) ve w(u) bilesenlerinin asagidaki sekilde verilen regiiler

egrilerden biri olmasidir:

I. 18_a];)2 > 0 kosulunu saglayan ay # 0 ve co sabitler olmak iizere,
1 () L. 1 (by(u €*ag
sin (W) = il; sin (W +co, MHo= T—p2 (3.215)
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Bu durumda, €€* = 1 olur, yani, M\ (b) yiizeyi pozitif veya negatif tanimli metrige

sahip uzaysal bir yiizeydir.

ii. agve dy+# 0 sabitler olmak iizere,

(0 ot ) = (e + 201 ) =[5

(3.216)

Ozel olarak, ag = 0 icin by # 0 sabit olmak iizere, y(u) = bo(w(u))** elde edilir.

Bu durumda, e€* = —1, yani, M\ (b) yiizeyi zamansal bir donel yiizeydir.

Ispat. b # 1 olmak iizere, M, (b), E3 uzaymda, yer vektorii (3.181) ile verilen, yay
uzunluguna gore parametrelenmis o profil egrisine sahip diizlemsel olmayan bir donel
yiizey ve H = 0 olsun. Bu durumda, Yardimci Teorem 3.1°den, bazi ag sabitleri
icin ¥ (u)w'(u) # 0 oldugu J C I bir agik alt aralig1 iizerinde, a profil egrisinin
bilesenlerinin (3.207) denklemini sagladig goriiliir. Dolayistyla, y'2(u) — w'*(u) = €
ve (3.207) denklemlerinden

V= (o + €622 () W () = £/ —e* (G + en2(w)) ¥ (u) (3.217)
elde edilir. Burada, dy = bz"fl dir. (3.217) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii e€* = 1
ve €€* = —1 durumlarina gore ayri ayr1 incelenecektir.

1. Durum: €€* =1 ise (3.217) denklemi
dw _ 4 dy
\/—wz(u) — &*dy \/—bzyz(u) — &*dy

seklini alir. ap = 0 ise dy = 0 olur. Ancak, —w?(u) < 0 ve —b?y?(u) < 0 oldugundan,

(3.218)

(3.218) diferansiyel denkleminin reel ¢coziimii yoktur. Dolayistyla, ag # 0, yani, dg # 0
olmalidir. €*dy = 3 > 0 ise —(w?(u) + u3) < 0 ve —(b?y?*(u) + pu3) < 0 olur. Bu

durumda, (3.218) denkleminin reel bir ¢oziimii yoktur. £*dy = — ,ug < 0, yani, /,Lg =

8*a0
1-b2

> 0 ise, (3.218) denkleminin ¢oziimii bir ¢( sabiti i¢in

1 b *
sin”! (—WL(LZ)> = :I:E sin”! ( );L(Ou)) +co, MHo= '18_62)2

olarak bulunur. €€* = 1 oldugundan, M (b) yiizeyi E;‘ yari—Euclid uzayinda, pozitif

veya negatif tanimli metrige sahip, maksimal uzaysal bir donel yiizeydir.

2. Durum: g€* = —1 ise (3.217) denklemi
d d
d 4 Y (3.219)
w2(u) — €*d b*y2(u) — €*d
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olur. ag = 0 ise dy = 0 olur. Bu durumda, (3.219) denkleminden, y(u) = bo(w(u))*?
elde edilir. Burada, by # O bir sabittir. ay # 0 ise dy # 0 olur. €*dg = ,ug > 0 ise,

(3.219) denkleminin genel ¢oziimii asagidaki formdadir:

(w(u) + \/m > - =dy (by(u) + /b2y (u) — ud ) : (3.220)

Burada, dj sifirdan farkli bir sabittir. £*dg= — ug < 0 durumunda, (3.219) denkleminin
¢Oziimil yeniden parametrelendirme ile yukaridaki formda yazilabilecegi gosterilir.
ge* = —1 oldugundan, M, (b) yiizeyi I[E‘zt yari—Euclid uzayinda, sifir ortalama egrilige

sahip, zamansal bir donel yiizeydir.

Yeter kosulun ispati igin, ilk olarak, M;(b), IE‘Z1 uzaymnda profil egrisi o (3.215)
denklemi ile verilen bir donel yiizey olsun. (3.215) esitliginin «’ya gore tiirevi alinirsa,
(3.217) denklemi elde edilir. Bu durumda, y' (u)w'(u) # 0 olur. y'* (1) — w'?(u) = € ve
(3.218) denklemlerinden

do +eb*y* (u)

2 r 2 r do+ew2(u)
= oyt —wry Y

b2y () — w(u)

ifadelerine ulasilir. Bu denklemler (3.207) esitligini saglar. Dolayisiyla, Yardimci

Teorem 3.1’den, M, (b) donel yiizeyinin sifir ortalama egrilige sahip oldugu soylenir.

o profil egrisi, (3.216) denklemi ile verilen, regiiler bir egri olmast durumunda
yukaridakine benzer sekilde, M;(b) donel yiizeyinin sifir ortalama egrilige sahip

oldugu gosterilir. O
Teorem 3.14’de, M| (b) donel yiizeyinin profil egrileri kapali formda elde edilmisgtir.
Bu nedenle, asagidaki 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.1. e = ¢* =1 igin, ap = 3, b =1 ve ¢y = 0 secildiginde, (3.215) den-
kleminden, o profil egrisinin bilesenlerinin sin~ ' (w(u)) = 2sin~! ()%) sagladig1
goriilir. y(u) = 2sinu ve w(u) = sin(2u) olarak alinabilir. Bu durumda, M;(b) donel

ylizeyinin bir parametrizasyonu asagidaki sekilde verilebilir:
M (1/2):r(u,v) = (sin(2u) sinhv, 2sinucosh (g) ,2sinusinh (%) ,sin(2u) Coshv> .

M;(1/2) yiizeyi, 0 < u < 7 ve v € R igin pozitif tanimli metrige sahip maksimal

uzaysal bir yiizey olur.
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Ornek 3.2. e = —¢* =1 icin, ag = —3, b =2 ve dp = 1 olarak alindiginda, (3.216)
denkleminden, o profil egrisinin bilesenleri y(u) = 1cosh(2u) ve w(u) = coshu

seklinde secilebilir. Bu durumda, M, (b) donel yiizeyinin yer vektorii
1 1
M (2):ri(u,v) = (cosh usinhv, 3 cosh(2u) cosh(2v), 3 cosh(2u) sinh(2v), coshucosh v)

ile verilir. Bu durumda, M, (2) yiizeyi sifir ortalama egrilige sahip zamansal bir donel

yiizeydir.

Ornek 3.3. ag = 0icin, by = 1 ve b =2 olarak alinirsa, y(u) = (w(u))? elde edilir. Yani,
2

y = w? paraboliidiir. Bu parabol i¢in, y(u) = u®> ve w(u) = u, u > 0, parametrizasyonu

yapilirsa, M| (b) donel yiizeyinin yer vektorii agsagidaki sekilde olur:
My(2) : r1(u,v) = (usinhv,u? cosh(2v),u? sinh(2v),ucoshv).

Bu durumda, 0 < u < % veya u > % ve v € R i¢in, M| (2) ortalama egriligi sifir olan

zamansal bir donel yiizey olur.

IEZfzt yari-Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen M;(b) donel yiizeyinden
ortalama egriligi sifir olanlarin siniflandirmasi1 M) (b) donel yiizeyine benzer sekilde
yapilabilir.  Ciinkii, y(u) ve w(u) fonksiyonlarinin yerine, sirasiyla, z(u) ve x(u)
fonksiyonlar1 alimirsa, M;(b) donel yiizeyi igin gegerli olan ikinci esas formun
bilesenleri ve sifir ortalama egrilige sahip ylizeyi karakterize eden diferansiyel
denklemlerin M, (b) donel yiizeyi icin de gegerli oldugu goriiliir. Sadece x'?(u) — 2/ (u)
ifadesinin isareti degisir, yani, y?(u) — w'?>(u) = € denklemi x>(u) — z*(u) = —¢

doniisiir. Bu nedenle, asagidaki ifadelerin ispatlarinin detaylar1 verilmeyecektir.

(3.194) ve (3.198) denklemleri goz 6niinde bulundurulursa, asagidaki sonug elde edilir:
M, (D) donel yiizeyinin sifir ortalama egrilige sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
profil egrisinin bilesenleri x(u) ve z(u) fonksiyonlarinin agagida belirtilen diferansiyel

denklemi saglamasidir:

22(u)X (u) — x(u)Z (u
2" ) — ¥ ()2 (1) + (2 () — (1)) Z(xz)(u§—)b2z§ (25 W _o  Gaa

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii, sirasiyla, b = 1 ve b # 1 durumlarina gore

incelenecektir.

1. Durum: b =1 ise, (3.221) diferansiyel denklemi

2@ () — X ()" () + (¢ () z%wf%% :%f%
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halini alir.

c? # 1 sabit olmak iizere, x(u) = cz(u) denklemi (3.222) diferansiyel denkleminin bir
¢oziimiidiir. Ancak, B(u) profil egrisinin bilesenleri bu esitligi saglayan M, (1) donel
yiizeyi, E‘zt uzayinda, uzaysal bir diizlemin ag¢ik parcasi olur. Bu nedenle, bu ¢6ziim

g6z ard1 edilmigtir.

Onerme 3.2. b =1 icin, E% vari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen,
diizlemsel olmayan donel yiizeyin sifir ortalama egrilige sahip olabilmesi icin gerek ve

yeter kosul, profil egrisinin
(x(2e) +2(u))* + Ao (x(u) — 2(u))* = o (3.223)

ile verilmesidir. Burada, Ay # 0 ve L sabitlerdir.

Gortildiigii tizere, (3.223) ile verilen (3.222) diferansiyel denklemin ¢oziimii kapali
formdadir ve kuadratik bir egriyi ifade eder. Yani, Ay ve U sabitlerinin baz1 uygun

degerleri icin elips ve hiperbol elde edilir.

o Ao =1 ve g =2 ise, (3.223) denkleminden, x*(u) +z>(u) = 1 elde edilir. Yani,
B profil egrisi x> +z> = 1 ile verilen birim ¢emberin bir pargasidir. Bu birim
cemberin bir parametrizasyonu olarak x(u) = cosu ve z(u) = sinu alinirsa, £* =
—& = sgn(cos2u) elde edilir. M, (1) yiizeyi sifir ortalama egrilikli zamansal bir

yiizeydir ve M, (1) donel yiizeyinin bir parametrizasyonu

M, (1) : ra(u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinucosv,sinusinv)

ile verilir. Burada, u € (—%,%) ve v € (0,2m) arahigindadir. Benzer sekilde, 3

profil egrisinin parametrizasyonu olarak x(u) = sinu ve z(u) = cosu segilebilir. Bu
durumda, |u| < % igin, M>(1) dénel yiizeyi sifir ortalama egrilige sahip zamansal

bir yiizey olur.

e Ay = —1 ve up = 4 igin, (3.223) denkleminden, x(u)z(u) = 1 elde edilir.
Dolayisiyla, 8 egrisi xz = 1 ile verilen hiperboliin bir parcasidir. x(u) = u ve

z(u) = % olarak segilirse, M> (1) donel yiizeyinin parametrizasyonu

cosVv sinv
,—) ,u>0,ve(0,2m)
u u

My(1) :rp(u,v) = (ucosv,usinv,
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olarak verilir. £ = &* = sgn(u* — 1) oldugundan, 0 < u < 1 veya u > 1 igin M»(1)
yiizeyi, sirasiyla, pozitif veya negatif tanimli metrige sahip maksimal bir donel

yiizeydir.

[39] numarali caligmada, Vranceanu tipi donel yiizeylerin a ve ¢ sabit olmak iizere,
f(u) = a(cosh(2u + ¢))~'/? fonksiyonu igin sifir ortalama egrilige sahip zamansal
bir yiizey oldugu gosterilmistir. f(u) fonksiyonu i¢in B profil egrisinin x(u) ve z(u)

bilesenlerinin (3.223) denklemini sagladig1 goriiliir.

Buradan sonraki kisimda, genelligi bozmaksizin, M,(b) donel yiizeyinin 8 profil
egrisinin yay uzunluguna gére parametrelendigi, yani,  egrisinin bilesenleri x(u) ve

z(u) fonksiyonlarinin x'*(u) — 2% (u) = € sagladig1 kabul edilecekir.

2. Durum: b # 1 igin, (3.221) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii elde edilecektir.

Bunun i¢in, ilk olarak, agsagidaki yardimci teorem verilecektir.

Yardimer Teorem 3.2. b # 1 olmak iizere, My(b), Eg yari—Euclid uzayinda, yer
vektorii (3.190) ile verilen, diizlemsel olmayan bir dénel yiizey olsun. M, (b) yiizeyinin
stfir ortalama egrilige sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, yay uzunluguna gore

parametrelenen B profil egrisinin x(u) ve z(u) bilesenlerinin

(0% = 1) (D222 ()2 (u) — ()2 (1)) = @ (3.224)

Qi

denklemini bazi ay sabiti icin saglamast ve J C I agik alt araligu iizerinde x' (u)7' (1) # 0

olmasidrr.

Teorem 3.15. b # 1 olmak iizere, M>(b), Eg yvari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190)
ile verilen, diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun. My (b) yiizeyinin ortalama
egriliginin sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul, yay uzunluguna gore parametrelenmis
B profil egrisinin, x(u) ve z(u) bilesenlerinin asagidaki sekilde verilen regiiler

egrilerden biri olmasidir:

i. dgve ¢y # 0 sabitler olmak iizere,
b £*a
(x(u) + /X2 (u) — 13 ) =G <bz(u) + /0222 (u) — i3 ) o Ho=\
(3.225)
Ozel olarak, o = 0 igin, by stfirdan farkli sabit olmak iizere, 7(u) = bo(x(u))*" elde
edilir. Bu durumda, €€* = 1 olur, yani, M>(b) yiizeyi pozitif veya negatif tamml
metrige sahip uzaysal bir yiizeydir.
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£ ay

ii. > 0 sartim saglayan dg # 0 ve dy sabitler olmak iizere,

1-b%
- x(u) 1 bz(u) _ £*a
=4 d =4/ —. 3.226
sin < fio ) b sin ( iy +do, Ho 1—p2 ( )
Bu durumda, e€* = —1, yani, M, (b) yiizeyi zamansal bir donel yiizeydir.

Teorem 3.15’de profil egrileri kapali formda verilen, sifir ortalama egrilikli M, (b)

donel yiizeyler ilgili asagidaki ornekler verilecektir.

Ornek 3.4. @y =3, b =2 ve ¢y = e sabitleri (3.225) denkleminde yerine konuldugunda
B profil egrisinin bilesenleri x(u) = coshu ve z(u) = %Cosh(Zu — 1) olarak alinir. Bu

durumda, M, (b) donel yiizeyinin yer vektorii
.1 1 .
ra(u,v) = ( coshucosv,coshusinv, 3 cosh(2u — 1)cos(2v), 5 cosh(2u — 1) sin(2v)

ile verilir. 0 <u < 1 ve v € (0,27) i¢in € = €* = 1 olur, yani, M, (D) yiizeyi maksimal

uzaysal bir donel yiizeydir.

Ornek 3.5. @y =0, by = 1 ve b = 2 ahnirsa, z(u) = (x(u))? olarak bulunur. z = x?
paraboliiniin z(u) = u®> ve x(u) = u, u > 0, parametrizasyonu segilirse, M, (b) donel

yiizeyinin yer vektori
M>(2) : r2(u,v) = (ucosv,usinv,u*cos(2v),u’ sin(2v))

elde edilir.

Bu durumda, 0 < u < % veya u > % ve v € (0,27) igin, My(b), sirasiyla, pozitif veya

negatif tanimli metrige sahip maksimal uzaysal bir ylizeydir.

Ornek 3.6. ay = —%, b= ; ve dy = 7 secildiginde, (3.226) denkleminden f3 profil
1 2w)
2
Bu esitlik igin, z(u) = 2sinu ve x(u) = sin(2u — §) olarak almabilir.

egrisinin bilesenlerinin sin~! (x(u)) = 2sin~ — % ifadesini sagladig1 goriiliir.

Bu durumda, M;(b) donel yiizeyinin bir parametrizasyonu asagidaki sekilde

verilebilir:
T T
ra(u,v) = (sin (2u — Z) cosv, sin <2u — Z) sinv,2sinucos (g) ,2sinusin (g) )
Bu yiizey, § <u < % vev € (0,27) i¢in zamansal bir yiizeydir.
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3.3.1.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip sifir ortalama egrilikli genel

donel yiizeyler

Onceki boliimde, yer vektorii sirastyla (3.181) ve (3.190) denklemleri ile verilen
M (D) ve M,(b) donel yiizeylerinden sifir ortalama egrilikli olanlar siniflandirilmusti.
Bu boliimde ise, bu donel yiizeylerden Gauss tasviri noktasal 1-tipinden olanlar

incelenecektir.

Teorem 3.16. M, (b), IE‘J‘Zt vari—Euclid uzayinda yer vektorii (3.181) ile verilen, sifir

ortalama egrilikli, diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun.

i. Profil egrisinin bilesenleri (3.205) denklemini saglayan M\ (1) donel yiizeyi ikinci

cesit noktasal 1—tipinden Gauss tasvirine sahiptir.

ii. b+ 1 olmak iizere, zamansal M| (b) donel yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter kosul, profil egrisinin bilesenlerinin

bo # 0 sabit olmak iizere, y(u) = bo(w(u))* saglamasidur.

Ispat. M, (b), Ej yari-Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen o profil
egrisine sahip, sifir ortalama egrilikli diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun. (2.32)
denkleminden M, (b) yiizeyinin v Gauss tasvirinin Laplasiyeni
AV =||h||*V +2h1,(€*h3, — ehiy)er Aex + ana(er) (€hi, + €3y )er Aes
(3.227)
+ (88*62(1’1?1 )+ 62(}!32))62 Ney
seklinde hesaplanir. H = 0 oldugundan, (3.198) denkleminden, e€*h3, = —h3, iliskisi

vardir. Bu durumda, (3.227) denklemi asagidaki denkleme doniisiir:
Av = ||h|[*v — 4ehj hiyer Aes. (3.228)

(2.45) denklemi ile (3.228) ifadeleri karsilastirildiginda

f(1+ee*Csq) = ||h]|%, (3.229)
fCia = —4€*hi hi, (3.230)
Ciz3=Ciu=Cp3=0C4=0 (3.231)

denklemleri elde edilir. v Gauss tasviri ikinci cesit noktasal 1-tipinden ise, Cjp # 0

olmalidir. (2.48) denklemi i = 1 ve (2.49) denklemi i = 2 icin yazilirsa,

h3,Cra +h,C3q =0, (3.232)

h$,Cra+h31Caq =0 (3.233)
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denklem sistemi elde edilir ve bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimii olmalidir.
Dolayistyla, (h3,)? — (h{,)*> = 0 dir. (3.185) ve (3.186) denklemlerindeki 43, ve hf,

ifadeleri goz oniinde bulunduruldugunda
(" = 1) ()W (u) = w* (u)y?(u)) = 0

elde edilir. Bu durumda, b = 1 veya b*y? (u)w'?(u) — w? (u)y"*(u) = 0 olabilir.

1. Durum: b =1 ise, Onerme 3.1°den, M;(b) donel yiizeyinin profil egrisi o’ nin
koordinat fonksiyonlari y(u),w(u) nun (3.205) denklemini sagladig1 soylenir. Ayrica,
(3.185) ve (3.186) denklemlerinden, M (b) yiizeyinin ikinci esas formunun bilesenleri

arasinda, hj, = —e€e*hj, iliskisinin oldugu goriilir. Bu durumda, (4.52) ve (3.232)

denklemlerinden, Cyy = —%,C34 = —85* ve f = —88(h§2)2 olarak bulunur. Diger
taraftan, o profil egrisi diizlemsel oldugundan, hgz = x dir. Dolayisiyla, f = —8ek?

dir. Sonug olarak, bilesenleri (3.205) denklemi ile verilen ¢ profil egrisine sahip M (1)

donel yiizeyinin v Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipindendir ve (2.45) esitligini
f=-8¢ex?

fonksiyonu ve

ee* 1
e1Ney— —ez/Ney

C=-—
2 2

sabit vektorii icin saglar.

2. Durum: b # 1 olmak iizere, b>y?(u)w'?(u) — w?(u)y’*(u) = 0 ise, bu diferansiyel
denklemin ¢oziimii sifirdan farkli by sabiti icin, y(u) = bo(w(u))*” seklindedir. Teorem
3.14°de, profil egrisinin bilesenleri bu esitligi saglayan donel yiizeylerinin zamansal
olmas1 gerektigi gosterilmisti, yani, e€* = —1 dir. Bu durumda, (3.185) ve (3.186)
denklemlerinde,n h}, = £h3, oldugu goriiliir. Yukaridakine benzer sekilde, (4.52) ve

(3.232) denklemlerinden, v Gauss tasvirinin (2.45) denklemini
f=—8ex?

fonksiyonu ve

1 1
C= j:Eel Ney — 563/\64
sabit vektorii icin sagladig1 bulunur.

2. Durumun yeter kosulunun ispat1 dogrudan hesaplama ile gosterilir. U
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]E‘zl yari—-Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen, sifir ortalama egrilikli
M,(b) donel yiizeylerinden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlarin
siniflandirilmasi yukaridakine benzer sekilde yapilabilir. Bu nedenle, Teorem 3.17 nin

ispat1 verilmeyecektir.

Teorem 3.17. M, (D), ]E‘z‘ yvari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen, sifir

ortalama egrilikli diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun.

i. Profil egrisinin bilesenleri (3.223) denklemini saglayan My (1) donel yiizeyi, ikinci

cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir.

ii. b# 1 igin, uzaysal My (b) donel yiizeyinin ikinci ¢cesit noktasal I1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter kosul, profil egrisinin bilesenlerinin by # 0

+b

sabit olmak iizere, z(u) = bo(x(u))*? saglamasidur:

Teorem 3.16’nin ispatindan goriildiigii tizere, M;(b) donel yiizeyinin birinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in, h?] =0 veya h?z = 0 olmalidur.

Bu durumda, M (D) yiizeyi, 3-boyutlu yari—Euclid uzay1 i¢inde kalir.

Benzer durum, M;(b) donel yiizeyi i¢inde gegerlidir. Dolayisiyla, asagidaki sonug

ifade edilir.

Sonug 3.6. I[-Z‘fz1 vari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) veya (3.190) ile verilen, sifir
ortalama egrilige sahip donel yiizeyin Gauss tasviri birinci ¢egit noktasal 1-tipinden

olamaz.

3.3.2 Yari-ombilik donel yiizeyler

Bu boliimde, ]E‘zl yari—Euclid uzayinda, yer vektorii, sirasiyla, (3.181) ve (3.190) ile
verilen, M (b) ve M, (D) donel yiizeylerinden yari—ombilik olanlar siniflandirilacaktir.
Yari—ombilik tanimi ve (3.198) denklemi kullanilirsa, M (b) veya M, (D) yiizeylerinin
yari—ombilik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu yiizeylerin ikinci esas formunun

katsayilar1 arasinda e*h?l = ehg2 iligkisi olmasidir sonucuna ulagilir.

Ik olarak, ]E‘z‘ yari-Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen M;(b) donel

yiizeylerinden yari—ombilik olanlarin siniflandirilmasi yapilacaktir.

(3.185) denklemi ile verilen ifadeler s*h?l = shgz denkleminde yerine yazilirsa,

asagidaki sonuca ulagilir:
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M, (b) yiizeyinin yari—ombilik olmasi igin gerek ve yeter kosul, o profil egrisinin
bilesenleri y(u) ve w(u) nun

Zy(u)w (1) — wlu)y (u
W @) = ()= ) =) 2L - 3530

diferansiyel denklemini saglamasidir.

b =1 igin, (3.234) diferansiyel denklemi asagidaki hali alir:

W)= (") )~ ) I o 335)

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, (3.235) denkleminin ¢oziimii

w(u) +y(u) = Ao(w(u) — y(u))* (3.236)

seklindedir. Burada, Ay ve L sifirdan farkli sabitler olmak iizere, (w(u) — y(u))"0 reel
degerli bir fonksiyondur. (3.236) ile verilen ¢6ziim kapali formdadir. Bu nedenle, o
profil egrisinin bilesenlerinin daha i1yi anlasilabilmesi icin Ll sabitinin bazi degerleri

icin inceleme yapilacaktir.

o A2 # 1 olmak iizere, Lo = 1 ise, (3.236) denklemi y(u) = %w(u) seklinde yazilir.
Yani, o egrisi orjinden gecen bir dogrunun pargasidir. Bu durumda, M, (1) donel

yiizeyi ]E‘z1 yari—Euclid uzayinda zamansal bir diizlemin agik parcasi olur.

e Lo = —1 ise, (3.236) denklemi w?(u) — y?>(u) = Ag olur. Bu durum Teorem 3.18’in

(a-5) ve (a—6) siklarinda goriilmektedir.

Ayrica, b =1 ise, (3.185) ve (3.186) denklemlerinden, h‘l‘2 = —ee*h:fl dir. Bununla
birlikte, e*h?l = Shg2 g6z Oniine alinirsa, (3.199) denkleminden asagidaki ifadeye

ulagilir.

Onerme 3.3. b = 1 durumunda, Eg vari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile

verilen yiizeyin yari—ombilik olmast icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin diiz olmasidur.

[12] numarali calismada, IE% yari—Euclid uzayinda, Vranceanu tipi donel yiizeylerden
diiz olanlar ¢alisilmig ve bu yiizeyin diiz olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, A
ve U sabitler olmak tizere, f(u) = Ae"* olmasidir sonucu elde edilmistir. Bu f(u)

fonksiyonu i¢in,

e* = sgn(A%e®M) ve £ = sgn(A%(1 —p?)e?)
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olarak hesaplanir. Her A ve u sabiti i¢in, €* = 1 iken, |u| < 1ise € = 1 veya |u| > 1
ise € = —1 olur. Dolayisiyla, ]E2 yari—Euclid uzayinda, Vranceanu tipi yari—ombilik

yiizeyler |it| < 1 i¢in uzaysal ve || > 1 i¢in ise zamansal bir donel yiizey olur.

Simdi, IE‘2t yari—Euclid uzayinda, yari—ombilik M, (b) donel yiizeylerinin siniflandiril-
mast yapilacakti. ®(0,b,e,e*) ve Q(0,b,e,€") asagidaki sekilde tanimlanan

fonksiyonlar olsun:

c3(sinh? 1 — b2 cosh? n)
®(0,b,¢,6") / : =iy (3.237)
e*c3( smh n—b%cosh"n) —¢
c3(cosh*n — b2 sinh? n)
Q(6,b,¢,6%) / > =V . (3.238)
e*c3( cosh 1 —b2sinh"n) + €

Burada, cop # 0, 6 > 0 ve integrallerdeki integrandlar reel degerli fonksiyonlardir.

Bundan sonraki kisim i¢in genelligi bozmaksizin, M| (b) donel yiizeyinin o profil
egrisinin yay uzunlufuna gore parametrelendigi varsayilacaktir, yani, y 2(u) —

w2 (u) = € olur.

Teorem 3.18. M;(b), Eg vari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen,

diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun.

(a) My(b) yiizeyinin yari—ombilik uzaysal bir yiizey olmast icin gerek ve yeter kosul
yay uzunluguna gore parametrelenmis Q profil egrisinin bilesenlerinin asagidaki

durumlardan biri olmasidur:
(a-1) c € Ry, c3(sinh? @ — b2 cosh? 0) > 1 kosulunu saglayan bazi co € R igin

y(0) =ce¥ @ cosh@, w(B)=ce¥®sinh@
v(8) = (Gb,l,l) 0<b<l.

(a-2) c € Ry icin

y(0) = ce¥® cosh @, w
W(e) = ¢(95b7_17_1)7 b 2

Bu durumda, My (b) yiizeyi negatif tamumli metrige sahip uzaysal bir donel yiizeydir.
(a-3) c € Ry icin

y(0) = ce?®sinh 6, w(6) = ce?® cosh
0(0)=Q(0,b,1,1), 0<b<1.
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(a—4) ¢ € R, ve c3(b*sinh? @ — cosh? 8) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

y(0) = ce?® sinh 6, w(0) = ce?® cosh @
0(0)=Q(6,b,—1,—1), b>1.

Bu durumda, M (b) yiizeyi negatif tanuml metrige sahip uzaysal bir donel yiizeydir.

(a—-5) rg sifirdan farkli bir sabit olmak iizere,
y(0) =rgsinh @, w(6)=rocoshf, 0 <b < 1.

Bu durumda, M, (b) yiizeyi tamamiyle H3 (—ry %) C E} anti de Sitter uzay icinde

kalir.

(a—6) rq stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rgcosh @, w(6)=rypsinh6, b> 1.

Bu durumda, M, (b) yiizeyi negatif tanimli metrige sahip tamamiyle S%(ro_ 2) C E‘Zt

yari—kiiresi icinde kalan uzaysal bir donel yiizeydir.

(b) M, (b) yiizeyinin yari—ombilik zamansal bir yiizey olmast icin gerek ve yeter kosul,
yay uzunluguna gore parametrelenmis o profil egrisinin bilesenlerinin asagidaki
durumlardan biri olmasidir:

(b—1) c € R ve c(z)(b2 cosh? 6 — sinh? 0) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

y(0) =ce¥®cosh®, w(0)=ce¥® sinh6
y(6) =2(6,b,1,—1), b>1.

(b-2) c € Ry icin

y(0) =ce¥®cosh®, w(8)=ce¥® sinh6
w(8) =d(0,b,—1,1), 0<b<l.

(b—-3) c € Ry i¢in
y(0) = ce®®sinh @,  w(6) = ce?® cosh
0(0) =Q(0,b,1,~1), b> 1.
(b—4) ¢ € R ve c3(cosh? @ — b?sinh? ) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

y(0) =ce?@sinh@,  w(0) = ce?® cosh 6
0(0) =Q(0,b,—1,1), 0<b<1.
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(b=5) rq sifirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rpsinh @, w(0) =rocosh6, b> 1.

Bu durumda, M, (b) yiizeyi tamamiyle H3 (—ry %) C B} anti De Sitter uzayn icinde
kalir.

(b—6) rq sifirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rocosh@, w(0)=rpsinh0, 0 <b <.

Bu durumda, M (b) yiizeyi tamamiyle S%(ro_ 2) C Eg yari—kiiresi i¢inde kalir.

Ispat. M (b), E‘z‘ yari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen, yay uzunluguna
gore parametrelenmis « profil egrisine sahip, diizlemsel olmayan yari—ombilik
bir donel yiizey olsun. (3.187) ve (3.188) denklemlerinde goriildiigii iizere,
w12 (e1), m34(eq) konneksiyon formlari yalnizca, u’ya bagh fonksiyonlar ve w3 (ez) =
@34(ex) = 0 dir. Bu durumda, R normal egrilik tensoriiniin tanimi ve (3.200)

denklemi kullanilirsa

—ex(waaler)) + € (el wasler) = b, (eh3, — €h3)) (3.239)

elde edilir. Diger taraftan, M, (b) yari—ombilik yiizey oldugundan, ikinci esas formu
katsayilar1 arasinda, e*h?I = ehgz seklinde bir iligki bulunmaktadir. Bu nedenle,

(3.239) denklemi
er(wzaer)) — € wia(er)maa(er) =0 (3.240)

halini alir. (3.182) ve (3.187) ifadeleri yukaridaki denklemde yerine yazildiginda,

d w()w'(u) — b2y ()y' (u)

%«%4(61)) T w2 (u) — b2y*(u)

@34(e1) (3.241)

diferansiyel denklemine ulasilir. Simdi bu diferansiyel denklemin c¢oziimii

incelenecektir.

Goriildiigii tizere, ws4(e;) = 0, bu denklemin asikar bir ¢oziimidir.  (3.188)
denkleminden

w()w' (u) = y(u)y'(u) =0
olur. Ao # 0 sabiti icin bu denklemin ¢oziimii ise, w?(u) — y*(u) = Ag seklindedir. Ay
sabitinin isaretine gore iki ayr1 durum incelenecektir.
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1. Durum: Ay = r§ > 0 igin, w?(u) —y*(u) = rj egrisinin bir parametrizasyonu
y(u) = rosinh 0 (u) ve w(u) = rocosh0(u)

seklinde secilebilir. Burada, 6(u), 6’(u) # 0 sartim saglayan, her mertebeden

tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Bu parametrizasyon ig¢in,
e =sgn(r30”*(u)) ve €* = sgn(rZ(cosh? 6 (u) — b*sinh? 0(u)))
seklinde hesaplanir. Dolayisiyla, her b i¢in € = 1 olurken, 0 < b < licine*=1,b>1
icin ise €* = —1 olur. Sonug olarak, 0 < b < 1 i¢in, M;(b) donel yiizeyi & profil egrisi
(a-5) ile verilen uzaysal bir yiizey ve b > 1 i¢in, M;(b) donel yiizeyi o profil egrisi
(b-5) ile verilen zamansal bir yiizey olur. Ayrica,
(r1 (u,v), 1 (u,v)) = 2 (u) —w? () = —rg < 0

oldugundan M, (b) donel yiizeyi tamamiyle HS (—ry %) C E anti de Sitter uzay1 iginde
kalir.

2. Durum: Ay = —r3 < 0 igin, w?(u) — y*(u) = —rj egrisinin bir parametrizasyonu
y(u) = rocosh8(u) ve w(u) = rosinh 0 (u)

olarak alinabili. ~ Burada, 0(u), 6’(u) # 0 sartim saZlayan, her mertebeden

tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Bu parametrizasyon i¢in
€= sgn(—r(z)e’z(u)) ve £* = sgn(r3(sinh® 0 (u) — b* cosh? O(u)))

seklinde bulunur. Dolayisiyla, her b icin € = —1 olurken, 0 < b < licine*=1,b> 1
i¢in, €* = —1 olur. Bu durumda, b > 1 i¢in M, (b) donel yiizeyi, « profil egrisi (a—6) ile
verilen negatif tanimli metride gére uzaysal bir yiizey ve 0 < b < 1 i¢in, M, (b) donel

yiizeyi, o profil egrisi (b—06) ile verilen zamansal bir yiizey olur. Ayrica,

(r(u,v), 1 () = ¥2 (u) = w? () = 1

oldugundan, M (b) donel yiizeyi tamamiyle S3(ry %) C B4 yari—kiiresi iginde kalir.

@34 # 0 olmast durumunda, (3.241) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki
sekilde bulunur. (3.188) denklemi ile verilen @s4(e;) normal konneksiyonun ifadesi
(3.241) denkleminde yerine yazilirsa
ee"b(w(u)w'(u) — y(u)y'(u))
Ve W2 ) — 252 £ (u) — w (u))
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elde edilir. Burada, by # 0 bir sabittir. y'?(u) —w'?(u) = € oldugundan

w()w' (u) — y(u)y' (u)
VE (W) — b2y (u))

sekline doniisiir. Burada, cp = %Zbo = 0 sabittir. Bu diferansiyel denklemin genel

=0 (3.243)

¢Oziimiinii elde edebilmek icin asagidaki sekilde degisken doniisiimii yapilacaktir. i1k
olarak,

y(u) = r(u)cosh0(u) ve w(u) = r(u)sinh 0 (u)
degisken doniisiimii diigiiniiliirse, y'* (1) —w'*(u) = € ve (3.243) diferansiyel denklemi
sirastyla asagidaki ifadelere doniisiir:
dr

edu® = dr* — r’d6* ve du=— .
co \/8*(sinh2 6 — b2cosh? 6)

Bu denklemlerden

2 (<2 2
dr_\/ €*c3(sinh”* @ — b2 cosh” 0) A (3.244)

7\ e*2(sinh20 — b2 cosh?0) — ¢

elde edilir. Integrandin tanimli olabilmesi icin, £*c%(sinh20 — b?cosh?0) > ¢

olmalidir. Bu durumda, (3.244) diferansiyel denkleminin ¢oziimii
r(0) = ce®ObeE) (3.245)

seklindedir. Burada, ¢ € R ve ®(0,b,¢e,e*) tanim (3.237) denklemiyle verilen bir

fonksiyondur. Bunun icin,
e* = sgn(r?(u)(sinh® @ (u) — b cosh? 6(u)))

seklindedir. Dolayisiyla, 0 < b < licin €* =1 ve b > 1 i¢in €* = —1 olur. € isaretine

gore, yani o profil egrisinin karakterine gore, farkli durumlar olusur.

i. € =¢€" =1 ise, (3.237) denklemindeki integrandin tanimli olabilmesi c(z)(sinh2 06—
b?cosh? 0) > 1 olmalidir. Bu durumda, M, (b) donel yiizeyi (a-1) sikkinda verilen

profil egrisine sahip bir yiizeydir.
ii. € =¢€" = —1 ise, M(b) donel yiizeyi profil egrisi (a—2) sikkinda verilen bir

yiizeydir.

iii. € =—1 ve € =1 ise, M;(b) donel yiizeyinin profil egrisi (b-2) ile verilen bir
yiizeydir.
88



iv. €=—¢€"=11ise, (3.237) ile verilen fonksiyonun tanimli olabilmesi c(z)(b2 cosh? 6 —

sinh? @) > 1 sart1 olmalidir ve (b—1) ile verilen yiizeydir.

y(u) = r(u)sinh 0 (u) ve w(u) = r(u)coshO(u)

degisken doniisiimii de secilebilir.  Degigsken doniisiimii sonrasinda elde edilen

diferansiyel denklemin ¢6ziimii yukaridakine benzer sekilde
r(0) = ceObEE) (3.246)

olarak bulunur. Burada, ¢ € Ry ve Q(60,b,&,€") tanim (3.238) ile verilen bir

fonksiyondur. Bunun i¢in
e* = sgn(r?(u)(cosh? @ (u) — b*sinh? 6 (u)))

seklindedir. 0 <b < 1licin, €*=1ve b > li¢in €* = —1 olur. € isaretine gore agagidaki

durumlar olusur:

i. € =¢€*=11ise, M (b) donel yiizeyi profil egrisi (a—3) ile verilen yiizeydir;

ii. €=—€*=11ise, M;(b) donel yiizeyi profil egrisi (b-3) ile verilen yiizeydir;

iii. € = €* = —1 ise, (3.238) denklemindeki fonksiyonun tanimli olabilmesi icin

c2(b*sinh? @ — cosh? @) > 1 olmali ve M, (b) donel yiizeyinin profil egrisi (a—4)
stkkinda verilen sekildedir;

iv. &8 = —¢g =1 ise, (3.238)denklemindeki fonksiyonun tanimli olabilmesi i¢in
c3(cosh? @ — b*sinh? @) > 1 kosulu altinda, M (b) donel yiizeyinin profil egrisi
(b—4)’deki gibidir.

Teoremin tersinin ispati i¢in, E‘Z‘ yari—Euclid uzayinda, M; (b) donel yiizeyinin o profil
egrisininin bilesenleri c € Ry ve ®(0,b, €,€*), (3.237) ile verilen bir fonksiyon olmak
uzere,

¥(8) = ce®OPEE) cosh @ ve w(0) = ce®@P€€) ginh @

olsun. Bu durumda, M;(b) donel yiizeyi (3.239) ve (3.240) denklemlerini saglar. Bu
denklemler karsilastirildiginda, h‘l‘z(ehg2 — s*h? 1) = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

hi, =0 ve "3, = €h3, olmalidir. (3.186) denkleminden, A}, = 0 ise, 6/(u) = 0 olur.
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Bu ise, 6'(u) # 0 olmast ile celismektedir. Dolayisiyla, £*h3, = €h3,, yani, M;(b)

ylizeyi yari—ombilik bir ylizeydir.
Benzer sekilde, c € Ry ve Q(0,b,€,€"), (3.238) ile verilen bir fonksiyon olmak iizere,
¥(8) = ce®@PEE)5inh 6 ve w(0) = ceXOP€€) cosh @

icin de M| (b) donel yiizeyi yari—ombiliktir. O

Benzer sekilde, yer vektorii (3.190) ile verilen M, (b) donel yiizeylerinden yari—ombilik

olanlar siniflandirilir.

(3.194) denklemi ile verilen ifadeler 8*h?1 = 8h%2 denkleminde yerine yazilirsa

asagidaki sonuca ulasilir:

M, (b) yiizeyinin yari—ombilik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, B profil egrisinin
bilesenleri x(«) ve z(u) nun

2z(u)x (1) — x(u)Z (u
7 (w)x" (u) — x ()" (u) — (x'z(u) — le(u))b Z(xz)(ug _) bzzg(b)j () =0 (3.247)

diferansiyel denklemini saglamasidir.

b =1 i¢in (3.247) diferansiyel denklemi asagidaki hali alir:

2 0) 0 )~ ()~ 2 ) I o g

ve bu diferansiyel denklemin ¢oziimii gerekli
z(u) —x(u) = Ao(z(u) +x(u))Ho (3.249)

seklindedir. Burada, Ao ve g sifirdan farkli sabitler olmak tizere, (z(u) 4 x(u))"0 reel
degerli bir fonksiyondur. (3.249) ile verilen ¢6ziim kapali formdadir. Bu nedenle, 3
profil egrisinin bilesenlerinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in, Lo sabitinin bazi degerleri

icin inceleme yapilacaktir.

o A2 # 1 olmak iizere, o = 1 ise, (3.249) denklemi x(u) = %z(u) seklinde yazilir.
Yani, 8 orjinden gegen bir dogrunun pargasidir. Bu durumda, M, (1) donel yiizeyi

IE‘Zt yari—Euclid uzayinda uzaysal bir diizlemin acik parcasidir.

o o= —1ise, (3.249) ifadesi 7% (u) — x*(u) = Ay sekline doniisiir. Bu durum Teorem
3.18’in (b-5) ve (b-6) siklarinda verilen profil egrisine sahip donel yiizey ile
aynidir.
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Ayrica, b =1 ise, (3.194) ve (3.195) denklemlerinden, h12 = ee*hi’l dir. Bununla
birlikte e*h?l = £h22 g6z Oniline alimirsa, (3.199) denkleminden asagidaki ifadeye

ulagilir.

Onerme 3.4. b = 1 icin, E‘z‘ yvari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen

yiizeyin yari—ombilik olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin diiz olmasidir.

Yari—ombilik Vranceanu tipi donel yiizeyler i¢in
£* = sgn(—A%e?"") ve £ =sgn(A%(1 — pu?)e?H)

olarak bulunur. Her u sabiti €* = —1 iken, |u| < lise € =1 veya |u| > 1l ise € = —1
olur. Dolayisiyla, || < 1 i¢in zamansal ve |u| > 1 igin ise, negatif tanimli metrige

sahip uzaysal bir donel yiizey olur.

Bundan sonra, genelligi bozmaksizin, M, (b) donel yiizeyinin 8 (u) profil egrisinin yay

uzunluguna gore parametrelendigi varsayilacaktir, yani, x’ z(u) -7 2(u) = g olur.

¢o # 0 ve 6 > 0 olmak tizere,

y h® 1 — b? sinh?
B(0,b,¢,6") / 8“)w2" Sy (3.250)
€*cp?(cosh” 1 — b2sinh™n) — €

Ve

* h?n — b2 cosh?
O(0,b,¢,6") /‘ 2 Loinbi ™ — bZcoshn)_ (3.251)
€*¢p?(sinh* 1 — b%cosh™n) + &

olarak tanimlansin. Bu integrallerdeki integrandlar reel degerli fonksiyonlardir.

Teorem 3.19. M;(b), IE‘l‘zL vari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.190) ile verilen,

diizlemsel olmayan bir donel yiizey olsun.

(a) My (b) yiizeyinin yari—ombilik uzaysal bir yiizey olmasi icin gerek ve yeter kogsul,
yay uzunluguna gore parametrelenmis B profil egrisinin bilesenlerinin asagidaki
durumlardan biri olmasidir:

(a—1) c € Ry ve E(z)(COShz 6 — b?sinh? 0) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

x(0) =ce¥® coshB, z(0)=ce?® sinh6
w(0) = B(0,b.1,1), 0<b<I.
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(b)

(a-2) ¢ € Ry i¢in

x(0) = ce¥® cosh @, 2(0) = ce¥(®) sinh 6
v(0)=®(0,b,—1,—1), b>1.
Bu durumda, M, (b) yiizeyi negatif tanimli metrige sahip uzaysal bir donel yiizeydir.
(a-3) ¢ € Ry igin

x(0) = ce? @ sinh @, z(0) = ce®® cosh
0(6) =Q(60,b,1,1), 0<b<1.

(a—4) ¢ € Ry ve &5(b? cosh?@ —sinh? @) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

x(0) = ce?® sinh @, 2(0) = ¢e?®) cosh 6
©(0)=Q(0,b,—1,-1), b>1.
Bu durumda, M, (b) yiizeyi negatif tamumli metrige sahip uzaysal bir donel yiizeydir.

(a=5) ro stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,
x(0) =rpsinh 0, z(0) =rgcoshf, 0 < b < 1.

Bu durumda, Ma(b) yiizeyi tamamiyle H3(—ry?) C E3 anti de Sitter uzayt icinde
kalir.

(a—6) rq sifirdan farkl bir sabit olmak iizere,
x(0) =rgcosh @, z(6) =rgsinh6, b > 1.

Bu durumda, M (b) yiizeyi negatif tanimli metrige sahip tamamiyle S%(ro_ 2) - I[*]‘z1

yari—kiiresi icinde kalan uzaysal bir donel yiizeydir.

M, (b) yiizeyinin yari—ombilik zamansal bir yiizey olmast icin gerek ve yeter kosul,
yay uzunluguna gore parametrelenmis B profil egrisinin bilesenlerinin asagidaki

durumlardan biri olmasidur:
(b-1) ¢ € Ry ve &3(b*sinh® @ — cosh? @) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

x(0) =ce¥®cosh®, z(0)=ce¥® sinh6
w(0)=5(0,b,1,—1), b> 1.

(b-2) ¢ € Ry i¢in

x(0) =ce¥®cosh®, z(0)=ce¥®sinh6
v(0)=®(0,h,—1,1), 0<b<I.



(b-3) ¢ € R icin

x(0) =ce®®sinh@,  z(0) = ce®® cosh O
0(8) =Q(0,b,1,-1), b>1.

(b—4) c € Ry ve E(Z)(sinh2 6 — b2 cosh? 0) > 1 kosulunu saglayan bazi ¢y € R
icin

x(0) =ce?®sinh@, z(0)=ce?® cosh@
0(0)=Q(0,b,—1,1), 0<b<1.

(b=5) rg sifirdan farkl bir sabit olmak iizere,
x(0) =rgsinh @, z(0) =rocoshO, b>1.

Bu durumda, M»(b) yiizeyi tamamiyle H3 (—ry*) C E3 anti de Sitter uzayinn icinde
kalir.

(b—6) rq sifirdan farkli bir sabit olmak iizere,
x(0) =rgcoshB, z(0) =rgsinhf, 0 <b < 1.
Bu durumda, M, (D) yiizeyi tamamiyle S%(ra 2) - Eg yari—kiiresi icinde kalir.

3.3.2.1 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yari—ombilik donel yiizeyler

Bu bolimde, yer vektorii sirasiyla (3.181) ve (3.190) ile verilen M;(b) ve
M, (b) yari—ombilik donel yiizeylerinden Gauss tasviri noktasal 1-tipinden olanlar

siniflandirilacaktir.

Teorem 3.20. IEZ‘Z1 yvari—Euclid uzayinda, yer vektorii (3.181) ile verilen, diizlemsel
olmayan yari—ombilik bir donel yiizeyin Gauss tasviri ikinci cegsit noktasal 1-tipinden

olamaz.

Ispat. M (b), Eé yari—Euclid uzayinda yer vektorii (3.181) ile verilen diizlemsel
olmayan yari—ombilik bir donel yiizey olsun. M;(b) yiizeyinin v Gauss tasvirinin

Laplasiyeni (3.227) denklemi ile verilir. e*h?l = shg2 oldugundan, bu ifade

Av = HhHZV +28h?1 0)34(81)61 Nes+ 28h41‘2(034(61)62 ey (3.252)
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sekline doniisiir. (2.45) ve (3.252) denklemleri kargilastirildiginda

F(1+ee°Cyy) = |||, (3.253)
fC13 = —2&" I3 m34(er), (3.254)

fCoy = —2€" I, an4(e), (3.255)
Cip=Ci4=0Cy3 = 0 (3.256)

sistemi elde edilir. M (b) yiizeyinin v Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden ise,
C13 # 0 veya Cr4 # 0 olmalidir. Teorem 3.18’in yeter kosulunun ispatindan goriildiigii
iizere, h‘l‘2 =0 dir. h{’l =0 ise, hgz = 0 olur ve yiizey sifir ortalama egrilige sahip olur.

Bu nedenle, h?l = 0 dir. Dolayisiyla, (3.254) ve (3.255) denklemlerinden
h,Ci3—h3Cay =0 (3.257)
elde edilir. Diger taraftan, (2.47) denklemi i = 2 i¢in yazilirsa
B3, Cr3 — hjyCag =0 (3.258)

bulunur. (3.257) ve (3.258) denklemlerinin olusturdugu sistemin sifirdan farkli ¢c6ztimii
olmaldir, yani, (h3,)> — (h},)*> = 0 dir. (3.185) ve (3.186) denklemleri ile verilen

yiizeyin ikinci esas formunun bilegsenleri h?l ve h‘l‘2 yerine konuldugunda
(0 = 1) (07 (u)w'™ () = w? )y () = 0

ifadesine ulagihr.  Ancak b2y2(u)w'?(u) — w?(u)y?(u) = 0 ise, Yardime1 Teorem
3.1’den goriildiigi tizere, M;(b) yiizeyinin ortalama egrilik vektorii sifirdir.
Dolayisiyla, » = 1 olmalidir. Bu durumda, M;(b) yiizeyinin ikinci esas formunun

katsayilart ve konneksiyon formlari arasinda
4 3
hi, = —€€*hi; ve @z(e))=—¢e€ w2(er)

iligkileri bulunmaktadir. Boylece, (3.257) denkleminden, Cj3 = —€€*Cyy elde edilir.
Ayrica, (2.48) ve (2.51) denklemleri i = 2 icin yazilirsa, C34 = 0 oldugu goriiliir. i = 1
icin, (2.49) denklemini hesaplanirsa, ms4(e;) = O elde edilir. Bu, v Gauss tasvirinin
ikinci cesit noktasal 1-tipinden olmasi ile gelisir. Dolayisiyla, M;(b) yari—ombilik

donel yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz. U

Benzer sekilde, yer vektorii (3.190) ile verilen M, (b) donel yiizeyi igin de asagidaki

teorem verilir.
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Teorem 3.21. Eg yvari—Euclid uzayinda yer vektorii (3.190) ile verilen diizlemsel
olmayan yari—ombilik bir donel yiizeyin Gauss tasviri ikinci cegsit noktasal 1-tipinden

olamaz.

Ayrica, Teorem 3.20’nin ispatindan goriildiigii tizere, M;(b) yiizeyi birinci ¢esit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahipse, @34(e1) = 0 dir. Dolayisiyla, Teorem
3.18’den, M, (b) yiizeyinin profil egrisinin bilesenleri (a-5), (b-5), (a—6) veya (b-0)
durumlarindan biri oldugu goriiliir. Bu durum, M;(b) donel yiizeyi igin de gegerlidir.
Boylece, birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, yari—ombilik M (D)

ve M, (b) donel yiizeyleri ile ilgili agsagidaki sonuglar verilir.

Sonuc¢ 3.7. M (D), Eg yvari—Euclid uzayinin yer vektorii (3.181) ile verilen, yay
uzunluguna gore parametrelenmis o profil egrisine sahip, diizlemsel olmayan
yari—ombilik bir donel yiizeyi olsun. Bu durumda, My(D) yiizeyinin birinci ¢egit
noktasal I1-tipinden Gauss tasvirine sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul o profil

egrisinin bilesenlerinin asagidaki durumlardan biri olmasidir:

i. ro sifirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rgsinh 6, w(0)=rocosh6, 0 <b <.

Bu durumda, M (b) yiizeyi tamamiyle H3(—ry %) C B4 anti de Sitter uzayt icinde
kalir.

ii. ro stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rgcosh6, w(B)=rysinh6, b>1.

Bu durumda, M\ (b) yiizeyi negatif tanimli metrige sahip tamamiyle S%(ra e E}

vari—kiiresi icinde kalan uzaysal bir donel yiizeydir.
iii. ro stfirdan farkli bir sabit olmak iizere,
y(0) =rgsinh @, w(0)=rocosh, b> 1.

Bu durumda, M, (b) yiizeyi tamamiyle H3 (—ry %) C B4 anti de Sitter uzaymn icinde
kalir.
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iv. rg stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,
y(0) =rocosh8, w(6)=rpsinh0, 0 <b <.
Bu durumda, M (b) yiizeyi tamamiyle Sg(ro_ 2) C IE‘Z1 yari—kiiresi icinde kalir.

Sonu¢ 3.8. M;(b), ]E‘zl vari—Euclid uzaymn yer vektorii (3.190) ile verilen, yay
uzunluguna gore parametrelenmis [ profil egrisine sahip, diizlemsel olmayan
yari—ombilik bir donel yiizeyi olsun. Bu durumda, M,(Db) yiizeyinin birinci cegit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul B profil

egrisinin bilegenlerinin asagidaki durumlardan biri olmasidir:

i. ro stfirdan farkl bir sabit olmak iizere,
x(0) =rpsinh 6, z(6) =rpcoshB, 0 <b < 1.

Bu durumda, M,(b) yiizeyi tamamiyle H3 (—ry %) C |} anti de Sitter uzay: icinde
kalir.

ii. rq stfirdan farkli bir sabit olmak iizere,
x(0) =rgcosh@, z(0)=rpsinh0, b> 1.

Bu durumda, M (b) yiizeyi negatif tanimli metrige sahip tamamiyle Sg(ro_ 2) - Eg

yari—kiiresi icinde kalan uzaysal bir donel yiizeydir.
iii. ro stfirdan farkli bir sabit olmak iizere,
x(0) =rgsinh 6, z(0) =rpcoshO, b>1.

Bu durumda, M (b) yiizeyi tamamiyle H (—ry Sie 5 anti de Sitter uzayimin iginde
kalir.

iv. rg stfirdan farklli bir sabit olmak iizere,
x(0) =rpcosh @, z(6) =rgsinh@, 0 <b < 1.

Bu durumda, M>(b) yiizeyi tamamiyle S3(ry *) C E3 yari—kiiresi iginde kalur.

[12] makalesinde, E‘zt uzayinda, diiz Vranceanu tipi donel yiizeylerden noktasal
I-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilmistir.  Elde edilen sonuclar
asagida verilmistir.
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Teorem 3.22. [I2] IE‘Zl yari—Euclid uzayinda, M\(1) diiz donel yiizeyi global
I-tipinden Gauss tasvirine sahiptir ve M, (1) vyiizeyi, iki diizlem hiperboliiniin

carpumidrr.

Teorem 3.23. [12] E3 yarn—Euclid uzaymda, Ms(1) diiz donel yiizeyi, global
I—tipinden Gauss tasvirine sahiptir ve M>(1) yiizeyi, bir diizlem cemberi ile bir diizlem

hiperboliiniin ¢carpimdir.

Yukaridaki teoremde bahsedilen yiizeyler Sonug (3.7) ve Sonug (3.8)’de goriilmektedir
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4. SONLU TiPTEN YARI-KURESEL GAUSS TASVIRINE SAHIiP
YARI-KURESEL ALT MANIFOLDLAR

4.1 Harmonik Yari—Kiiresel Gauss Tasvirine Sahip Yari—Kiiresel Alt Manifoldlar

Bu boliimde, yari—kiirenin harmonik yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip alt manifold-

lar1 i¢in karakterizasyon teoremleri verilecektir.

Tanmmm 4.1. V yari—kiiresel Gauss tasviri AV = 0 sagliyorsa, V tasvirine harmonik

yari—kiiresel Gauss tasviri denir.

Onerme 4.1. x : (M;,g) — S ! C E", indeksi t olan n-boyutlu M, yari—Riemann

s

alt manifoldundan S;"—l yari—kiiresine izometrik bir daldirma olsun.

i. V: (My,g) — G(n+ 1,m) Obata anlaminda yari—kiiresel Gauss tasvirinin
harmonik olmast icin gerek ve yeter kosul, M; yari—Riemann alt manifoldunun S~

uzayt icinde sifir ortalama egrilik vektoriine sahip olmasidur.

ii. N = (nﬁl) ve q pozitif tamsayist icin, V : (M;,g) — Ezqv yari—kiiresel Gauss
tasvirinin harmonik olmast icin gerek ve yeter kosul, M; yari—Riemann alt
manifoldunun S?_l uzayr icinde ortalama egrilik vektoriiniin sifir, normal

konneksiyonun diiz, skaler egriligi S = n(n— 1) olmasidur.

Ispat. x: (M;,g) — S"! C E™, indeksi ¢ olan n-boyutlu M, yari-Riemann alt

s

manifoldundan S”~! yari—kiiresine izometrik bir daldirma olsun.

i. e,NefN---Neyp ve XANegA---Nep N\--- Ney, vektorleri G(n+ 1,m) Grasmaniyen
manifoldunun baz vektorleridir. Bu nedenle, V tasvirinin harmonik olmasi AV’nin
G(n+ 1,m) manifoldunun baz vektorleri dogrultusundaki ifadelerinin sifir olmasi
demektir. Bu durumda, (2.41) denkleminden, V tasvirinin harmonik olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, H = 0, yani, M yari-Riemann alt manifoldunun S”~!

yari—kiiresi i¢cinde sifir ortalama egrilik vektoriine sahip olmasidir.

99



ii. V yari—kiiresel Gauss tasvirinin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, (2.41)

denkleminden kolaylikla goriiliir.

Aciklama 4.1. (2.19) denkleminden gériildiigii iizere, ||A||? ifadesi i # 0 oldugu halde
sifir olabilir. Dolayisiyla, bir yari—-Riemann alt manifoldunun harmonik yari—kiiresel

Gauss tasvirine sahip olmasi, o alt manifoldun tiimden jeodezik olmasini gerektirmez.

Teorem 4.1. x : (M,g) — S ! C E", tiimden jeodezik olmayan, uzaysal M
yiizeyinden Sg”’l yari—kiiresine izometrik bir daldirma olsun. M yiizeyinin yari—kiiresel
Gauss tasvirinin harmonik olmasi icin gerek ve yeter kosul, X izometrik daldirmasinin
asagidaki denklem sisteminin ¢oziimii ve g = ,uz(duz + dvz) olacak sekilde, M yiizeyi

iizerinde, {u,v} yerel izotermal koordinat takiminin var olmasudur.

Xuy = &Xu - &X‘; F .LL2X+ ¢,
TR

Xuy = &Xu + &Xw (41)
TR

X, — —&xu + &xv = uzx —C.

Burada, u fonksiyonu (Inp),, + (Ing),, = —u? diferansiyel denkleminin bir

coziimiidiir ve €, E' yari—Euclid uzayinda 1s51ksal sabit bir vektordiir.

Ispat. x : M — S""~!, tiimden jeodezik olmayan, uzaysal M yiizeyinden S”~! uzayina
izometrik bir daldirma olsun. M yiizeyi harmonik V yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip
ise, Onerme 4.1°den, bu yiizeyin S”~! uzayimda igindeki ortalama egrilik vektorii
sifir, normal konneksiyonu diiz ve K = 1 olur. Normal konneksiyonu diiz ise, (2.14)
denkleminden herhangi bir & ve 1) normal vektorleri icin, [Ag,An] = 0 olur. M yiizeyi
pozitif tanimli bir metrige sahip oldugundan, bu durumda, A¢,An matrisleri ayni anda
kosegenlestirilebilir. Dolayisiyla, EY' uzayinda, M yiizeyi iizerinde, ej,e, vektorleri
M’ye teget, e3,...,e, vektorleri M’ye normal ve h(ej,e;) = 0 olacak sekilde,
{e1,er,€3,...,em_1,em = X} ortonormal catr alanm segilebilir. H=0 oldugundan,
fz(el,el) = —iz(ez,ez) seklindedir. & = fz(el,el) olarak isimlendirilirse, (2.9) Gauss

denkleminden M yiizeyinin K Gauss egriligi

K=1-(5,¢) 4.2)

olarak hesaplanir. Diger taraftan, K = 1 oldugundan, (§,&) = 0, yani, & 1siksal bir

vektordiir.
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M yiizeyine ait Levi—Civita konneksiyonlari
Velel = Qey, Velez = —ey, Vezel = _ﬁ627 Ve262 = Bel

seklinde verilir. Burada, oo = @j5(e;) ve B = —@j2(ep) dir. Diger taraftan, yukarida

verilen M yiizeyine ait konneksiyon formlar1 kullanilarak
le1,€2] = Ve,e2—Veie1 = —0ter + fer
ve
R(e1,ez)es =V, Ve,e0— Ve, Ve €0 — Viey esj€2

— Ve, (Ber) + Ve (aer) — (0 + B)er
— (e1(B) +e2(@) — (a2 + B2))er

olarak hesaplanir. R(e1,ex;ez,e1) = e1(B) +ea(a) — (a® + B?) seklindedir. M

yiizeyinin Gauss egriligi K = 1 oldugundan
e1(B) +exa) —a? —p* =1 (4.3)

olur. Ayrica, (2.13) Codazzi denklemi X =Z =e1,Y = ey ve X =e1,Y =Z = e, vektor

alanlar1 icin hesaplanirsa, sirasiyla,

D, & =2B¢, De,& =20 4.4)
ifadeleri elde edilir. RP normal egrilik tensorii
RD(61,62>§ = DelDezé _D62D€1§ _D[el,ez]g

=2D,, (a€) —2D,,(BE)
= 2(61(06) — 62([3))5

olarak hesaplanir. M uzaysal yiizeyinin normal konneksiyonu diiz oldugundan, yani,

RP = 0, yukaridaki denklemden, e (&) = e»(3) olarak bulunur.
Simdi, M uzaysal yiizeyi iizerinde
el (ln[.t) = —ﬁ, ez(lnu) = -0 4.5)

denklem sistemini saglayan, diizgiin bir ¢ fonksiyonu goz oniine alinsin. Boyle bir

diizgiin u fonksiyonunun varlig1 asagidaki sekilde gosterilebilir:

ler,e2](Inu) = ejex(Inp) —eze(Inpr) = —e (@) +e2(B)
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olur. e;(a) = e»(P) oldugundan, [e},e;](Ini) = 0 dir. Diger taraftan, M yiizeyine ait

Levi—Civita konneksiyonlar1 kullanilarak

(Ve,e2—Ve,er)(Inp) = —ae;(Inp) + Ber(Inp) =0

hesaplanir. Dolayisiyla, [eq,ez](Inp) =0 = (V. 2 — Ve,er)(Inpu) dir. Yani, (4.5)
denklem sistemini saglayan M uzaysal yiizeyi iizerinde bir p diizgiin fonksiyonu
vardir.  Ayrica, [per,ftep] = 0 dir. Bu nedenle, M iizerinde, 9, = ue; ve d, =
Wer olacak sekilde {u,v} yerel koordinat sistemi segilebilir ve M yiizeyine ait
metrik tensorii g = p?(du’® 4+ dv?) seklindedir. Burada, d,,d, ile, sirasiyla, %,%

gosterilmigtir. Bu durumda, (4.5) denklemi (4.3) ifadesinde kullandiginda

(In 1)+ (In )y, = —p?

elde edilir. Weingarten formiiliinden, & normal vektoriiniin u ve v’ye tiirevleri

Vi, & = &= —Ag(Au) + Dy, — (9, E)x
Va & =& =—A¢(d,) +Dy & — (9, E)x

olarak yazilir. Diger taraftan, (d,,&) = (d,,&) = 0 dir. (2.8) denkleminden ise,
Ag(e1) = Ag(e2) =0, yani, A¢ (dy) = Ag (dy) = 0 olarak bulunur. Bu durumda,

gu = Zﬁ.ug ve gv = 20‘“5 (4.6)

seklinde olur. (4.5) ifadesi (4.6) denkleminde kullanilirsa, & = u% olarak bulunur. &
1siksal bir vektor oldugundan, sabit ¢ vektorii de 1giksaldir. {u,v} koordinat takimina

gore, M ylizeyine ait Levi—Civita konneksiyonu ve ikinci esas formu

1
Vaau: = —

3 (.uuau - .uvav) ’ VBVau (.uvau + .uuav) ’

V3,0 = — (0 — W3y, h(dy,0y) = —h(0y,0,) =&, 1(0,,0,) =0 (4.7)

=

olarak yazilir. Bu ifadeler goz Oniinde bulundurularak, Gauss formiiliinden, x

izometrik daldirmasinin (4.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olmasi1 gerektigi goriiliir.

Tersine, x izometrik daldirmasi (4.1) ile verilen denklem sistemini saglayan ve M

yiizeyi g = u?(du® + dv?) metrigine sahip Sm=1 yarn—kiiresinin tiimden jeodezik

olmayan, uzaysal bir yiizeyi olsun. Bu durumda, M yiizeyine teget d,,d, vektorleri

icin, (d,,9,) = (d,,9,) = u?, (d,,d,) = 0 olur. Dolayistyla, M yiizeyi iizerinde,
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el = ﬁ&u, e = ﬁ&v olacak sekilde, bir e, e, teget ortonormal ¢ati alam secilebilir.

Diger taraftan, (4.1) denklemindeki ifadeler ile Gauss formiilii karsilastirildiginda
h<&uaau> = —‘uzx—|—5, h<auvav> = 07 h<aV7av) = _‘UZX_ 57

veya
¢ ¢
]’l(€1,€1) = —X+ R h(elvez) =0, h(627e2) =—X——
H H
elde edilir. Bu durumda, A = 0 olur. Ayrica, ||| = 0 ve RP = 0 olur. Dolayisiyla,
(2.41) denkleminden, AV =0 dir. Yani, uzaysal M yiizeyi harmonik yari—kiiresel Gauss

tasvirine sahiptir. d

Aciklama 4.2. Teorem 4.1’de p fonksiyonun sagladigr (Inpt),, + (Ing),, = —pu?

diferansiyel denklemi A(In ) = —1 veya Ag(In i) = —u? seklinde yazilabilir. Burada,
A ve Ay, sirasiyla, M ylizeyinin iizerinde g metrigine ve standart Euclid metrigine
gore olan Laplasiyen operatoriinii ifade etmektedir. Bu diferansiyel denklem Liouville
denklemi olarak adlandirilir ve Gauss egriligi 1 olan yiizeyin konformal katsayisini

gosterir.

Teorem 4.2. Sg”’l yari—kiiresinin tiimden jeodezik olmayan M| Lorentziyen yiizeyinin
harmonik yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olabilmesi icin gerek yeter kosul X :

My — S"! C E™ yer vektériiniin

z(u)  Z(u)
= — 4.8
ile verilmesidir. Burada, 7z, L€ 151k konisi icinde kalan, hizi 2, (7",7") =0, 7" #0

sartlarint saglayan uzaysal bir egridir.

Ispat. My, S" ! yari—kiiresinin tiimden jeodezik olmayan, harmonik yari—kiiresel
Gauss tasvirine sahip Lorentziyen bir yiizeyi olsun. Bu durumda, Onerme 4.1°den
M, yiizeyi Sg?’_l yari—kiiresi icinde sifir ortalama egrilik vektoriine ve diiz normal
konneksiyona sahip oldugu soylenir. Ayrica, M| yiizeyinin skaler egriligi 2, yani,
Gauss egriligi 1 dir. [40] numarali ¢calismadaki Teorem 5.1 ise ortalama egrilik vektorii
sifir ve Gauss egriligi 1 olan yari—kiirenin Lorentziyen yiizeyleri siniflandirilmistir.
Bu siniflandirma teoreminde verilen yiizey ailelerinden tiimden jeodezik olmayan, diiz
normal konneksiyona sahip yegane yiizey yer vektorii (4.8) denklemi ile verilen yiizey

ailesidir. Boylelikle istenilen sonuca ulagilir. U
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Teorem 4.2°de bahsedilen Lorentziyen yiizey ailesi ilgili asagidaki 6rnek verilir:

Ornek 4.1. IE‘IL Minkowski uzayinda
z(u) = (cos(V2u), sin(v2u), sinh(v/2u), cosh(v/2u))

uzaysal egrisi goz Oniine alnsin.  (z,z) = (Z",7’) = 0 ve (Z,7) = 4 olur.
Dolayisiyla, Teorem 4.2’den z egrisi yukarida bahsedilen uzaysal egri olmak {iizere,

_ 2w Z(w)

Sf yari—kiiresinin yer vektorii x(u,v) = wty — —3 seklinde verilen M) Lorentziyen

yiizeyinin yari—kiiresel Gauss tasviri harmoniktir.

Ayrica, Onerme 4.1’in ii. sikkindan asagidaki sonug verilir:

Sonugc 4.1. S‘z1 yari—kiiresi icindeki uzaysal bir yiizeyin harmonik yari—kiiresel Gauss
tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin Sg yari—kiiresinin tiimden

jeodezik bir yiizeyi olmasidur.

4.2 1-Tipinden Yari—Kiiresel Tasvirine Sahip Yari—Kiiresel Alt Manifoldlar

Bu boliimde, S~ € E” yani—kiiresinin yari-Riemann alt manifoldlarindan 1-tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlarin karakterizasyonu ve siniflandirmasi

yapilacaktir.

4.2.1 Spektral acilimda sabit terimi sifir olanlar

Teorem 4.3. S"~! yari—kiiresinin bir yari—Riemann alt manifoldunun I—tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul, bu yari—Riemann
alt manifoldunun skaler egrilikliginin sabit, normal konneksiyonunun diiz ve S~

yari—kiiresi icindeki ortalama egrilik vektoriiniin sifir olmasidir.

Ispat. M, S™! yari—kiiresinin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. M alt manifoldu
I-tipinden yari-kiiresel Gauss tasvirine sahip ise, A, sabit olmak iizere, V tasviri
AV = A,V denklemini saglar. Bu ifade ile (2.41) denklemi karsilastirildiginda M alt
manifoldunun 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul, ||/2]|? sabit ve H = R’ jx = 0 sonucuna ulagilir. (2.23) denkleminden, M’ nin
skaler egriligi sabittir. Dolayisiyla, istenilen sonuca ulagilir. U
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Simdi S”~! yari—kiiresinin uzaysal veya Lorentziyen yiizeylerinden 1-tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilacaktir. Bunun icin, oncellikle,

asagidaki ylizeylerden bahsedilecektir.

Ornek 4.2. S* kiiresi icindeki S'(2) x S'(2)’in standart daldirmasima Clifford tor

yiizeyi denir.
S‘l‘ de Sitter uzayi i¢inde yer vektorii

1
M : r(u,v) = —=(cosu,sinu,cosv,sinv,0) 4.9)

V2

ile verilen M uzaysal yiizeyi gbz Oniine alinsin. ]E? yari—Euclid uzayinda ej,e;

vektorleri M’ye te8et, e3,eq,es vektorleri M’ye normal olmak iizere, M yiizeyi

tizerinde ey, ey,. .., e;5 yerel ortonormal ¢at1 alan1 asagidaki sekilde secilebilir:
d d
el =V2—, e =+2—,
du dv
1
e3 = —(—cosu, —sinu,cosv,siny,0),

V2
e4 = (0,0,0,0, 1), é5 = X.

Burada, € = & = &3 = —& = & =1 olur. Dogrudan hesaplama ile M yiizeyine ait
ikinci esas formun katsayilar1 ve konneksiyon formlari
3 3 5 5 3 4 4 4 5
hiy = —hyp =1, hiy =hyp =1, hiy = hiy = hyy = hjp = hip =0,
012 = 034 = 035 = Wy5 =0
olarak bulunur. Ayrica, M yiizeyinin S‘l1 yari—kiiresi icindeki ortalama egrilik vektorti,

Gauss ve normal egrilikleri sifirdir. (2.41) denkleminden AV = 2V elde edilir. Yani, M

yiizeyinin V tasviri 1-tipindendir.
Ornek 4.3. [41] S7 de Sitter uzay: icindeki S!(2) x S}(2) bu standart daldirmaya
vari—Riemann Clifford tor yiizeyi denir.

S‘lt de Sitter uzayi icinde yer vektori

1
M : ri(u,v) = —(0,cosu,sinu,coshv,sinhv) (4.10)

V2

ile verilen M| zamansal ylizeyi géz Oniine alinsin. E? yari—Euclid uzayinda e, e

vektorleri M’ye teget, e3,es,es vektorleri M’ye normal olmak iizere, M yiizeyi
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lizerinde ey, ez, ..., es5 yerel ortonormal cat1 alan1 asagidaki sekilde secilebilir:

d d
612\/_ 62:\/§

— -
ou’ av’
e3 =(1,0,0,0,0),
eq4 = E(O, —cosu, —sinu,coshv,sinhv,0), es=x.
Burada, €y = —& = & = € = & = 1 olur. Dogrudan hesaplama ile M; ylizeyine ait

ikinci esas formun katsayilar1 ve konneksiyon formlari
4 _ 4 _ 5 _ 35 _ 3 33 33 4 35
Wiy =hyp =1, hy = —hjy =1, hy = hjy = hy = hjp = hijp =0,
W12 = W34 = 35 = W45 =0

olarak bulunur. Ayrica, M| yiizeyinin S‘ll yari—kiiresi i¢indeki ortalama egrilik vektorii,
Gauss ve normal egrilikleri sifirdir. (2.41) denkleminden AV = 2V elde edilir. Yani,

M, ylizeyinin V tasviri 1-tipindendir.

Ornek 4.4. [42] S‘z1 yari-kiiresi i¢indeki parametrizasyonu asagidaki sekilde verilen

bir Lorentziyen yiizey g6z Oniine alinsin:
M : x(u,v) = (0,coshucosv,coshusinv,sinhucosv,sinhusinv) (4.11)

Eg yari—Euclid uzayinda e;,e, vektorleri M;’e te8et, e3,es vektorleri M;’e normal

olmak iizere, M, yiizeyi lizerinde {e],es,e3,e4} ortonormal ¢ati alant

d d
el = — éHh = —
1 au7 2 av7
e3 =(1,0,0,0,0),

e4 = (0, —sinusinhv,cosusinhv, —sinucoshv,cosucoshv), es =x

seklinde secilebilir. Burada, € = —& = €3 = —& = & = 1 olarak hesaplanir.
Dogrudan hesaplama ile M, yiizeyine ait ikinci esas formun katsayilart ve konneksiyon

formlari
4 5 5 3 3 4 4 5
hiy = =1, hiy = —hy = =1, hiy =hip = hjy = hyp = hi; =0,
W12 = 034 = 35 = Wys5 =0
olarak bulunur. Ayrica, M; ylizeyinin S‘zt yari—kiiresi i¢indeki ortalama egrilik vektorii,
Gauss ve normal egrilikleri sifirdir. (2.41) denkleminden AV = 2V elde edilir. Yani,
M, yiizeyinin V tasviri 1-tipindendir.
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Teorem 4.4. S""~! yari—kiiresinin uzaysal yiizeyinin I—tipinden yari—kiiresel Gauss
tasvirine sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin tamamiyle tiimden
jeodezik S® C S kiiresinin icinde kalan Clifford tor yiizeyinin agik bir parcas

olmasudrr.

Ispat. x: M — S !, uzaysal M yiizeyinden S”~! yari—kiiresine izometrik
bir daldirma olsun. M yiizeyi 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahipse
Teorem 4.3’den bu yiizeyin sabit skaler egrilie, diiz normal konneksiyona ve
S™=1 uzayinda sifir ortalama egrilige sahip oldugu soylenir. M yiizeyi diiz normal
konneksiyona sahipse, RP 6zdes olarak sifirdir. Dolayistyla, (2.14) denkleminden
herhangi bir & ve 1 normal vektorleri i¢in [Ag,Ap] = 0 olur. M yiizeyi pozitif
tanimli metrige sahip oldugundan, [Ag,An] = 0 olmasi Ag,Ap matrislerinin ayni
anda kosegenlestirilebilecegini gosterir. Dolayistyla, EY" yari—Euclid uzayinda, M
yiizeyi iizerinde, e1,ey vektorleri M’ye teget, e3,...,e, vektorleri M’ye normal ve
h(ey,ez) = 0 olacak sekilde bir {ej,ez,e3,...,e,—1,em = X} ortonormal ¢ati alani
secilebilir. Ayrica, H = 0 oldugundan A(ey,e;) = —h(e, e») seklindedir. & = (e, e;)
olarak isimlendirildiginde, M yiizeyinin K Gauss egriligi (4.2) ile verilir. K sabit

oldugundan (&, &) sabittir. & vektoriiniin karakterine gore asagidaki durumlar olugur:

1. Durum: & sifirdan farkli uzaysal bir vektor ise, § = /IE olacak sekilde bir E uzaysal
birim vektoril secilebilir. Dolayisiyla, birinci normal uzayr Imhi = Span{g} ve K =
1 — A2 olur. (2.13) Codazzi denklemi X =e;, Y =Z=e,ve X =Z =¢;, Y = ¢

vektorleri i¢in hesaplanirsa, sirasiyla,
Delg = —20)12(62)5 ve Dezg = 2(1)12(61)5

elde edilir. Diger taraftan, (£,&) = 1 oldugundan i = 1,2 igin (D& ,E) = 0 dur.
Dolayisiyla, @y = 0, yani, K = 0 dir. Bu durumda, birinci normal uzay: Im#/ normal
demette paralel olur. Erbacher-Magid Indirgeme Teoreminden M uzaysal yiizeyinin
tamamiyle tiimden jeodezik S* C S~ ! kiiresinin i¢inde kaldig1 sdylenir. [43] numarali
calismada, S kiiresi icinde tiimden jeodezik olmayan, sabit Gauss ve sifir ortalama

egrilikli tek yiizey Clifford tor yiizeyi oldugu gosterilmisgtir.

2. Durum: & zamansal vektor ise, § = lg olacak sekilde bir E zamansal birim vektorii

secilebilir ve (4.2) denkleminden K = 1+ A% # 0 olur. Diger taraftan, 1. durumdakine
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benzer sekilde K = 0 oldugu gosterilir. Bu ise, bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, & vektorii

zamansal bir vektor olamaz.

3. Durum: & = 0 veya & 1g1ksal bir vektor ise, (4.2) denkleminden K = 1 elde edilir.
Yani, § = 2 dir. Bu durumda, Onerme 4.1’den M yiizeyinin V yari—kiiresel Gauss
tasviri harmoniktir. Bu durum teoremin varsayimi ile ¢elistiginden, & 1siksal olmayan

ve stfirdan farkl bir vektordiir.
Dolayistyla, 1. durumdan M yiizeyi Clifford tor yiizeyinin acik bir pargasidir.

Yeter kosulun ispati, Ornek 4.2’den goriiliir. U

S"=1 yari—kiiresi icinde, 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip Lorentziyen
yiizeylerin siniflandirmasi i¢in dncelikle, S% ve Sg yari—kiireleri i¢indeki sifir ortalama
egrilikli, diiz Lorentziyen yiizeylerin siniflandirmasina ihtiya¢ vardir. Bunun igin
asagidaki yardimci teorem verilecektir.

Yardimer Teorem 4.1. S3, s = 1,2, yari—kiiresi icinde ortalama egrilik vektorii sifir

ve diiz Lorentziyen bir yiizey asagidaki yiizeylerinden birinin agik bir parcasina

kongruenttir:

i. S de Sitter uzay: iginde kalan x(u,v) = —=(cosu,sinu,coshv,sinhv) ile verilen

5l

yiizey,

iL. Sg yari—kiiresi icinde kalan X(u,v) = (coshucosv,coshusinv, sinhucosv, sinhusinv)

ile verilen yiizey.

Ispat. [41] numarali ¢alismada, S? de Sitter uzay1 icinde sifir ortalama egrilikli ve
diiz yiizeyin yari—-Riemann Clifford tor yiizeyinin agik bir parcasina kongruent oldugu

ispatlanmusgtir.

Simdi ise Sg yari—kiiresi icinde sifir ortalama egrilikli ve diiz olan ylizeyler
incelenecektir. x : M| — S3, sifir ortalama egrilik vektoriine sahip, diiz Lorentziyen

M, yiizeyinden S% yari—kiiresine bir izometrik daldirma olsun. M| yiizeyi lizerinde
<au7 au) = <8V; av> = ()7 <au7 av> =1

saglayacak sekilde bir {u,v} yari—ortonormal koordinat takimi secilebilir. ~ Bu

koordinat takimima gore, H = —fz(auﬂv) seklindedir. Dolayisiyla, fz(&u,av) =0 dir.
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Burada, d, = % ve d, = % gostermektedir. K = 0 oldugundan, (2.12) denkleminden
(h(dy, ), h(dy,0,)) = 1 olarak bulunur. Dolayisiyla,

h(y,d,) = a& ve h(d,,d,) = —éé

olacak sekilde M; Lorentziyen yiizeyine normal bir & zamansal birim vektorii ile
stfirdan farkli bir a fonksiyonu secilebilir. Genelligi bozmaksizin, a > 0 varsayilabilir.
(2.13) Codazzi denklemi X = d,, Y =Z =9, ve X = d,, Y = Z = d, vektor alanlari

icin hesaplanirsa, a,, = a, = 0 bulunur. Dolayisiyla, a sifirdan farkli pozitif bir sabittir.

Gauss ve Weingarten formiillerinden, sirasiyla, asagidaki denklemler elde edilir:

1
X = a&, Xy =X, Xy, = —;5 (4.12)
1
éu = —daxy, gv = Exu (4.13)

a= \/g ve c1,¢3,C3,C4 € IE‘Z1 sabit vektorler olmak iizere, (4.12) denklem sisteminin

¢Ozimi

v 1% . Vv
x(u,v) = e* " 2a <cos (Ocu — —) c1 +sin (Ocu - —) cz>

20 2a
1o (outa3) (cos <Om - %) c3 +sin (Om - %) C4>
seklindedir. (x,x) = —(x,,%,) = 1 ve (x,,X,) = (Xy,X,) = 0 oldugundan cy,c7,c3,c4

vektorleri asagidaki sartlart saglar:

—~

(c1,¢1) = (c2,¢2) = (c3,¢3) = (c4,¢a) =0,

—~

(c1,¢2) = {c1,ca) = (ca,¢3) = (c3,¢4) =0,

| —

<Cl,C3> - <C2,C4> ==
Bu durumda, genelligi bozmaksizin c1, c3, ¢3, ¢4 sabit vektorleri

1 1 1 1
c1—§(1,0,1,0), cz—E(O,l,O,l), C3—§(1,0,—1,0), C4—§(0,170,—1)

seklinde secilebilir. ~ Ayrica, ou + 55 +— u, Owu — 55 — v olarak yeniden

parametrelendirilirse istenilen sonuca ulagilir. U

Aciklama 4.3. Yardimci Teorem 4.1°de ii. sikkinda verilen Lorentziyen yiizey E%
Minkowski uzayindaki c;(u#) = (coshu,sinhu) ile E? Euclid uzayindaki c,(v) =
(cosv,sinv) birim ¢emberlerinin tensorel carpimi seklinde ifade edilebilir. Ayrica,

¢(z) = (cosz,sinz) seklinde bir kompleks egri olarak da diisiiniilebilinir.
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Teorem 4.5. S"~! yari—kiiresinin Lorentziyen vyiizeyinin I—tipinden yarikiiresel
Gauss tasvirine sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, bu Lorentziyen yiizeyin

asagidaki yiizeylerden birinin actk bir parcasina kongruent olmasidir:

i. Tiimden jeodezik S? C S yari—kiiresinin icinde kalan

x(u,v) = (cosu,sinu,coshv,sinhv)

SI-

ile verilen yiizey,
ii. Tiimden jeodezik S% C S yari—kiiresinin icinde kalan
x(u,v) = (coshucosv,coshusinv,sinhucosv,sinhusinv)

ile verilen yiizey.

Ispat. M, S"~! yari—kiiresinin 1-tipinden Vv yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip
Lorentziyen yiizeyi olsun. M yilizeyi iizerinde te8et uzay1 i¢in ej,er Yyerel

yari—ortonormal ¢at1 alan1 secilebilir, yani,

(e1,e1) = (er,e2) =0, ve (e,er) = —1.

Bu durumda, o,f, M) yiizeyi iizerinde fonksiyonlar olmak iizere, yiizeye ait

Levi—Civita konneksiyonlar1 agagidaki sekilde yazilabilir:
Velel = Ueyq, VeleZ = —Qey, Vezel = ﬁeb Vezez = _ﬁeZ' (414)

Burada, a,f yiizey iizerindeki fonksiyonlardir. V tasviri 1-tipinden oldugundan,
Teorem 4.3’den M, yiizeyinin S”~! uzayinda ortalama egrilik vektoriiniin sifir, normal
konneksiyonunun diiz ve Gauss egriliginin sabit oldugu séylenir. Dolayisiyla, H =
—h(er,e) =0 ve (2.9) denkleminden elde edilen K = 1 — (i(ey,e;),h(ea,e2)) sabittir.
Onerme 4.1°den K # 1 olmalidir, yani, (h(ey,e1),h(ea,es) sifirdan farklhidir. & =
h(ei,er), & = h(es,ex) ve (h(er,er),h(es,er)) = & # 0 olarak isimlendirilirsin. M,

yiizeyi diiz normal konneksiyona sahip oldugundan (2.11) denkleminden

(61,6) (62, ) = (61, M) (&2, 6) (4.15)

elde edilir. Burada, &, u,n vektorleri M; yiizeyine normalleridir. (4.15) denklemi
&1 vektoriiniin & vektoriine paralel oldugunu soyler. Bu ifade asagidaki sekilde
gosterilebilir:
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S"=! uzayinda M; yiizeyinin normal uzay1 igin {e3,e4,...,e,_1} ortonormal bazi

secilirse, bu baz takimina gore &; ve &, vektorleri

m—1 m
él = ;’ £r<€l;er>er; 62 = ;)gr(é%er)er

m—1

ey

olarak yazilir. Ozel olarak, & = e, ve i = e; segilirse (4.15) ifadesinden

<€17€r><€27es> = <§la€s><§2aer>7 r,s =3,

elde edilir. Bu esitlik &, &, vektorlerinin katsayilarindan olusan matrisin rankinin bir

veya birden kii¢iik oldugunu gosterir. Dolayisiyla, &;,&, vektorleri birbirine lineer
bagimlidir, yani, paraleldir.
Ayrica, & = & ve 1 = &, olarak alinirsa (4.15) denkleminden (&, &) (&, &) =& #0

bulunur. Dolayisiyla, &; ve &, vektorlerinin aym karaktere sahiptir. &; ve &, vektorleri
(4.16)

E bir birim vektor ve a > 0 olmak iizere,
— &—
&i=ak,  &=eE

seklinde yazilabilir. Burada, € = (£,&) € {—1,1} olur. Dolayisiyla, birinci normal

uzayl Im h = span{g} seklindedir. (2.10) Codazzi denklemi, sirasiyla, X = e1,Y =

Z =eyve X = e, Y =Z = eq vektor alanlar i¢in hesaplanirsa
D¢, &1 =2B&1, D&y =20 (4.17)

ey (a)g+8§Delg

elde edilir. (4.17) denkleminde (4.16) denklemindeki ifadeler yerine konulursa
(4.18)

D& =er(a)E +aD,E, Dy & =—¢ >
hesaplanir. (€,€) = € oldugundan i = 1,2 i¢in (D,.E,E) = 0 dir. Bu durumda, (4.17)

ve (4.18) denklemleri karsilastirildiginda

(4.19)

ve
e1(lna) =2a, er(Ina) =2
Dolayisiyla, birinci normal uzayir Im/s normal demette paraleldir ve

elde edilir.
Erbarcher-Magid Indirgeme Teoreminden M; yiizeyi £ = 1 ise tamamiyle tiimden
jeodezik S{’ C S"~1, e = —1ise M, yiizeyi timden jeodezik S% C S"~! yari—kiiresinin
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icinde kalir. Ayrica, M, yiizeyinin iizerinde [e1,ez](®) = (V¢ Ve, — Ve, Ve, ) ()
oldugundan (4.52) denklemleri kullanilirsa

e1(B) —ex(a) +2aB =0 (4.20)

elde edilir. (4.14) ve (4.20) denklemleri kullanilirak M; Lorentziyen yiizeyinin
Gauss egriligi sifir olarak bulunur. Bu durumda, M; yiizeyi Yardimci Teorem 4.1°e

yiizeylerden birinin agik bir parcasina kongruenttir.

Teoremin yeter kosulunun ispat: Ornek 4.3 ve Ornek 4.4°den kolaylikla goriilir. [

4.2.2 Spektral acilimda sifirdan farkh sabit terime sahip olanlar

Bu boliimde, spektral aciliminda sifirdan farkli sabit terim iceren 1-tipinden

yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—Riemann alt manifoldlar1 siniflandirilacaktir.

Bu siiflandirma icin ilk olarak $”~! yari—kiiresinin tiimden ombilik hiperyiizeylerinin

nasil elde edilecegi ile ilgili aciklama yapilacaktir.

Aciklama 4.4. [44] S""! yari—kiiresinin tiimden ombilik hiperyiizeyleri, Eg”
yari—Euclid uzayimn bir hiperdiizlemi ile S"*! yari—kiiresinin kesisimi ile elde edilir.

Yani, T € R ve (a,a) — 7> # 0 olmak iizere
M, ={xeS"!: (x,a) =1}

seklinde tanimlanan kiime S!*! € E"*? uzayinin tiimden ombilik bir hiperyiizeyini
verir. Burada, ¢ hiperyiizeyin indeksi ve a € EZ“ sifirdan farkl (a,a) € {—1,0,1}

olan sabit bir vektordiir.

Bu hiperyiizeyin S"+! € E?*2 uzay1 icindeki birim normal vektorii

1
N=————=(a—1X),
(a,a) — 7|
ve bu vektor dogrultusundaki sekil operatorii

Ay=——t . @.21)
[(a,a) — 2|

seklindedir. ~ Burada, I, T,(M;) uzaymndaki birim donisim matrisidir. M,

hiperyiizeyinin egriligi



ile verilir. Gorildiigi tizere, M, sabit egrilikli timden ombilik bir hiperyiizeydir.
Hiperyiizeyi olusturan ]EZJr2 uzaymin hiperdiizleminin karakterini belirleyen a

vektoriiniin isaretine gore asagidaki durumlar olusur:

i. (a,a) = 1lise, M, hiperyiizeyinin egriligi K = ;= ve (N,N) = = 2| (1—172) olarak
bulunur. Bu durumda, |7| < 1 i¢in (N,N) = 1 dir. Dolayistyla, M; hiperyiizeyi S/*"!

yari—kiiresinin S} ( ) yari-hiperkiiresidir. |t| > 1 i¢in (N,N) = —1 olur. Ancak

1

n+1
S 1—12

bu durumda M; hiperylizeyi S; 1

yari—kiiresinin HY (— > yari-hiperbolik

uzayidir.

ii. (a,a) =—1ise, (N,N) = —1 olur. M, hiperyiizeyinin egriligi K = e

durumda, M; hiperyiizeyi S| yari—kiiresinin S/ <

1 o
t+1 T 12> yari-hiperkiiresidir.

iii. (a,a) = 0 ise, (N,N) = —1 olur ve M; hiperyiizeyinin egriligi K = 0 dir.

Sn+ 1

Bu durumda, M; hiperyiizeyi S/

yari—kiiresinin tiimden ombilik diiz bir
hiperylizeyidir. Bu hiperyiizey horohiperkiire olarak isimlendirilir. Ayrica, (4.21)

denkleminden M; hiperyiizeyinin ortalama egriliinin sabit ve |&| = 1 elde edilir.

Yardimer Teorem 4.2. M;, S"t' yari—kiiresinin indeksi t olan yari—Riemann

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki ifade gecerlidir:
Alepri NeyNex N+ Ney) =n@V+ne, 1 Nef Nea A+ Ney. (4.22)

Burada, &, M; yari-Riemann hiperyiizeyinin S**' yari—kiiresi icindeki ortalama

egriligidir.

Ispat. x : M; — S!!1 € B2, indeksi ¢ ve S**! yari—kiiresi igindeki ortalama egriligi
@ olan M; hiperyiizeyinin S"*! yari—kiiresi icine izometrik bir daldirmasi olsun. E*2
yari-Euclid uzayinda ey, ey, . .., e, vektorleri M;’ ye teget ve e, 1, e,,+2 vektorleri M;’ye
normal olmak iizere, M; hiperylizeyi lizerinde ey,...,e,11,e,4+2 = X yerel ortonormal
cat1 alan1 segilebilir. E7*2 uzayinda M, hiperyiizeyinin karsit boyutu iki ve e, = X
vektorii paralel oldugundan e, | vektorii de paraleldir. Vv =e¢,11 AejAex A---Aey,

olmak iizere Av asagidaki sekilde hesaplanacaktir.

V tasvirinin e; dogrultusundaki tiirevi

eiv:—eienﬂ/\el/\---/\.x N Ney 4.23)
i’inci
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olarak elde edilir. (4.23) denkleminin e; dogrultusunda bir kez daha tiirevi alinirsa

n
eie;jV = —Ei\_/—h?i—i_lf/—f— Z (Dji(ei)en+1/\€1/\---/\ X N---Aey (4.24)
Jj=1 j'inci

n

olarak hesaplanir. V.e; =Y, €;0;; (e;)e; oldugundan

n
(Veiei)\'/:—Zla)ij(e,')enH/\el/\---/\ X A---Aey (4.25)
J:

j’inci
seklindedir. Bu durumda, (4.24) ve (4.25) denklemlerinden AV ifadesi asagidaki
denklemdeki gibidir:
n
AV =nv + Y ghTV
=1

1=

" (4.26)
— Z Si(a),-j(ei)+a)j,~(e,-))en+1/\61/\---/\ X A---Aey.

i,j=1 j’inci
Ayrica,n0 =Y, 8,-h?l.+1 ve w;; + 0j; = 0 oldugundan (4.26) denklemi AV = nV +n

v
halini alir. Boylece istenilen (4.22) ifadesine ulagilir. O

Teorem 4.6. M;, S"~' yari—kiiresinin n—boyutlu, t indeksli ve ortalama egrilik
vektorii null olmayan bir yari—Riemann alt manifoldu olsun. Bu durumda, M;
yari—Riemann alt manifoldunun spektral acilivminda sifirdan farkli sabit terim iceren
I-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, M,
yari—Riemann alt manifoldunun, S?*H cSl(s*=t<sveyas =t+1<ys)
tiimden jeodezik yari—kiiresinin, diiz ve tiimden jeodezik olmayan tiimden ombilik

yari—Riemann hiperyiizeyinin acik bir parcasi olmasidir. Yani, M; yari—Riemann alt

manifoldu

i. egriligi c > 1 olan S}(c) S,

e I
ii. egriligi 0 <c<1olanS}(c) C ST,

PRV 1
iii. egriligi ¢ > 0 olan H}(—c) C S|

uzaylarindan birinin agik bir parcasidrr.

Ispat. x: M, — S"~1 C B, n-boyutlu ve S”~! uzayindaki A ortalama egrilik vektorii
null olmayan M, yari—Riemann alt manifoldundan Sg”fl yari—kiiresine izometrik bir

daldirma olsun. M, yari—Riemann alt manifoldunun Vv yari—kiiresel Gauss tasviri
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spektral aciliminda sifirdan farkli sabit terime sahip l-tipinden ise bu tasvirin

Laplasiyeni sifirdan farkl: bir sabit ¢ vektorii ve bir A, sabiti i¢in
AV =2,(V—c)
esitligini saglar. Bu denklemin e; dogrultusunda tiirevi alinirsa
(AD); = A (V); 4.27)

elde edilir. Burada, (.); ile ¢;(.) gosterilmektedir. Diger taraftan, (2.41) denkleminden

dogrudan hesaplama ile AV ifadesinin e; dogrultusundaki tiirevi agagidaki sekilde elde

edilir:
. . m—1 n
(AV)i = ([AlI)iv+ A7 Y, Y ehpxnerA---A e A---Ney
r=n+1k=1 v

k’inc1

+2nD,H Ney A - /\en—nkzlel dHANeg A AX A Ney

k’inc1
m—1
+n2 Y, ehjHNer NN e N---Aey
k=1r=n+1 k;nc1

—n Z gwje(e))XNegA---N e N /\DekH/\ “Aey
~— ——

Jik (=1

J#k j’inci K’met
n m—1
~nY Y ehlxAetA--A e A ADgHA-Aey
k=1 r=n+1 \/ S—~—
J#k Jmel k’1nc1

n n
+”ng<ADe ﬂ(e,-),ek>x/\el/\---/\en—nZXAelA---ADeiDekﬁA---Aen
k=1 k k=1 ~——

k’1nc1

+ Z Z 8"93{6 s1k X+Rs1kel}/\el N e NN e NecsNey
rs=n+1 jk=1 \’/ \’/
r<s o j#k Jj’inci k’inc1

m—1
+ Y Z € &R WX Ner Ao N eg NN e N---Ney

e l=1
rs=n+1 ]]?ék j’inci k’nc1
m—1 n

+ &€ { Sa)ex/\e/\ N ey, NN e N---N e N---Ne
Zersijhéhz) 1 h r s n

rs=n+1 jkl=1

r<s o jkt#E V'inci j’inci K’mc1
m—1
Y, &hlyxnei AN e NN e AN e /\~-~/\en}
t=nt1 - e el

{inci jlinci k’1nc1
m—1 n
— Y Y se&Roq(e)xNer AN e NN e N Aep. (4.28)
rst=n+1 jk=1 Dl ~~
i j#k j’inci k’me1

H ortalama egrilik vektdriiniin sifirdan farkli olup olmasma gore iki ayr1 durum

incelenebilir.
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1. Durum: H = 0 olsun. Bu durumda, (4.28) ifadesi asagidaki denkleme doniisiir:

m—1 n
AV) =(|A»iv+ AP Y, Y ehjxner AN e Aoe-Aey
r=ntlk=1 bnad

k’1inc1

+ Z Zs,ss{e GOX TR e Net AN e Ao A es NeeiAey

rs=n+1 jk=1
r<s jﬁék j’inci k’mc1

n
+ Z Z €€ S]k{Zeha)gh DXAe AN e AN ep Ao A e

Hr<ns+ : _,{k’feﬁe {inci j’inci K’nc1
m—1

N Ney,+ Z E,hi-éx/\el/\-'-/\ e NN e N---/N\ e /\--~/\en}
t=nt1 ~~ ~—~ ~—

¢'inci j’inci k’1nc1

rs=n+lJ j’inci k’inc1

— n
+ Y kz e &R, X Ner NN ep N--N e N---Ney
J

m—1 n
— Z Z 8,8r£sR§jka)s,(e,~)X/\€1/\---/\ €y JAREEWAN ey /\/\el’l
—~— ~—

= k=1
rs,t=n+1 ijék j’inci k’inct

(4.29)

(2.37), (4.27) ve (4.29) denklemleri karsilastirlldiginda i, j,k = 1,...,n ve r,s =
n+1,...,m—1igin (|k]?*); = R" ik = 0 olduBu gdriilir. Yani, M, alt manifoldu
diiz normal konneksiyona, sabit skaler egrilige ve S”~! uzayi icinde sifir ortalama
egrilik vektoriine sahiptir. Dolayisiyla, Teorem 4.3’den V yari—kiiresel Gauss tasviri
spektral acilimda sabit terimi sifir olan, yani ¢ = 0, 1-tipinden oldugu sdylenir. Bu ise

varsayimla ile celisir. Yani, H sifirdan farkli bir vektordiir.

2. Durum: H # 0 olsun. (2.37) ve (4.28) denklemleri karsilastirildiginda DeiI:I A
el \--- Aey teriminin (AV); ifadesinde yer alip ¢;(V) ifadesinde yer almadig1 goriiliir.
Dolayisiyla, DH = 0, yani, M, yari-Riemann alt manifoldu S”~! yari—kiiresi i¢inde
sifirdan farkli paralel ortalama egrilik vektoriine sahiptir. Ayrica, H null olmayan bir

vektor oldugundan (H, H) sifirdan farkli bir sabittir. Bu durumda, (4.28) denklemi
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m—1 n

AV =(|aP)7+ A7 Y Y ehpxAei A e, A Ney

r=n+1k=1 Kmet
m—1
+n &h kH/\el/\ N e N---Ney
kzlr%l M

k’inct

n
—nl;ls,-SikH/\eﬂ\m/\ X A---Aep

k’mnc1
m—1 n
+ Y Y eaedeR)x+R et Aer A A ey NN eg NeeiAe
Jjk sjkc1 r s n
rs=n+1 jk=1 \,/ \,/
r<s  j#k j’inci k’mc1

+ Z Z £, sjk{Z&‘h(Dgh DXAer AN e NN e AN e

”r<ns+ : jlkk(/ﬁé #inci j’inci k’mc1
m—1

A New+ Y, ghyXNer A=A e Ao ey NoooN_eg /\---/\en}

m—1 n

+ 2 2 EEER X Ney NN ep N---N e N---Ne
Jk'til T n

rs=n+1 Jjkt=1 - ,
j#k j’inci k’mc1

— Y Y seaRoq(e)xNer A A e NN e N-Aey
rst=n+1 jk=1 o v
£k j’inci k’mc1

(4.30)
denklemine doniisiir. (2.37), (4.27) ve (4.30) denklemleri tekrardan goz Oniinde

bulunduruldugunda ||22]|? sabit oldugu elde edilir. Dolayistyla, (2.23) ifadesinden M,

yari—Riemann alt manifoldunun sabit skaler egrilige sahip oldugu soylenir. Ayrica,

m—1 n
Y Y ehxaenn @ Acne
r=n+1k=1 S~~~

k’inc1

—nZS, G H Aep A A XN Al
k=1

k nc1

+ Z Y eE g R xNer Ao A ep NN ey No-Aey

rs=n+1 Jjk(=1
i7k

j’inci k’mc1
m—1 n
=2, Z Zerhka/\el/\---/\ e, N---Ney, 4.31)
r=n+1k=1 K
nci
ve
m—1
nZ Y ehjHNer NN e Aee-Aey
k=1r=n+1 Kt
+ &R eiNef NN e N---N e N---Nep=0 (4.32)
rs=n+1 jk=1 / \,/ \,’/
r<sjtk j’inci k’1nc1
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esitlikleri elde edilir. H vektriiniin uzunlugu sifirdan farkli bir sabit oldugundan
H= €,410e,+1 olarak secilebilir. Bu durumda, (4.32) denkleminden j,.k =1,...,n
and r,s > n+ 2 i¢in R} & = 0 elde edilir.  Ayrica, DH = 0 oldugundan R’;j*kl =0
dir. Dolayisiyla, M; yari—Riemann alt manifoldunun S’s"_l yari—kiiresi i¢inde normal

konneksiyonu diizdiir ve (4.32) denklemi

n  m—1
ng @Y, Y &hjeniNer AN er NeoNep=0 (4.33)
k=1r=n+1 et
1nc1
ifadesine indirgenir. Bu denklemden r > n+2 ve i,k =1,...,n i¢in h;; = 0 elde

edilir. Ayrica, & sifirdan farkli bir sabit oldugundan hl’.’,:rl % 0 dir. Dolayisiyla,
M; yari-Riemann alt manifoldunun birinci normal uzay: Imh = span{e, |} olur. H
paralel bir vektor ve & sabit oldugundan e, | vektorii de paraleldir. Bu durumda,
Erbarcher-Magid Indirgeme Teoreminden M, yari-Riemann alt manifoldu tiimden
jeodezik " ' §”~1 yan—kiiresinin i¢inde kalir. Burada, s* = veya s* =+ 1 olur.

Ayrica, (4.31) denkleminden
&(1h))* — Ap) i + 08yl =0, i,k=1,...,n, (4.34)

elde edilir. A, = ||4||% ise & = 0 bulunur. Bu ise A # 0 olmast ile gelisir. Dolayistyla,
Ap # ||h||* dir. (4.34) denkleminden i # k igin A%'' = 0 elde edilir. i = k icin bu

ifadeden hg.“ = g0t ve i Uizerinden 1’den n’ye kadar toplam alinirsa
né(n+ > = 2,) =0

bulunur. & # 0 oldugundan A, = n+ ||i2||? seklindedir. (2.23) denkleminden skaler
egrilik S = n(n—1)(1+ &,+10?) ve A, = n(1 + &,41&?) olarak bulunur. A, sifirdan
farkli bir sabit oldugundan S skaler egriliginin de sifirdan farkli olmasi gerektigi
goriiliir. Dolayistyla, M, yari—Riemann alt manifoldu S I'c §7=1 yani—kiiresinin diiz
ve tiimden jeodezik olmayan tiimden ombilik bir yari—-Riemann hiperyiizeyidir, yani,
Aciklama 4.4’de bahsedilen uzaylardan birinin acik bir pargasi olur. Boylece istenilen

sonuca ulagilir.

Yeter kosulunun ispati i¢in, M; yari—-Riemann alt manifoldu tiimden jeodezik

S?j I ¢ S"=! yari—kiiresinin diiz ve tiimden jeodezik olmayan tiimden ombilik

n+1

hiperyiizeyinin agik bir parcasi olsun. Genelligi bozmaksizin, S[."" yari—kiiresi

E?j 2 yari—Euclid uzaymin alt manifoldu olarak diisiiniilebilinir. Bu durumda, IE;’:F 2
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yari-Euclid uzayinda ey, ..., e, vektorleri M, ye teget, e, 1,e,42 vektorleri M;’ye
normal olmak {izere M; yari—Riemann hiperyiizeyi iizerinde ey, ... ,e,,€,11,€4+2 =X
yerel ortonormal bazi secilebilir. Karsit boyut iki ve e, = x vektorii normal uzayda
paralel oldugundan e, | vektorii de paraleldir. Dolayisiyla, R =0 ve H = &, 10eps 1
paraleldir. M, yari—Riemann hiperyiizeyi timden ombilik oldugundan ||72||> = g, n&>

olur. Bu durumda, (2.41) denkleminden

AV =ng, 10OV +e, 1 Nep ANea A+ Nep) (4.35)
olarak bulunur.
! (V—gpr1C NetNex N+ Ney)
c=—————(V— e etNexyN---Ne
1+8n+1d2 n—+1 n+1 1 2 n)s
5 8n+1&

Vy=——"———(0V+te, .1 NetNex A---Ne
4 1+£n+1052( n+1 1 2 n)

olmak iizere, V = ¢+ V,, seklindedir. M;, S"." ! yari—kiiresinin diiz olmayan hiperyiizeyi
oldugundan 1+ &,,1&% # 0 dir. @& sabit oldugundan i = 1,...,n icin e;(c) = 0 ve
(4.2) ve (4.35) denklemlerinden AV, = n(1+ 8,1+1d2)\7p elde edilir. Bu durumda,
Vv yari—kiiresel Gauss tasviri spektral acilimda sifirdan farkli sabit terime sahip

1-tipindendir. U

Tamim 4.2. V yari—kiiresel Gauss tasviri icin AV # 0 iken A*>V = 0 ise V tasviri

biharmoniktir.

Teorem 4.7. Sgl“ yari—kiiresi icindeki bir yari—horohiperkiiresi biharmonik

yari—kiiresel Gauss tasvirine sahiptir.

Ispat. M;, indeksi t olan ng“ yari—kiiresinin bir horohiperkiiresi olsun. Ac¢iklama
4.4’den M; horohiperkiiresinin asagidaki sekilde tanimlanir:

a € E"2 null vektor ve T # 0 olmak iizere, S'*! uzay i¢inde n—boyutlu horokiiresi
M, = {xcS'": (x,a) = 1}

seklindedir. S"*! yari—kiiresi icinde e, = %(a — 7x) seklinde birim normal vektorii

|A|> = —n bulunur. Bu durumda, (2.41)

olarak secilirse, A,+1 =1 ve & =1,
denkleminden

AV =—nV —ne, 1 Nef Nea A+ Ney (4.36)
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olur ve AV # 0 dir. Buradan,
A’V = —nAV —nA(enq1 Aeg Aea A=~ Ney) (4.37)
yazilir. Ayrica, (4.22) ifadesinden
Alenr1 NetNey - Ney) =nV+ne, 1 Nep ANey A+ Nep = —AV (4.38)

olarak bulunur. Dolayisiyla, A>V = 0 olur. Yani, S**! yari—kiiresinin horohiperkiiresi

biharmonik yari—kiiresel Gauss tasvirine sahiptir. U

Simdi, ortalama egrilik vektorii 1siksal olan ve spektral aciliminda sifirdan farkli
sabit terimli 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—Riemann yiizeyleri

incelenecektir.

[45] numarali ¢alismadaki Teorem 6.1°de S‘f de Sitter uzayi i¢inde paralel ortalama
egrilik vektoriine sahip marjinlerde sikismis yiizeyler simiflandirilmistir ve sekiz cesit
yiizey elde edilmistir. Asagida verilen yiizey ise bu siniflandirmadaki tiimden ombilik

olan marjinal sikismus tek yiizeydir.
Ornek 4.5. [45] S‘l1 C E? yari—kiiresi i¢inde yer vektorii
M : x(u,v) = (1,sinu,cosucosv,cosusinv, 1) (4.39)

ile verilen M uzaysal yiizeyi goz Oniine alinsin. E? yari—Euclid uzayinda ey, e;

vektorleri M’ye te8et, es3,eq,es vektorleri M’ye normal olmak iizere, M yiizeyi

izerinde eq, ey, ...,es yerel ortonormal cati alan1 agagidaki sekilde secilebilir:
d 1 4
e =—-—, e= —, cosu#0
YTow T cosuov’ 70,
1 . .
e3 = —(—1,sinu,cosucosv,cosusinv,0),
V2
1 . .
e4 = ﬁ(l,s1nu,cosucosv,cosusmv,2), es = X.
Burada, € = & = &3 = —& = & = 1 olur. Dogrudan hesaplama ile M yiizeyine ait

sekil operatorleri ve konneksiyon formlari

1
A3 =A4= —%L wi2(e1) =0, wa(er) = —tanu, wss(er) = w34(e2) =0

olarak bulunur. Burada, 7, 2 x 2 birim doniisiim matrisidir. Ayrica, M yiizeyinin S‘f

yari—kiiresi i¢cindeki ortalama egrilik vektorii, Gauss ve normal egrilikleri, sirasiyla,

. 1
H=——(e3—e4), RP=0ve K=1

V2
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olarak bulunur. @34 = 0 oldugundan H paralel ve &3 = —&; = 1 oldugundan H 1s1ksal

bir vektordiir. (2.41) denkleminden
AV =2H Nej Nes #0

elde edilir.

N 1
c=V+—=(e3NeiNex—eqsNey Nep),

V2

(esNejNex—esNep Ner)

Vy=——
o2

olmak iizere, V = ¢ + V), seklindedir. Dogrudan hesaplama ile ¢ vektoriiniin sabit ve
AV, = 2V, denkleminin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla, S‘lt de Sitter uzayi i¢indeki
marjinal sitkismis M uzaysal yiizeyi spektral aciliminda sifirdan farkl sabit terimi olan

1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahiptir.

Teorem 4.8. S‘lt de Sitter uzayimin marjinal sikismis uzaysal bir yiizeyinin yari—kiiresel
Gauss tasvirinin spektral aciliminda sifirdan farkly sabit terim iceren [—tipinden olmast
icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin, yer denklemi (4.39) ile verilen yiizeyin actk bir

parcasina kongurent olmasidur.

Ispat. x: M — S} C E? marjinal sikigmig M uzaysal yiizeyinden S yari—kiiresine
bir izometrik daldirma olsun. v yari—kiiresel Gauss tasviri spektral agiliminda sifirdan
farkli sabit terime sahip 1-tipinden ise, V tasviri sifirdan farkli bir sabit ¢ vektorii ve bir
A, # 0 sabiti igin AV = A,(V — ¢) denklemini saglar. Bu denklemin e; dogrultusunda
tiirevi alinirsa

(AV); = Ay () (4.40)

elde edilir. Burada, ¢;(.) = (.); ile gosterilmistir. Diger taraftan, dogrudan hesaplama

ile (2.41) denkleminden
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(89)i = ((IAID)i+2(4p, grer) +2(Ap, gre2) ) ¥

4 4
+ |41 (Z ghjixNe Ney+ Y €hixAe /\e,)
r=3 r=3

4 4
+4D HNey Ney+2) ehfiHNe, Ney+2 Y ehlH Ney Aey
r=3 r=3

—251'11:1/\X/\€2—26,'2[:1/\61 AX

+ 2(012(8,‘)X A Dy, HA e1 — 2(012(6,‘)X Ney N\ DeZI‘AI

r=3 r=3
—2(XADgDe,HNes+xNei ADe,De,H)

4 4
-2 (Z erhl?zx/\DelFI/\er—l— Z 8rhflx/\er/\Dezﬁ>

+283£4 (ei(Rilz)X‘i‘Rilzei) /\63 /\e4

J

2
h;?l-x/\ej/\e4+
=1 j

2
—2&384R3 5 ( hjxAesNe j> (4.41)
=1

elde edilir. (2.37) ve (4.41) denklemleri karsilagtirilirsa Defl Aej Aep teriminin e;(AV)
ifadesinde oldugu ve e;(V) ifadesinde ise olmadig1 goriiliir. Bu durumda, DH = 0 olur,
yani, H sifirdan farkli paralel bir vektordiir. Dolayisiyla, [36] ¢alismasindaki Yardimei
Teorem 2.2°den M ylizeyinin S‘ll yari—kiiresi icinde normal konneksiyonun diiz oldugu
anlasilir, yani, R43112 = 0 dir. Boylece, (4.41) denklemi

4 4
(AV); =(||2]|>)iV + || A <Z ehiixNe-Nex+ Y ehix ey A er>
r=3 r=3

— 26i1[:[/\X/\62 — 26,'21:1/\61 AX
4 4
+2 Z ehiH Ne, Ney+2 Z ghiH Nej Ne, (4.42)
r=3 r=3
ifadesine doniigiir. (2.37), (4.40) ve (4.42) ifadeleri karsilastirildiginda H}ALHZ sabit, yani,

skaler egrilik sabittir ve asagidaki denklemler elde edilir:

4 4
Y ehliHNe Ney+ Y ehlyH Ney Nep =0, (4.43)
r=3 r=3

veE

4 4
HhHZ <Z£r ;1XAerAeZ+ZSrh;2XA€1A€r)
r=3 r=3

—261'11:1/\X/\ez—25,'2[:]/\€1 AX

4 4
=2 <Z ghjixNe Ney+ Y ehixAey /\er> : (4.44)
r=3 r=3
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M, diiz normal konneksiyona sahip uzaysal bir yiizey oldugundan A3 ve A4 sekil
operatorleri ayn1 anda kosegenlestirilebilir. Yani, S‘l‘ uzay1 icinde M ylizeyi lizerinde
sekil operatorleri ve ikinci esas formu asagidaki yapida olacak sekilde {ej,e;,e3,e4}

ortonormal bazi secilebilir:
hi, 0 hf, 0
Az = ( 11 ) . Ay = ( 11 ) , (4.45)
0 h3, 0 h3,

h(ey,e1) = &3(h3 e3—hiyes), h(er,e2) =0, h(ea,er) = &3(h3,e3 — hiyes).
Bu durumda, Gauss denkleminden yiizeyin Gauss egriligi
K = 1 +&(I3 h3, — hi h3,) (4.46)
olarak bulunur. Ayrica (4.43) ifadesinden i = 1,2 icin yazilirsa
BhttAs —RtrAy =0  ve  hhtrA3 —hhtrAg =0

bulunur. Ancak, H # 0 ve A3,A4 kosegen matrisler oldugundan yukarida verilen

denklem sistemi otomatik olarak saglanir. (4.44) ifadesinden
(IA]|> = Ap)h}; + 8ijttA, =0, i, j=1,2ver =3,4, (4.47)

elde edilir. A, = ||| ise (4.47) denkleminden trA; = trA4 = O elde edilir. Bu ise
H # 0 ile celisir, yani, A, # ||| olur. (4.47) denkleminden /3, = h3, ve h, = hi,

bulunur. Bu durumda, M yiizeyine ait sekil operatorleri ve ikinci esas formu
Az =h 1 ve Ay=htl, (4.48)

h(el,el) = h(ez,ez) = 83(h?1e3 —/’1411164), h(el,ez) =0 (4.49)

sekline doniisiir. Burada, 7, 2 x 2 birim matristir. Goriildiigii iizere, M, S‘l1 uzayinda
timden jeodezik olmayan tiimden ombilik uzaysal bir yiizeydir. H 1siksal bir vektor
oldugundan (trA3)? = (trA4)? iligkisi vardir ve bu iliski (4.46) denkleminde kullanilirsa
M yiizeyinin Gauss egriligi K = 1 olarak bulunur. Bu durumda, M yiizeyinin S‘{' de
Sitter uzay1 i¢inde ortalama egrilik vektorii 1s1ksal, diiz normal konneksiyona sahip ve
K =1 dir. Dolayisiyla, M, yer vektorii (4.39) ile verilen yiizeyin a¢ik bir pargasina

kongruenttir.

Teoremin yeter kosulunun ispat1 Ornek 4.5’den kolaylikla goriiliir. U
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4.3 2-Tipinden Yar1—Kiiresel Gauss Tasvirine Sahip Yari—Kiiresel Alt Manifold-

lar

Bu boliimde, yari—kiire icindeki yari—Riemann alt manifoldlarindan 2-tipinden

yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilacaktir.

4.3.1 Sifir ortalama egrilik vektoriine sahip yari—kiire icindeki yiizeyler

x: M, — S} C EJ, S} uzay1 igindeki H ortalama egrilik vektorii sifir olan ve
t indeksli yonlendirilmis M; yiizeyinden Sﬁ yari—kiiresine izometrik bir daldirma
olsun. E? yari—Euclid uzayi i¢inde e, e, vektorleri M;’ye teget ve e3,eq4, e5 vektorleri
M;’ye normal olmak iizere M; yiizeyi iizerinde {ej,es,e3,e4,es = X} seklinde bir
ortonormal c¢at1 alanm segilebilir. es vektorii dogrultusundaki sekil operatorii As = —1;
ve (r,5) # (3,4) i¢in R!,, = 0 olur. Burada, ;, T,,(M;) uzayindaki birim doniisiimdiir.
Rilz normal egrilik tensoriiniin bileseni K? ile gosterilecektir. Bu durumda, KP =

7 & (h3;h}, —h3hdy) olur.  Bu bilgiler goz oniinde bulunduruldugunda (2.41)

denkleminden
AV = ||h|]>V 4 2e364KPx N ez Ney (4.50)

elde edilir. Hfz||§ = e;(|h])?) ve KJD = ¢j(KP) ile gosterilmek iizere, (4.50)

denkleminden V yari—kiiresel Gauss tasvirinin ikinci Laplasiyeni

A2V =(A(||2]*) + ||2|*) ¥ + 2e3e4(KP || A||> + A(KP))x A ez Aey (4.51)
2 2
—|—283£4KDA(X/\€3 /\64) -2 Z 8j||il||§€j\~/ —dezey Z Sjijej(X/\€3 /\64)
=1 j=1

olarak bulunur.

Weingarten formiilii kullanilarak x A e3 A e4 ifadesinin e; dogrultusundaki tiirevi

asagidaki sekilde bulunur:

2 2
ej(XxNe3Ney) =ejNe3 Nes— Z gkhikX/\ek/\% — Z Skh_‘}kx/\e3 Neg.  (4.52)
k=1 k=1
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(2.17) ile verilen Codazzi ve (4.52) denklemlerinden

A(X/\€3 /\64) :28182KD\~/—|— (Hil”z +2)X/\€3 Ney

2
+2 Z £j8k(hj’-kej/\ek/\e4—h‘}kej/\ek/\eg)

k=1 (4.53)
2 2
+ Z 8j8kh3k7jx/\€k/\€4+ Z 8j€kh‘}k7jx/\e3 N ey
k=1 Jk=1 '
elde edilir.
g = Wik ve H = 0 oldugundan r = 3,4 igin ):]k 1 Ej&hy X Neg Nep =0 olur.

Boylece, (4.53) denklemi
A(xNe3 Aeg) =2€18&KPV + (||A]|> +2)xAes Aey (4.54)

seklini alir. (2.37), (4.52) ve (4.54) denklemleri (4.51) ifadesinde yerine konuldugunda

v yari—kiiresel Gauss tasvirinin ikinci Laplasiyeni agsagidaki sekilde verilir:

Yardimci Teorem 4.3. x : M; — S? C ]Ef , indeksi t olan yonlendirilmis M; yiizeyinden
S? vari—kiiresine izometrik bir daldirmasi olsun. M; yiizeyi S? yari—kiiresi icinde sifir
ortalama egrilik vektoriine sahip ise yari—kiiresel Gauss tasvirinin ikinci Laplasiyeni

icin asagidaki ifade gecerlidir:

NV = [A(||A]?) + |h]|* + 4e1 828384 (K

Pyl v
+ 2384 2KP(||2))* +1) + AKP)] x A ez Aey

2 2
—48384<Z£K ejNe3/Ney— Z eekK jkx/\ek/\e4+h‘]1~kx/\eg/\ek)>
k—

J:1 Jk=1
—22 ZSJ£,||h|| LiXAerNey+Rpx Ney Ney) (4.55)
j=1r=
Burada, ||h i = e;([|Al%), KJD = ¢;(KP) ve KP = Y2 | &(h3.hf, — hihd) olarak
verilmektedir.

Yardimci Teorem 4.4. S? yari—kiiresinin S? uzayt icinde ortalama egrilik vektorii sifir
olan yonlendirilmis yiizeyi 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahipse bu yiizeyin

Gauss egriligi sabit ve normal egriligi sifirdan farkl bir sabittir.

Ispat. x: M, — S} C EJ, S yari—kiiresi icinde sifir ortalama egrilik vektoriine
sahip yonlendirilmis M, yiizeyinden S} yari—kiiresine izometrik bir daldirma olsun.
v yari-kiiresel Gauss tasviri 2-tipinden ise AV, = A4,V,, AV, = A,V, olmak iizere,
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V =V, + V, seklinde V tasvirinin bir spektral agilimi vardir. Burada, A,,A, ayrik
stfirdan farkli sabitlerdir. Yani, A Laplace operatorii asagidaki gibi ikinci dereceden
bir polinomu saglar:

A2V = (Ap+ X)) AV — L, 2, V. (4.56)
Ayrica, Yardimer Teorem 4.3’den M, yiizeyinin V yari—kiiresel Gauss tasvirinin ikinci
Laplasiyeni i¢in (4.55) denklemi gecerlidir. (4.50), (4.55) ve (4.56) denklemlerinden
ej/\e3 /\ ey teriminin sadece A*V ifadesinde gectigi goriilir. Buda j = 1,2i¢in K jD =0,

yani, K? normal egriligi sabit oldugunu sdyler. Ayrica asagidaki denklem sistemi elde

edilir;
A(IRN1) + AP (AP = Ap — Ag) + 4126364 (KP)* + ApAg =0, (4.57)
KPQ242|h|* — A, — A4) =0, (4.58)
e||h||3hy, + el|h|3hs, =0, (4.59)
e1||hl[ThT, + & ||h||5h5, = 0, r =3,4. (4.60)

M, yiizeyinin S} yari—kiiresi icindeki ortalama egrilik vektorii sifir oldugundan r = 3,4
icin & h}, + &h’, = 0 olur. Bu kosul altinda, (4.59) ve (4.60) denklemlerinden Hszz
sabit olmas1 gerektigi bulunur. (2.23) denkleminden M; yiizeyinin skaler egriliginin

,yani Gauss egriligi K’ nin sabit oldugu sonucu elde edilir.

Ayrica, (4.58) denkleminden ise K = 0 olabilecegi goriiliir. Bu durumda, M, yiizeyi
sifir ortalama egrilik vektoriine, diiz normal konneksiyona ve sabit skaler egrilige
sahip olacagindan Teorem 4.3’den V tasvirinin 1-tipinden oldugu sdylenir. Bu durum
varsayimla celismektedir. Dolayisiyla, M; yiizeyinin normal egriligi K? sifirdan farkl

bir sabittir. O

Teorem 4.9. S‘l‘ yari—kiiresinin icinde sifir ortalama egrilik vektoriine ve birden farkli
sabit Gauss egrilige sahip yari—kiiresel Gauss tasviri 2—tipinden olan yonlendirilmis

bir Lorentziyen yiizey yoktur.

Ispat. x : Mj — S‘ll C E?, S‘f de Sitter uzayi icinde sifir ortalama egrilik vektoriine ve
birden farkli sabit Gauss egriligine sahip yonlendirilmis M; Lorentziyen yiizeyinden
S‘lt yari—kiiresinin i¢ine izometrik bir daldirma olsun. ]E? yari—Euclid uzayinda
e1,ey vektorleri Mi’e teget ve e3,e4,e5 vektorleri M;’e normal olmak lizere M,

ylizeyi lizerinde {e},er,e3,e4,e5 = X} yerel ortonormal ¢ati alani1 segilebilir ve €&, =
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—&3¢&4 = —1 dir. M ylizeyi 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahipse Yardimci
Teorem 4.4’den K sabit ve K sifirdan farkli bir sabit oldugu goriiliir. [41] numaral
caligmada elde edilen K # 1 olmak iizere, S‘lt yari—kiiresi i¢indeki sifir ortalama
egrilik vektorii ve sabit Gauss egriligine sahip yiizeylerin siniflandirilmasindan M,
Lorentziyen yiizeyinin yari—-Riemann Clifford torusunun agik bir parcasit oldugu
goriiliir. Ancak, Teorem 4.5°den yari—Riemann Clifford torusunun yari—kiiresel Gauss

tasviri 1-tipinden oldugu sdylenir. Boylece, istenilen sonuca ulagilir. U

Teorem 4.10. S‘Z1 yari—kiiresi icinde sifir ortalama egrilik vektoriine sahip yon-
lendirilmis Lorentziyen bir yiizeyin 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip
olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin Gauss egriliginin K = % ve normal

egriliginin |KP| = % olmasidur.

Ispat. M, S‘Zt yari—kiiresi icinde sifir ortalama egriligine ve 2—tipinden yari—kiiresel
Gauss tasvirine sahip Lorentziyen bir yiizey olsun. Yardimci Teorem 4.4’den ylizeyin
K Gauss egriliginin sabit ve K? normal egriliginin ise sifirdan farkli bir sabit oldugu
sOylenir. Bu durumda, [46] numaral1 ¢alismadaki Sonug 3.7°den K = % ve (KP )2 = g

oldugu goriiliir.

Teoremin yeter kosulun ispati i¢in, M1, S‘Z‘ yari—kiiresi i¢cinde ortalama egrilik vektorii
sifir, K = % ve |[KP| = % olan yonlendirilmis Lorentziyen bir yiizey olsun. (2.23)

denkleminden ||A||?> = 3 olur. Bu durumda, (4.50) ve (4.55) denklemlerinden

32_ 56

4
AV = VEoxAesAes, A2~:§v:|:§x/\e3/\e4 (4.61)

elde edilir. Bu denklemlerden A Laplace operatorii

14

8
A% — ?AV + gv =0 (4.62)

denklemini sagladig goriiliir. Bu ifadeden A, + A, = % ve LA, = %, yani, A, = % ve

A, = 4 diir. Boylece, V yari—kiiresel Gauss tasviri sonlu tiptendir ve tipi k£ < 2 olur.

Diger taraftan, v yari—kiiresel Gauss tasviri,

4 2 1 2
\~/p:§\~/—§XA63/\e4, f/q:§\7—|—§x/\eg/\e4 (4.63)
olmak iizere, V = V,, + V, spektral agilimina sahiptir. Dogrudan hesapla AV, = %flp ve
AV, = 4V, denklemlerini sagladig gosterilir. Yani, V tasviri 2—tipindendir. U
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Yukaridaki teoreme Ornek olarak [41] numarali ¢calismada bahsedilen Lorentziyen

Veronese yiizeyi ornegi verilecektir.

Ornek 4.6. [41] (x,y,2) ve (u1,up,u3,uy,us), siastyla, E? ve Eg yari-Euclid
uzayilarinin koordinat sistemleri olsun. Bilesenleri

l oo 2 2 I 2 2
Uy =—-x"+y"+2z%), up=—=x"—-y7), uz3 =
1 6( y ), u2 2\/§( y), u3
1 1
Ug = —=X7, Us = —=yz
V3

V3

seklinde tanimlanan x : S% (%) — S‘z1 izometrik daldirmasi1 Lorentziyen Veronese

1
—F=XY,
V3 (4.64)

yiizeyi olarak isimlendirilir. Bu yiizey, S‘Zf yari—kiiresi i¢inde sifir ortalama egrilik

vektoriine sahip izotropik paralel bir yiizeydir.

M Lorentziyen Veronese yiizeyi i¢in agsagidaki sekilde bir parametrizasyon alinabilir:

o= () o o () () o) ().

Sar(B)on() Pu)o(i)) e

Bu durumda, S‘Zt yari—kiiresi icinde M yiizeyi lizerinde ej,e; teget, e3,es normal

vektorler olmak tizere

d 0 . N
e = E’ ey = sech (%) E’ e3 = \/gh(el,el), €4 = \/§h(el,ez), (4.66)
ortonormal bir ¢ati alani secilebilir ve &g = —& = —1 ve &3 = —&; = 1 olarak bulunur.
Dogrudan hesaplama ile
1
iy =h3y = —hiy = —=, hiy = hi; =3, =0,

\/§7

2 u n
=2 = ———tanh | — 2 h|? = —2KP =_
034 12 \/gan <\/§)0), I 3

elde edilir. Yiizeyle ilgili bulunan bu biiyiikliiklerden yararlanarak

(4.67)

. 2 1
H=0 KP=—Zve K=-
3 073

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, Teorem 4.10’den M; Lorentziyen Veronese yiizeyi

2-tipinden yari—kiiresel Gauss tasviri sahiptir.

[46] numarali calismada 8‘2‘ yari—kiiresinde sifir ortalama egrilikli, Gauss egriligi

2

K = 1 ve normal egriligi |[KP| = 5 olan Lorentziyen yiizeyler sinmiflandirilmig

[OSTIE
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ve bu oOzelliklere sahip Lorentziyen Veronese ylizey ailesinden baska ylizeylerin
oldugu gosterilmistir. [16] numarali calismada ise S* kiiresinde 2—tipinden kiiresel
Gauss tasvirine sahip minimal tek yiizeyin Veronese yiizeyi oldugu ispatlanmistir.
Dolayisiyla, S* uzayindaki smiflandirmadan farkli olarak S‘z1 yari—kiiresinde sifir
ortalama egrilik vektoriine ve 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip tek yiizey

Lorentziyen Veronese yiizeyi degildir.

4.3.2 Yari-kiire icindeki yari-Riemann hiperyiizeyleri

Bu boliimde, yari—kiire i¢indeki yari—-Riemann hiperyiizeylerden 2-tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlarin karakterizasyonu yapilacaktir.
Yari—Riemann hiperyiizeyinin yari—kiire i¢indeki normal vektorii dogrultusundaki
sekil operatoriiniin  kosegenlesip kosegenlesmemesine gore farkli sonuglar elde

edilecektir.

4.3.2.1 Has yari-Riemann hiperyiizeyler

X : M, — S c P2, S"H yzayr iginde sabit ortalama egrilik vektoriine sahip
t indeksli M, yonlendirilmis yari-Riemann hiperyiizeyinden S?*! yari—kiiresine
izometrik bir daldirma olsun. E?” yari—Euclid uzay1 icinde eq,ez,...,e, vektorleri
M; hiperyiizeyine teget ve e, 1, e,+2 vektorleri M; hiperylizeyine normal olmak iizere,
e1,...,ens1,eni2 = X ortonormal ¢at1 alam secilebilir. E*? yari—Euclid uzayinda
M; hiperyiizeyinin karsit boyutu iki ve e, vektorii hiperylizeyin normal demetinde
paralel oldugu i¢in e, vektori de paraleldir. Dolayisiyla, M; yari—Riemann
hiperyiizeyinin E/*? yari—Euclid uzayimndaki normal demeti diizdiir, yani, R” 6zdes
olarak sifirdir. Ayrica, S"*! yari—kiiresi i¢indeki H = &,,1&e, | vektorii & sabit

oldugundan paraleldir. Bu durumda, (2.41) denkleminden
AV = [|A|*V + &,y 1n0en 1 Aer Aes A Ney (4.68)

elde edilir. (4.22) ve (4.68) denklemleri kullanilarak Vv yari—kiiresel Gauss tasvirnin

ikinci Laplasiyeni asagidaki sekilde bulunur:

829 =(|RI]> + m)AT + (A(IBP) + & 1720 —n][B|)7

n
-2 Z 8j8n+1ej(HhH2)h;f,j1X/\e1/\---/\en+1/\---/\en. (4.69)
Jk=1 k’1nct
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Teorem 4.11. S!! yari—kiiresinin sifirdan farkl sabit ortalama egrilige sahip timden
ombilik olmayan yonlendirilmis has bir yari—Riemann hiperyiizeyinin yari—kiiresel
Gauss tasvirinin 2—tipinden olmast icin gerek ve yeter kosul, bu hiperyiizeyin skaler

egriliginin sabit olmasidir.

Ispat. x : M; — S!'T! C E'2, sabit & # 0 ortalama egrilige sahip ¢ indeksli tiimden
ombilik olmayan yonlendirilmis has M, yari-Riemann hiperyiizeyinden S**! uzaymin
icine izometrik bir daldirma olsun. Bu durumda, E?*2? yari-Euclid uzayinda M,
hiperyiizeyi i¢in yukaridaki gibi bir ortonormal ¢ati secilebilir ve yari—kiiresel Gauss
tasviri i¢cin (4.68) ve (4.69) ifadeleri gecerlidir. IIk olarak, M, has yari—Riemann
hiperyiizeyi sabit skaler egrilige sahip olsun. (2.23) denkleminden ||4||? sabittir. Simdi,
M, hiperyiizeyinin V yari—kiiresel Gauss tasvirinin 2—tipinden oldugu gosterilecektir.
M; yari—Riemann hiperyiizeyi has bir hiperyiizey oldugundan e, ;| normal vektorii
dogrultusundaki A, ;| sekil operatorii A, 1(e;) = Sih?iﬂei, i =1,...,n seklinde ifade
edilebilir. Bu durumda, n(||h||> — &,,1n6?) ifadesi asagidaki sekilde yazilir:

n(||h||> — €y 1nG?) = €441 Z(e,-h;’i“ — ek, (4.70)

i<j

M; timden ombilik olmayan bir hiperyiizey oldugundan bu ifade sifirdan farklidir.
Do = (||A)|* +n)% —4n(||h||? — gu1n&?) = (||h||* — n)* + 4&,, 1n*&? olarak tanimlan-
sm. &,y isaretine gore iki durum olusur. &, = 1 ise Dy = (||A||? — n)? + 4n*&>
sifirdan farkli pozitif bir sabit olur. g, = —1 ise (4.70) denkleminden goriildugii
iizere n(||h||> +n&?) < 0 olur. Dolayistyla, Do = (||A||? +n)? —4n(||2||> + né?) sifirdan

farkl pozitif bir sabit olur.

N h||? —n++/Dy . no
o WP yDu, e
2v/Do Do

- 4> —n— /Do . nd
Vy=— V— &yl —e—
2v/Do VDo

Ik D h||2+n—+/D
ve/l,,:” H+§+V°V67Lq=” H+g vDg

enr1NepNexN---Ney, 4.71)

enr1NetNeaN---Ney 4.72)

tasvirleri gz oniine alirsa, V = v, + V,
sifirdan farkli sabitleri i¢in AV, = 4,V,, ve AV, = A,V, oldugu goriiliir. Bu durumda,
M, hiperyiizeyinin V yari—kiiresel Gauss tasviri 2—tipindedir.

Tersine, M; hiperyiizeyinin V yari—kiiresel Gauss tasvirinin 2-tipinden oldugu

varsayilsin. Yani, V tasviri

V=V,4 7y, AV, =A,7, ve AV, = A,¥, (4.73)

130



seklinde bir spektral agilima olsun. Burada, V), V,; yari—Euclid uzayinda sabit olmayan
tasvirler, lp,lq birbirinden ve sifirdan farkli sabitlerdir. Bu ifadeden, V yari—kiiresel

Gauss tasvirinin Laplasiyeninin asagidaki gibi ikinci dereceden bir polinomu saglar:
A*V = (Ap+ A)AV — A, 24 V. (4.74)

(4.69) ile (4.74) denklemleri karsilastirilirsa A, + A, = ||i2]|> +n goriiliir. Bu da ||/||?
sabit oldugunu soyler. Ortalama egrilik ¢&’da sabit oldugundan (2.23) denkleminden

M, has yari—Riemann hiperyiizeyinin sabit skaler egrilige sahiptir. U

Izoparametrik has yari—Riemann hiperyiizeyleri sabit ortalama ve skaler egrilige sahip

olduklarindan asagidaki sonug verilir.

Sonuc 4.2. S'*! yari—kiiresinin timden ombilik olmayan sifirdan farkl ortalama
egrilikli izoparametrik has yari—Riemann hiperyiizeyleri 2—tipinden yari—kiiresel

Gauss tasvirine sahiptir.

[47] numarali ¢calismada yari—Riemann belirsiz uzay formlarinin en fazla iki tane
ayrik asal egrilige sahip has yari—-Riemann hiperyiizeyleri i¢in bazi model uzaylar
verilmistir ve bu hiperyiizeylerle ilgili kongruentlik teoremlerinden bahsedilmistir.
S yari—kiiresinin sifirdan farkl sabit ortalama ve iki ayrik asal egrilige sahip timden

ombilik olmayan yari—Riemann hiperyiizeyinin

L é = 1 olmak iizere, Sf(c1) x -k (—cp) €SP,

s—t—1

1.
ii. ¢y # 7 ve % + % = 1 olmak iizere, S¥(c1) x ST F(cp)  SPH!

birine kongruent oldugu gosterilmistir. Burada, ¢y, ¢, pozitif sabitlerdir.

Ornek 4.7. S% de Sitter uzay1 icinde asagidaki sekilde uzaysal bir M yiizeyi gbz Oniine

alinsin:

1
M =S'(a) x H'(-b) = {Xl cS} CE‘I‘:x%an%:;, X3—x]=—— X4>O}

Burada, a, b, é — % = 1 esitligini saglayan pozitif sabitlerdir. Bu uzaysal yiizeyin bir
parametrizasyonu
1

x| (u,v) = (\/5

. 1. 1
cos(v/au), 7a sin(y/au), 7 sinh(v/bv), N cosh(\/l_)v)> (4.76)
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seklinde secilirse, IE‘I‘ yari—Euclid uzayinda ej,e; vektorleri M’ye teget ve es,eq
vektorleri M’ye normal vektorler olmak iizere, M ylizeyi lizerinde asagidaki sekilde

bir ortonormal ¢at1 alan1 tanimlanabilir:

0 0
€1 = o’ € = BN
e3 = (\/_cos(\/_u) \/_sm(\/_) \/_smh(\/_v) \/_cosh(\/zv)>, eq = X1.

4.77)

Dogrudan hesaplama ile M yiizeyine ait konneksiyon formlar1 asagidaki sekilde

bulunur:
=du, @ =dv, 02 =w34=0,

1 (4.78)
W13 = Ho@1, 3 = sz’ W14 = — 01, Mg = —0h.

Burada, g = \/g dir.

Ornek 4.8. Benzer sekilde, S% de Sitter uzay: icinde yer vektorii asagidaki gibi verilen

Lorentziyen M| yiizeyi diisiiniilsiin:

1
M, =S'(a) x S}(b) = {X eSIcEl: B +xd=-, %= —} (4.79)

1
a’
Burada, a,b, %-l—% = 1 esitligini saglayan birbirinden farkli pozitif sabitlerdir. Bu

Lorentziyen ylizey icin asagidaki parametrizasyon goz oniiniine alinabilir:

X (u,v) = (\/_cos(\/_u) \/_sm(\/_u) \/_cosh(\/_v) \/_smh(\/zv)). (4.80)

E‘It yari—Euclid uzay1 icinde e, e> vektorleri M| e teget ve e, e4 vektorleri M’ e normal

vektorler olmak iizere M| yiizeyi lizerinde

612%, 622%, (4.81)
e3 = (—%cos(\/au), \/_sm(\/_u) \/_cosh(\/_v) \/_smh(\/_v)), e4 =X

seklinde bir ortonormal ¢at1 alan1 seg¢ilebilir. Ayrica, dogrudan hesaplama ile g = \/%
olmak tizere, M, yiizeyine ait konneksiyon formlar1 asagidaki sekilde bulunur:
) = dl/l, ) = —dV, W12 = W34 = 07

1 (4.82)
013 = Hp@1, W3 = —%(Dz, D4 = — @1, Mg = —0h.
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Teorem 4.12. Sf yari—kiiresinin t indeksli (t = 0,1) sifirdan farkli sabit ortalama
egrilige sahip tiimden ombilik olmayan has bir yiizeyin 2—tipinden yari—kiiresel Gauss
tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin asagidaki yiizeylerden

birinin agik bir parcasi olmasidir:

i. 1—1=1olmakiizere, S'(a) x H'(—b) C S3,

Q=

ii. 141 =1 olmak iizere, S'(a) x S}(b) C S3.

a
Burada, a ve b birbirinden farkli pozitif sabitlerdir.

Ispat. M;, S} yar—kiiresi iginde S'(a) x H!(—b) veya S!(a) x S}(b) yiizeylerinden
biri olsun. Ornek 4.7 ve Ornek 4.8°den goriildiigii iizere, bu yiizeyler ayrik sabit asal
egriliklere sahiptir. Yani, sifirdan farkli sabit ortalama egrilige sahip izoparametrik
yiizeylerdir. Bu durumda, Sonug¢ 4.2°’den bu yiizeylerin yari—kiiresel Gauss tasviri

2—tipindendir.

Teoremin yeter kosulunun ispati i¢in, M;, S? yari—kiiresi i¢inde sifirdan farkli sabit &
ortalama egrilikli 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvire sahip timden ombilik olmayan
has bir yiizey olsun. Dolayisiyla, Teorem 4.11°den M; yiizeyinin skaler egriligi
sabittir, yani, Gauss egriligi sabittir. Gauss egriligi ve ortalama egriligi &’nin sabit
olmasi M; yiizeyinin asal egriliklerinin sabit oldugunu sdyler. Ayrica, M, tiimden
ombilik olmayan has bir ylizey oldugundan bu asal egrilikler birbirinden farklidir.
[47] calismasinda verilen siniflandirma teoremi kullanilirsa, M, yiizeyinin teoremde

bahsedilen yiizeylerden birinin acik parcasina kongruent oldugu goriiliir. U

4.3.2.2 Sekil operatorii kosegenlesmeyen yiizeyler

Bu boliimde, S% de Sitter uzayinda sabit ortalama egrilige sahip sekil operatorii
kosegenlestirilemeyen yiizeyler incelenecek ve bu yiizeylerden yari—kiiresel Gauss
tasviri 2—tipinden olanlar siniflandirilacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle, Lorentz uzayindaki

lineer operatorlerle ilgili asagidaki yardimci teorem verilecektir.

Yardimer Teorem 4.5. [36] A, (-,-) Lorentz i¢ carpumina gire simetrik iki boyutlu V
uzaywnda linear bir operator olsun. V uzayinda A operatoriinii asagidaki formlardan
birine doniistiirecek (e1,e1) = —(ex,e2) = —1 ve (e1,e2) = 0 sartini saglayan {e;,e;}
ortonormal bazi vardir:
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LAz(%E)

y N _ (o« B
ii. B# 0 olmak iizere, A = <—ﬁ OC)’

o 1 o 1
iii. A= (_1 06—1-2) veya A = (_1 06—2)'

Sekil operatorii yiizeyin teget uzayi lizerinde tanimlanan lineer bir operatordiir.
Bu nedenle, yiizeyin sekil operatdrii Yardimc1 Teorem 4.5°de verilen formlardan
birine doniiglir. Goriildigi lizere, kosegen matris diginda bagka formlar da elde
edilmektedir. Dolayisiyla, Riemann durumunda goriilmeyen bazi ornekler ortaya
cikmistir. Bunlardan biri, B—scroll yiizeyleridir. Asagida, B—scroll yiizeyi ile ilgili

detaylar verilecektir.

Ornek 4.9. [48] y(s), S} de Sitter uzayinda 1siksal bir egri ve {A(s),B(s),C(s)} ise
S} uzayinda bir Cartan catist olsun. Bu durumda, A(s),B(s),C(s) asagidaki sartlari

saglayan y(s) egrisi boyunca S? yari—kiiresine teget olan vektor alanlaridir:

(A,A) = (B,B) =0, (A,B)=—1,

(4.83)
(A,C) = (B.C) =0, (C.C)=1.
Bu Cartan catisina ait yap1 denklemleri
7(s) = A(s),
B(s) = —aC(s), (4.84)

C(s) = —aA(s) — k(s)B(s)
seklindedir. Burada, her s i¢in k(s) # 0 ve a # 0 sabittir.

M, Lorentziyen yiizeyinden S? de Sitter uzayina
X(s,2) = ¥(s) +1B(s)

seklinde tanimlanan daldirma isiksal y egrisi iizerinde verilen B—scroll yiizeyi olarak

adlandirilir.

M Lorentziyen yiizeyi iizerinde {x;,x,} teget vektor alanlari olarak alinabilir. Bu
vektorler icin (xg,x;) = a*t2, (X, %) = —1 ve (x;,%,) = 0 olur. S} uzaymn icindeki
birim normal vektorii ise

N(s,t) = —arB(s) +C(s)
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olarak bulunur. {xy,X,} bazina gore N(s,7) normal vektorii dogrultusundaki sekil

a 0
Ay = (K(s) a) (4.85)

olur ve bu matris ile iliskili minimal polinom P(t) = (t —a)? seklindedir. Goriildiigii

operatorii

tizere, 151ksal bir egri lizerinde tanimli B—scroll yiizeyinin sekil operatorii kosegen bir

matris degildir. M; yiizeyinin ortalama egriligi a ve Gauss egriligi K = 1+ a? olur.

{xs,%,} vektor alanlari kullanilarak M yiizeyine teget olan ey, e, vektorleri asagidaki

sekilde tanimlanabilir:
XS
x|’

Bu vektorlerin isaretleri €, = —& = 1 olur. ey,e; vektorleri M| ylizeyinin teget uzayi

e = er = e1 + |Xs|xs. (4.86)

icin ortonormal bir ¢at1 alan1 verir. Bu ortonormal ¢ati alanina gore (4.85) denklemi ile

verilen Ay sekil operatorii

e o) (4.87)
27 + a2z

halini alir ve ||4||> = 2a® olarak bulunur. Dolayisiyla, S? de Sitter uzay1 icindeki
B-scroll diiz olmayan, sabit ortalama egrilikli bir yiizeydir. Bu durumda, B—scroll
yiizeyi sifirli 2—tipinden V yari—kiiresel Gauss tasvirine sahiptir. Bunu gostermek i¢in

1

v, = m(f/ —aezNejNey), (4.88)
- 1 -
Vo= (a*V +ae3 Nep Ney) (4.89)

tasvirleri gdz Oniine aliirsa, Vv = V, + V, olur. Ayrica, (2.41) ve (4.22)
denklemlerinden AV, = 0, AV, = 2(a® + 1)V, ve i = 1,2 icin €;(V,) # 0 oldugu
goriiliir.  Dolayisiyla, diiz olmayan B-scroll yiizeyi sifirli 2—tipinden yari—kiiresel

Gauss tasvirine sahiptir.

Teorem 4.13. M, S“i’ vari—kiiresinin sifirdan farklt sabit ortalama egrilikli ve bir
p € M, noktasinda kosegenlesmeyen sekil operatoriine sahip yonlendirilmis bir
Lorentziyen yiizeyi olsun. M yiizeyi sifirli 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine
sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, bu yiizeyin isiksal egri iizerinde tanimlanan

diiz olmayan B—scroll yiizeyinin a¢ik bir parcast olmasidur.

Ispat. M, S? yari—kiiresinde sifirdan farkli sabit & ortalama egriligine ve p € M,

noktasinda kosegenlesmeyen sekil operatoriine sahip yonlendirilmis bir Lorentziyen
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yiizey olsun. IE‘ll uzayinin i¢inde ej,e; vektorleri M;’e teget ve e3,eq vektorii M;’e
normal olmak iizere, M) yiizeyi iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan {e;,e;,e3,e4 = X}

ortonormal cati alan1 se¢ilebilir:

(e1,e1) = —(ez,e2) = —1, (e3,e3) = (ea,ea) =1 ve (ej,e;) =0, i #j.

M, yiizeyinin V yari—kiiresel Gauss tasviri sifirli 2—tipinden olsun. Bu durumda, (4.69)
denkleminden |/2]|? sabit oldugu soylenir ve A, = ||]|> +2, 2||A|*> — 46> = 0 olur.

p = 2||k||> — 462 olarak isimlendirilirse, dogrudan hesaplama ile
= (1) +h3)* = 4(h1)°

seklinde elde edilir. Diger taraftan, Yardimci Teorem 4.5°den M yiizeyinin e3 vektorii

dogrultusundaki sekil operatorii asagidaki formlardan birine doniistiiriilebilir.
1. Durum: B # 0 igin A3 = <_aﬁ g) olsun. y = —4B2 # 0 olur. Bu bir celiskidir.

2. Durum: A3 = (—al aiz> veya Az = (_al ocl—2> olsun. u =0olur. H = (a+

1)es ve ||A]|* = 2(ct £ 1)? olarak bulunur. A ve ||A|? sifirdan farkli sabit oldugundan
o # +1 sabittir. Ayrica, M yiizeyinin skaler egriligi S = 2(1 + (% 1)?) olur, yani,

Gauss egriligi K sifirdan farkl bir sabittir. e, e, vektorleri kullanilarak

_ e te

— e —e
€1 = =

——— Ve e = ———
V2 V2

vektorleri tanimlanabilir ve ej,e; vektorleri M; yiizeyinin teget uzayi icin

yari—ortonormal bir baz belirler. Bu baza gore e3 vektorii dogrultusundaki A3z sekil

operatorii

a+1 =2 o—1 0
A= < 0 a+1> veyads = ( 2 a—l)
formlarda yazilabilir. Bu sekil operatorleri ile iligkili minimal polinomlar, sirasiyla,
P(t) = (t — (¢ +1))? ve P(t) = (t — (e — 1))* seklindedir. Dolayistyla, [44]
calismasindaki Teorem 4.2°den M; yiizeyinin herhangi bir noktanin komgulugunda

1s1ksal bir egri tizerinde tanimlanan diiz olmayan B—scroll yiizeyinin acik bir parcasina

kongruent oldugu sdylenir.

Teoremin tersinin ispati ise, Ornek 4.9°den kolaylikla goriiliir. U
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢aligmasinda, yari—Euclid uzayinda ¢esitli donme gruplari altinda de8ismez
kalan donel yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar ve
yari—kiirenin sonlu tipten yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—-Riemann alt

manifoldlar: tizerine ¢caligilmistir.

Ik olarak, yari—Euclid uzayimndaki doénel yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olanlar iizerine calistimisti.  Bu bolim kapsaminda asagidaki

problemler incelenmistir.

Profil egrisi iki boyutlu zamansal diizlem iginde kalan EAI' Minkowski uzayinin
belirli bir donmesi altinda degismez kalan ve cift donmeli donel yiizeyler olarak
isimlendirilen yiizeyler iizerine calisilmistir ve bu yiizeylerden birinci ¢esit veya ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar siniflandirilmistir. Daha sonra,
IE‘I1 uzayinda iki boyutlu donme eksenine sahip eliptik, hiperbolik ve parabolik tipten
diiz uzaysal veya zamansal donel yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olanlar belirlenmistir. En son olarak, profil egrisi iki boyutlu diizlem i¢inde kalan
IE‘Z1r yari—Euclid uzayinin belirli doniisiimleri altinda degismez olan donel yiizey ailesi
izerine calisilmigtir. Bu donel yiizeylerden sifir ortalama egrilikli ve yari—ombilik
olanlar siniflandirilmistir. Ayrica bu donel yiizeylerden Gauss tasviri birinci ¢esit veya

ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden olanlar incelenmistir.

Literatiire bakildiginda caligmalarin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar
iizerine oldugu goriilebilir.  Ileride noktasal 2—tipinden Gauss tasvirinin tanimi
verilebilir.  Yari-Euclid uzaymnin noktasal 2-tipinden Gauss tasvirine sahip olan
yiizeyler ile ilgili sonuclar elde edilebilir. Ayrica, IE1‘2l yari—Euclid uzayinda bagka
donme matrislerinin olup olmadig1 incelenebilir ve elde edilen donel ylizeylerden
sifir veya sabit ortalama egrilikli olanlarin profil egrileri ile ilgili karakterizasyon

yapilabilir.
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Diger kisimda, sonlu tipten yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—kiire icindeki
yari—Riemann alt manifoldlar1 incelenmistir.  Bu bolim kapsaminda incelenen

problemler asagidaki sekildedir:

Ik olarak, yari—kiiresel Gauss tasviri harmonik olan yari—kiirenin yari—Riemann alt
manifoldlar1 icin karakterizasyon teoremi verilmistir. Ikinci olarak, yari—kiiresel Gauss
tasvirinin spektral acilimda sabit terimin sifir veya sifirdan farkli olup olmamasina
gore 1-tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip yari—kiirenin yari—Riemann alt
manifoldlar1 ¢alisilmigtir. Son olarak ise, yari—kiiresel Gauss tasviri 2—tipinden olan
yari—Riemann alt manifoldlar1 incelenmistir. Bu problem kapsaminda ise, indeksi 1 ve
2 olan 4-boyutlu yar1 kiire i¢indeki uzaysal veya Lorentziyen yiizeylerden 2—tipinden
yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlar icin karakterizasyon ve simiflandirma
teoremleri elde edilmistir. Ayrica, karsit boyutun bir olma, yani, hiperyiizey durumu
izerine de ¢aligilmigtir. Yari—-Riemann hiperyiizeyleri icin elde edilen sonuclar gekil
operatoriiniin kosegenlesip kosegenlesmemesine gore ayri ayri incelenmistir. S? de
Sitter uzay1 i¢indeki B—scroll yiizeyinin sifirli 2—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine

sahip oldugu gosterilmistir.

Ileride, spektral aciliminda sabit terimi sifirdan farkli 2—tipinden yari—kiiresel Gauss
tasvirine sahip olan yari—kiirenin yari—-Riemann alt manifoldlart i¢in simiflandirma
ve karakterizasyon yapilabilir.  Yari—kiirenin yari—Riemann alt manifoldlarindan
3—tipinden yari—kiiresel Gauss tasvirine sahip olanlar iizerine calisilabilir. Ayrica, bir
yari—-Riemann alt manifoldunun sonlu tipten olmasi ile sonlu tipten yari—kiiresel Gauss

tasvirine sahip olmasi arasindaki iligki incelenebilir.
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