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HETEROJEN BIR TABAKADA NONLINEER SH DALGALARI

OZET

Bu calismada, diizgiin kalinlikli, izotrop, hiperelastik malzemeden olusan ve rijit
bir cisim iizerine oturtulmus bir tabakada kiiciik ama sonlu genlikli nonlineer
SH dalgalarmin yayilmas: ile ilgili bazi problemler asimptotik pertiirbasyon
yontemlerinden biri olan ¢oklu dlcekler yontemi kullanilarak incelenmistir. Tabakay1
olusturan malzeme ilk problemde homojen, ikinci problemde heterojen olarak
alinmistir. Bu tez ¢alismasi1 dort boliim ve iki ekten olusmaktadir.

Tezin ilk bolimii giris niteligindedir. Bu bolimde oOncelikle elastik dalgalarla
ilgili bir literatiir taramasina yer verilmistir. Sonrasinda tezin anlam ve 6neminden
bahsedilmistir. Ikinci boliimde; diizgiin kalinlikli, homojen, izotrop, hiperelastik
malzemeden olusan ve rijit bir cisim iizerine oturtulmus bir tabakada nonlineer SH
dalgalarinin yayilim problemi ele alinmistir. Problem c¢oziilirken coklu olgekler
yontemi kullanilmistir. Sonug olarak, nonlineer SH dalgalarinin self modiilasyonunun
asimptotik olarak bir NLS denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir.

Uciincii boliimde; diizgiin kalinlikli, heterojen, izotrop, hiperelastik malzemeden
olusan ve rijit bir cisim iizerine oturtulmus bir tabakada nonlineer SH dalgalarinin
yayillim problemi ele alinmistir. ~ Heterojen malzemeden olusan bu tabakada,
heterojenlik sinirlara paralel herhangi bir dogrultuda diizgiin ancak derinlige baglidir.
Yani heterojenlik dalga yayilimina dik tabaka derinligi dogrultusundadir. Problem
coziiliirken yine ¢oklu dlcekler yontemi kullanilmistir. Sonug olarak, nonlineer SH
dalgalarinin self modiilasyonunun asimptotik olarak bir NLS denklemi ile karakterize
edilebilecegi gosterilmistir.

Tezin son boliimiinde, NLS denkleminin literatiirden bilinen bazi c¢oziimlerine
ve ¢oziimlerin kararliligina yer verilmistir. Bilinen bu ¢oziimlerden yararlanilarak
elde edilen sonuclar irdelenmistir. Niimerik islem yapilarak grafikler verilmistir ve
yorumlanmustir.

Sonu¢ olarak, c¢oziilen her iki problemde de nonlineer SH dalgalarinin self
modiilasyonunun asimptotik olarak bir NLS denklemi ile karakterize edilebilecegi
gosterilmigtir.  NLS denkleminin bazi ¢oziimleri literatiirde bilinmektedir. Bilinen
bu bilgiler 1s181inda ve baz1 kisitlar altinda her iki problem i¢in de su sonuclar séz
konusudur: Ortam kaymada yumusayan bir davranis gosteriyorsa, bright soliton
cozimler vardir; ortam kaymada sertlesen bir davranig gosteriyorsa, dark soliton
cOziimler vardir.
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NONLINEAR SH WAVES IN A HETEROGENEOUS LAYER

SUMMARY

This thesis mainly consists of two parts. In the first part the propagation of nonlinear
SH waves in an elastic layer of uniform thickness # > 0, lying on a rigid semi-infinite
substratum is examined. It is assumed that, in the rectangular reference state (X,Y,Z)
the nonlinear elastic layer and the rigid substratum occupy the region between the
planes Y = 0 and Y = & and the half space ¥ < 0, respectively. It is also assumed
that the boundary Y = 4 is free of traction and the displacement is zero at the the rigid
boundary ¥ = 0. Then, an SH wave described by

x=X,y=Y,z=Z+u(X,Y,1) (1)

is assumed to propagate along the X-axis. In the work the constituent material is
assumed to be homogeneous, isotropic and hyper-elastic. Thus, the strain energy
function X is an isotropic function of the invariants of the Lagrangian strain tensor
E. It is assumed that the generalized shear motion takes place in a material for which
the Cauchy stress components #11,#1; and #p; are identically zero as in the case of linear
problem. As a consequence of this assumption the anti-plane motion (1) can exist in
the absence of body forces acting in the (X,Y)-plane. Then the following approximate
governing equation and boundary conditions involving terms not higher than the third
degree in the deformation gradients are written;

APu , (*u *u d ([ Jdu d (du
52~ Cor (m*m) = "or {a_x (a_x'%/ <”>> oy (a_r%/ ““)} @

0
8_IL;:0 on Y=h; and u=0 on Y =0. 3)

Here, c, is the linear shear wave velocity and ng, is the nonlinear material constant.
When ngp, > 0, the medium is hardening in shear, but if np, < 0, then it is softening.
A is defined as # (u) = (du/dX)*> + (du/dY)?. Then, to investigate how the
slowly varying amplitude of a weakly nonlinear SH wave is modulated by nonlinear
self interaction, the method of multiple scales is employed. For this purpose new
independent variables

xi=¢€X, ti=¢€1 y=Y, i=0,1,2. 4)

are introduced instead of X,Y,z. Here € > 0 is a small parameter which measures the
weakness of the nonlinearity; xo,fy,y are fast variables describing the fast variations in
the problem while x1,x;,1,#, are slow variables describing the slow variations. Then u
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is considered to be a function of these new variables and it is expanded in the following
asymptotic series in €;

u~ Y € (x0,X1,%2,,10,11,12). (5)

n=1

Then by employing (4) and the asymptotic expansion (5) in the governing equation (2)
and the boundary conditions (3) of the problem, a hierarchy of problems to determine
successively u,’s are obtained. These problems, at each step, are linear and the first
order problem is simply the linear wave problem. Then, since the harmonic resonance
phenomena is excluded in the analysis, the displacement of the first order problem is
found to be

u = 2isin(kpy),52flei¢ +c.c., ¢ > cop (6)

where p = [(cz/c(Z)T) — 1112, ¢ = kxg — w1y, and also c.c. denotes the complex
conjugate of the preceding terms, </ = @/ (x1,x,11,t2) is a complex function
representing the first order slowly varying amplitude of the wave modulation. To find
the first order solutions completely, <7 has to be determined. This has been done by
examining the higher order perturbation problems. A compatibility condition in the
second order perturbation problem shows that o] = o7 (x; — Vet ,X2,12) where Vg is
the group velocity of the waves. Then a compatibility condition in the third order
problem yields the following NLS equation for .o/ = k.o

04 0%

o 2
5 T8 + Al )P =0 7

where T = 0, & = k(x; — V), and T = (k*/20)(d*w/dk?). The coefficient A
depends on the nonlinear parameter of the medium. It is known that the stability of the
solution of the NLS equation and the existence of various types of soliton solutions
depend on the sign of I'A. It is found that, irrespective of the thickness of the layer,
the wave number and the mode number, when the constituent material is softening
in shear then the nonlinear plane periodic waves are unstable under infinitesimal
perturbations and therefore the bright (envelope) solitary SH waves will exist and
propagate in the medium. But if the constituent material is hardening in shear then
the nonlinear plane periodic waves are stable and the dark solitary SH waves may exist.

In the rest of the work, we consider the propagation of nonlinear SH waves in a
layer which is geometrically same as above, and also the same assumptions on the
boundaries are taken into account. The main difference is about the material. For
this problem, the constituent material is assumed to be heterogeneous, isotropic and
hyper-elastic. Then the following approximate governing equation and boundary
conditions involving terms not higher than the third degree in the deformation
gradients are written;

8_2”_ 2 8_2”+a_2” 1 i( 2)@
o2 T\ox2"ov2) " p |av P15y
B d ([ du d (du H(u) [ 0 du
=nr [8_X (a—X%/(u)) Ty (87%(”))] + P [WOMT)&_Y] 8)
du

8_Y:0 on Y=h; and u=0 on Y =0 9)
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Here, p is the density of the medium, cy = \/L/p is the linear shear wave velocity of
the medium, and n7 is the nonlinear material function. Because of the heterogeneity,
all coefficients u, p,cr, and ny depend on Y and It is assumed that they are continuous
differentiable functions of Y. In the analysis we consider special heterogeneity on
the coefficients such that u = ppeP?, p = poeP?, but ny = ny(Y). As an example
the nonlinear material function ny is choosen such that ny = nore” for numerical
calculation. Nonlinear analysis is the similar to the first part of the work. In this case
the displacement of the first order problem is found to be

2i .
= in(kpy) 1€ +c.c., > co,1/ 1 2/4K2). 10
ui WSIH( pY) 1e” +c.c c Cor +([3 / ) ( )

Here p = [(cz/c(z)T) — (B?/4k*) —1]'/2, ¢ = kxyg — w1y, and also c.c. denotes the
complex conjugate of the preceding terms, </ = @ (x1,xp,11,t2) is a complex
function representing the first order slowly varying amplitude of the wave modulation.
Compatibility condition in the second order perturbation problem yields <7 = <7} (x; —
Vit1,x2,t2) where V, is the group velocity of the waves, and then compatibility
condition in the third order problem yields the following NLS equation for &/ = k.o

oo o )
thr—agz +A|F|* =0 (11)

1

where T = @, & = k(x; — V,t1), and T = (k*/20)(d*®/dk*). The coefficient A
depends on the nonlinear parameter of the medium. It is known that the stability
of the solution of the NLS equation and the existence of various types of soliton
solutions depends on the sign of A. The term e is always positive, therefore the
sign of the nonlinear material variable ny depends on ng,. If no, > 0, the medium is
hardening in shear, but if np, <0, then it is softening. It is found that, irrespective of the
thickness of the layer, the wave number and the mode number, when the constituent
material is softening in shear then the nonlinear plane periodic waves are unstable
under infinitesimal perturbations and therefore the bright (envelope) solitary SH waves
will exist and propagate in the medium. But if the constituent material is hardening
in shear then the nonlinear plane periodic waves are stable and the dark solitary SH
waves may exist.
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1. GIRIS

1.1 Giris

Elastisitenin matematiksel teorisinin uzun ve tartismal1 bir ge¢misi vardir. Bu konuyla
ilgili detayl1 bilgilere [1-3] kaynaklarindan ulasilabilir. Bu boliimde bu tez ¢calismasina
konu olan kadariyla literatiire yer verecegiz. Bilindigi gibi sinirsiz bir ortamda yayilan
elastik dalgalar dispersif degildir. Yani dalgalarin faz hizlari sabittir. Rayleigh dalgalar:
da dispersif olmayan dalga orneklerindendir. Ancak uzun peryotlu ilk sismogramlar
bile yiizey dalgasi katarlarindan biiyiik, enine yer degistirme bilesenlerine sahip
dispersif dalgalar1 kaydetmislerdir. Bu kayitlar Rayleigh dalgalarinin diginda bir
ylizey dalgasinin varligin1 gostermekteydi [3]. Love [4], bu olayin yerin tabakali
yapisinin sonucu oldugunu diisiinerek farkli elastik 6zelliklere sahip, diizgiin kalinlikli
bir tabaka ile kapli homojen izotrop lineer elastik bir yarim uzayda, yer degistirme
dogrultusu yayilma diizlemine dik olan dispersif yiizey dalgalarinin varlifini teorik
olarak gostermistir. Bu dalgalar yatay olarak polarize olmus enine yiizey dalgalar
yani yiizey SH dalgalar1 veya Love dalgalar1 olarak bilinir. Bu dalgalarin kesfiyle,
cesitli tabakali ortamlarda SH dalgalarmin yayilimi ele alinmistir. ki tabaka ile kaph
bir yarim uzayda Love dalgalarinin yayilim problemi Gutenberg [5], Stoneley ve
Tillotson [6] ve Stoneley [7] tarafindan incelenmistir. Her biri sonlu kalinliga sahip iki
tabakal1 bir plakada Love dalgalarinin incelenmesi Jeffreys [8] tarafindan yapilmigtir.

Dispersif SH dalgalarinin yayilimi iizerine yapilan bu calismalar jeofizikte uygulama
alan1 bulmustur [3]. Daha sonra H.Lamb, R.Stoneley, Yu.V.Gulyaev-J.L.Blustein’in
isimleri ile anilan bagka yiizey dalgalar1 da kesfedilmistir. Bu caligmalar da sismoloji,
malzeme yiizeylerinin tahribatsiz muayeneleri, elektronik sinyal isleme cihazlar
teknolojileri gibi pek cok dalda uygulama alani buldular. Bilgi icin Ewing [3],
Bullen [9], Achenbach [10], Miklowitz [11], Farnell [12], Maugin [13] kaynaklarina
bakilabilir. Sonrasinda dispersif elastik dalgalarin yayilmasina biinyesel nonlineerligin

etkilerini goz Oniine alan problemler ¢oziilmiistiir. Bu problemlerde daha 6nceleri



plazma fizigi, akiskanlar mekanigi gibi alanlarda karsilasilan zayif nonlineer dalgalarin
yayilmasi problemlerinde kullanilan asimptotik perturbasyon metotlar1 kullanilmstir.
Konuyla ilgili Whitham [14], Jeffrey ve Kawahara [15], Dodd ve digerleri [16],
Ablowitz ve Clarkson [17], Johnson [18] gibi kaynaklara bakilabilir. Bu ¢alismalarda
kiiciik fakat sonlu genlikli dalgalarda, nonlineerlikle dispersiyon dengelenerek dalga
yayiliminin Korteweg-de Vries (K-dV), modifiye edilmis K-dV, nonlineer Schrodinger
(NLS), Boussinesq (BE), modifiye edilmis BE gibi denklemler ile karakterize
edilebilecegi gosterilmistir. Bu denklemlerin ¢oziimlerinde solitary dalgalarin varligi
bilindiginden bu bilgiler 1518inda nonlineer dispersif dalgalarin cesitli ortamlarda
yayilmalar1 incelenebilmektedir. Bu durumu temsil eden 6rnekler Bataille ve Lund
[19], Soerensen ve digerleri [20], Teymur [21-23], Maugin ve Hadouaj [24], Mayer
ve digerleri [25], Fu [26], Porubov ve Samsonov [27], Ferreira ve Boluenger [28],
Pucci ve Saccomanddi [29], Ahmetolan ve Teymur [30,31], Destrade ve digerleri [32],
Teymur ve digerleri [33] biciminde verilebilir. Bu calismalarin daha fazlasi Parker
ve Maugin [34], Maugin [35], Parker [36], Samsonov [37], Mayer [38], Norris [39],
Porubov [40] kaynaklarinda bulunabilir.

Son yillarda dispersif SH dalgalarinin yayilimina, heterojenligin etkisini inceleyen
baz1 galismalar yapilmistir. Ornegin, Hudson [41] rijit bir cisim {izerine oturtulmus
heterojen lineer elastik bir tabakada Love dalgalarinin varligini aragtirmistir.  Avtar
[42], iki tabakali bir yarim uzayda lineer Love dalgalarinin yayilimiyla ilgilenmistir.
Avtar [42]’1n; bu calismasinda ele aldig1 yarim uzay, dalga yayilimina dik dogrultuda
bir heterojenlige sahiptir. Ayrica Sing ve digerleri [43], tabakali heterojen bir ortamda
Love dalgalarimin yayilmasi incelemiglerdir. Kakar ve digerleri [44], homojen bir
yarim uzay lizerine oturtulmus heterojen bir tabakada Love dalgalarinin yayilimini
incelemistir.  Gupta ve digerleri [45], heterojen bir yarim uzay iizerinde heterojen
bir tabaka bulunan, bir tabakali ortamda lineer Love dalgalarinin yayilimini ele
almiglardir. Dispersif SH dalgalarinin yayilimina heterojenligin etkisini gosteren
bu calismalar daha ¢ok izotrop lineer ortamlar icindir. Anizotrop ortamlarla ilgili
lineer caligmalar da literatiirde bulunmaktadir. Ancak bu tez ¢alismasinin konusu
olmadigindan burada bunlara yer verilmemistir. Bu tez calismasinda iki problem
ele alinmistir: Ilk problemde rijit bir cisim iizerine oturtulmus; homojen, izotrop,
nonlineer, hiperelastik bir tabakada SH dalgalarinin yayilimi ele alimustir. Ikincisinin

ilk problemden farki homojen ortam yerine heterojen bir ortamda calisiimasidir.
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Literatiire bakildiginda heterojen ortamlardaki calismalar daha ¢ok lineer dalgalarla
ilgilidir. Bu calismada nonlineerligin yanisira hererojenligin dalga yayilimina etkisi

ortaya ¢ikarilarak, literatiire katki saglanmistir.

1.2 Tezin Anlam ve Onemi

Havadaki sesin iletimi, su havuzundaki dalgalarin dagilmasi, yeryiiziindeki depremsel
sarsintilarin iletimi ve radyo dalgalarinin iletimi sirasiyla gaz, sivi, kat1 ve bos uzayda
dalga yayilimlarina drnek olarak verilebilir. Ozel olarak katilarda dalga yayilimiyla
devam edilirse iki farkli olaya rastlamak miimkiindiir. Birincisinde kati, gerilimi ve
sikisabilir gerilmeyi iletir ve parcaciklarin hareketi dalga hareketinin dogrultusundadar.
Ikincisinde kat1 kayma gerilmesini iletir ve par¢aciklarin hareketi dalga hareketine dik
dogrultudadir. Ozel bir dalga tiirii olan enine polarize olmus dalgalarin literatiirde
SH dalgalar olarak bilindiginden bahsetmistik. Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde
rijit bir cisim iizerine oturtulmus ve homojen, izotrop, nonlineer, hiperelastik bir
tabakada yayilan SH dalgalarinin yayilimi incelenmistir. Inceleme sonunda nonlineer
SH dalgalarinin self modiilasyonun asimptotik olarak bir NLS denklemi ile karakterize
edilebilecegi gosterilmistir. Tezin liglincii boliimiinde, homojen ortam heterojen
bir ortamla degistirilerek, nonlineer durumun yanisira dalga yayilimina dik, tabaka
derinliginin dogrultusunda bir heterojen durumun etkisi tartisilmigtir.  Bdylece
nonlineer durumun yaninda bu tip diizensizliklerin de yayilma karakteristiklerine
etkileri ortaya cikarilmaktadir. Literatiir incelendiginde dispersif nonlineer SH
dalgalarinin yayilimina heterojenligin etkisini ortaya ¢ikaracak caligmalara pek
rastlanmamaktadir. Bu yiizden bu tez ¢alismasinin bu konudaki eksigin bir kismini

kapatacak nitelikte olmas1 calismanin 6nemini arttirmaktadir.






2. HOMOJEN NONLINEER HiPERELASTIK BiR TABAKADA SH
DALGALARININ YAYILMASI

2.1 Girig

Bu boliimde, rijit bir cisim tizerine oturtulmus; diizgiin kalinlikli, homojen, nonlineer,
izotrop, hiperelastik bir tabakada kiiciik fakat sonlu genlikli SH dalgalarinin
yayillmasini temsil eden hareket denklemi ve bu harekete etkiyen sinir kosullar1 EK
A’dan yararlanilarak tiiretilmektedir. Tiretilen bu denklemlerde nonlineerligi temsil
eden parametreye sifir degeri verilerek lineer durumu temsil eden denklemleri elde
etmek miimkiindiir. Dolayisiyla dalga hareketi 6nce lineerlestirilerek dalga yayiliminin
hangi sartlar altinda var olacag tartisilmaktadir. Ortami olusturan malzemedeki lineer
kayma dalgalarinin faz hiz1 ¢p, ve dalgalarin faz hiz1 c ile gosterilmek iizere ¢ < ¢y,
ve ¢ > ¢, durumlar i¢in dispersiyon bagintilar1 bulunmaktadir. Dalga yayiliminin
miimkiin oldugu durum i¢in nonlineer SH dalgalarinin yayilimi incelenmektedir. Bu
inceleme yapilirken ¢oklu odlcekler yontemi kullanilmaktadir. Elde edilen sonuclar

sayisal olarak hesaplanarak grafikleri verilmektedir.

2.2 Problemin Tanimi ve Temel Denklemler

(serbest yiizey)

In
(ara yiizey)

Sekil 2.1 : Homojen nonlineer hiperelastik bir tabaka.

homojen
nonlineer
hiperelastik tabaka

rijit sinir

Tezin bu boliimiinde rijit bir cisim iizerine oturtulmus; diizgiin kalinlikli, homojen,
nonlineer, hiperelastik bir tabakada SH dalgalarimin yayilma problemi incelenecektir.
Uc boyutlu uzayda bir noktanin, aym dik kartezyen eksen takimma gore uzaysal ve
maddesel koordinatlarini sirasiyla (xy,x2,x3) ve (X1,X2,X3) tigli sirali sayilar ile

gosterelim. Baslangic durumunda, /4 > 0 ile tabakanin kalinlig1 gosterilmek iizere,

RZ{(X],Xz,Xg)I —o0 < X <00, 0< Xy < h, —°°<X3<°0} (2.1)
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bolgesini dolduran hiperelastik bir malzemeden meydana gelen homojen, nonlineer,
sonlu bir tabaka gézoniine alalim. Bu tabakada X; ekseni boyunca yayilan ve (A.1)
bagintisindan bilinen

X = Xk Ok + u3(Xa, 1) 63 (2.2)

denklemi ile tanimlanan kayma dalgalarin1 yani SH dalgalarini ele alalim. (2.2)
denkleminde 7 zamani, & Kronecker semboliinii ve u3’te bir parcacigin X3
dogrultusundaki yerdegistirme fonksiyonunu gostermektedir. Ayrica bu boliimde,
Latin indislerinin (1,2,3), Yunan indislerinin ise (1,2) degerlerini alacaklarini ve
(2.2)’de ve bundan sonra, tekrarlanan iki Latin indisi iizerinde 1°’den 3’e kadar,
tekrarlanan iki Yunan indisi lizerinde ise 1°’den 2’ye kadar toplam yapilacagini kabul
edelim. Tanimlanan bolgenin X, = h serbest yiizeyinde gerilmelerin sifir oldugu kabul
edilmektedir. Ayrica X; = 0 ara yiizeyinde yerdegistirme sifir olur. Harekete etkiyen
kiitle kuvvetleri bulunmadiginda, (2.2) ile tanimlanan hareket denklemleri baslangic

durumunda, (A.11)’den yararlanilarak

Tapa =0, Tr3a = poii3 (2.3)

seklinde yazilir.  (2.3) denkleminde, Tk; ile birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme
tansoriiniin bilesenleri, ii3 ifadesindeki bir nokta zamana gore kismi tiirevi ve virgiilden
sonra kullanilan alt indis de bu indisin belirttigi kartezyen koordinata gore kismi tiirevi
gostermektedir. X, = h serbest ylizeyinde gerilmelerin sifir oldugu kabuliinden ve
X, = 0 ara yiizeyinde yerdegistirmenin sifir olmasindan asagidaki iki sinir kosulu
yazilir;

Xo =h; T =0, 2.4)
X2 = 0; usz = 0. (2.5)

Gosterimde kolaylik olmasi bakimindan bundan sonra (X1, X»,X3) sirali ticliisii yerine
(X,Y,Z) ve us = uz(X1,X»,t) yerdegistirme fonksiyonu yerine de u = u(X,Y,t)
fonksiyonu kullanilacaktir. Sonlu fakat kiiciik genlikli dalga yayilmasi problemleri
inceleneceginden, EK A’da yapilan ¢alisma dikkate alinarak, ilgili biinye bagmtilarinin
(2.3)’deki ilk iki denklemi ©Ozdes olarak sagladigi kabul edilecektir. Bu kabul
altinda, (X,Y) diizleminde etkiyen siirekli kiitle kuvvetleri bulunmadan, (2.2) ile
tanimlanan hareket yaratilabilecektir. Bu durumdaki bir ortama ait biinye bagintilari,

tabaka sikisabilir hiperelastik bir malzemeden olustugunda (A.55) ile, sikismaz bir
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malzemeden olustugunda (A.92) ile, genellestirilmis neo-Hookean malzemelerden
olustugunda (A.99) ile verilir. Kiibik nonlineer terimlerden daha yiiksek mertebedeki

nonlineer terimler ihmal edilirse, (A.56) bagintisindan, (2.3) ’deki iiciincii denklem

Au 5, (*u  J%u d ([ du d (du
w — COT (m + m) =nor {ﬁ (ﬁ%(ﬂ)) + W (W%(u)) } (26)

seklinde yazilir. (2.6) denklemindeki .#” fonksiyonu, (A.8) bagintisindan

o= (204 (22 -

seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica burada c(,, ortamdaki lineer kayma dalgalarinin

yayilma hizin1 gostermektedir ve (A.51)’den

2 Ho
C = -— (2.8
or = 5 )

esitligi yazilabilir. (2.8) esitliginde, pp sabiti ile ortamin lineer kayma modiilii ve
po sabiti ile de ortamin yogunlugu gosterilmektedir. Bu problemde ortam homojen
oldugundan, nonlineer malzeme ozellikleriyle ilgili ng, katsayist da sabit olup ortami

olusturan malzemenin sikisabilir hiperelastik malzeme olmasi durumunda (A.57)’den
no, = 4(c200 + €020 + €110)/ Po (2.9)
sikismaz hiperelastik malzeme olmas1 durumunda (A.93)’ten
no; = 2(2c200 + ¢110)/Po (2.10)
genellestirilmis neo-Hookean malzeme olmasi durumunda (A.100)’den

no, = 4C2()()/p() (2. 1 1)

olarak tanimlanir. Kiibik nonlineer terimlerden daha yiiksek mertebedeki nonlineer
terimler ihmal edilerek; (A.9) ile (A.55) bagmtilar1 kullanilarak, (2.4)-(2.5) sinir

kosullar1 da ele alinan hiperelastik malzemeler i¢in sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

o du  ny, du
Y = 0: =0 (2.13)



2.3 Lineer Dalgalarin Yayilmasi ve Dispersiyon Bagintilari

Bu boliimde sonraki ¢alismalarimiza yol gostermesi acisindan ele aldigimiz problem
lineerlestirilecektir. (2.6) denkleminde ve (2.12)-(2.13) sinir kosullarinda nonlineer
parametre np, = 0 alinarak, lineer dalgalarin yayilmasini modelleyen problem

asagidaki sekilde verilir:

0%u 0’u  d%u
T, (55 —o @14
du
Y = h; 25 =0, (2.15)
Y:O; MZO. (2.16)

X dogrultusunda yayilan harmonik dalgalar i¢in (2.14) denkleminin ¢6ziimiinii
u=U(Y)e =) L cc. (2.17)

formunda arayalim. Burada c.c. sembolii ile 6nceki terimin kompleks eglenigi, & ile

dalga sayis1 ve o ile de agisal frekans gosterilmektedir. Ayrica dalgalarin faz hizi
c=w/k (2.18)

ile tanimlanir. (2.17) ¢6ziim formu (2.14) denkleminde ve (2.15)-(2.16) kullanilirsa

d2U 2 C2
— 4k =— -1 =0 2.1
72 T <c(2) > U (2.19)
T
denklemi ve
dU
Y =h; — =0, 2.20
7y (2.20)
Y=0; U=0. (2.21)

sinir kogullari elde edilir. Burada tabakadaki yayilan lineer kayma dalgalarinin faz hiz

co, 1le dalgalarin faz hiz1 ¢ arasinda
¢ > Cop (2.22)

veya

¢ < cop (2.23)

durumlar1 s6zkonusudur. Simdi bu durumlar1 daha yakindan inceleyelim.



2.3.1 ¢ > ¢p, durumu

Bu boliimde ¢ > ¢, kosulu altinda, (2.19) denklemi ve (2.20)-(2.21) sir kosullar ile
verilen sinir deger problemi incelenecektir. (2.19) denklemi ikinci mertebeden sabit

katsayili homojen bir denklem olup, ¢ > c(, kosulu altinda, ¢dziimii
U(Y) = Ae*PY 4 Be—ikrY (2.24)
seklinde elde edilir. Burada A, B sabitler ve p,

5 1/2
C

olarak tanimlanmaktadir. (2.24) ¢6ziimii, (2.20)-(2.21) sinir kosullarinda kullanilirsa,

U= [ 2 ] (2.26)
ve
W= { ikpet - —ikpe ! } 2.27)
1 1
olarak tanimlanmak iizere
WU=0 (2.28)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bdyle bir sistemin sifir ¢éziimden

farkli bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in
detW =0 (2.29)
kosulu saglanmalidir. (2.29) kosulundan, k # 0 ve ¢ # co, oldugundan,
cos(kph) =0 veya e**Ph = _] (2.30)

bagintisi elde edilir. Bu baginti, faz hiz1 ¢ > ¢, esitsizligini saglayan SH dalgalarina

ait dispersiyon bagintisidir.

2.3.2 ¢ < ¢p, durumu

Bu boliimde ¢ < ¢, kosulu altinda, (2.19) denklemi ve (2.20)-(2.21) sinir kosullar
ile verilen sinir deger problemi incelenecektir. (2.19) denklemi ikinci mertebeden
sabit katsayil1 homojen bir denklem olup, ¢ < c(, kosulu altinda, (2.19) denkleminin
¢Ozumii,
U(Y)=Aek?Y 4 Be kY (2.31)
9



seklinde elde edilir. Burada A, B sabitler ve ¢,

S\ 12
C
Or

olarak tanimlanmaktadir. (2.31) ¢6ziimii, (2.20)-(2.21) sinir kosullarinda kullanilirsa,

U= { 2 } (2.33)
ve
W { kgekah  —kgekah } (234)
1 1
olarak tanimlanmak iizere
WU=0 (2.35)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Boyle bir sistemin sifir ¢coziimden

farkl1 bir ¢oziime sahip olmasi i¢in
detW =0 (2.36)
olmalidir. Yani k # 0 ve ¢ # c(, oldugundan
cosh(kgh) =0 veya e*"=_1 (2.37)

bagintisi elde edilir. Bu bagintiy1 saglayacak sekilde reel bir k£ sayis1 bulunmadigindan,
¢ < co, olmasi halinde, SH dalgalar1 varolmamaktadir. Yani ele aldigimiz tabakada faz

hiz1 ¢, ’den kiigiik dalgalar yayilmazlar.

2.3.3 Dispersiyon bagintisi

Simdiye kadar (2.19) denklemi ve (2.20)-(2.21) sinir kosullariyla verilen lineer dalga
yayilimini temsil eden sinir deger problemini ¢ > ¢, ve ¢ < cp, kosullan altinda

inceledik ve her bir durum i¢in dispersiyon bagintilarini elde ettik. (2.30) bagintisi,

5 1/2
c
cos | kh (T — 1) =0 (2.38)

COT

(2.25)’den yararlanilarak

formunda yazilir. Simdi (2.38) denklemini boyutsuzlastiralim. Bunun i¢in gerekli olan
asagidaki tanimlar1 yapalim.

C=—, K=kh. (2.39)
C()T
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Burada C boyutsuz faz hizini, K ise boyutsuz dalga sayisimi temsil etmektedir.

(2.39)’deki tanimlar1 kullanarak, (2.38) bagintisini
D(C,K) :=cos(K\/C?>—1)=0 (2.40)

biciminde ifade edelim. Bu kisimda (2.40) denklemini kullanarak, C = C(K)
fonksiyonlarinin; (C,K) diizleminin birinci dortte birlik kisminda, yani C > 0, K > 0
bolgesinde grafiklerini ¢izmek istiyoruz. (2.40) denklemi degiskenleri (C, K) olan bir
denklemdir. Kapali fonksiyon teoremine gore, (2.40) bagintisin1 saglayan (Co,Kp)
noktasi civarinda; dD/dC, dD/JK kismi tiirevleri siirekli ve

oD
— #0 2.41
3C # (2.41)
ise (2.40) denklemi bu nokta civarinda
C=C(K) (2.42)

formunda fonksiyonlar1 kapali olarak tanimlar. (2.42) ifadesinde, fiziksel olarak
dalgalarin boyutsuz faz hiz1 C, boyutsuz dalga sayist1 K’ya baghdir. Dolayis: ile
ortamdaki dalgalar dispersif olur. Bu iligkiyi veren (2.40) ifadesi dispersiyon bagintisi
olarak bilinir. (2.40) denklemi biinyesinde trigonometrik fonksiyon barindirdigindan,
peryodik yapidadir. Yani (2.42) formunda birden fazla fonksiyon, (2.40) denklemini
saglamaktadir. Bu fonksiyonlarin her biri dispersiyon bagintisinin bir dalint olusturur.
Dikkat edilirse, (2.42) esitligi ile verilen (C,K) iligkisi kapali bir formda olup
denklemin yapisi geregi, C = C(K) bi¢iminde fonksiyonlari analitik olarak elde etmek

miimkiindiir. Bu fonksiyonlar

o[, [errvz) V2 s
- +{T] (2:49)

biciminde elde edilir. Burada n, sifir yada pozitif olan herhangi bir tamsay1 olmak
tizere dispersiyon bagintisindaki herhangi bir dali temsil etmektedir. (2.43) ile verilen
C = C(K) fonksiyonlarinin belirttigi egrilerin K — oo limitindeki davraniglari igin,
yani ya sabit bir dalga sayisinda &7 — oo i¢in veya sabit bir tabaka kalinliginda k — oo
icin; C = 1 dogrusuna asimptotik olarak yaklastiklar: goriiliir. Benzer sekilde, tanimlh
oldugu bolgede C = C(K) fonksiyonlarmnin belirttigi egrilerin K — 0 limitindeki

davranmiglar i¢in, yani ya sabit bir dalga sayisinda 2 — 0 ic¢in veya sabit bir tabaka
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kalinliginda k — 0 i¢in; C — oo elde edilmektedir. Yani boyutsuz dalga sayis1 K, (0,)
araliginda degistiginde; boyutsuz faz hizi C, (1,00) araliginda deger almaktadir. Bu
bilgiler 151g¢1nda, boyutsuz faz hizi C’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimi,

(2.40) dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali i¢in ve

Ho=1,p0=1 (2.44)

ortam modeli i¢in Sekil B.1°de verilmektedir.
Simdi calistigimiz ortamdaki dalgalarin grup hiziyla ilgilenelim. (2.18) ve (2.38)

esitliklerinden yararlanilarak acisal frekans

2n+1)m]? V2
(O:kC()T 1+ W (2.45)

biciminde elde edilir. (2.45) bagintisindan anlasilacagi iizere, (2.30) dispersiyon
bagmtisinin her bir dali dispersiftir.  (2.45) bagintisinda, ® = w(k) olup ®

fonksiyonunun k’ya gore birinci mertebe tiirevi, (2.45) esitligi kullanilarak

do C%
V,=— = —L 2.46
8 dk c (2.46)

biciminde elde edilir. Tezin daha sonraki kisimlarinda gerekli olacagindan ®

fonksiyonunun k’ya gore ikinci mertebe tiirevi de asagidaki gibi hesaplanir;

AV _do _ (n+1Pm, o, (<G, (2.47)
T TR T R C N |
(2.47) esitligi
KBadv, (Qn+lPmcy o, 1— b, (2.48)
o dk 4R T 2 c? '

bi¢iminde boyutsuzlagtirilabilir. Ortamdaki dalgalarin grup hiz1 V,, (2.46) esitli§inden

yararlanilarak asagidaki sekilde boyutsuzlastirilabilir.

v,
Vg = -8 = 0 (2.49)

Cor c

Burada Vg, boyutsuz grup hizin1 gostermektedir. C = ¢/co, tanimi, (2.49) esitligiyle
kullanilirsa,

Ve.C=1 (2.50)

oldugu goriilir. ~ Bu durumda (2.43) esitliginden Vi fonksiyonlar1 kolaylikla
bulunabilir. Vg = Vi(K) fonksiyonlart K — oo i¢in Vg = 1 dogrusuna asimptotik
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olarak yaklagsmaktadir.  Benzer sekilde, tammli oldugu bolgede Vg = Vi (K)
fonksiyonlarindan K — 0 i¢in V5 — 0 elde edilmektedir. Yani boyutsuz dalga sayisi
K, (0,0) araliginda degistiginde; boyutsuz grup hizt Vg, (0,1) araliginda deger
almaktadir. Bu bilgiler 1s181nda, boyutsuz grup hizi Vi’ nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya
gore degisimi, (2.40) dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali ve (2.44) ile verilen ortam
modeli i¢in Sekil B.2’de verilmektedir. Sonug¢ olarak, boyutsuz dalga sayis1 K nin
yeterince bilyiik degerleri i¢cin boyutsuz faz hiz1 C ile boyutsuz grup hiz1 Vg’ nin C = 1

veya Vg = 1 dogrusunda birbirlerine asimptotik olarak yaklastiklar1 gézlenmistir.

2.4 Homojen Bir Ortamda Nonlineer SH Dalgalari

2.4.1 Giris

Bir dnceki boliimde ele alinan problemle ilgili lineer dalgalarin yayilmasi incelenmistir
ve hangi kosullarda SH dalgalarimin var oldugu tartisilmistir. Ayrica dalgalarin var
oldugu durum icin dispersiyon bagintisi elde edilmistir. Bu boliimde lineer 6zellikleri
¢ > co, esitsizligini saglayan (2.1) ile tammlanan tabakada yayilan kiiciik fakat
sonlu genlikli nonlineer SH dalgalarin self modiilasyonu bir asimptotik perturbasyon

yontemi olan ¢oklu dl¢ekler yontemi kullanilarak incelenecektir [15,21].

2.4.2 ¢ > cp, icin asimptotik analiz
Nonlineer SH dalgalarinin self modiilasyonu icin X,Y ve ¢ degiskenleri yerine
xi=¢€X, t=¢€1 y=Y, i=0,1,2 (2.51)

bagintilar ile yeni degiskenler tanimlayalim ve yerdegistirme fonksiyonu #’nun bu
yeni degigkenlerin bir fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Burada € nonlineer yapinin
mertebesini belirten kii¢iik pozitif bir parametre; yayilma olaymnin hizli degisimini
karakterize eden degiskenler xg,y,7y ve yavas degisimi karakterize eden degiskenler

X1,X2,11,t olmaktadir. Simdi u fonksiyonunun, {€"} asimptotik dizisine gore
u~ Snun(X(),xl,X2,y,to,t1,t2) (2.52)

n=1

formunda diizgiin olarak gecerli asimptotik acilima sahip oldugunu kabul edelim. Eski

ve yeni bagimsiz degiskenlere gore tiirev operatorleri arasinda

9yl i_igii 9_9
X &"ox ot & o ov  ay

13
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bagmntilar1 vardir.  (2.53) bagintis1 dikkate alinarak, (2.6) daki denkleme ve
(2.12)-(2.13) smur kosullarina, (2.51) doniisiimii uygulanir ve daha sonra (2.52) de
verilen asimptotik acilim kullanilirsa, € un aym kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenerek
u,’nin ardigik olarak hesaplanabilecegi bir problem hiyerarsisi elde edilir. Uciincii

mertebeye kadar olan pertiirbasyon problemleri agsagida verilmektedir;

O(e):
Zoup =0, (2.54)
y=h 2, (2.55)
dy
y=0; up =0, (2.56)
O(e?)
cfouz = flul, (2.57)
y="h; Juz =0, (2.58)
dy
y=0; up =0, (2.59)
O(€e®)
Louz = Lyup + Louy + N (uy), (2.60)
Jdus ng duy
—p 2B )2, 2.61
y R + 2 (ur) 9y (2.61)

Burada .%;,i =0,1,2; .4 ve 2% diferansiyel operatorleri

Loy = %—C(Z)T (%’+%§'), (2.63)

Ay =2 (C3T ai;’; - 8‘3025’; 1) , (2.64)
2=, (55 ers) G e OO
a ) =my |2 (P )+ 5 (Srw)]. e
() e

14



olarak tanimlanmaktadirlar. Dikkat edilirse (2.14) denklemi ve (2.15)-(2.16) sinir
kosullar ile tanimlanan lineer problem, birinci mertebe perturbasyon problemiyle es

yapidadir. Birinci mertebe perturbasyon probleminde, lineer problemdeki
u=u(X,Y,t) (2.68)

fonksiyonu yerine

ui :ul(x07x17-x2’y7t07tlat2) (269)

fonksiyonu kullanilmaktadir. (2.68) ile verilen fonksiyonu (2.14) denkleminden
belirlemek miimkiindiir. Ancak (2.69) ile verilen fonksiyonun, yapilan analizden
goriilebilecegi gibi, xp,y ve ty degiskenlerine bagliliklarinin yapist acgik olarak
hesaplanabilmekle birlikte diger degiskenlere bagliligi daha iist mertebeden prob-
lemlerin ¢oziimlerinden belirlenebilmektedir. Mertebe problemlerine dikkat edilirse,
birinci mertebe problem homojen yapida olup ikinci ve liglincii mertebe problemler
homojen olmayan yapidadir. Ayrica birinci mertebe problemin ¢oziimii, ikinci
mertebe problemdeki denklemin sag tarafinda kullanilirsa ikinci mertebe problem
lineer olur. Benzer sekilde birinci ve ikinci mertebe problemlerin ¢oziimleri {i¢iincii
mertebe problemdeki denklemin sag tarafinda kullanilirsa ii¢iincii mertebe problem de
lineer olur. Simdi mertebe problemlerinin ilk adimi olan birinci mertebe problemin
cOziimiiyle ilgilenelim. Birinci mertebe problemin ¢6ziimii insa edilirken dalgalarin
var olmasi1 durumu yani ¢ > ¢, esitsizliginin gecerli olmasi halinde analiz yapilacaktir.
Ik olarak (2.54) denklemi ve (2.55)-(2.56) siir kosullariyla tanimlanan birinci
mertebe problem ele alinacaktir. (2.54) denklemine, degiskenlere ayirma yontemi

uygulanarak, harmonik dalgalar i¢in ¢oziim asagidaki gibi elde edilir.
U = Z [Agz) (xl,xz,tl,tz)ewkpy +B§€) (xl,xz,tl,tz)e_wkpy 9 4. (2.70)
=1
Burada p, (2.25) bagintisiyla ve ¢

(P = kxg — Wty 2.71)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada Agé) ve BEZ) birinci mertebe yavas degisen dalga

genligi fonksiyonlaridir. Ayrica ¢ pozitif bir tamsayiy1, k dalga sayisini, @ agisal
frekansi gostermek tizere ¢ = @/k faz hizin1 ve c.c. sembolii kendinden once gelen

terimlerin kompleks eslenigini gostermektedir. (2.70) ¢Oziimii, (2.55)-(2.56) sinir
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kosullarinda kullanilirsa

l
vl = lgézi (2.72)
ve . .
W, = { ifkpf’”‘”h —ifkple"”‘”h ] 2.73)
olmak iizere
wul’ =0 (2.74)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Dikkat edilirse £ = 1 i¢in (2.73) ile
tanimlanan W matrisi, (2.27) ile tanimlanan matrise 6zdestir. (2.74) ile ifade edilen

sistemin ¢ = 1 icin sifir ¢coziimden farkli bir ¢oziime sahip olmasi i¢in
detW;| = detW =0 (2.75)

olmalidir.  Bu baginti ancak (2.30) esitli8i ile verilen dispersiyon bagintisinin
saglanmasiyla miimkiin olacaktir. Bu c¢alismada bir k dalga sayis1 civarinda
merkezlenmig bir dalga katarinin nonlineer self modiilasyonu incelenmektedir. Bu
amacla yayilan dalgalarin, dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu saglamadigi
varsayilacaktir, yani

¢>2 igin detW,#0 (2.76)
bagintist saglanmalidir. Bu kosul altinda (2.74) denklem sisteminin ¢dziimleri, R
W R=0 2.77)
denklem sistemini saglayan bir siitun vektorii gostermek iizere,
¢=1 igin U = (x1,%0,01,0)R (2.78)

ve

¢>2 icin U =0 (2.79)
olarak elde edilir. (2.77) denklem sisteminin bir ¢6ziimii
R, 1
SN 050)
seklinde alinabilir.

(2.70) coziimiinde, (2.78) ile (2.79) bagintilar1 kullanilirsa birinci mertebe ¢oziim

uy = A (x1 ,Xz,tl,tz)(Rleikpy —|—Rzeiikpy)€i¢ +c.c. (2.81)
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olarak elde edilir. (2.81) ¢oziimii,

) Ry . .
U = RIM(xl,xz,tl,tz) <ezkpy + ]Tze—zkpy> €l¢ +c.c. (2.82)
1

biciminde yeniden diizenlenebilir. (2.30) dispersiyon bagintisindan, (2.82) ¢oziimii
up = 2i9) (x1,x2,11,1) sin(kpy)ei‘P +c.c. (2.83)

bicimine indirgenir. Burada birinci mertebe ¢6ziim, dalga modiilasyonunun birinci
mertebe yavas degisen kompleks genlik fonksiyonu olan o7 ’e bagli bulunmustur.
71 fonksiyonu da daha yiiksek mertebe problemlerinden belirlenecektir. Bunun igin
(2.57) denklemi ve (2.58)-(2.59) sinir kosullariyla verilen ikinci mertebe problem
ile incelenmeye devam edilecektir. Birinci mertebe problemin ¢oziimiinii ifade eden

(2.81) esitligi, (2.57) denkleminde kullanilirsa
Loy = 2i M, (Rle”‘!’y +R2e—”<l’y> 9 4 cc. (2.84)

denklemi elde edilir. Burada,

M = a)% + kc? ol

By 0r Gy (2.85)

olarak tammmlanmaktadir. Dikkat edilirse (2.84) denklemi homojen olmayan bir yapiya
sahiptir. Boyle bir denklemin genel ¢6ziimii, homojen denklemin ¢oziimiine 6zel bir

coziim eklemekle bulunur. Dolayisiyla (2.84) denkleminin genel ¢oziimii,

uy = iy (X0, X1,%2,¥,t0,t1,12) + il (X0, X1, X2, ¥, 0,1, 12) (2.86)

formunda aranir. Burada i; ile (2.84) denkleminin 6zel ¢6ziimii gosterilmektedir ve i

ile ise
Liin =0 (2.87)
denklemi ve
y=0; iy = —if, (2.88)
dilr ditr
=h; —_— = 2.89
y Iy Iy (2.39)

kosullarin1 saglayan coziimii gosterilmektedir.  Belirsiz katsayilar yontemi kul-

lanilarak, (2.84) denkleminin 6zel ¢oziimii bulunacaktir. Bunun i¢in 6zel ¢6ziim formu,

iy = [%1(X1,X2,t1,t2)€ikpy—l—cgz(xl,x%l‘l,tz)e_ikpy y€i¢+C.C. (2.90)
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biciminde segilir. Bu 6zel ¢oziim formu (2.84) denkleminde kullanilirsa
G1(x1,%2,t1,12) = =Ry M1 [kpcG,,  Car(x1,%2,11,12) = Routtyy [kpcg, — (2.91)

elde edilir.  Yani (2.90) ile verilen 6zel ¢oziimiin katsayilari belirlenmis oldu.
Degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak, (2.87) homojen denkleminin ¢oziimii
i) = Z [Ag) (xl,)Cz,tl,tz)eiékpy —i—BgZ) (xl,xz,tl,tz)e_wkpy] o +c.c. (2.92)
=1
(£) (0)

bi¢iminde alinir. Burada A, ve B, ikinci mertebe dalga genligi fonksiyonlaridir ve
bunlar (2.88)-(2.89) siir kosullarindan belirlenecektir. (2.92) ¢6ziimii, (2.88)-(2.89)

stnir kosullarinda kullanilirsa

)
0 _ | A
Uy = 2.93
2 [ Bge) (2.93)
ve
o ilkph —ilkph
W, — [ lf"l’f ’”‘Pf } (2.94)
olmak iizere
w,U{) =p) (2.95)

homojen olmayan lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada bg) vektorleri,

o . ikph __ o —ikph
(=1 icin bgl) _ [ €1 (1+ikph)e ] ©»(1 —ikph)e } (2.96)
ve
¢>2 igin bl =0 (2.97)
biciminde elde edilir. W matrisinin ve R vektoriiniin tanimlar1 kullanilarak
(1) (02 OW  dot) OW,
by, =— — R 2.98
2 ’( o o on ok (2.98)

olarak yazilir. detW; =0 ve bgl) # 0 oldugundan (2.95) denkleminin ¢ = 1 igin
¢Oziimiiniin olmasi i¢in LL

LW; =0 (2.99)
ile tanimlanan bir satir vektorii olmak iizere

Lb\" =0 (2.100)
uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. (2.99) bagintisin saglayan bir satir vektorti

L = [Li,L,] = [i,kpe™P"] (2.101)
18



olarak hesaplanir. (2.77) bagintis1 k ya gore tiiretilirse,

(8W1+V 8W1>R+W1 (a—RJrvgaR) =0 (2.102)

ok 8 dw ok B

elde edilir. Burada V, = dw/dk olup grup hizim géstermektedir. Grup hiz1 (2.46)
bagintistyla belirlidir. (2.102) esitligi sol taraftan L satir vektoriiyle carpilirsa ve (2.99)

s IW,
Ve=— <LWR> / (LWR> (2.103)

bulunur. (2.103) ve (2.98) kullanilarak, (2.100) uygunluk kosulundan

esitligi kullanilirsa

0.9 0.9

v, =0 2.104

ot 1 § 8x1 ( )
elde edilir. Elde edilen bu denklem .7 ’in saglamasi gereken bir denklem olup,
dalgalarin grup hiz1 V; ile ilerleyen bir referans cercevesinde genlik fonksiyonu .27 ’in

sabit kaldigin1 gostermektedir, yani .7 fonksiyonu
) = @ (x1 — Vgt1,x2,12) (2.105)

yapisinda olacaktir. (2.102) ve (2.104) bagintilar1 gdozoniine alinirsa, (2.95) denklem

sisteminin £ = 1 durumu i¢in ¢oziimii

Ué” = b (x1,x2,t1,1)R —

Nl <8R 8R> (2.106)

za—x1 K + Vg%
olarak elde edilir. Burada 7 dalga modiilasyonunun yavas degisen ikinci mertebe
genligini temsil etmektedir ve ihtiya¢ halinde daha yiiksek mertebe pertiirbasyon
problemlerinden elde edilebilmektedir. Bu calismada sonlu fakat kiiciik genlikli
dalga yayilimiyla ilgilenildiginden sadece birinci mertebe diizgiin gegerli ¢oziim elde
edilecektir. Bu amagla 7] genlik fonksiyonunu tam olarak belirlemek yeterlidir. £ # 1
icin detW; # 0 kabul edildiginden ve ¢ # 1 i¢in bgg) = 0 oldugundan, ¢ > 2 i¢in (2.95)

denklem sisteminin ¢oziimii,
¢>2 igin UL =0 (2.107)

biciminde elde edilir. Ancak birinci mertebe ¢oziime ulagmak i¢in ihtiyacimiz olan
7] fonksiyonunu tam olarak belirleyemedik. Bu fonksiyonu belirlemek i¢in ii¢lincii

mertebe problemin ¢dziimiinii inceleyecegiz.
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Birinci ve ikinci mertebe problemlerin ¢oziimleri (2.60) denkleminde kullanilirsa,

tictincli mertebe problem icin asagidaki denklem elde edilir;

Louz = [(91 + Doy)e*PY + (D5 + Day)e Py

+Psekpy 4 @66_3”‘”] ¢ 4 c.c.+ (¢3?1i terimler). (2.108)

Burada ¥;, i=1,...,6 katsayilari,

_ [(dRy _, ORg B
Ya_(WJrvg%), oa=1,.2 (2.109)

tanimlanmak iizere
9 = | =32 (0 +1)" AR Rino, — 272K (3p* — 2p* +3) AR RoRam

0% 9%.a 0.4,
a 2 +2Y] aXIa 1 +2lkC0TR]a—x2

0.9 0. 0.9 %o
2 R 2IRi0—— +2IR|® —R
+ lkCOT 1a +2IR1® on +2iRj® o 1 8t12 ],

D = — kuo | k 200 ,

Dy = [ — 32k (p*+1) ERzR_znOT —22k* (3p* — 2p* +3) AR RyR 1 ng,

—|—C%T (ZYlk —|—R1)

%o, 0%.a, 0.9,
2 1 “1
+cp, (2Y2k+Ry) —5— o 2 +2Y,m aXIa 1 +21kCOTR2 o
0.9 g7 i 0.9 0%.at
2 R 2iR, 2iR —R
—l—lchT 28 +2iRr,® 8t2+ lza)atl zarf]’
Dy = k k 2000 ——— 5@ ,
@5 = k4n0T (9p4 - 2p - )RQRIE% N
D6 = k*no, (9p* —2p* — 3) RiR3 ) < (2.110)

olarak tanimlanmaktadir. Uciincii mertebe problemin ¢oziimiinde de ikinci mertebe

problemin ¢oziimiindeki yol izlenirse,

u3 = 3(x0,x1,%2,¥,10,11,12) + i3 (X0, X1,X2,Y, 0, 1,12) (2.111)

seklinde ¢6ziim aranir. Burada i3 ile (2.108) denkleminin 0©zel c¢oziimii
gosterilmektedir ve i3 ile ise
Lotz =0 (2.112)
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denklemini ve

y=0; i3 = —ii3, (2.113)
i3 diiz  ng duy

— I 22y — 2.114

Y dy Jy @ (1) dy 2114

sinir kosullarini saglayan ¢6ziimii gosterilmektedir. i3 0zel ¢oziimii,

ﬂgé) :f'j(g)(xlax%yatlth)ew(P+C'C-7 £=1,3 (2.115)
olmak {izere
_ _(1 _(3
i3 = ug ) (x0,x1,%2, 3,10, 1, 12) +Mg ) (x0,%1,%2, y: 10,1, 12) (2.116)

seklinde lineer bagimsiz fonksiyonlarin toplami olarak ifade edilir. ¢ = 1 i¢in f3(1)

fonksiyonu
(1 _ ikpy —ikpy 3ikpy —3ikpy
f3) = (&1 + Ey)ye™P (& + Egy)ye PV 4 E53PY 1 £e (2.117)

formunda secilir. (2.117) formu, (2.115) ile verilen ¢oziim formunda yazilarak, (2.108)

denkleminde kullanilirsa &;, i = 1,2, ...,6 katsayilari

& = i.@l/kac(z)T — @2/4k2p2c(2)T, & = i@2/4kpc(2)T,
& = —i.@3/2kpc%T — .@4/4k2p2c3T, Ey = —i.@4/4kpc%T,

(9@5 = .@5/8/{2])20(2)T, (9@6 = .@6/8/{2])20(2)T (2.118)

olarak elde edilir. Benzer sekilde I/_tg3) ¢Oziimii de bulunabilir, ancak hesaplarda ﬂg3)

cOziimiiniin agik ifadesine ihtiya¢ olmadigindan hesaplanmayacaktir. Boylece iiciincii
mertebe problemin 6zel ¢oziimii £ = 1 i¢in elde edildi. Degiskenlere ayirma yontemi

kullanilarak, (2.112) denkleminin harmonik dalga ¢6ziimii,

o)

i3 = Z [Agé) (x1 ,Xz,tl,tz)eiékpy —|—Bgé) (x1 ,Xz,tl,tz)eiiékpy]eiw +c.c. (2.119)
(=1

biciminde elde edlir. Burada ¢ pozitif bir tamsay1yi, Ag@ ile ng) de iiclincii mertebe

dalga genligi fonksiyonlarim gostermektedir. Onceki problemlerde oldugu gibi (2.119)

cozimil ile u, i3 ¢oziimleri, (2.113)-(2.114) sir kosullarinda kullanilirsa

G

A

vl = ng) (2.120)
3
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ve
iékpewkph —iﬁkpe_igkph

We= 1 1

(2.121)

olmak tizere

w,ul) =p{" (2.122)

seklinde homojen olmayan lineer cebirses denklem sistemi elde edilir. (2.122)

sistemindeki bgg) vektorleri £ = 1 ve ¢ = 3 i¢in sifirdan farkli, ancak ¢ # 1,3 i¢in 6zdes

(1)

olarak sifirdir. Bazi ara iglemlerden sonra £ = 1 i¢in by~ vektorii

b (W19 OW deh) o (OWidsh  IW1 ) o
377\ 00 9 ok ox "\ o0 9n ok ox
+1 22w, a%zfl_ 0*W, 9%/,  9?*W, 9%« R
2\ 00?2 92  “T9wdkoxion | oK ox:
IW, %y IW, 9 R IR
ok dx? dw dx ot ok *dw

olarak ifade edilir. Buradaki F siitun vektoriiniin bilesenleri asagidaki sekildedir.

)+F|M\2m (2.123)

—ing, k*h .
F= + sin(kph)(9p* 4 2p> +9),
COT
P =0. (2.124)

bg3) vektoriiniin acik formu, sonraki hesaplarda kullanilmayacagindan verilmeyecektir.
(2.122) denklem sistemi ¢ = 1 i¢in incelenirse, detW; = 0 ve bgl) = 0 oldugundan,

boyle bir sistemin ¢oziimiiniin olmasi
Lb)) =0 (2.125)

uygunluk kosuluna baghdir. ¢ = 3 i¢in detWs # 0 oldugundan, (2.122) denklem
sisteminin ¢Oziimi
U =w; ) (2.126)

seklinde elde edilir. (2.122) denklem sisteminin ¢ £ 1,3 i¢in ¢Oziimii, bgg) =0 ve

detW, # 0 oldugundan,
vl =0 (2.127)
(0

olarak elde edilir. Birinci mertebe diizgiin ¢oziim i¢in Us’, £ = 1,3 ¢oziimlerinin
acik yapilarina ihtiya¢ yoktur. Yapilan analize (2.125) uygunluk kosulunu inceleyerek

devam edelim. (2.103) ifadesi kullanilarak bu kosul hesaplanirsa,

(odh QN P o (ddh  dab\
l<at2 +Vgax2)+r 5 +A|Vef1|~<~>f1+z(a—tlJrvgé)—x1 =0  (2.128)
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bagintis1 bulunur. Burada I" ve A sabitleri

2 2 2
Fe_ [ L(Vza Wi oy 9W 9 Wl)R

dw? T ¥0wdk k2
oW, oW\ /JR JR oW,
+L( o +Vg%) (ﬁJrvg%)] / <La— ) (2.129)
— L-F / <L@R> (2.130)

olarak tanimlanmaktadir. (2.128) bagintisindaki .@% fonksiyonuyla ilgili terimler

incelendiginde, <7 fonksiyonunun yapisina paralel olarak, . fonksiyonunun

yapisinin
d.ah d.ah
—+V,——=0 2.131
8t1 + § 8x1 ( )
seklinde oldugu kabul edilirse
b = @b (x1 — Vgt1,x2,12) (2.132)

olur. Bu durumda (2.128) denklemi, bilinmeyen fonksiyonu sadece .27 olan bir
denkleme doniigiir. Dikkat edilirse, WiR = 0 denklem sistemi k ya gore iki
kez tiiretilerek, soldan L vektorii ile carpilirsa ve elde edilen baginti (2.129) ile

karsilastirilirsa bu durumda asagidaki bagint1 elde edilir;

1av, 1d*w

= ——. 2.133
2dk 2 dk2 ( )

(2.133) bagintis1, (2.47) kullanilarak kolayca hesaplanabilir. Simdi ilgili boyutsuz

degiskenleri ve sabitleri asagidaki gibi tanimlayalim;
T = Wy, é — ke~ (XZ — Vgtz) = k()C1 — Vgtl),

o =kety, T=kT/o, A=A ok (2.134)
Bu durumda (2.131) kabulii altinda, (2.128) denklemi

2
i&;z% +F8 of

5 SE2 + Al Pl =0 (2.135)

sekline doniisiir. Elde edilen bu denklem nonlineer Schrodinger (NLS) denklemidir
ve bir ¢cok alanda nonlineer dalga modiilasyonunun asimptotik analizinde karakteristik

denklem olarak ortaya ¢cikmaktadir [15-17]. Dikkatle incelendiginde,

A (8,0) = a5 () (2.136)
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seklinde bir baslangic kosulunun verilmesi halinde (2.135) denkleminin ¢6ziimii
bulunabilir ve bu ¢oziim (2.83) bagintisinda kullanilirsa birinci mertebe diizgiin ¢6ziim
bulunur. (2.136) baslangi¢c kosulu tabakadaki yerdegistirmenin baslangic degerine
baglidir. Simdi (2.135) denkleminin I' ve A katsayilarim1 yakindan inceleyelim. T'A
carpimi hesaplandiginda

2.4

C
I'A = —ny, p4ch (9p* +2p> +9) (2.137)
oldugu goriiliir. ¢ > ¢(, kosulu altinda
2.4
C
p—gT(9p4 +2p*+9)>0 (2.138)
4c
oldugundan
sign(I"A) = —sign(no, ) (2.139)

elde edilir. Dolayisiyla ¢ > cp, kosulu altinda, ortam kaymada yumusayan bir
davranig gosteriyorsa, yani ng, < 0 ise I'A > 0; ortam kaymada sertlesen bir davranig
gosteriyorsa, yani ng, > 0 ise I'A < 0 olur. NLS denkleminin bilinen bazi ¢dziimleri

ve ¢oziimlerin I'A ¢arpimu ile iligkisi tezin dordiincii boliimiinde verilmektedir.
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3. HETEROJEN NONLINEER HIiPERELASTIK BiR TABAKADA SH
DALGALARININ YAYILMASI

3.1 Girig

Bu boliimde, rijit bir cisim iizerine oturtulmus; diizgiin kalinlikli, heterojen,
nonlineer, izotrop, hiperelastik bir tabakada kiiciik fakat sonlu genlikli SH dalgalarinin
yayllmasini temsil eden hareket denklemi ve bu harekete etkiyen siir kosullar
EK A’dan yararlanilarak tiiretilmektedir. Tiiretilen bu denklemlerde nonlineerligi
temsil eden parametreye sifir degeri verilerek lineer durumu temsil eden denklemleri
elde etmek miimkiindiir. Dolayisiyla dalga hareketi once lineerlestirilerek dalga
yayiliminmin hangi sartlar altinda var olacagi tartisitlmaktadir. Bu tabakada yayilan
lineer kayma dalgalarimin faz hiz1 ¢, ve dalgalarin faz hiz1 c ile gosterilmek iizere ¢ <
CQT\/W ve ¢ > COT\/W durumlar icin dispersiyon bagintilari
bulunmaktadir. Burada 8 heterojenligi temsil eden bir parametre olmak iizere sifirdan
farkli bir reel sayiy1 gostermektedir. Dalga yayiliminin miimkiin oldugu durum
icin nonlineer SH dalgalarimin yayilimi incelenmektedir. Bu inceleme yapilirken
coklu olgekler yontemi kullanilmaktadir [15,21]. Elde edilen sonuglar sayisal olarak

hesaplanarak grafikleri verilmektedir.

3.2 Problemin Tanimi ve Temel Denklemler

- (serbest yiizey)
heterojen

nonlineer h
hiperelastik tabaka
T T o Xl

rijit sinur

(ara yiizey)

Sekil 3.1 : Heterojen nonlineer hiperelastik bir tabaka.

Tezin bu boliimiinde, rijit bir cisim iizerine oturtulmus; diizgiin kalinlikli, heterojen,
izotrop, nonlineer, hiperelastik bir tabakada SH dalgalarinin yayilimi1 problemi
incelenecektir. Simdi bu problemi tanimlayalim. Ug boyutlu uzayda bir noktanm,

aym dik kartezyen eksen takimina gore uzaysal ve maddesel koordinatlar1 sirasiyla
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(x1,x2,x3) ve (X1,X,X3) iiglii siral sayilar ile gosterelim. Baglangic durumunda,

h > 0 ile tabakanin kalinlig1 gosterilmek iizere,
R:{(Xl,Xz,X3)I —00 < X < oo, 0< Xy < h, —°°<X3<°°} 3.1

bolgesini dolduran hiperelastik bir malzemeden meydana gelen heterojen, izotrop,
nonlineer, sonlu bir tabaka ele alalim. Bu tabakada X; ekseni boyunca yayilan ve

(A.1) bagintisindan bilinen
Xk = Xk Ok +u3(Xa,1) &3 (3.2)

denklemi ile tamimlanan kayma dalgalarim yani SH dalgalarini gézoniine alalim.
(3.2) denkleminde ¢t zamani, &k Kronecker semboliinii ve u3’te bir par¢acigin X3
dogrultusundaki yerdegistirme fonksiyonunu gostermektedir. Ayrica bu boliimde,
Latin indislerinin (1,2,3), Yunan indislerinin ise (1,2) degerlerini alacaklarimi ve
(3.2)’de ve bundan sonra, tekrarlanan iki Latin indisi {izerinde 1°’den 3’e kadar,
tekrarlanan iki Yunan indisi iizerinde ise 1’den 2’ye kadar toplam yapilacagini1 kabul
edelim. Tanimlanan bolgenin X, = h serbest yiizeyinde gerilmelerin sifir oldugu kabul
edilmektedir. Ayrica X; = 0 ara yiizeyinde yerdegistirme sifir olur. Harekete etkiyen
kiitle kuvvetleri bulunmadiginda, (3.2) ile tamimlanan hareket denklemleri baslangic

durumunda, (A.11)’den yararlanilarak

Tapa =0, Taz A= poiis (3.3)

seklinde yazilir. (3.3) denkleminde, Tk; ile birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme
tansOriiniin bilesenleri, ii3 ifadesindeki bir nokta zamana gore kismi tiirevi ve virgiilden
sonra kullanilan alt indis de bu indisin belirttigi kartezyen koordinata gore kismi tiirevi
gostermektedir. X, = h serbest yilizeyinde gerilmelerin sifir oldugu kabuliinden ve
X, = 0 ara yiizeyinde yerdegistirmenin sifir olmasindan asagidaki iki sinir kosulu
yazilir:

Xo =h; T =0, 34)
X, =0; u3 = 0. (3.5)

Gosterimde kolaylik olmasi bakimindan bundan sonra (X1, X5, X3) sirali iigliisii yerine
(X,Y,Z) ve uz = uz(X1,X»,t) yerdegistirme fonksiyonu yerine de u = u(X,Y,t)

fonksiyonu kullanilacaktir. Sonlu fakat kiigiik genlikli dalga yayilmasi problemleri
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inceleneceginden, EK A’da yapilan calisma dikkate alinarak, ilgili biinye bagintilarinin
(3.3)’deki ilk iki denklemi 6zdes olarak sagladigi kabul edilecektir. Bu kabul
altinda, (X,Y) diizleminde etkiyen siirekli kiitle kuvvetleri bulunmadan, (3.2) ile
tanimlanan hareket yaratilabilecektir. Bu durumdaki bir ortama ait biinye bagintilari,
tabaka sikisabilir hiperelastik bir malzemeden olustugunda (A.55) ile sikismaz bir
malzemeden olustugunda (A.92) ile genellestirilmis neo-Hookean malzemelerden
olustugunda (A.99) ile verilir.

Bu problemde dalga yayilimina dik, tabaka derinligi dogrultusunda bir heterojen
1(Y), lineer dalgalarin yayilma hizi ¢z = cr(Y) ve nonlineer malzeme fonksiyonu
nt = nr(Y) bicimindedir. Bu fonksiyonlarin siirekli diferansiyellenebilir olduklar
varsayillmaktadir. Bu calismada sonlu fakat kiiciik genlikli dalga yayilmasi s6z konusu
olup (X,Y) diizleminde etkiyen siirekli kiitle kuvvetleri bulunmadan, dalga hareketi
yaratilabilir. Kiibik nonlineer terimlerden daha yiiksek mertebedeki nonlineer terimler

ihmal edilerek, hareket denklemi
Pu_ g (Fu Pu) 1
o2 T\ox2 " av2 )~ p lar P T gy
B d (du d (du H(u) | d du
=nr [a—x (a—XJf/(M)) Ty (a—Y%/(”))] + e {d_Y(pnT)(?_Y] (3.6)
seklinde yazilir. (3.6) denklemindeki .#” fonksiyonu,
du\? du\?
H(u) = (8_X> + (8_Y) (3.7)

biciminde verilir. Ayrica burada cr, lineer kayma dalgalarinin faz hizim

gostermektedir ve (A.51)’den

2=k (3.8)

P

esitligi yazilabilir. Nonlineer malzeme oOzellikleriyle ilgili n7 fonksiyonu, ortami

olusturan malzemenin sikisabilir hiperelastik malzeme olmas1 durumunda (A.57)’den
nr = 4(c200 + €020 +c110)/P (3.9)

stkismaz hiperelastik malzeme olmasi durumunda (A.93)’ten
nr = 2(2¢200+c110)/p (3.10)

genellestirilmis neo-Hookean malzeme olmasi durumunda (A.100)’den

nr = 4c00/p (3.11)
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olarak tanimlanir. Tezin ikinci boliimiinde tanimlanan problemde ortam homojen olup,
bu boliimde tanimlanan problemde ortam heterojendir. Dolayisiyla bu problemde
nonlineer durumun yani sira dalga yayilimina dik, tabaka derinligi dogrultusunda
bir heterojen durum ele alinacaktir. Yine kiibik nonlineer terimlerden daha yiiksek
mertebedeki nonlineer terimler ihmal edilerek (3.6) denkleminin sinir kosullar1 da ele

alinan hiperelastik malzemeler i¢in asagidaki gibi elde edilir.

. Ju nr du
Y =0 w=0. (3.13)

3.3 Lineer Dalgalarin Yayilmasi ve Dispersiyon Bagintilari

Bu boliimde sonraki ¢aligmalarimiza yol gostermesi acisindan ele aldigimiz problem
lineerlestirilecektir. (3.6) denkleminde ve (3.12)-(3.13) sinir kosullarinda nonlineer
parametre ny = 0 alinarak, lineer dalgalarin yayilmasini modelleyen problem agagidaki

sekilde verilir:

u  , (*u  Ju 1 [d(pc3) du
on T (m*m)w[ av ﬁ} —W (3.14)
du
Y =nh; a_YZO’ (3.15)
Y =0; u=0~0. (3.16)

X dogrultusunda yayilan harmonik dalgalar i¢in (3.14) denkleminin ¢oziimiinii
u=U(Y)eX= L cc. (3.17)

formunda arayalim. Burada c.c. sembolii ile 6nceki terimin kompleks eglenigi, & ile

dalga sayis1 ve o ile de acisal frekans gosterilmektedir. Ayrica dalgalarin faz hizi
c=w/k (3.18)

ile tammmlanir. (3.17) ¢oziim formu, (3.14) denkleminde ve (3.15)-(3.16) sinir

kosullarinda kullanilirsa,

U p'du [ c?
4k 5 -1 |U=0 3.19
av? par T % ) G-19)
denklemi ve
au
Y =h; — =0, 3.20
77 (3.20)



Y =0; U=0 (3.21)

Vv
U=—; u=uY), Vv=VvV(Yy (3.22)
Vi (¥) (¥)
doniisiimii uygulanirsa,
d2v 1 [(du\* 1 d%u  ,(c*
—+|—-=] ———t+k(5—1 = 2
ar: " [4u2 (dY) 2uar: t (&} ) V=0 023

denklemi elde edilir [3]. Burada,

1 (du\* 1 d%u  ,(c*
WY =—|—|—| ———— ——1 24
) [4;12 (dY) 21 dY2+k 2 (5-24)
tanimlanmak iizere;

h = h(Y) = sabit > 0 (3.25)

kabulii altinda (3.23) denkleminin ¢6ziimii, H; ve H; sabitler olmak iizere
V(Y) = HieV™ 4 Hye VHY (3.26)

biciminde verilir. Yani (3.23) denkleminin ¢6ziimii iistel fonksiyonlar cinsinden elde

edilir. Ortamin yogunlugu ve lineer kayma modiilii 6zel olarak,

u=poeP’, p=poeP! (3.27)

bicimde secilirse (3.24) ile tanimlanan fonksiyon sabit olur. Dolayisiyla (3.23)
denkleminin ¢6ziimii {istel fonksiyonlar cinsinden verilebilir. (3.27) se¢imi Avtar [42]
tarafindan da kullanilmisgtir.

Y = 0 rijit sinirinda, ortamin lineer kayma modiilii ve yogunlugu sirasiyla u =
Uo, p = Po sabitleri ile baglamaktadir. Y degeri artik¢ca ortamin lineer kayma modiilii
ve yogunlugu iistel olarak artmaktadir. Dolayisiyla Y degerine bagh olarak lineer
kayma modiilii ve yogunluk degistiginden heterojen bir durum s6zkonusudur. Dikkat
edilirse (3.27) se¢iminde B — O limiti alindiginda ortamin lineer kayma modiilii ve

yogunlugu sabit olmaktadir. Burada 3 parametresi heterojenlikten homojenlige gegis

icin kullanilabilmektedir ve sifirdan farkli reel bir sayiy1 temsil etmektedir. (3.27)

2 2
2 (%—1) —%] V=0 (3.28)
C,

Or

secimi altinda (3.23) denklemi

d*v

arz "

29



bicimine indirgenir. (3.28) denklemi, ikinci mertebeden sabit katsayili homojen bir
denklemdir ve c(z)T = Uo/po bi¢iminde tanimlanmaktadir. Burada ortamdaki lineer

kayma dalgalarinin faz hizi ile dalgalarin faz hizi arasinda

¢ > cop/ 1+ (B?/4k?) (3.29)
veya

c < copy/ 1+ (B?/4k?) (3.30)

durumlar1 sozkonusudur. Simdi bu durumlar1 yakindan inceleyelim.

3.3.1 ¢ > co,\/1+(B?/4k?) durumu

Bu boliimde ¢ > ¢o,/1+ (B2/4k2) kosulu altinda, (3.19) denklemi ve (3.20)-(3.21)
sinir kosullart ile verilen sinir deger problemi incelenecektir. (3.19) denkleminin
(3.27) secimi altinda, (3.28) denklemine doniistiigiinden s6z etmistik.  (3.28)
denkleminin ¢oziimii, (3.22) doniisiimiinde kullanilirsa, (3.19) denkleminin ¢6ziimii,

¢ > cop /14 (B?/4k?) kosulu altinda

1 . .
U(Y) = ———(Ae*PY  Be~ikrY) (3.31)

\ HoePY

biciminde elde edilir. Burada p,

1/2
(< B / (3.32)
P=\g ~w '
olarak tanimlanmaktadir. (3.31) ¢6ziimii, (3.20)-(3.21) sinir kosullarinda kullanilirsa,
A
U= [ B ] (3.33)
ve ; ;
P . ikph P - —ikph
W= ( 2+’kp)e ( 2 ’kp>e (3.34)
1 1
olarak tanimlanmak iizere
WU =0 (3.35)

homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Bdyle bir sistemin sifir ¢dziimiinden farkl
bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in

detW =0 (3.36)
olmalidir. (3.36) kosulundan

2kpcos(kph) — B sin(kph) =0 (3.37)
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bagntist elde edilir. Bu baginti, faz hizi ¢ > ¢, /1 + (B%/4k?) esitsizligini saglayan
SH dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir. Dikkat edilirse (3.37) bagntisinda, § — 0

limiti alindiginda (2.30) ile verilen dispersiyon bagintisi elde edilir.

3.3.2 ¢ <co,\/1+(B?/4k?) durumu

Bu boliimde ¢ < co, /1 + (B?/4k?) kosulu altinda, (3.19) denklemi ve (3.20)-(3.21)
sinir kosullart ile verilen simmir deger problemi incelenecektir. (3.19) denkleminin
(3.27) se¢cimi altinda, (3.28) denklemine doniistiiglinden soz etmistik.  (3.28)

denkleminin ¢6ziimii, (3.22) doniisiimiinde kullanilirsa, (3.19) denkleminin ¢6ziimii,

¢ < cop /14 (B?/4k?) kosulu altinda

1
U(Y) = ———(AekY + Be %Y (3.38)
V HoePY
seklinde elde edilir. Burada ¢,
B2 1/2
=|14+-——-—— .
q + e C% (3.39)
T
olarak tanimlanmaktadir. (3.38) ¢6ziimii, (3.20)-(3.21) sinir kosullarinda kullanilirsa,
A
U= [ B } (3.40)
ve 5 5
_ P kqh b —kgh
wo | (FBrka)eon (=5 -kq)e (3.41)
1 1
olarak tanimlanmak iizere
WU =0 (3.42)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Boyle bir sistemin sifir ¢oziimden

farkl bir ¢oziime sahip olmasi i¢in
detW =0 (3.43)
olmalidir. (3.43) kosulundan
2kgcosh(kgh) — B sinh(kgh) =0 (3.44)

bagintisi elde edilir. Bu baginti, faz hiz1 ¢ < ¢y, \/W esitsizligini saglayan
SH dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir. Bu badintiy1 saglayacak sekilde reel
bir k sayis1 bulunmadifindan, ¢ < COT\/W olmasi halinde, SH dalgalari
varolmamaktadir. Yani faz hiz1 ¢y, \/WZ/M(Z) "den kiigiik dalgalar yayilmazlar.
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3.3.3 Dispersiyon bagintisi

Yukaridaki boliimlerde (3.19) denklemi ve (3.20)-(3.21) sinir kosullariyla verilen

lineer dalga yayilimini temsil eden simir deger problemini ¢ > ¢,/ 1+ (B2/4k?) ve
¢ < cop/ 14 (B?/4k?) kosullari altinda inceledik ve her bir durum igin dispersiyon
bagintilarini elde ettik. (3.37) bagintisi, (3.32)’den yararlanilarak

1/2 1/2
C2 BZ c2 ﬁz

07' 0T
1/2
C2 BZ
—psin (kh| ——— —1 =0 3.45
Bsin (c% e (3.45)
T
formunda yazilir. Simdi (3.45) denklemi icin asagidaki tanimlar1 yapalim.

c="S, K=kh, B=pBh (3.46)

o,
Burada C ile boyutsuz grup hizi, K ile boyutsuz dalga sayisi ve B ile heterojenligi temsil

eden sifirdan farkli boyutsuz bir parametre temsil edilmektedir. (3.46)’deki tanimlari

BZ 1/2
2
K(C —m—1>

BZ 1/2
2
(e

biciminde ifade edelim. (3.47) denklemi degiskenleri (C,K) olan bir denklemdir.

kullanarak, (3.45) bagintisini

Bz ]/2
D(C,K) :=2K (02 T 1) cos

—Bsin =0 (3.47)

Kapali fonksiyon teoremine gore, (3.47) dispersiyon bagmtisini saglayan (Cp,Ko)

noktasi civarinda dD/dC ve dD/JK kismi tiirevleri siirekli ve
oD
=40 3.48
ise (3.47) denklemi bu nokta civarinda
C=C(K) (3:49)

formunda fonksiyonlar1 kapali olarak tanimlar. (3.49) ifadesinde, fiziksel olarak
dalgalarin boyutsuz faz hiz1 C, boyutsuz dalga sayist K’ya baghdir. (3.47) denklemi
biinyesinde trigonometrik fonksiyon barindirdigindan, peryodik yapidadir. Yani (3.49)
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formunda birden fazla fonksiyon, (3.47) denklemini saglamaktadir. (3.49) denklemini
saglayan her bir fonksiyon dispersiyon bagintistnin bir dalina kars1 gelir. Dikkat

edilirse, (3.49) esitligi ile verilen C = C(K) fonksiyonlar1 denklemin yapisi geregi

1/2
B\ 2K (2 2 -1)
K (C2 e 1) — arctan 2 +nr (3.50)

biciminde elde edilir. Burada n ile de sifir yada pozitif olan herhangi bir tamsay1
gosterilmek iizere dispersiyon bagintisindaki herhangi bir dal temsil edilmektedir.

C ve K degiskenlerinin fiziksel biiyiikliik olmas1 sebebiyle (3.50) esitligi ile verilen

BZ
K —4+1>1 S
>0, C> /i +1> (3.51)

esitsizlikleriyle verilen bolgede tanimhidirlar. EK B bdliimiinde verilen Sekil B.1,

Sekil B.3, Sekil B.5, Sekil B.7, Sekil B.9 ve Sekil B.11°de boyutsuz faz hiz1 C’nin,

fonksiyonlar,

boyutsuz dalga sayist K’ya gore de8isimleri sirasiyla B — O limiti (homojen ortam),
B =0.5,1.0,1.5,10,20 degerleri, (3.47) dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali ve (2.44)
modeli i¢in verilmektedir. Sekil B.1, Sekil B.3, Sekil B.5, Sekil B.7, Sekil B.9,
Sekil B.11°de B’ye farkli degerler verilerek heterojenligin faz hizi iizerine etkisi ortaya
cikarilmigtir. Boyutsuz dalga sayisinin kiiciik degerleri i¢in yani K — 0 i¢in C — oo
elde edilir. Ayrica boyutsuz dalga sayisinin biiyiik degerleri i¢in yani K — coigin C — 1
elde edilir. Yani boyutsuz dalga sayisi K, (0,o0) araliginda degistiginde; boyutsuz faz
hiz1 C, (1,00) araliginda deger almaktadir. (3.51) ile verilen C = \/m egrisi
faz hiz1 icin bir alt sinir egrisi gibi davranmaktadir. Bir bagka ifadeyle egri asimptot
oldugu soylenebilir. Bu boliimle ilgili sekiller ¢izdirilirken bu asimptotun grafigi de
kirmiz1 renk kullanilarak verilmektedir. Simdi dalgalarin grup hiziyla ilgilenelim.

(3.18) bagintisindan yararlanarak, (3.45) dispersiyon bagintisi agisal frekans cinsinden
1/2 1/2
2 2 2 2
@ p @ p
T T
1/2
2 2

(0]
— B sin kh( —ﬁ——1> =0 (3.52)

c

biciminde elde edilir. Burada @ = w(k) olup @ fonksiyonunun k’ya goére birinci

mertebe tiirevi, (3.52) esitligi kullanilarak

_do C%T

dk <
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biciminde elde edilir. Tezin daha sonraki kisimlarinda gerekli olacagindan ®

fonksiyonunun k’ya gore ikinci mertebe tiirevi de asagidaki gibi hesaplanir.

2 2
vy, _do_c [ % (3.54)
dk  dk? o 2 '
(3.54) esitligi
Kdv, ¢ c3
wdk 2 \'"a ) (353

bi¢giminde boyutsuzlagtirilabilir. Ortamdaki dalgalarin grup hiz1 V,, (3.53) esitliginden

yararlanilarak asagidaki sekilde boyutsuzlastirilabilir.

v,
V=% = (3.56)

Cor c

Burada Vg, boyutsuz grup hizim1 gostermektedir. Vi ve K degiskenlerinin fiziksel

bityiikliik olmasi sebebiyle (3.56) esitligi ile verilen fonksiyonlar, (Vg, K) diizleminin

K>0, 1/\/14(B2/4K%) > V>0 (3.57)

esitsizlikleriyle verilen bolgesinde tanimhidirlar. EK B boliimiinde verilen Sekil B.2,
Sekil B.4, Sekil B.6, Sekil B.8, Sekil B.10 ve Sekil B.12’de boyutsuz grup hizi
VG’'nin boyutsuz dalga sayist K’ya gore degisimleri sirastyla B — O limiti (homojen
ortam), B = 0.5,1.0,1.5,10,20 degerleri, (3.47) dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali
ve (2.44) modeli icin verilmektedir. Sekil B.2, Sekil B.4, Sekil B.6, Sekil B.8, Sekil
B.10 ve Sekil B.12°de B’ye farkli degerler verilerek heterojenligin grup hizi iizerine
etkisi ortaya ¢ikarilmistir. Boyutsuz dalga sayisinin kiiciik degerleri i¢in yani K — 0
icin Vg — 0 elde edilir. Ayrica boyutsuz dalga sayisinin biiyiik degerleri i¢in yani
K — o igin Vg — 1 elde edilir. Yani boyutsuz dalga sayist K, (0,00) araliginda
degistiginde; boyutsuz grup hizi Vg, (0,1) aralifinda deger almaktadir. Burada
Ve =1/ \/m egrisi grup hizi icin bir {ist sinir egrisi gibi davranmaktadir.
Bir bagka ifadeyle egri asimptot oldugu soylenebilir. Bu boliimle ilgili sekiller
cizdirilirken bu asimptotun grafii de kirmiz1 renk kullanilarak cizdirilmigstir. Sonug
olarak, boyutsuz dalga sayis1 K’ nin yeterince biiyiik degerleri icin, boyutsuz faz hizi
C ile boyutsuz grup hizi1 Vg’'nin C = 1 veya Vz = 1 dogrusunda birbirine yaklastiklari
gozlenmistir ve B degerleri 0’dan 20’ye degistiginde, (3.47) dispersiyon bagintisinin

dallarinin birbirine yaklastig1 goriilmektedir.
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3.4 Heterojen Bir Ortamda Nonlineer SH Dalgalar:

3.4.1 Giris

Bir onceki boliimde heterojen, bir yiizeyi sabitlenmis bir tabakada lineer SH

dalgalarin yayilmasi ele alinmis ve ¢ > co, /1 + (B2 /4k?) esitsizliginin gerceklenmesi

durumunda lineer SH dalgalarinin yayilabilece8i gosterilmistir. Bu boliimde lineer

ozellikleri ¢ > co,\/1+ (B2/4k2(2) esitsizligini saglayan, (3.1) tabakasinda kiigiik
fakat sonlu genlikli nonlineer SH dalgalarin self modiilasyonu, bir asimptotik

perturbasyon yontemi olan coklu dl¢ekler yontemi kullanilarak incelenecektir.

3.4.2 ¢ > co,+/1+ (B?/4k%(2) icin asimptotik analiz

Nonlineer SH dalgalarinin self modiilasyonu icin X,Y ve ¢ degiskenleri yerine
xi=¢€X, t,=¢€1 y=Y, i=0,1,2 (3.58)

bagintilar ile yeni degiskenleri tanimlayalim ve yer degistirme fonksiyonu u’nun bu
yeni degigkenlerin bir fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Burada € nonlineer yapinin
mertebesini belirten kiiciik pozitif bir parametre, yayilma olayinin hizli degisimini
karakterize eden degiskenler xo,y,7fp ve yavas de8isimi karakterize eden degiskenler
X1,X2,11,1 ile gosterilmektedir. Simdi u fonksiyonunun, {€"} asimptotik dizisine gore

un Y €"uy(x0,x1,52,,10,11,12) (3.59)

n=1

formunda diizgiin olarak gecerli asimptotik agilima sahip oldugunu kabul edelim. Eski

ve yeni bagimsiz degiskenlere gore tiirev operatorleri arasinda

9 .9 9 &,9 a9 9
X Lo a L av o

(3.60)

bagintilar1 vardir. (3.60) bagintis1 dikkate alinarak, (3.6)’daki denkleme ve
(3.12)-(3.13) sinir kosullarina (3.58) doniisiimii uygulanir ve daha sonra (3.59)’da
verilen asimptotik acilim kullanilirsa, € un aym kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenerek
u,’nin ardisik olarak hesaplanabilecegi bir problemler hiyerarsisi elde edilir. Katsay1
fonksiyonlart ¢z = cr(y), 4 = u(y),p = p(y) ve ny = nr(y) olmak iizere iigiincii

mertebeye kadar olan pertiirbasyon problemleri asagida verilmektedirler;
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Zoup =0, (3.61)
y=h 2o, (3.62)
dy
y=0; up =0, (3.63)
O(e?)
$0u2 = Zlul, (3.64)
y="h; Juz =0, (3.65)
dy
y=0; up =0, (3.66)
6’(83)
Louz = Lup + Louy + N (uy), (3.67)
A 8u3 nr 8u1 .
y=h; Iy S C%Ji/(ul) Iy =0, (3.68)
y=0; uz = 0. (3.69)

Burada .%;, i=0,1,2; .4 ve J# diferansiyel operatorleri

Loy = %’—c% (%Jr%f) —%/aa—‘;', (3.70)
Ly=2 (C%aij;{q - af;;’;) , 3.71)
sy=i(SHanl)-Gh -t om
A= 2 (om0 GE )4 5 (oG )| e
@ e

olarak tanimlanmaktadirlar. Analize bundan sonra ny = nr(y) olmak iizere, (3.27)

seciminde (3.58) doniisiimii uygulanarak, yani
u=poeP”,  p=poeP? (3.75)

secimi altinda devam edecegiz. Bu se¢im altinda c7 = ¢o, = v/ Ho/po olur. Yani lineer
dalgalarin yayilim hiz1 sabittir.

Dikkat edilirse (3.61) denklemi ve (3.62)-(3.63) sinir kosullari ile tanimlanan birinci
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mertebe perturbasyon problemi ile (3.14) denklemi ve (3.15)-(3.16) sinir kosullar ile
verilen lineer problem es yapidadir. Birinci mertebe perturbasyon probleminde, lineer
problemdeki

u=u(X,Y,t) (3.76)

fonksiyonu yerine
uy = uy (X0, X1, X2, t0,11,12) (3.77)

fonksiyonu kullanilmaktadir. (3.76) ile verilen fonksiyonu (3.14) denkleminden belir-
lemek miimkiindiir. Ancak (3.77) ile verilen fonksiyonun, analizden goriilebilecegi
gibi, xg,y ve fo degiskenlerine baghliklarinin yapist acik olarak hesaplanabilmekle
birlikte diger degiskenlere baglilig1 daha iist mertebeden problemlerin ¢oziimlerinden
belirlenebilmektedir. Mertebe problemlerine dikkat edilirse, birinci mertebe problem
homojen yapida olup ikinci ve iiclincii mertebe problemler homojen olmayan
yapidadir. Ayrica birinci mertebe problemin ¢oziimii, ikinci mertebe problemdeki
denklemin sag tarafinda kullanilirsa ikinci mertebe problem lineer olur. Benzer
sekilde birinci ve ikinci mertebe problemlerin ¢éziimleri, li¢iincii mertebe problemdeki
denklemin sag tarafinda kullanilirsa {iiclincii mertebe problem de lineer olur.
Simdi mertebe problemlerinin ilk adimi olan birinci mertebe problemin c¢oziimiiyle

ilgilenelim. Birinci problemin ¢6ziimii inga edilirken dalgalarin var olmas: durumu

yani ¢ > ¢,/ 1+ (B2/4k%(?) esitsizliginin gecerli olmasi halinde analiz yapilacaktir.
Analize (3.61) denklemi, (3.62)-(3.63) sinir kosullariyla tanimlanan birinci mertebe
problem ile devam edilecektir. (3.61) denklemine, degiskenlere ayirma yontemi

uygulanarak, harmonik dalgalar icin ¢6ziim asagidaki formda elde edilir:

1 > . . .
U= Z [Ag@ (xl,xz,tl,tz)elgksy—f—B(lg) (xl,xz,tl,tz)e_’gksy & .. (3.78)
=1

V HoebPy |

Burada /¢ pozitif bir tamsayiy1, k dalga sayisini, @ acisal frekanst gostermek iizere
¢ = o/k faz hizin, c.c. sembolii kendinden 6nce gelen terimlerin kompleks eglenigini

gostermektedir. Ayrica s ve ¢

1/2
(cz B 1>/ ¢ = kxo — (3.79)
s=|—5———55— , = kxg — oty )
C%T 4k202
seklinde tantmlanmaktadir. (3.78) ¢oziimil, (3.62)-(3.63) sinir kosullarinda kullanilirsa
(0)
14 A
vl = [ gé) ] (3.80)
B



veE

W= [ (- +’7is£) e (8- ikf) e ] (3.81)

olmak tizere

wul =0 (3.82)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Dikkat edilirse £ = 1 icin (3.81) ile
tanimlanan W matrisi, (3.34) ile tanimlanan matrise 6zdestir. (3.82) ile ifade edilen

sistemin ¢ = 1 icin sifir coziimden farkli bir ¢oziime sahip olmasi i¢in
detW; =detW =0 (3.83)

olmalidir.  Bu baginti ancak (3.37) esitligi ile verilen dispersiyon bagintisinin
saglanmasiyla miimkiin olacaktir. =~ Bu calismada bir k dalga sayis1 civarinda
merkezlenmis bir dalga katarinin nonlineer self modiilasyonu incelenmektedir. Bu
amacla yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu saglamadigi
varsayilacaktir, yani

0>2 icin detW;#0 (3.84)

bagintist saglanmalidir. Bu kosul altinda (3.82) denklem sisteminin ¢oziimleri, R
Wi R=0 (3.85)
denklemini saglayan bir siitun vektorii géstermek iizere,
¢=1 igin UV = (x1,50,01,0)R (3.86)

veE

¢>2 igin U =0 (3.87)

olarak elde edilir. (3.85) denklem sisteminin bir ¢oziimii

R 1
R= [R :| = —g—i-ikp 2ikph (388)
2 B ... €
7+lkp

seklinde bulunur. Burada p, (3.32) ile tammmhdir. (3.78) ¢6ziimiinde, (3.86) ile (3.87)

bagintilar1 kullanilirsa birinci mertebe ¢oziim

LQ{](XI,XZ,II,IQ)

v HoePY

Uy = (R1€™ P + Rye *P)el? 4 ¢ c. (3.89)
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olarak elde edilir. (3.89) ¢Oziimii

R t1,t - Ry _; ;
_Riginnnn) e’kpy+—2€_’k”y> e +c.c. (3.90)

uy =
! \/uoeﬁy ( Rl

biciminde yeniden diizenlenebilir. Dispersiyon bagintisindan dolay1 (3.90) ¢oziimii

. 2l~Q{l (X] X2, 11 ;t2)
N \/‘uoeﬁy

sekline doniislir. Burada birinci mertebe ¢6ziim, dalga modiilasyonu birinci mertebe

uj sin(kpy)e' +c.c. (3.91)

yavas degisen kompleks genlik fonksiyonu olan @7 ’e bagl bulunmustur. .7}

fonksiyonu da daha yiiksek mertebe problemlerinden belirlenecektir.

Simdi (3.64) denklemi ve (3.65)-(3.66) sinir kosullariyla verilen ikinci mertebe
problem ile ilgilenelim. Birinci mertebe problemin ¢oziimiinii ifade eden (3.89)

esitligi, (3.64) denkleminde kullanilirsa

2i . . .
Loup = L (Rle’k”y +R2e_’kpy) ¢ +c.c. (3.92)
\/ ,Ll,()eﬁy
denklemi elde edilir. Burada
0. 0.
My = 0 4 ke T (3.93)

k R,
8t1 “Or 8x1

olarak tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse (3.92) denklemi homojen olmayan bir yapiya
sahiptir. Boyle bir denklemin genel ¢oziimii, homojen denklemin ¢oziimiine 6zel bir

coziimii eklemekle bulunur. Dolayisiyla (3.92) denkleminin genel ¢oziimii,

Uy = i (X0,X1,X2,Y,10,11,12) + i12 (X0, X1,X2, Y, 10,11, 12) (3.94)

formunda aranir. Burada i; ile (3.92) denkleminin 6zel ¢6ziimii ve i ile ise

Loiir =0 (3.95)
denklemi ve
y=0; iy = —ilp (3.96)
dilr diir
= h; —_— = 3.97
y Iy Iy (3.97)

sinir kogullarini saglayan ¢oziimiinii gosterelim. (3.95) ile verilen homojen denklemin

¢cOziimii, (3.96)-(3.97) sinir kosullarinda kullanilacaktir.  Simdi analize, (3.92)
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denkleminin 6zel ¢oziimiiniin bulunmasiyla devam edelim. Bunun icin 6zel ¢oziim
formunu

iy = fo(x1,%2,y,11,12)e +c.c. (3.98)

seklinde secelim. Bu 6zel ¢6ziim formu (3.92) denkleminde kullanilirsa

92 0 2 . _2i i¢ . .
—];2 + ﬁ + k2 CT —1) fo|e?+ce.= ﬂ (Rle’kpy —l—Rze*‘k”y) +c.c.
dy dy <o, c%T \/ HoePy
(3.99)
elde edilir. (3.99) denklemine
fa(x1,x0,y.t1,12) = X (x1,x2,11,12)Y () (3.100)
doniistimii uygulanirsa
d’y  _dy 2 ; —2i i : ey
X |5 +B—+K CT —1|Y|e?+ce.= —2idne? <R1e”‘1’y +R2e""”> +c.c.
dy dy Cop cg, V/ HoePy

(3.101)
denklemi elde edilir. x1,x2,y,%1,7 bagimsiz de8iskenlerinin baghliklar1 gdzoniine

alinarak karsilikli esitlenirse

1

g(y) =5 _C(Z)T— M

(Rl ekry 4 Rze*”‘PY) (3.102)

olmak tizere

X (x1,x2,t1,t2) = 2i411 (3.103)
ve
ay _dy [ ¢
—+p—+k | 5—1|Y = 3.104
o2 TP (C(Z)T ) g(y) (3.104)

denklemleri elde edilir. Simdi (3.104) denkleminin 6zel ¢oziimiiyle ilgilenelim.
(3.104) denklemi ikinci mertebeden sabit katsayilt homojen olmayan bir denklemdir.
(3.104) denkleminin homojen kismi1

>y dy [
— 4+ B ——1]|Y=0 3.105

bicimindedir.  (3.104) denkleminin 06zel ¢oziimiinii bulmak icin, parametrelerin
degisimi yontemini kullanalim. Bu durumda (3.105) homojen denkleminin
¢Oziimiiniin yapisinin ilk olarak belirlenmesi gerekmektedir. Dolayisiyla (3.105)
denklemine
Y(y)=¢€" (3.106)
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doniistimii uygulanirsa

2
r* 4+ Br+k? (%—1) =0 (3.107)

COT

karakteristik denklemi elde edilir. Bu durumda (3.105) denkleminin homojen ¢éziimii

Yi(y) = Cy1(y) +Dy2(y) (3.108)

biciminde elde edilir. Burada C ve D sabitlerdir ve
) e'kpy o) e tkpy
ny)= , »2\y)=
v HoePy v HoeP”

seklindedir. Burada (3.108) c¢oziimiindeki sabitlere degisken goziiyle bakilarak,

(3.109)

(3.104) denkleminin 6zel ¢oziimii

Y (y) =z(0)y1(y) +v(»)y2(y) (3.110)

biciminde aranir. (3.110) esitliginin y degiskenine gore birinci mertebeden tiirevi

Y'(y) =2 0)y1(y) +z20)y1 () +V' )y2(3) +v(3)ya(y) (3.111)

bi¢iminde hesaplanir. Z'(y) ve V/(y) tiirevlerini azaltmak amaciyla parametrelerin
degisimi yonteminden
2O+ () =0 (3.112)

kabul edilebilir. Bu durumda (3.111) ifadesi
Y'(y) =20y () +v()ya () (3.113)
ifadesine indirgenir. (3.113) esitliginin y degiskenine gore ikinci mertebeden tiirevi

Y7(y) =2 (1 () + 20y () +V' )y (0) +v(3)y5 (v) (3.114)

bi¢iminde hesaplanir. (3.110), (3.113) ve (3.114) esitliklerinden sirasiyla Y (y),Y’(y)
ve Y”(y) ifadeleri (3.104) denkleminde yazilirsa

20+ () +V )y () +v()ya(v) + B [Z(y>y’1 () +v(»)ys (y)]

C2
(5= 1) [20m ) +v0)20)] = 80) (3.115)
Or
denklemi elde edilir. (3.115) denklemi
C2 C2
2(0) (Y1) + By (v) + & ((:T - 1)y1(y)] +v(y) [y'z'(y) +BYy () + K (CT - 1)yz(y)]
OT 0T
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+ ()1 () V' () = g(v) (3.116)

biciminde yeniden diizenlenebilir. y;(y) ve y2(y) homojen ¢oziimler oldugundan

(3.105) denklemini saglar. Dolayisiyla (3.116) denklemi

21 )+V )y () =g) (3.117)

bicimine indirgenir. Bu durumda (3.112) ve (3.117) denklemlerinden olusan ve

bilinmeyenleri z(y) ve v(y) olan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

23y () +V ()ya(y) =0,

ZOO)+HV L) =g) (3.118)

Cramer kurali kullanilarak (3.118) sisteminin ¢oziimii

0 »()
Loy ' g(») %) l _ »Msb)
‘ i) y2() ‘ Wii(y),y2(0)]’
i) »O)
yi(y) 0
, ‘yﬁ(y) g(y) ‘  n)e)
Vo) = ‘ 510) 0) " W1 0).20) C-119)
Vi) » ()

biciminde bulunur. Burada Wly;(y),y2(y)] ile yi(y), y2(y) homojen ¢oziimlerin
Wronskiyeni gosterilmektedir. (3.119) esitliklerinin her iki tarafindan y degiskenine

gore integral alinirsa, z(y) ve v(y) bilinmeyenleri

»(y)e)
O == W)™
_ y1(»)8(k)
0= [ oo (3120

biciminde bulunur. Dolayisiyla, (3.104) denkleminin 6zel ¢oziimii asagidaki gibidir.

B Y (0)(0) Y (0)(0)
Y0 =10 [ e 0 n (8790 20 oo Wi (@) (@]

Bu durumda (3.103) ve (3.121) ifadeleri (3.100)’de yazilarak, (3.92) denkleminin 6zel

de. (3.121)

¢Oziimii bulunur. Birinci mertebe problemin ¢oziimiinde oldugu gibi de8iskenlere

ayirma yontemi kullanilarak, (3.95) homojen denkleminin ¢oziimii

1
\/ ‘uoeﬁy

i = Z [Agg) (xl,xZ,l‘l,tz)eiékSy—i—ng) ()Cl,XQ,ll,l‘Q)e_Mksy] P +c.c.
/=1
(3.122)

42



seklinde bulunur. Burada Ag) ve Bg) ikinci mertebe yavas degisen dalga genligi

fonksiyonlaridir ve bunlar (3.96)-(3.97) siir kosullarindan belirlenecektir. (3.122)
coziimil, (3.96)-(3.97) sinir kosullarinda kullanilirsa

(0
v = [Ag@ ] (3.123)
BZ
ve 5 5
b iksth _b_ —ikslh
W, = [ (-5 +”;S€> o (-5 ‘kfe) ¢ ] (3.124)
w,U{ =p) (3.125)

homojen olmayan lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada bg) slitun

vektorlerinin, £ = 1 i¢in bilegenleri

(D= 4 D [(2 — Bh+2ikph)Re*P" + (=24 Bh+ 2ikph)Rye P | |
! 2kpcOT
(1) _
by =0 (3.126)
ve ¢ > 2 i¢in
bl =0 (3.127)

biciminde elde edilir. W matrisinin ve R vektoriiniin tanimlari kullanilarak

SO doti oW1 d.ah IW, R
2 oty Jdw dx; Jdk

(3.128)

olarak yazilabilir. detW; = 0 ve bél) # 0 oldugundan, ¢ = 1 igin (3.125) denklem

sisteminin ¢Oziimiiniin olmasi i¢in L

LW; =0 (3.129)
ile tanimlanan bir satir vektorii olmak tizere

Lb” =0 (3.130)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. (3.129) bagintisin1 saglayan bir satir vektor

L=I[L,L)]= [i, <kp+ %) e"kl’h] (3.131)
biciminde hesaplanir. (3.85) bagintis1 k ya gore tiiretilirse
dW, IW, JR JR
V, R+W | ——+V,=— ) =0 3.132
<8k+g8w> * 1<8k+g8w> (3.132)
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elde edilir. Burada V,, (3.53) ile tanimhi olup grup hizim gostermektedir. (3.132)

esitligi sol taraftan L satir vektoriiyle carpilirsa ve (3.129) esitligi kullanilirsa

oW, oW,

Vo.=—(L——R L——R 3.133
bulunur. (3.133) dikkate alinarak, (3.128) esitligi kullanilirsa (3.130) uygunluk
kosulundan

0.9 0.9
—+V,—=0 3.134
81‘1 § 8)61 ( )

elde edilir. Elde edilen bu denklem .27] genlik fonksiyonunun saglamasi gereken bir
denklem olup, dalgalarin grup hiz1 V, ile ilerleyen bir referans ¢ercevesinde .27; ’in sabit

kaldigin1 gostermektedir, yani <7 fonksiyonu
A = @ (x1 — Vet1,X2,12) (3.135)

yapisinda olacaktir.
(3.132) ve (3.134) bagintilar1 gozoniine alinirsa, (3.125) denklem sisteminin £ = 1 icin
¢Ozuimi

Ugl) = '%(xhxzvthlz)R_

9 (8R 8R) (3.136)

“om ok 90
olarak elde edilir. Burada .o dalga modiilasyonunun yavas degisen ikinci mertebe
genligini temsil etmektedir ve ihtiyac halinde daha yiiksek mertebe pertiirbasyon
problemlerinden elde edilebilmektedir. Bu calismada sonlu fakat kiiciik genlikli
dalga yayilimiyla ilgilenildiginden sadece birinci mertebe diizgiin gecerli ¢oziim elde
edilecektir. Bu amacla 7| genlik fonksiyonunu tam olarak belirlemek yeterlidir.

¢ # 1 i¢in detW # 0 kabul edildiginden ve ¢ # 1 i¢in bg) = 0 oldugundan, (3.125)

denklem sisteminin ¢oziimii,
¢>2 igin UY =0 (3.137)

biciminde elde edilir. Ancak simdiye kadar yapilan hesaplarla, birinci mertebe
problemin ¢oziimiinde ihtiyacimiz olan .27] fonksiyonunu tam olarak belirleyemedik.
Bu fonksiyonu belirlemek i¢in iiclincii mertebe problemin ¢oziimiinii inceleyecegiz.
Birinci ve ikinci mertebe problemlerin ¢oziimleri (3.67) denkleminde kullanilirsa,
ticiincli mertebe problem icin asagidaki denklem elde edilir.

12
Louz =Y. Di(x1,5%2,11,1)8,(¥)e"? +c.c. 4 (e°1i terimler) (3.138)
j=1
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Burada, 7; = Z;(x1,x2,t1,12), j=1,2,3,...,12 olmak iizere

D = —%ﬁ%%[ﬂ%( —3B*+ 16k* (3p* —2p* +3) + 16iBk’p (3p* — 1)

. — 2 . .
+121[33kp> 13RR, (— B*+16k* (p?+1)” +16iBK> (p° + p) +4zﬁ3kp>} :

s = L Rifi [2RoRa 2k — iB) (~3B+ 4K (397 — 1)+ 12iBkp)

R (3B + 24K (p + p) +4iK* (B+3Bp?) +6B%p) |,

92, 92, 924
_ |2 1 1
Dy = [COT (2kY1 +Ry) —5— B 2 + 207 9x191 R atz
(9,52%2 0.4, dath 0
+21kCOTR] < a 1 +a—xz> +21 R] < a 1 +8_12 i|,
9= 2513, (13, 20 120 27 1 20 )
T kpco Or ox? dx1 0t or? I’

P = 1—1642{12R2E 2RiR; (3B 16K (3p* — 207 +3) + 161K p (3p* — 1)

+12iﬁ3kp) n 3R2R_2([34 —16K* (P2 + 1)+ 16iBk3 (p* + p) +4i[33kp>} ,

P = —%MERzE 2R iRi(2kp+iB) ( — 367+ 4K (3p> 1) — 12ikp)

+RR: ((— 3iB% + 24K (p + p) — 4ik? (B +3Bp?) +6B%p) |

0%.at, 024 0%
_[p2 1 i
Dy = [COT (2kY2 +R2) o 2 +2m0Y, 97191, R> atlz
0 .o 8&% gt  da,
) 2 1 2 1
+21kCOTR2 ( ox1 + _8x2 ) +2i0R, ( o1 + _8t2 ) ],

Dy =

ﬂ[kco (ked VA | 2 ) wzazm}

+20
kpcg, 0o dx1 01, o}

Do = %%ZER%R_Q [3ﬁ4 +16k* (9p* —2p> —3) + 161k p (15p% — 1)

14482 p? — 36i[33kp} :

Do — %%ZER%ITZ([& —2ikp) [~ 367+ 442 (37 — 1) + 12iBkp ],
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D = —42%1 A R3R, [3[34+ 16k* (9p* —2p* —3) + 16iBk’p (1 — 15p?)

—144B2K2 p? 4 36iP kp],

Dy — %%ZER%IT](IS +2ikp) | ~3B2+44 (37 — 1) — 12iBkp)

veE

(‘uoeﬁy) 3/26ikpy7 o) = /T(‘uoeﬁy)—Ts/Zeikpy,

)
(poeP) =112, ga(y) = y(oeP?) 2P,
)

np (HoeP”) /21,

g1y
gy
(

)=
)=
gs(y) = nr(toeP?) 2 *Y  gg(y
)=
) =

(l»loeﬁy) 1/2e—ikpy’ gs(y y<‘u0€ﬁy)—l/26—ikpy,

g7(y )=
(uoeﬁy) 3/2e3ikpy7 g10(y) = (‘uoeﬁy)—3/2e3ikpy’

go(y
3/2673ikpy

ﬁy)f3/2673ikpy

g11(y) = nr(toeP”) g12(y) = nz(uoe

olarak tanimlanmaktadir. Burada n’, = ‘Z’—;’dir. Ayrica Y, ifadesi

dRy IR,
Yo=222 y 2t 12
= TVegp %= 0

(3.139)

(3.140)

(3.141)

seklindedir. Uciincii mertebe problemin ¢oziimiinde de ikinci mertebe problemin

¢Oziimiindeki yol izlenirse,

uz = i3(xo,x1,X2,¥,10,11,12) + i3 (x0, X1, %2, , 20, 11,12)

(3.142)

seklinde genel ¢oziimii aranir. Burada i3 ile (3.138) denkleminin 6zel ¢6ziimii ve ii3

ile ise
Loiiz =
denklemini ve
y=0; i3 = —il3
i3 diiz nr du
y=ho o=t = e ()
y y <, y

sinir kosullarini saglayan ¢oziimiinii gosterelim. i3 6zel ¢oziimii,
_(¢ ¢ 7
ug):f3( )(x17x27y7tlat2)el¢+C'C'7 62153
olmak iizere
- =(1) ~(3)
i3 =ity (X0,X1,X2,Y,00,11,t2) + ity ' (X0,X1,X2,¥,t0,11,12)
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(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)



bicimde secilir. (3.147) 6zel ¢6ziim formu, (3.138) denkleminde kullanirsa

aZf(l) 3f(l) C2 |
TR A rabl ol Puakd A

¢ +c.c.+ (¢F3°1i terimler)

Or
1 12 . .
=——Y 2,(x1,x2,t1,12)8;(y)e"® +c.c.+ (¢l terimler) (3.148)
C :
07 j=1

(3)

denklemi elde edilir. Birinci mertebe diizgiin ¢dziim i¢in ity * ¢dziimiiniin agik yapisina

ihtiyac yoktur. (3.148) denklemine

12
f3(l)(x1,xz,y,t1,f2) =Y Xj(x1,x2,11,12)Y(y) (3.149)
=

doniisiimii uygulanirsa

12 2
Y X;|Y; +BY; + k2 <CT - 1) Yj| e +c.c.+ (eF39°1i terimler)
j=1 “or
1 12 . .
=——Y Zj(x1,x2,t1,12)g;(y)e"? +c.c. + (¢l terimler) (3.150)
C :
07 j=1

denklemi elde edilir. xi,x2,y,t1,f, bagimsiz degiskenlerinin baghliklar1 gdozoniinde

tutularak karsilikli esitlenirse

1
Xj=——52(x1,00,t1,),  j=12,3,..,12 (3.151)
COT
ve
2
" 1 C .

Y; +BY; +k <¥_1> Yi=g,(»), ji=1,2,3,..,12 (3.152)

T

denklemleri elde edilir.  (3.151) denklemlerinden xp,x;,t;,t> degiskenlarine ait
bagliliklar1 acik¢a goriilmekte olup buna karsin (3.152) denklemlerinde y degiskenine
ait bagliliklar ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemler olarak ortaya
cikmaktadir. Bu durumda (3.138) denkleminin 6zel ¢oziimiiniin bulunmasi (3.152)
denklemlerinin 6zel c¢oziimlerinin bulunmasina baghdir. (3.152) denklemleriyle
verilen diferansiyel denklemler sag yanli olmalar1 sebebiyle homojen olmayan
yapidadirlar.  Bu tip denklemlerin once homojen kismi ¢oziilmelidir.  (3.152)
denklemlerinin homojen kisimlari
2
Y +BY; + &2 (% - 1) Y,=0, j=1273,..,12 (3.153)
T

bicimindedir. (3.153) denklemlerine

Yi(y)=¢€7, j=1,2,3,.,12 (3.154)
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doniistimleri uygulanirsa
2
Btk | 5 —1]=0, j=123,.12 (3.155)
COT
karakteristik denklemleri elde edilir. Bu durumda (3.153) denklemlerinin homojen

¢Oziimleri
Yj,(0) =Ciyi1(y) +Djy2(y), j=12,3,...,12 (3.156)

bi¢iminde elde edilir. Burada j = 1,2,3,...,12. olmak iizere C; ve D; sabitlerdir ve

(3.157)

seklindedir. (3.152) denklemlerinin 6zel c¢oziimlerini bulmak icin parametrelerin
degisimi yontemini uygulayalim. Bu durumda (3.156) c¢oziimlerindeki sabitlere

degisken goziiyle bakilarak, (3.152) denklemlerinin 6zel ¢oztimleri

biciminde aranir. (3.158) esitliklerinin y degiskenine gore birinci mertebeden tiirevleri

j=1,2,3,...,12 olmak iizere

Yi(y) = 250)y1 () + 20y ) +Vi0)y2(0) + v ()5 () (3.159)

bigiminde hesaplanir. Z(y) ve v/(y) tiirevlerini azaltmak amactyla parametrelerin

degisimi yonteminden
L) +Vi0y2(0) =0, j=12,3,..,12 (3.160)
kabul edilebilir. Bu durumda (3.159) ifadesi
Yi(y) = ;0 O) +v,00h0), J=1,2,3,..,12 (3.161)

ifadesine indirgenir. (3.161) esitliginin y degiskenine gore ikinci mertebeden tiirevi

j=1,2,3,...,12 olmak lizere

Y (v) = 2501 () +z;(0)y] () +V;(0)ya () +vi ()5 () (3.162)

bi¢iminde hesaplanir. (3.158), (3.161) ve (3.162) esitliklerinden sirasiyla Y;(y),Y J’ (y)

ve Y/ (y) ifadeleri sirasiyla (3.152) denklemlerinde yazilirsa

ZHOWAO) + O 0) +VOA) + 108 0) + B[z M 0) v ()3%0)]
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2

(= 1) [0 0) +v0)0)] =gi0), J=1,23,..,12 (3.163)
Co

denklemleri elde edilir. (3.163) denklemleri

2 c2
40 PHO)+BY (v >+k2(?—1)y1<y>] +v,07) [y’z’(y)+ﬂy’z(y>+k2(%—l)yz(y)]
+ N 0) Vi) =gi(y), J=1,2,3,..,12 (3.164)

biciminde yeniden diizenir. y;(y) ve y2(y) homojen ¢oziimleri j = 1,2,3,...,12 i¢in

(3.153) denklemlerini sagladigindan (3.164) denklemleri

V) Vi) =gi(), J=1,2,3,..,12 (3.165)

bicimine indirgenir. Bu durumda (3.160) ve (3.165) denklemlerinden olusan ve
bilinmeyenleri zj(y) ve v;(y), Jj = 1,2,3,...,12 olan agagidaki lineer denklem

sistemleri elde edilir.

Ly () +Vi()y2(y) =0,

LW Vi 0n0) =), i=1,2,3,...,12 (3.166)

Cramer kurali kullanilarak, (3.166) sistemlerinin ¢oziimleri

‘ 0 () ’
2 ) = &) %O | »0)gi)
! ‘ ) »0) ’ Wi (), 320)]”
Y0 %)
‘ n) 0 ‘
‘ ) ¥ (y) ‘ D1(7),7200)]
M) o)
biciminde bulunur. (3.167) esitliklerinin her iki tarafindan y degiskenine gore integral

almirsa, z;(y) ve v;(y) bilinmeyenleri
B / »20)8;)
Y
Wy (v),y2(v)]

yi(y)g;i(»y) .
dy, j=1,273,..12 3.168
R, (-168)

biciminde bulunur. Bu durumda (3.152) denklemlerinin j = 1,2,3,...,12. i¢in 6zel

cOziimleri asagidaki gibi verilir.

B Y y2(0)g;(0)
Yi(y) = =) /9:0 W[yl(e),Jyz(e)]

df. (3.169)

Y y1(0)g;(0)
do +yz(y)/9:0W[y1(9),jyz(9)]
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Bu durumda (3.151) ve (3.169) ¢oziimleri (3.149) doniisiimiinde kullanilarak, (3.138)
denkleminin 6zel ¢oziimii bulunur. Yani (3.138) denkleminin 6zel ¢6ziimiinii olusturan
bilinmeyenleri £ = 1 i¢in tamamen bulduk. Bu kisimda ¢ = 3 i¢in 6zel ¢6ziimiin

bulunmasina gerek yoktur. (3.143) denkleminin ¢éziimii

1 > . . .
i3 = Z [Agg) (xth,tl’tz)ezﬂksy -I-ng) (X1,XQ,tl,lz)e_léksy]el&P +c.c. (3.170)

v HoePy (=
f)

bicimindedir. Burada ¢ pozitif bir tamsay1yz, Agg) ile Bg de tigiincii mertebe dalga

genli8i fonksiyonlarini gostermektedir. Daha 6nceki mertebe problemlerinde oldugu

gibi (3.170) ¢ozlimii ile uy, i3 ¢oziimleri, (3.144)-(3.145) sinir kosullarinda kullanilirsa

(0)
vy = [A@) (3.171)
B;
ve 5
_ b ikslh _b_ - —ikslh
W, — ( 5 —|—lks€) e < > lks£> e (3.172)
1 1
olmak iizere
w,U{) =p" (3.173)

biciminde homojen olmayan lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. (3.173)

esitliginde bg@ vektorleri £ = 1 ve ¢ = 3 i¢in sifirdan farkli, ancak ¢ # 1,3. i¢in 6zdes

olarak sifirdir. Bazi ara iglemlerden sonra ¢ = 1 i¢in bgl) vektoril

. dW, 0.9 _3W1 0.
‘“\ow o, ok ox

+1 22W, a%efl_za?wl 02ety,  9*W, 0%, R
2\ dw? azf dwdk dx;0t ok? a)@

oW, d%ey, W d%a11 \ [OR _ IR )
+( dk 92  do axlatl) (ﬁ“’g%) +F|a| e (3.174)

olarak ifade edilir. Buradaki F siitun vektoriiniin bilesenleri asagidaki sekildedir.

F = { [e3ihkpp0 (_g +ikp) 2] / [32“0 (g ke ) 2] }

[3B*+16K* (9p* —2p* —3) + 16iBk’p (1 — 15p*) — 1445%k*p* + 36ifkp]

hinre~ inge—8(B+4ikp) d@]

R

b(l) _ oW, 0.9 B oW, d.o
3 = X0) 8t1 ok 8x1

0(B+2ikp)

h
B 2 2ihkp (g _ i /
(B-+2ikp) || TG 0+ (B —2ikp) [T

om0 3o

50




 [3B*+16K* (9p* —2p* —3) + 16iBk°p (15p* — 1) — 1448%k* p* — 36if°kp]

b —BO+4ibkp
| 2ike (B — ik / d6 + (—B — 2ik /Lde
[e (B —2ikp) A iiop + (=B —2ikp) A Ko

{fn -] o (225

[—9iB* + 8k (9p° + p) — 12ik* (B +3Bp?) + 18B%kp]
h jg=BO

/ ) h ; ,—0(B+2ikp) ./
i P00 g i) [ 9]

h iy o—BO+2i0kp

— (B +2ik
(BH2kp) | ko 0 2kuop

N { Fikp (_g +ikp)2] / [16uo (§+ikp)2]}

[(B-+ 2ikp) (<36 -+ 482 (3% — 1) ~ 12iBkp)

h jo—0(B+2ikp),,/ h ie—e(ﬁ+4ikp)n/Td6]

—(B+2ik / T 40 + ¢2r (B — 2ik /
(B lp)o Ko e (B lp)o o

+ [(ie—ihkppo)/(muo)} [(9iB* + 8k (9p° + p) + 12ik* (B +3Bp*) + 18B%p) ]

. h jo—BO,/ h jo—BO+2i6kp,
: [ezlhkp(ﬁ —2ikp) | 2kquTd9 + (=B —2ikp) /0 pr

() o ()

[(B —2ikp) (=3B +4k* (3p* — 1) + 12iBkp)]

. h i —BO+2i0kp, h i —BO-+4i0kp,
.[ezmkp(ﬁ_z,-km [t [l 9]
0

A T Ld6 + (—B —2ikp) op
—[(e™™”py)/(3215)]
[32k*ug (3p* —2p* +3) + 16iBk> ug (9p° + p)
+36iB kitgp — 6 (B*ug — 8pg * + 4B opo?)]

. h i —BO+2i0kp
. [ezlhkp(ﬁ ~2ikp) d0 + (—B — 2ikp) /O % dO]

{em (o)) s (o)

[—32k*ug (3p* —2p* +3) + 16iBK g (9p° + p)

hie=BOn,
0o 2kuop

+36if kg p+6 (B* 15 — 805 0* + 4B topo?)]
h ie_ﬁe h inTee(_(B+2ikp)) de] 7

L de+ (g —2ikp) [T o
0

[(_ﬁ ) )y Skaop
F,=0. (3.175)
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Burada n, = d"T "dir. Buraya kadar (3.75) se¢imi altinda hesap yaptik ve ny = nr(y)
alarak calistik. Yani ny katsay1 fonksiyonunu y’ye baghliginin agik olarak verilmemesi
halinde analizi yiiriitebildik. Bu analizde ny = nr(y) olarak birakilabilir, ancak yapilan
analizin somut sonuclarin1 gorebilmek ve grafiklerini cizdirebilmek amaciyla 6rnek

niteliginde ve (3.75) secimine paralel olarak,
nr = no, e (3.176)

secilirse F siitun vektOriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir. ~ Burada
A nonlineerligin derinlige gore degisimini karakterize eden sifirdan farkli bir

parametredir.
F = —{ [inoT/lp()(— g + ikp) e*ﬁh‘LihkP} / [32k/,t0p([3 A) (ﬁ —Hkp)
(kp—i(B—2))| } [~ 9B +8¢ (9p° +p> — 122 (B +3Bp?) + 185y
[(B— ) (B —2ikp)e"F2k0) — Ph(B 1 2ikp) (B — A +2ikp)
2kpeM(~3iB +2iA + 2kp)] n { [mOT/mpoe*ﬁhH*f)hkP] / [32ku§p<[s “2)
(B2 ~2ikp) | } [9iB% + 8K (9p° + p) + 12ik* (B +3Bp?) + 185%p|
[(B—R)eP(2kp —iB) + (2kp+iB)e"P2H0) (B — & —2ikp) + 2kpe*+217)

(=3B +2A + 2ikp)] v { [noT poeihkp ( . g + ikp> 2} / [64ku§p(§ + ikp) ’
(2kp—i(B—A)(B -7 +4ikp)} } [3/34 + 16k (9p4 _2p o 3) +16iBK3p
(1 15p%) — 144822 p? + 36iBkp | |42 p? ((— 3P +A=20kr) 4 2ilkr . 2)

+2ikp( 3BEA+ (3B —2A)eh(B+A2ikp) 4 Ml‘hkp) +B(B-1A) ( —1 +e2fhkp)]
{ [rorpore (=B wikp)’] / 2k (B +ikp)” (1-15p2)
(4kp —i(B—A))(B—A +2ikp)} } [A(ﬁ +2ikp)(—3ﬁ2+4k2
<3p2 _ 1) _ 12iﬁkp>] [4k2p2<— 3 M(—B+A~2ikp) | 2ihkp +2)
12ikp(—3B + A + (3B — 24)(“BHA=2ikp) 4 g 2ikkpy | (B _/1)<_ 1 _+_€2ihkp>}
{0 (=B )] /[ -s0)

(2kp+i(B—A))(B—A —4ikp)} } [3[34 +16k* <9p4 2P 3)
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+16iBICp (15p2 1) — 14427 p? ~ 36iBkp | [412p? (— 3¢ TP HA+40k0) .0 p2kp 4 1)

~2ikp(A + (A —3B)e P 4 (3B — 24)H PRI _ (B — ) (14207} |
H{ a4 (=B )] s (5 - )

(4kp+i(B— 1)) (B — 2 —2ikp) | } [(B —2ikp) (— 387 +48* (35 — 1) + 12iBkp)
42 p? (= 3R 22D 1) i (A + (A — 3B)eX P
(3B —2) PR B(B ) ((— 14-€2M7)
—{ [norpoe P C0M] [ T6akyuip(B —2)(B — 2 —2ikp)| }
(B = )P (2kp — iB) + (2kp-+iB)e"PT250) (B — A —2ikp)
1 2kpetAH2ikp) (3B 1 22 + 2ikp)] [321@02 (3 P2+ 3)
+16ik° g (9193 + p) +36if°kugp — 6 (B“u& —8pgo* + 4ﬁ2uopow2)}
+{ [orpo( - g +ikp)ePheinie] / [64k,u0p([3 ) (B +ikp) (2kp—i(B—1))] }
((B—2)(B = 2ikp)e"P20) — ePh(B 4 2ikp) (B — 2.+ 2ikp)
~2kpeM (~3iB -+ 2i + 2p)| [— 32k 13 (3p° — 2p7 +3)
+16iK°p3 (9° + p) + 361 kud p+ 6 (B*ud — 8pgeo® +4Buopoes?) |,
B =0. (3.177)

Kontrol amaciyla, F siitun vektoriiniin bilesenlerinden sirasiyla B — 0 ve A — 0

limitleri alinirsa, yani 4 — Uo, p — po ve nt = ngp, alimirsa
d=,|—5—1 (3.178)

olmak iizere

2

k*h
Fi=—i ["OT—(%“ +2d%+9) sin(kdh)] :
COT

=0 (3.179)

bilesenleri elde edilir. (3.179)’da elde edilen F vektoriiniin bilesenleri homojen
(3)

problemde (??) ile verilen F vektoriiniin bilegenleri ile aym yapidadir. b;™ vektoriiniin

acik formu, sonraki hesaplarda kullanilmayacagindan verilmeyecektir.  (3.173)
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denklem sistemi ¢ = 1 i¢in incelenirse, detW; =0 ve b 7& 0 oldugundan, boyle bir
sistemin ¢oziimiiniin olmasi

Lb\" =0 (3.180)

uygunluk kosuluna baghdir. ¢ = 3 i¢in detW3 # 0 oldugundan, (3.173) denklem

sisteminin ¢oziimil

vl =w; b (3.181)
seklinde elde edilir. (3.173) denklem sisteminin ¢ # 1,3 i¢in ¢Oziimii, bgf) =0 ve
detW, # 0 oldugundan,

v =0 (3.182)

(0

olarak elde edilir. Birinci mertebe diizgiin ¢oziim igin Us’, £ = 1,3 ¢oziimlerinin
acik yapilarina ihtiya¢ yoktur. Yapilan analize (3.133) ifadesi kullanilarak, (3.180)

uygunluk kosulundan devam edilirse,

[ da d.a 9%,
l<o7t2 +Vgaxz>+raz

0.9 0.9t
A —-—
- | 1| 1+l(&11 +Vga)€1

) =0 (3.183)

bagintis1 bulunur. Burada I ve A sabitleri

_ 9>W, I’W,  I°W,
A 2 1 1 1
F=- [2L(V PR P TR TE )R

oW, oW\ /OR _ IR oW,
+L< Ik +Vg%) (ﬁ +V%) // (Lm“) !
(3.184)
~_L. F/ <L%R> (3.185)

olarak tamimlanmaktadir. ~ Burada amacimiz birinci mertebe ¢6ziim u;’i tam

olarak belirlemektir. Bunun iginde 7] genlik fonksiyonunun belirlenmesi yeterli
olacaktir. Dikkat edilirse, (3.183) denklemindeki 27 fonksiyonuyla ilgili terimler

incelendiginde, <7 fonksiyonunun yapisina paralel olarak, @ fonksiyonunun

yapisinin
d.ah dah
I 74 R 3.186
8t1 + § 3)61 ( )
oldugu kabul edilirse
%:%(xl—vgll,xZ,tz) (3.187)

olur. Bu durumda (3.183) denklemi, bilinmeyen fonksiyonu sadece .7; olan bir

denkleme doniisiir. Dikkat edilirse, W{R = 0 denklem sistemi k& ya gore iki
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kez tiiretilerek, soldan L vektorii ile carpilirsa ve elde edilen baginti (3.184) ile
kargilastirilirsa bu durumda asagidaki bagint1 elde edilir.

1dV, 1d*o

polde ldo 1
2 dk 2 dk? (3.188)

(3.188) bagintisi, (3.54) ile belirlenebilir. Simdi ilgili boyutsuz degigkenleri ve sabitleri

asagidaki gibi tanimlayalim;
7= Wiy, 5 = ké‘il(XZ — Vgtz) = k(x1 — Vgtl),

o =kety, T=kT/o, A=A/ok*>, A=Ah (3.189)
Bu durumda (3.186) kabulii altinda (3.183) denklemi

FY A ,

bicimine doniisiir. Elde edilen bu denklem nonlineer Schrodinger (NLS) denklemidir
ve bir ¢cok alanda nonlineer dalga modiilasyonunun asimptotik analizinde karakteristik
denklem olarak ortaya c¢cikmaktadir. NLS denkleminin bilinen bazi c¢oziimleri ve

coziimlerin I'A ¢carpimu ile iligkisi tezin dordiincii boliimiinde yer almaktadir.
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4. SONUCLAR

4.1 NLS Denkleminin Baz1 Coziimleri

Tezin ikinci boliimiinde rijit bir cisim lizerine oturtulmus; homojen, izotrop, nonlineer,
hiperelastik, diizgiin kalinlikli bir tabakada SH dalga yayilimi problemi incelenmis
ve bu inceleme sonunda dalga yayilimmnin self modiillasyonunun NLS denklemi
ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir. Benzer sekilde iiclincii boliimde rijit
bir cisim lizerine oturtulmus; heterojen, izotrop, nonlineer, hiperelastik, diizgiin
kalinlikl bir tabakada SH dalga yayilimi problemi incelenmis ve bu inceleme sonunda
dalga yayilimimin self modiilasyonunun NLS denklemi ile karakterize edilebilecegi
gosterilmigstir. Bu boliimde NLS denklemiyle daha yakindan ilgilenecegiz. Standart

bir NLS denklemi
8@% + Faz,@f
9E2

bicimindedir. (4.1) ile verilen NLS denkleminin, ¢ bir reel fonksiyon ve Ky, 2 sabitler

+ Al )Pt =0 (4.1)

olmak tizere
o (E,7)=¢(n)e'Ks=9%) n =& V1, V= sabit 4.2)

formunda ilerleyen dalga coziimleri, Jakobien elliptik fonksiyonlariyla ifade
edilebilirler. Bu c¢oziimler I'A > 0 ise dn ve I'A < 0 ise sn fonksiyonlar1 olarak
bulunurlar [46]. Bu boliimde bazi basit fakat 6nemli ilerleyen dalga ¢oziimlerine yer
verecegiz. Bunun i¢in, (4.2) ¢6ziim formunu (4.1) denkleminde kullanirsak

¢

I'—
dn?

(2KOF—VO)% +(Q-TK3)¢ +Ad> =0 (4.3)

denklemi elde edilir. V) = 2Ky kabulii altinda, (4.3) denklemi

2
d-¢ 2 3
Fd_nz+(Q_FKO)¢+A¢ =0 (4.4)
bicimine indirgenir. (4.4) denklemi, d¢ /d1 ile carpilip bir defa integre edilirse,
dp\> TK}-Q , A
— | =—0"— = C 4.5
( 7 Tl) T " —5p? +C (4.5)
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denklemi elde edilir. Simdi (4.5) denkleminin bilinen baz1 ¢6ziimlerini verelim. I'A >
0 ve K3 — Q= A¢3 /2 ise (4.5) denklemi
doN? A 5 A,
— | === e C 4.6
<dn) orf00" —op? TG (+6)
bigcimine doniisiir. Eger || — o i¢in ¢ — 0 ve d¢/dn — 0 ise Cyp = 0 olur ve bu

durumda (4.6) denkleminin ¢6ziimii

1/2
6 = gosech [(%) ¢071] @)

biciminde elde edilir. Elde edilen bu ¢oziim literatiirde "zarf soliton" veya "bright
soliton" olarak adlandirilmaktadir [16,17,47-49]. I'A < 0 ve FK(% —Q= A¢)§ ise (4.5)

denklemi

dp\* A, 5 A,

bicimine doniigiir. Eger [1| — oo icin ¢ — ¢ ve d¢p /dn — 0 ise Co = —A¢3 /2T olur

ve bu durumda (4.8) denkleminin ¢oziimii

1/2
6 = otanh [(—%) ¢o17] “9)

biciminde elde edilir. Elde edilen bu ¢oziim bir sok dalga yayilimini karakterize eder.

Bu ¢oziimler disinda, I'A < 0 i¢in (4.1) denkleminin
o (§,7) = p ()T D) (4.10)

bi¢ciminde ¢dziimii aranirsa ve 1| — oo i¢in &/ — (poeiFZA‘Pg " ve do/ /dn — 0 oldugu

kabul edilirse ¢ ve F' fonksiyonlar1
¢ = ¢¢ (1 —sin® Cosech’y) 4.11)

F = arctan(tanCy tanh ) (4.12)

olarak elde edilirler [50]. Burada Cy bir sabit ve y ile V) asagidaki gibidir.

1/2
Y= (—%) (P()T] sinCy (413)
Vo = £273/21(=TA) 2 ¢y (4.14)

(4.11)-(4.12) ile verilen ¢6ziim literatiirde "dark soliton" ¢dziimii olarak bilinir [50,51].
Bu ¢oziimlerden farkli olarak, I'A > 0 veya I'A < 0 i¢in NLS denkleminin
o (&,7) = goeKos—27) (4.15)
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formunda diizlem dalga ¢6ziimii de mevcuttur. (4.15) ¢oziimii NLS denkleminde

yerine konursa, diizlem dalganin ¢ genligi

'K —Q
0y = —— (4.16)
A
bagintisin1 saglar. Ozel olarak K = 0 alindiginda, diizlem dalga ¢6ziimii
o (&,7) = goe9I° (4.17)

seklini alir.

Yukarida bahsedilen ilerleyen dalga ¢6ziim formlarindan I'A ¢arpiminin isaretinin,
coziimiin yapisimi nasil etkiledigi acik¢a goriilebilir.  Dikkat edilirse, I'A’nin
isaretinden bagimsiz olarak NLS denkleminin (4.15) ile verilen diizlem dalga ¢oziimii
mevcuttur.  Simdi bu diizlem dalga coziimiiniin kiiciik pertiirbasyonlar altinda

kararlilifina I'A carpiminin isaretinin etkisini inceleyelim. Eger NLS denkleminin

¢Ozimi
%(577) _ a(i’ T)eie(é‘,f) (4.18)
seklinde aranip, NLS denkleminde yerine yazilip, reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa, a
ve 0 icin
ar+I(abgg +2a:6g) =0 (4.19)
1
ab; —T(age —a(6)?) — ZAa3 =0 (4.20)

nonlineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Simdi NLS denkleminin a9 =
sabit, 6y = sabit ile belirtilen diizlem dalga ¢6ziimiiniin kiiciik pertiirbasyonlar altinda
kararliligin1 incelemek i¢in a ve 0’y1 ag ve 6y civarinda € < 1 olmak iizere €’a gore
seriye acalim;

a(é,7) =ag+ea|(E,7)+ O(€?) (4.21)
0(E,7)=60+£6,(E,7)+0(€?) (4.22)

Bu seri acilimlar (4.19)-(4.20) denklemlerinde kullanilirsa ve €’dan biiyiik mertebeli

terimler ithmal edilirse agsagidaki lineer denklemler elde edilir.
a17+Fa09155 =0 (4.23)

3
aoby, —T6;,, — ZAa(Z)al =0 (4.24)
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ai ve 0 icin elde edilen bu lineer denklem sisteminin
ai(&,7) = A/ K507 g (& 1) = @e/Kos—27) (4.25)

formunda diizlem dalga ¢6ziimlerini arayalim. Bu ¢oziimler (4.23)-(4.24) denklem-
lerinde kullanilirsa, sifirdan farkli ¢6ziim elde edilebilmesi icin Q ve K arasinda

1/2
Q? =K3(— m)(éa —EK)/ (4.26)

iliskisinin saglanmasi gerektigi ortaya c¢ikar. (4.26) bagintis1 (4.18) ile tamimlanan
sonsuz kiiciik pertiirbasyon dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir. Burada, reel bir
Ky degeri icin, I'A < 0 ise, Q reel olacaktir ve bu kosul altinda a; ve ® smirh
kalacaklardir. Diger taraftan, TA > 0 ise, Ko < [(3/4)(A/T)]'/? ay degerleri igin Q
kompleks degerli olacak ve buna bagli olarak a; ve ®; sinirsiz olarak biiyiiyeceklerdir.
Sonug olarak ap ve ®g sabitleri ile tanimlanan bir nonlineer diizgiin diizlem katari
sonsuz kiiciik bir pertiirbasyon altinda eger I'A < 0 ise kararli, I'A > 0 ise kararsiz
olacaklardir.

Bu kisimda incelenen lineerlestirilmis a; ve ®; ¢Oziimleri kisa zaman araliginda

gecerli olmalarina ragmen, NLS denkleminin

A (8,0) = (3) (4.27)

baslangic kosulu altinda c¢oziimiiniin uzun zaman aralifinda davramist da T'A
carpiminin igaretine baghdir. || — oo i¢in sifir olan baglangi¢ uyarilari, eger TA < 0

ise sonen titresimlere, I'’A > 0 ise bir dizi zarf solitona doniisiirler [16, 17,48, 49].

Burada bahsedilenlerin diginda I’ nin sifir olmasi yani dispersiyonun ortadan kalkmasi
hali veya A’nin sifir olmas1 yani nonlineerligin ortadan kalkmasi hali olarak bilinen
marjinal hal vardir. Bu tiir bir durumda kritik dalga sayilari civarinda, I" veya A sifir
olmaktadir. Yani dispersiyon ve nonlineerlik birbirini dengeleyememektedir. Marjinal
halin ortaya ¢ikmasi durumunda (3.59) ile verilen diizgiin acilim gecgersizdir. Calisilan

kritik dalga sayilar1 civarinda diizgiin gegerli bir ¢6ziim insa etmek gerekir [52, 53].

4.2 Sayisal Sonuclar ve Tartisma

Simdi analizin sonuglar1 gormek amaciyla (2.44) ortam modeli i¢in grafikler verelim.

Tezin ikinci boliimiinde ele aldigimiz problemle ilgili, EK B boliimiinde verilen Sekil
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B.1’de boyutsuz faz hizi C’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimi, (2.40)
dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali i¢in verilmektedir. Buna paralel olarak, Sekil
B.2’de boyutsuz grup hizi Vs nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimi, (2.40)
dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali i¢in verilmektedir. Boyutsuz dalga sayisinin kiigiik
degerleri icin yani K — 0 i¢in boyutsuz faz hizi ve boyutsuz grup hiz1 i¢in sirasiyla
C — o ve Vg — 0 elde edilir. Ayrica boyutsuz dalga sayisinin biiyiik degerleri i¢in
yani K — oo i¢in boyutsuz faz hiz1 ve boyutsuz grup hizi i¢in sirasiyla C — 1 ve
Ve — 1 elde edilir. Yani yeterince biiyiikk dalga sayilari i¢cin boyutsuz faz hizinin
boyutsuz grup hizina, C = 1 veya Vi = 1 dogrusu boyunca yaklastig1 gézlenmektedir.
Ikinci boliimde ele alinan problemde elde edilen (2.135) NLS denkleminin; I" katsay1
fonksiyonunun, (2.40) dispersiyon bagintisimin ilk bes dali i¢in grafigi Sekil B.13’de
verilmektedir. Simdi grafiklere dispersiyon bagintist (2.40)1n ilk iki dali i¢in devam
edelim. Bu iki dal i¢in Sekil B.14’te I""nin grafigi verilmektedir ve her K > 0
degeri i¢in pozitif degeri almaktadir. ng, > 0 olmak sartiyla, dispersiyon bagintisi
(2.40)’1n 1lk iki dal i¢in; (2.135) NLS denkleminin, A katsay1 fonksiyonunun her
K > 0 degeri i¢in negatif deger aldif1 Sekil B.15’te goriilmektedir. Aksine, np, <0
ise A’nin her K > 0 degeri ve bu iki dal i¢in pozitif deger aldig1 Sekil B.16’da acikca
goriilmektedir. I'A carpimi, (2.137) esitligiyle verilmektedir. (2.137) esitliginin yapisi
incelendiginde, ortam kaymada yumusayan bir davranig gosteriyorsa yani ng, < 0 ise
I'A > 0; ortam kaymada sertlesen bir davranig gosteriyorsa yani ng, > 0 ise I'A < 0
olur. Bu durumu dispersiyon bagintist (2.40)’1n ilk iki dali icin, sirasiyla Sekil B.17
ve Sekil B.18’de gozlemlemek miimkiindiir. Dolayisiyla ortam kaymada yumusayan
bir davranig gosteriyorsa bright soliton ¢oziimler vardir; ortam kaymada sertlesen bir
davranis gosteriyorsa dark soliton ¢oziimler vardir. Kiiciik pertiirbasyonlar altinda dark
soliton ¢oziimlerin yapis1 kararli, bright soliton ¢dziimlerin yapisi kararsizdir. Bright

soliton ¢oztimlerin, Z = 0 diizlemindeki deformasyon alani, gerekli sayisal veriler
cor = 1.0, n9, = —=2.0, 9o = 0.01, € = 0.01, K = 0.032, Ky = 10.0 (4.28)

biciminde alinarak, (2.40) dispersiyon bagintisinin birinci ve ikinci dali i¢in sirasiyla
EK B Sekil B.19 ve Sekil B.20’de verilmistir. Buna paralel olarakta, dark soliton

coziimlerin Z = 0 diizlemindeki deformasyon alani, gerekli sayisal veriler
cor = 1.0, n9, = 2.0, ¢ = 0.01, € = 0.01, K = 0.032, Cp = 0.01 (4.29)
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biciminde alinarak, (2.40) dispersiyon bagintisinin birinci ve ikinci dali i¢in sirasiyla

EK B Sekil B.21 ve Sekil B.22°de verilmistir.

Tezin iiclincii bolimiinde ele aldigimiz problemde ortam heterojen oldugundan,
ortamin lineer kayma modiiliinii, yogunlugunu ve buna paralel olarakta nonlineerligi
temsil eden katsayiyr y degiskenine bagl almistik ve ilgili parametreleri B = Bh
ve A = Ah biciminde boyutsuzlastirmigtik. EK B boliimiinde verilen Sekil B.1,
Sekil B.3, Sekil B.5, Sekil B.7, Sekil B.9 ve Sekil B.11°de boyutsuz faz hiz1 C’nin
boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimleri sirasiyla B — 0 limiti (homojen durum),
B =0.5,1.0,1.5,10,20 degerleri ve (3.47) dispersiyon bagintisinin ilk alt1 dali i¢in
verilmektedir. Buna paralel olarak Sekil B.2, Sekil B.4, Sekil B.6, Sekil B.8, Sekil
B.10 ve Sekil B.12’de boyutsuz grup hizi Vi nin boyutsuz dalga sayist K’ya gore
degisimleri sirasiyla B — 0 limiti (homojen ortam), B = 0.5,1.0,1.5,10,20 degerleri
ve (3.47) dispersiyon bagitisimin ilk alti dali i¢in verilmektedir. Boyutsuz dalga
say1siin kiiciik degerleri i¢in yani K — 0 i¢in boyutsuz faz hizi ve boyutsuz grup hizi
icin sirasiyla C — o ve Vg — 0 elde edilir. Ayrica boyutsuz dalga sayisinin biiyiik
degerleri icin yani K — oo i¢in boyutsuz faz hizi ve boyutsuz grup hiz1 icin sirasiyla
C — 1 ve Vg — 1 elde edilir. Yani yeterince biiyiik dalga sayilar i¢in boyutsuz faz
hizinin boyutsuz grup hizina yaklastigir gozlenmektedir. EK B’de Sekil B.13, Sekil
B.23, Sekil B.24, Sekil B.25 ve Sekil B.26’da boyutsuz I"’nin boyutsuz dalga sayisi
K’ya gore degisimleri sirasiyla B — 0 limiti (homojen ortam), B = 0.5,1.5,10,20
degerleri ve (3.47) dispersiyon bagintisinin ilk bes dali icin verilmektedir. B — 0
limiti (homojen durum) ve B = 0.5,1.0,1.5 degerleri icin boyutsuz I’nin boyutsuz
dalga sayis1 K’ya gore degisiminin ikinci dal lizerindeki etkisi Sekil B.27 ile
verilmektedir.  Ayrica ikinci dal iizerindeki etkinin daha iyi gozlenebilmesi i¢in
boyutsuz B = 10,20,30 degerleri icin Sekil B.28 elde edilmistir. B’nin sifira yakin
degerleri i¢in I”larin ayni1 degerleri aldig1 gozlenmistir. Bir onceki kisimda NLS
denkleminin ¢6ziimlerinin I'A carpiminin igaretine bagli oldugunu vurgulamistik.
Ugiincii boliimiinde elde edilen (3.190) NLS denklemi, ikinci boliimde elde edilen
(2.135) NLS denkleminden daha geneldir. Yani bir bagka ifadeyle; (3.190) NLS
denkleminin katsayilari, (2.135) NLS denkleminin katsayilarina indirgenebilir. Bu
indirgemenin yapilabilmesi i¢in (3.190) NLS denkleminin katsayilarinin tanimlarina

giren; F,R,L vektorlerinden, W, matrisinden ve dispersiyon bagintisindan;  — 0
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ve A — 0 limitleri alinir (yani bunun sonucu olarak B — 0 ve A — 0 alinirsa) ve
bu limitler altinda I' ve A hesaplanirsa bu katsayilarin (2.135) NLS denkleminin
katsayilartyla aym oldugu goriiliir. Simdi (3.190) NLS denkleminin katsayilariyla
yakindan ilgilenelim. (3.190) NLS denkleminin c¢oziimlerinin davraniglarini
belirleyebilmek i¢in bu denklemin katsay1 fonksiyonlarinin, I'’A ¢carpiminin isaretinin,
dalga sayisina ve malzeme Ozelliklerine gore de8isimini incelemek gerekir. Fakat
bu terimlerin yapilar1 biraz karmagik oldugundan niimerik islem yapmak gerekir.
Dolayisiyla tabakayr meydana getiren malzemenin lineer 6zellikleri sabit tutulmus,
bunlarin nonlineer ozellikleri ve tabakanin heterojenlik 6zellikleri i¢in c¢esitli degerler
secilerek A’nin ve I'’A’nin boyutsuz dalga sayis1t K’ya gore degisimi incelenmistir.
Dispersiyon bagintis1 (3.47)’iin ikinci dali, B — 0.0, B — 0.5 limitleri, B = 1.0,1.5
degerleri ve sertlesen malzeme modeli ng, = 1 i¢in boyutsuz A’nin boyutsuz dalga
say1s1 K’ya gore degisimleri, A = 0.5 degeri i¢cin EK B’de Sekil B.29 ile verilmigtir.
Benzer bicimde dispersiyon bagintisi (3.47)’lin ikinci dali, B — 0.0, B — 0.5 limitleri,
B =1.0,1.5 degerleri ve yumusayan malzeme modeli ng, = —1 i¢in boyutsuz A’nin
boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimleri, A = 0.5 degeri icin EK B’de Sekil
B.30 ile verilmistir. Sekil B.29, Sekil B.30 sekillerinde nonlineerlik sabit tutularak
heterojenligin etkisi gozlenmistir. Benzer sekilde nonlineerligin etkisinin ortaya
cikarilmasi i¢in; dispersiyon bagintisi (3.47)’iin ikinci dali, B — 0.0, B — 1.0 limitleri,
B = 0.5,1.5 degerleri ve sertlesen malzeme modeli np, = 1 icin boyutsuz A’nin
boyutsuz dalga sayist K’ya gore degisimleri, A = 1.0 degeri icin EK B’de Sekil B.31
ile verilmistir. Benzer bicimde dispersiyon bagintis1 (3.47)’lin ikinci dali, B — 0.0,
B — 1.0 limitleri, B = 0.5,1.5 degerleri ve yumusayan malzeme modeli ng, = —1
icin boyutsuz A’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimleri, A = 1.0 degeri
icin EK B’de Sekil B.32 ile verilmistir. Grafiklerden de goriildiigii iizere, ikinci dal
icin sertlesen malzeme modelinde boyutsuz A’nin negatif deger aldigi, buna karsin
yumusayan malzeme modeli i¢in pozitif deger aldig1 gozlenmistir. Simdi I'A ¢arpimi
ile ilgili olan grafiklerle ilgilenelim. Dispersiyon bagimtist (3.47)tin ikinci dali,
B — 0.0, B— 0.5 limitleri, B = 1.0, 1.5 degerleri ve sertlesen malzeme modeli ng, = 1
i¢in boyutsuz I'’A’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimleri, A = 0.5 degeri i¢in
EK B’de $Sekil B.33 ile verilmistir. Benzer bicimde dispersiyon bagintist (3.47)’tin
ikinci dali, B — 0.0, B — 0.5 limitleri, B = 1.0, 1.5 degerleri ve yumusayan malzeme

modeli ny, = —1 i¢in boyutsuz I'A’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore de8isimleri,
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A = 0.5 degeri i¢in EK B’de Sekil B.34 ile verilmistir. Sekil B.33 ve Sekil B.34°de
nonlineerlik sabit tutularak heterojenligin etkisi I'A icin gdzlenmistir. Benzer sekilde
I'A i¢in nonlineerligin etkisinin ortaya ¢ikarilmasi; dispersiyon bagintist (3.47)’iin
ikinci dali, B — 0.0, B — 1.0 limitleri, B = 0.5,1.5 degerleri ve sertlesen malzeme
modeli ng, = 1 i¢in boyutsuz I'A’nin boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimleri,
A = 1.0 degeri icin EK B’de Sekil B.35 ile verilmistir. Benzer bicimde dispersiyon
bagintist (3.47)’iin ikinci dali, B — 0.0, B — 1.0 limitleri, B = 0.5,1.5 degerleri
ve yumusayan malzeme modeli ng, = —1 i¢in boyutsuz I'A’nin boyutsuz dalga
sayis1 K’ya gore degisimleri, A = 1.0 degeri icin EK B’de Sekil B.36 ile verilmistir.
Grafiklerden de goriildiigii iizere, ikinci dal i¢in sertlesen malzeme modelinde
boyutsuz I'A’nin negatif deger aldigi, buna karsin yumusayan malzeme modeli i¢in
pozitif deger aldig1 gozlenmistir. Sonug olarak, her K > 0 degeri i¢in; ng, > 0 ise
(3.190) NLS denkleminin, dark soliton ¢oziimleri vardir; ng, < 0 ise (3.190) NLS
denkleminin bright soliton ¢oziimleri vardir. Ayrica bright soliton ¢dziimlerin yapisi
kararsiz, dark soliton ¢oziimlerin yapisi kararlidir. Ancak bu analizde K’nin sifira
yakin degerlerinde A’nin sinirsiz olarak biiylidiigii ve dolayisiyla birinci dal icin
dipersiyon ile nonlineerligin birbirlerini dengeleyemedikleri gézlenmektedir. Bu
dengenin kurulabilmesi i¢in etkilesim problemlerinin gozoniine alinmasi gerekebilir

ve bu durum bagka calismalara konu olabilir.
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EK A Heterojen Hiperelastik Ortamlarda Genellestirilmis Kayma Hareketi

Uc boyutlu uzayda bir noktanmn, aym dik kartezyen eksen takimina gére uzaysal
ve maddesel koordinatlar1 sirasiyla (x1,x,x3) ve (X1,X»,X3) ii¢glii siral sayilar ile
gosterilmek lizere,

Xk = Xk Ok +u3(Xa,1) 63 (A.1)

denklemi ile belirtilen bir gekil degistirme genellestirilmis kayma hareketi olarak
adlandirilir [54]. (A.1) denkleminde ¢ zamani, Oxx Kronecker semboliinii ve u3’te
bir parcaci8in X3 dogrultusundaki yerdegistirme fonksiyonunu gostermektedir. Ayrica
bu bolimde, Latin indislerinin (1,2,3), Yunan indislerinin ise (1,2) degerlerini
alacaklarin1 ve (A.1)’de ve bundan sonra, tekrarlanan iki Latin indisi {izerinde 1’den 3’e
kadar, tekrarlanan iki Yunan indisi iizerinde ise 1’den 2’ye kadar toplam yapilacagini
kabul edelim. (A.1) ile tanimlanan genellestirilmis kayma hareketine ait sekil
degistirme gradyanlari sirasiyla,

1 0 O 1 0 0
[Xk,K] = 0 1 01, [XK,k] = 0 1 0 (A.2)
uzy uzp 1 —u3y —uzp 1

olarak hesaplanir. (A.2)’de virgiilden sonraki alt indis, bunun belirttigi kartezyen
koordinata gore kismi tiirevi gostermektedir.  (A.2)’deki ilk sekil degistirme
gradyaninin determinant1 hesaplanirsa,

j=detlx x| =1 (A.3)

oldugu goriiliir. Yani genellestirilmis kayma hareketi esnasinda hacim degisimi olmaz.
Bu tiir sekil degistirmelere izokorik denilmektedir. Ortamin heterojen olmasi nedeniyle

p=pX) (A4)

olur. Yani ortamin yogunlugu X’e baghdir. (A.4) bagintisinda ve bundan sonra X =
(X1,X>) olarak alinmaktadir. (A.2)’deki ilk gradyandan faydalanilarak Finger sekil
degistirme tansorii olarak bilinen tansoriin bilesenleri

Clt' = Xk kXK (A.5)
seklinde yazilabilir. Bu tansoriin asal invaryantlari bilindigi gibi
L =tee”', 2= (tlrc_l)2 — tr(c_z), I; = dete ™! (A.6)

seklindedir. (A.2) kullamilarak, (A.1) hareketi i¢in c,:ll ve Ck_nic;ll tansorlerinin
bilesenleri,

1 0 us 1
C = 0 1 usn
Uzl Uuszp 1+K?
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1 —i—uil U3 U3 (2+K2)u371
c "= U3 1u32 1—|—u§’2 (2—|—K2)M372 (A.7)
2+K)us1 2+K>)uzp K2+ (1+K?)?

olarak bulunur. Burada
K* = uz Atz (A.3)

olarak tanimlanmaktadir. #;; ile Cauchy gerilme tansorii olarak bilinen tansoriin bile-
senlerini ve Tk; ile birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansorii olarak bilinen tansoriin
bilesenlerini gostermek iizere aralarinda

Tx; = jXk it (A.9)

bagintist vardir [54]. Bu c¢alismada, cesitli ortamlarda genellestirilmis kayma
hareketinin kiitle kuvvetlerine ihtiya¢ duyulmadan yaratilabilecegi gosterilmektedir.
Once ortamin heterojen, izotrop, sikisabilir hiperelastik oldugunu kabul edelim.
Maddesel koordinatlarda gecerli hareket denklemleri

0%x
Txik +0fi = pyf (A.10)

seklindedir [54]. Burada f; ile kiitle kuvvetinin bilesenleri gosterilmektedir. Kiitle
kuvvetleri bulunmadiginda, (A.10) denklemi genellestirilmis kayma hareketi i¢in ifade
edilirse, baglangi¢c konumunda gecerli

Tapa =0, Taza = piis (A.11)

denklemleri elde edilir. Burada us’iin ilizerindeki bir nokta zamana gore kismi
tirevi gostermektedir. (A.11) hareket denklemleri, (A.2), (A.3) ve (A.9) bagintilar
kullanilarak, Cauchy gerilme tansorii cinsinden,

(Cpatap).a =0, (Oarata3).a = piis (A.12)
seklinde ifade edilebilir. Heterojen, izotrop, sikisabilir hiperelastik bir ortam icin
gerilme biinye denklemleri, [54];

ty = a, o —I—alc,:l] —I—agc,:]c;ll] (A.13)

m

seklinde yazilabilir. Burada a,,a; ve a; malzeme fonksiyonlar1 Finger sekil degistirme
tansOriiniin /1,1, I3 invaryantlarina ve X pargacigina baghdir. Bu ii¢ fonksiyon da tek
bir gerilme potansiyeli fonksiyonu X tarafindan iiretilmis olup,

Iy
ao(ly,,13,X) =2 138_13
2 0JY ax
ay(l,h,1,X) = ﬁ<8—11 +118_12)
2 dX
ar(l, I, 13,X) = “ Lo (A.14)

bagintilariyla belirlenir.
Baglangi¢ konumunu dogal durum olarak se¢iyoruz ve bu durumda ortamin gerilmesiz
oldugunu kabul ediyoruz, yani

¢y =8 icin 1y =0 (A.15)
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olur. Dogal durum i¢in asal invaryantlar hesaplanirsa
L=hL=3 hLh=1 (A.16)

oldugu goriiliir. (A.15) ve (A.16) bagintilar1 (A.13)’te kullanilirsa gerilme potansiyeli
fonksiyonu ¥’ nin dogal durumda

or Jr Jor
<9_11)0+2<9_12)0+(3_13)0:O (A.17)

bagintisini saglamasi gerekir. Burada kullanilan "o alt indisi dogal duruma vurgu i¢in
kullanilmustir.
(A.6)’daki bagintilarla tamimlanan asal invaryantlar, (A.1)’de tanimlanan hareket icin
hesaplanirsa,

I 21223—|—K2, L =1, K2=u37Au37A (A.18)

elde edilir. Yani asal invaryantlar K>’ye baghidir. Diger yandan heterojen, izotrop
bir ortam icin X’nin asal invaryantlara ve X’e bagl olmasi1 gerekir. Bu durumda
¥, K? ve X’in bir fonksiyonudur. Dolayisiyla bir tek u3 fonksiyonu tarafindan
saglanmas1 gereken ii¢ tane hareket denklemi bulunmaktadir. (A.13) biinye denklemi
ile tamimlanan herhangi bir sikigabilir hiperelastik ortam i¢in (A.12)’deki ilk iki
denklem, eger buradaki iiciincii denklemin bir ¢oziimii tarafindan saglanirsa (A.1) ile
tanimlanan genellestirilmis kayma hareketi kiitle kuvvetleri olmadan boyle bir ortamda
var olacaklardir. Genel olarak, ¥ gerilme potansiyeli fonksiyonuna herhangi bir
kisitlama konulmadan, bu hareket ancak X diizleminde etkiyen siirekli kiitle kuvvetleri
ile yaratilabilir.  Kiitle kuvvetleri olmadan, (A.l) ile tamimlanan hareketin var
olabilmesi i¢in X gerilme potansiyeli fonksiyonuna bazi kisitlamalarin gelecegi aciktir.
Simdi bu kisitlamalar1 ortaya ¢ikaralim. Dikkatle incelendiginde, (A.12)’deki ilk iki
denklemin 6zdes olarak saglanmasi i¢in (A.l) haraketinin 7,5 gerilme bilesenlerinin
sifir oldugunu kabul etmek yeterlidir. Bu durumda u3 fonksiyonu (A.12)’deki iigiincii
denklemin bir ¢oziimii olarak belirlenir. Yani boyle bir ortam i¢in, kiitle kuvvetleri
olmadan, (A.1) hareketi yaratilabilecektir. Simdi lineer ortamlar icin durumun boyle
oldugunu gosterelim.

(A.7) deki tansor bilesenleri (A.13)’te kullanilirsa, gerilme bilesenleri

Iy Iy ax oy
1 =2o— 420241} )) o + 25—, tin=1t = —2——
11 8[1+ ( +u3,2)812+ o T oL, 1132
Jr  ox Iz )
tai=t1 =2 =— + — th =2—+2(2 — 42—
13=131 (811+812)u3’1’ n =270+ ( +”3,1)812+ T
dy JdX ax X X
tr3=ty =2 o= + —— 133 =2(1+K?) == +2(2+K?)=— +2-— (A.19
23 =13 (811+812)u3’2’ 33=2(1+ )(911+ 2+ )812+ oL (A.19)

olarak bulunur. Simdi

bagintisiyla bir kayma gerilmesi tamimlayalim. (A.19)’daki #;3 ve fp3 gerilme

bilesenleri kullanilirsa
Jr. 0JX
=2 =—+—=—|K A.21
’ (811 +812> (A.21)
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bagintis1 elde edilir. Bu bagintida K kayma deformasyonunu ol¢tiigiinden K’nin
katsayis1 ortamin genellestirilmis kayma modiilii olarak

dr JX
=24+ A.22
H (&I 1 + a12> ( )
seklinde tanimlanabilir. (A.18) bagintilarini kullanarak
1 0%
l=—— A.23
H=23% (A.23)
ve .
=K = — A24
T=1 3K (A.24)
yazabiliriz. Coziim bolgesinde
1 X
1=—— A2
A=xax Y (A.25)
oldugunu kabul edelim. Ayrica, u klasik La’me sabiti olmak tizere
2(0.X) =p(X)=u (A.26)
bagintis1 gecerlidir. Coziim bolgesinde
o
— >0 A.27
5K (A.27)
ise ortam kaymada diizgiin olarak sertlesme (hardening in shear), fakat
of
2 <0 A28
oK ~ (A-28)

ise ortam kaymada diizgiin olarak yumusama (softening in shear) davranisi gosterir.
(A.24) bagintis1 K’ya gore tiiretilirse,

af at
200 _ 0T _
K K KaK T (A.29)

yazilabilir. Bu durumda sertlesen malzemeler i¢in

at
K— A.30
gk~ ° (4.30)
ve yumusayan malzemeler i¢in
at
K— A3l
gk = ° (A3

esitsizlikleri yazilir.
(A.12)’deki iiciincii hareket denkleminde, genellestirilmis kayma modiiliiniin tanimi
kullanilirsa,

(fuz 1)1+ (fuz2) 2 = pii3 (A.32)

elde edilir. Simdi bu denklemin hiperbolik bir denklem olmasi kosulunun X iizerine
getirecegi kisitlamayi ortaya ¢ikaralim. p pozitif oldugundan, (A.32) denkleminin
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coziim bolgesinde hiperbolik olmasi icin, (A.32) denkleminin sol tarafinin bu bolgede
eliptik bir operator olmasi gerekir. Bunun i¢in,

1df R 1d0 . 1d0
(E_aKu%,l +.“> (f—aK”%,z +H) - (K 3K U3 13, >0 (A.33)
esitsizligi saglanmalidir. Bu esitsizlikte (A.24) ve (A.29) kullanilarak
i aT
(1 — A.34
“( aK+“) Aog >0 (A.34)

olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. [ > 0 kabul edildiginden, (A.34) esitsizliginin
gerceklesmesi icin

afl at
K— +{i — A.
8K+u>0 veya 8K>0 (A.35)
olmalidir. (A.35) esitsizliginde (A.24) kullanilirsa,
9°%
— >0 A.36
K2 (A.36)
elde edilir. Simdi
L=L 5Lk=1 (A.37)

kosulu altinda, gerilme potansiyeli fonksiyonu ¥’ nin

82 dL JX

o 813 8_12 =0 (A.38)

bagintisin1 saglayan bir ortam gdzoniine alalim. Secilen bdyle bir ortam icin (A.38)
kosulunu saglayan her hareket i¢in (A.13) gerilme biinye denklemi

ox , _
t = 28—11((:”1 — &) (A.39)

seklini alir.

Dikkat edilirse (A.1) ile tanimlanan genellestirilmis kayma hareketi i¢in, (A.18)’den
(A.37) kosulunun saglandig1 goriiliir. Bu kosul altinda, (A.38) kosulunu saglayan her
ortam i¢in gerilme bilesenleri (A.39)’dan

X , 0L
tap =0, togz =2— =2K*= A.40
op ) o3 (911 U3 o5 811 ( )
seklinde elde edilir. Boyle bir ortam igin, 755 = 0 oldugundan, (A.12)deki ilk iki
hareket denklemi 6zdes olarak saglanir ve

2)>

o= 28_11 (A.41)
olmak {iizere, li¢iincii denklem ise (A.32) denklemine doniisiir.
Bu calismada sonlu fakat kiigiik genlikli dalga yayilimi problemleri ele alindigindan,
gerilme potansiyeli fonksiyonu X nin (A.37) kosulu altinda (A.38) bagintisini saglayan
ortamlar icin gerilme-sekil degistirme bagintilarinin ve hareket denklemlerinin
yaklagik formlar1 kullanilacaktir. Bu yaklasik denklemleri tiiretmek amaciyla, ¥’ nin
I, ve I3’iin analitik fonksiyonu oldugunu kabul ederek, bu fonksiyonu dogal durum
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civarinda (I} — 3), (I — 3) ve (I3 — 1)’in kuvvetleri cinsinden asagidaki formda bir seri
olarak yazabiliriz:

X, hBX) =Y Y Y cpgr(h =3)P (L =3)1 (13— 1) (A.42)
p=0¢g=0r=0

Burada ¢, katsayilari, ortam heterojen oldugundan, X”e bagl olup

1 IPTatrE(3,3,1,X)

= X) = A.43
rar = CrarlX) (p+q+r)!  AIVAIaL (A43)
seklinde tanimlanir. Baglangi¢ durumunda enerjinin sifir olmasi i¢in
cooo =0 (A.44)

olmas1 gerekir. Ayrica baslangi¢ durumunda ortamin gerilmesiz olmasi icin (A.17)
bagintisindan
€100 + 2¢010 + coo1 =0 (A.45)

elde edilir.
Simdi lineer bir ortam g6zoniine alalim. Bu durumda, (A.42)’deki acilimda sadece
birinci mertebeden terimleri gozoniine alarak, gerilme potansiyeli fonksiyonunu

Y= C100(11 —3)+C010(12 —3)+C001 (13 — 1) (A.46)
biciminde sec¢elim. (A.37) kosulu gergeklendiginde (A.38) bagintisinin saglanabilmesi
icin

cot0 =0,  c100+coo1 =0 (A.47)

olmalidir.

Dikkatle incelenirse, baslangi¢c konumunda (A.45) bagintisinin saglamasi gerektigin-
den, cgip = 0 oldugunda (A.47)’deki ikinci baginti 6zdes olarak saglanacaktir. Bu
durumda genellestirilmis kayma modiili

ft =2c100 = 1 (A.48)

olarak hesaplanir.
Bu boliimde lineer bir ortamda ¢alisildigindan, (A.40)’dan gerilme bilesenleri

tap =0, ta3=Huze, 153=0 (A.49)

olarak bulunur. Dolayisiyla, lineer ortamlar icin (A.12)’deki ilk iki hareket denklemi
0zdes olarak saglanir ve iigiincii denklem ise

[2c100u3,1),1 + [2c100u3 2] 2 = pi3

veya acgikca

2
i3 — iz an — (pcp)’A s p =0 (A.50)

I

seklinde yazilir. Burada
»_H
- == (A.51)
P



olarak tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse, ortamin homojen olmas: halinde (A.51)
bagintisindaki p ve p sabit olur ve dolayisiyla ¢> sabit olur. Boylece (A.50)
denkleminin sol tarafindaki son terim sifir olur. Bu durum [55] de yapilan ¢alismadaki
(A.48) bagintisiyla ortiisii. ~ Sonug¢ olarak, X diizleminde etkiyen kuvvetleri
bulunmadan da lineer ortamlar icin (A.1) ile tanimlanan hareket yaratilabilmektedir.
Simdi nonlineer bir ortam go6zoniine alalim. Yine sonlu fakat kiiciik genlikli
genellestirilmis kayma hareketi i¢in hareket denklemlerinin yaklasik formlarim
tiiretelim. (A.42)’deki seri agiliminda (A.18) bagintilar1 kullanilirsa,

ax

o1, — oo + (2¢200 +c110)K* + O (K*)

)

o, ~ o0 + (2c000 + c110)K* 4+ O(K)

Jr 2 4

o coo1 + (c101 +co11)K"+ O(K™) (A.52)

elde edilir. Eger X’ nin seri acilimindaki baz1 malzeme fonksiyonlar1 arasinda (A.47)
ve buna ek olarak

2c00 +c110+c101 +co11 =0,  2cop0+c110=0 (A.53)

bagintilar1 gecerli ise

o
oh

Jx 9%

e’ 4
ol +813 oK),

= 0(K*) (A.54)

olur. Bu kosullar altinda gerilme bilesenleri
tap = O(K*),  taz = 2[c100 +2(c200 + 020 + ¢110)K*Juz 0 + O (K*)

133 = 2C100K2 + ﬁ(K4) (A.55)

seklinde yazilabilir.

Nonlineer teori i¢in gerilme-sekil degistirme bagimtilarinda mertebesi K* ve daha
yiiksek terimlerin ihmal edilmesi durumunda, (A.12)’deki ilk iki hareket denklemi
0zdes olarak saglanir ve iiclincii denklem ise

{2[c100+2(c200 +co20 +c110) K uz 1 }.1 +{2[c100 +2(ca00 + o0 +c110) K Juz 2} 2 = piii3

veya agikca
CZ n
iz — Czu37AA — (P 0 )’A UspA=n [:/V(LQ,)]A + (pp)Ae/V(ug) (A.56)
n = 4(c200 + co20 +c110) /P (A.57)
N (uz) = uz AK* (A.58)

seklinde yazilir. Dikkat edilirse, ortamin homojen olmasi durumunda, [55]’deki (A.54)
bagintis1 elde edilir.
Yukaridaki yaklagim altinda genellestirilmis kayma modiilii

= ¢* +nk? (A.59)

o=
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olur. Dikkat edilirse, ¢ > 0 oldugu icin eger n > 0 ise K arttikca I monoton olarak
artacak; n < 0 ise monoton olarak azalacaktir. Bu gozlem n > 0 oldugunda ortamin
kayma hareketinde sertlesen davranig gosterdigini; n < 0 oldugunda ise yumusayan
bir davramg gosterdigini soylemektedir. [1(K,X) > O kabul edildiginden, ¢6ziim
bolgesinde

A +nk* >0 (A.60)

olmalidir. Diger taraftan (A.56) denkleminin hiperbolik olmasi i¢in de (A.34)’den
¢Oziim bolgesi icin
?+3nK* >0 (A.61)

esitsizliginin saglanmasi gerektigi anlagilir. n > 0 olmas1 durumunda (A.60) ve (A.61)
esitsizlikleri ¢oziim bolgesinde saglanir. Ancak, n < 0 ise bu esitsizliklerin her ikisinin

ayni anda saglanabilmesi i¢in
2

0<KX< — (A.62)
3|n]

kosulunun saglanmasi gerekli ve yeterlidir. K kayma deformasyonunu 6l¢tiigii i¢in
(A.62) esitsizligi dalga hareketinin genligine bir kisitlama getirir. Caligmada sonlu
fakat kiictik genlikli dalga hareketleri ile ilgilenildiginden bunun saglandigi kabul
edilebilir.
Simdi ortamin heterojen, izotrop, sikismaz hiperelastik malzemeden olustugunu
diistinelim. Bu durumda (A.12) biinye bagintisi, [54];

ty = —pOu —|—a1c]:l1 —|—azck;ic%ll (A.63)

seklini alir. Burada p = p(Xk, ) basing fonksiyonudur ve harekete bagli olarak hesap-
lanir. Ayrica,

X X X
L,LX)=2| =—+1= L,L,X)=—-2— A.64
Cll( 1,12, ) (&Il+ 1812>7 aZ( 1,12, ) alz ( )
olarak tanimlanir ve X = X(I,1,,X) olur.
(A.7) bilesenleri, (A.63)’te kullanilirsa, gerilme bilesenleri
X ox ox
= —p+2=—+224u3,)=—, ta=t) =—-2-—
11 p+ o6 +2( +u3’2)812’ 12 =101 a12Lt3,1u3,2
X JX X , 0L
ta3 =2 =—+=— thh=—p+2—+2(2 —
a3 (811+612>u3’a’ 2 P+ 811+ ( +”3,1)812
X X
3= —p+2(1+K?) == +22+K?*)=— (A.65)
ol oh

elde edilir. Bu kisimda, p basin¢ fonksiyonunun X; ve X>’nin yanisira X3’iin de
fonksiyonu oldugunu gézoniinde tutarsak, hareket denklemleri baslangi¢c durumunda,
kiitle kuvvetleri bulunmadiginda Cauchy gerilmeleri cinsinden

ti,i+hi2—u3t13=0
ti,1 +1022 —u3223=0

13,1 +1232 +1333 = pii3 (A.66)
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yazilir. (A.65) gerilme bilesenleri (A.66)’da yazilirsa,

0t
PTeon

1)

Z)>

20= 4422

ol

oL

i

%
1

1)

143,2(-)—12

1)

—+4

[—p+2

|

oL oL
2 a_z + 8_2
oI,  db

denklemleri elde edilir.

2

Ja] o2

b

M3’18_12

ETARIFTA

) -2
1

JL JX

u3’28_12

) uz | —2 (u3,1
2

) M3,2} —plUz=p3
2

1)

)

2

) usn
S

8_2
oh

+u3z1p3=0

+tuzrp3=0

(A.67)

Sikigabilir ortamlar i¢in tamimlanan kayma gerilmesi, sikismaz ortamlar icinde
(A.20) bagintisiyla tanimlanir. Bu durumda genellestirilmis kayma modiilii (A.22)
bagintisiyla verilir. Dolayisiyla (A.67)’deki son denklem

(fuz )1+ (fus2) 2 = piiz +p3

(A.68)

seklinde ifade edilir. Bu denklemin hiperbolik olmasi i¢in, I > 0 kabul edildiginden,
(A.35) kosulunun saglanmasi gerekir. (A.67)’deki son denklemin sol tarafi X;,X, ve
t’nin fonksiyonu oldugundan

yazilir. Bu durumda, p i¢in

p3 = Ko(X1,X2,1)

p = Ko(X1,X2,1)X3 + K1 (X1,X2,1)

(A.69)

(A.70)

bagintist elde edilir. Burada kp ve k7 birer keyfi fonksiyondur. (A.67)’deki ilk iki
denklemde, (A.70) bagintist kullanilirsa, her X3 icin bu iki denklemin saglanmasi icin

Ko,1 = 07

Ko2 = 0

olmasi1 gerekir. Buradan da f keyfi bir fonksiyonu gostermek iizere

Ko = f(1)
yazilir. Sonug olarak, (A.67)’deki ilk iki denklem

[ X ox
_ 2 92 492
i kit o6 + ol

[ ox ox
_ 2 92 4 9=
i kit o6 + ol

+ u3f(t)_

1

+ M3f(f)_

12

+2

+2

2>
(u3’28_12

)
(M3,1a—12

)

uso — (u3,2—
) us 1 — (u3,1—
2

(A.71)

(A.72)

=0

" (A73)

seklini alir. Bu denklemlerin ilki X>’ye ikincisi de X e gore tiiretilir ve ilk sonuctan

ikincisi ¢ikartilirsa,

@
B2

> usz — (u3,2
1

or

2) )

us | — [\ us 15
)>2 ],2 [( ol

Z))
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uygunluk denklemi elde edilir. (A.67)’daki son denklemin bir ¢oziimii, verilen
sitkismaz malzeme i¢in (A.74) uygunluk kosulunu sagliyorsa, bu durumda bu ¢6ziimiin
tanimladig1 hareket, bu ortam i¢inde kiitle kuvvetlerine ihtiya¢ duyulmadan yaratilir.
Simdi

I1=h (A.75)
oldugunda, gerilme potansiyeli fonksiyonu

2)>

— =0 A76

b (A.76)

bagintisini saglayan sikismaz bir ortam gézoniine alalim. Boyle bir ortam icin (A.74)
uygunluk kosulu dogrudan saglanir ve (A.73)’deki denklemler

7)) 12)>
K125 1y f(t)} —0, {— K42 +usf(t)| =0 (A7)
I] 71 aI] 72

seklini alir. Bu denklemleri integre edersek,

Z)>
K| =2=——+u3f(t)+g(r) (A.78)
al
bulunur. Burada g keyfi bir fonksiyondur. Sonug olarak p basin¢ fonksiyonu
7)>
p=FXa+ 257 +uf(1)+ 50 (A79)
bagintisiyla belirlenir. Basing fonksiyonu (A.65)’de yerlestirilirse,
)
i =tn=—fO)Xz—usf(1)=8(t), ta=01=0, te= Za—llua,a
, 0L
ti3 = —f()X3 —usf(t) —g(t) +2K ETR (A.80)

elde edilir. (A.80) deki gerilmeler dikkatle incelenirse, |X3| — oo igin #1,t,33
sonsuza gider. Ote yandan bu limitle gerilmelerin sinirli kalmalari gerektigi icin

f(t)=0 (A.81)
olmas1 gerekir. Ayrica dogal durumu gerilmesiz kabul ettigimiz i¢in
g(t)=0 (A.82)

olmasi gerekir. (A.81) ve (A.82) bagintilar1 (A.80)’de yerlestirilirse,

Z)> , 0%
tag =0, to3 =2+ 133 =2K"— A.83
ap =0 fa3 =257 Uz o, 133 o, (A.83)
elde edilir ve p basing fonksiyonu da (A.79)’dan
X
=2— A.84
P=250 (A.84)

formuna doniisiir. Bu durumda, (A.66)’da yer alan ilk iki denklem 6zdes olarak
saglanir ve tigiincii denklem de

o= 25 (A.85)
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olmak iizere yine (A.32)’ye doniisiir. Sonug olarak (A.75) oldugunda (A.76) kosulunu
saglayan ortamlar icin genellestirilmis kayma hareketi X diizleminde etkiyen siirekli
kiitle kuvvetlerine ihtiya¢ duyulmadan yaratilir.

Simdi nonlineer, sikismaz bir ortamda sonlu fakat kii¢iik genlikli dalgalarin hareket
denklemlerinin yaklagik formlarini tiiretecegiz. Bunun i¢in X’ min /1 ve I ’nin analitik
fonksiyonu kabul ederek seriye acalim:

(I, h,X Z Z cpgo(ly —3)P (I, —3)1 (A.86)
p=0¢=0

Burada ¢, katsayilari, ortam heterojen oldugundan, X’e baglh olup

1 97t9%(3,3,X)

= X) = A.87
o =)= (i anag o
seklinde tanimlanabilir. Baglangi¢ durumunda enerjinin sifir olmasi i¢in
Co00 = 0 (A.88)
olmasi gerekir. (A.86) seri aciliminda (A.18) bagintis1 kullanilirsa,
dx
o1, ~Cloot (2c200+ c110)K> + O(K*)
Jx 2 4
op, —coot (2020 +110)K” + O(K™) (A.89)
yazilir. Eger
co10 =0, c110+2c00=0 (A.90)
ise (A.76) kosulu altinda
82
= 0(K* A91
olur ve bu durumda gerilme bilesenleri
tap = O(K*),  taz = 2[c100+ (2c200 + c110) K Juz,0 + O(K*)
133 = 2C100K2 + ﬁ(K4) (A.92)

seklinde yazilir. Bu durumunda, mertebesi K* ve daha yiiksek terimler ihmal edilirse,
(A.12)’deki ilk iki hareket denklemi 6zdes olarak saglanir ve iiciincii denklem de

n="2(cr10+2c20)/p (A.93)

olmak iizere (A.56) denklemine doniisiir. Bu denklemde yine ¢, (A.51) bagintisiyla
ve p’de (A.48) bagintistyla verilir. Genellestirilmis kayma modiilii de n, (A.93)
bagintistyla tanimlanmak iizere (A.59) bagintisi ile verilir ve bundan sonra yapilan
tartisma bu durumda da aynen gecerlidir.

Son olarak bu kisimda, neo-Hookean adi verilen malzemeler icin, yani gerilme
potansiyeli fonksiyonunun yanlizca [; invaryantina bagli olmasi durumunda,
malzemenin heterojen ve sikismaz oldugunu diisiinerek calisalim. Boyle malzemeler
icin (A.63) biinye bagintisi, [54];

tr = —pOu —|—alc;l1 (A.94)
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seklini alir. (A.74) uygunluk kosulu saglanacagindan buna bagl olarak hareket
denklemlerinin ilk ikisi 6zdes olarak saglanir ve ii¢iincii denklem de yine [1, (A.85)
bagintistyla verilmek iizere (A.32)’ye doniisiir.

Boyle ortamlar i¢in gerilme potansiyeli fonksiyonunun X’ nin /;’in analitik fonksiyonu
oldugunu kabul ederek asagidaki sekilde seriye acabiliriz.

(1,X) =) cpoo(li —3)P (A.95)
p=0

Burada c 0o katsayilari, ortam heterojen oldugundan, X’e bagh olup

cpoo = Cpoo(X) = 1%81’23(—]35,)() (A.96)
seklinde tanimlanir. Baglangi¢c durumunda enerjinin sifir olmasi i¢in
coop =0 (A.97)
olmasi gerekir. (A.95) seri agiliminda (A.18) bagintis1 kullanilirsa,
3—121 = c100 + 2200k + O(KY) (A.98)
yazilir ve dolayisiyla gerilme bilesenleri
tap = O(K*), taz =2(c100 +2c200K)u3,o + O(K*)
133 = 2c100K> + O(K?) (A.99)

seklinde elde edilir. (A.32) denkleminde mertebesi K* ve daha yiiksek terimler ihmal
edilirse, bu denklem yine
n= 402()0/[) (A.100)

olmak tiizere (A.56) denklemine doniisii. ~Burada ¢, (A.51) ve u’de (A.48)
bagintilariyla verilmektedir. Genellestirilmis kayma modiilii de n, (A.100) bagintistyla
tamimlanmak iizere (A.59) bagintisi ile verilir ve (A.59)’dan sonraki tartisma da aynen
gecerlidir.
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K
Sekil B.1 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk alt1 dali veya (3.47)’nin ilk alt1 dalive
B — 0.0 icin C’nin K’ya gore degisimi.

B—0.0
12— -

1.0 I z

0.8

06/

Vg

04

02

O X O L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50

K
Sekil B.2 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk alt1 dali veya (3.47)’nin ilk alt1 dali ve
B — 0.0 icin Vg'nin K’ya gore degisimi.
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B=0.5
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103
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Sekil B.3 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ilk alti dali ve B = 0.5 i¢in C’nin K’ya
gore degisimi.

B=0.5
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K
Sekil B.4 : Dispersiyon bagintisi (3.47)’nin ilk altidali ve B = 0.5 i¢in V5'nin K’ya
gore degisimi.
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B=1.0
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K
Sekil B.S : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ilk altidali ve B = 1.0 i¢in C’nin K’ya
gore degisimi.

B=1.0
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K
Sekil B.6 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ilk altidali ve B = 1.0 i¢in V' 'nin K’ya
gore degisimi.
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B=1.5
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Sekil B.7 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ilk altidalive B = 1.5 i¢in C’nin K’ya
gore degisimi.

B=15
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K
Sekil B.8 : Dispersiyon bagintisi (3.47)’nin ilk altidali ve B = 1.5 i¢in V5'nin K’ya
gore degisimi.
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B=10
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Sekil B.9 : Dispersiyon bagintist (3.47)’nin ilk alttdali ve B = 10 i¢in C’nin K’ya
gore degisimi.

B=10
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K
Sekil B.10 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ilk altidali ve B = 10 icin V'’ nin K’ya
gore degisimi.
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B=20
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Sekil B.11 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ilk alt1idali ve B = 20 i¢in C’nin K’ya
gore degisimi.

B=20
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Sekil B.12 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ilk altidali ve B = 20 i¢in V' nin K’ya
gore degisimi.
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K
Sekil B.13 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk bes dali veya (3.47)’nin ilk bes dal1 ve
B — 0.0 i¢in I"’nin K’ya gore degisimi.
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Sekil B.14 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk iki dali veya (3.47)’nin ilk iki dal ve
B — 0.0 i¢in I""nin K’ya gore degisimi.
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K
Sekil B.15 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk iki dal, sertlesen malzeme modeli
veya (3.47)’nin ilk iki dali, A — 0.0, B — 0.0 ve sertlesen malzeme
modeli i¢in A’nin K’ya gore degisimi.

A—0.0, B—=0.0

— n=1

— n:OfE

K

Sekil B.16 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk iki dali, yumugayan malzeme modeli
veya (3.47)’nin ilk iki dali, A — 0.0, B — 0.0 ve yumusayan malzeme
modeli i¢in A’nin K’ya gore degisimi.
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Sekil B.17 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk iki dali, sertlesen malzeme modeli
veya (3.47)’nin ilk iki dali, A — 0.0, B — 0.0 ve sertlesen malzeme
modeli i¢in ['A’nin K’ya gore degisimi.

A—0.0, B—0.0

25—

K

Sekil B.18 : Dispersiyon bagintis1 (2.40)’1n ilk iki dali, yumugayan malzeme modeli
veya (3.47)’nin ilk iki dali, A — 0.0, B — 0.0 ve yumusayan malzeme
modeli i¢in ['A’nin K’ya gore degisimi.
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Sekil B.19 : Dispersiyon bagintisi (2.40) 1n birinci dali i¢in hesaplanan bright soliton
¢Oziimiin, tabakadaki Z = 0 diizlemine kars1 gelen deformasyon alani.

Z 0.0z

0.015
Sekil B.20 : Dispersiyon bagintisi (2.40) 1n ikinci dal1 i¢in hesaplanan bright soliton

¢Oziimiin, tabakadaki Z = 0 diizlemine kars1 gelen deformasyon alani.
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Sekil B.21 : Dispersiyon bagintis1 (2.40) 1n birinci dali i¢in hesaplanan dark soliton
¢Ozlimiin, tabakadaki Z = 0 diizlemine kars1 gelen deformasyon alani.

Sekil B.22 : Dispersiyon bagintisi (2.40)’1n ikinci daliicin hesaplanan dark soliton
coziimiin, tabakadaki Z = 0 diizlemine kars1 gelen deformasyon alani.
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Sekil B.23 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ilk begdalive B = 0.5 i¢in [ "'nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.24 : Dispersiyon bagintist (3.47)’nin ilk begsdalive B = 1.5 i¢in ["'nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.25 : Dispersiyon bagintist (3.47) nin ilk begdali ve B = 10 icin [’nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.26 : Dispersiyon bagintist (3.47)’nin ilk beg dali ve B = 20 i¢in ["'nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.27 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ikinci dalive B — 0.0,B=0.5, 1.0,1.5
icin, ["nin K’ya gore degisimi.
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Sekil B.28 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ikinci dali ve B = 10,20, 30 i¢in, [ ’nin
K’ya gore degisimi.
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Sekil B.29 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ikinci dali, B — 0.0,B — 0.5,
B=1.0,1.5; A= 0.5 ve sertlesen malzeme modeli i¢cin, A’nin K ya gore

degisimi.
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Sekil B.30 : Dispersiyon bagintis1 (3.47) nin ikincidali, B — 0.0,B — 0.5,
B=1.0,1.5; A =0.5 ve yumusayan malzeme modeli i¢in, A’nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.31 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ikinci dali, B — 0.0,B — 1.0,
B=0.5,1.5; A= 1.0 ve sertlesen malzeme modeli i¢in, A’nin K’ya gore

degisimi.
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Sekil B.32 : Dispersiyon bagintis1 (3.47)’nin ikinci dali, B — 0.0,B — 1.0,
B=0.5,1.5; A = 1.0 ve yumusayan malzeme modeli i¢in, A’nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.33 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ikinci dali, B — 0.0,B — 0.5,
B=1.0,1.5; A = 0.5 ve sertlesen malzeme modeli i¢in, [A’nin K’ya
gore degisimi.

A=0.5

Sekil B.34 : Dispersiyon bagntisi (3.47) nin ikinci dali, B — 0.0,B — 0.5,
B=1.0,1.5; A =0.5 ve yumusayan malzeme modeli i¢in, 'A’nin K’ya
gore degisimi.
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Sekil B.35 : Dispersiyon bagintisi (3.47) nin ikinci dali, B — 0.0,B — 1.0,
B =0.5,1.5; A= 1.0 ve sertlesen malzeme modeli i¢cin, 'A’nin K’ya
gore degisimi.

A=1.0

Sekil B.36 : Dispersiyon bagintisi (3.47)’nin ikincidali, B — 0.0,B — 1.0,
B=0.5,1.5; A = 1.0 ve yumusayan malzeme modeli i¢in, 'A’nin K’ya
gore degisimi.
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