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TABAKALI BAZI ORTAMLARDA NONLINEER DALGA YAYILMASI
PROBLEMININ ASIMPTOTIK ANALIZi

OZET

Elastik malzemeden meydana gelen ¢ubuk, plak ve birbirinden farkli malzemelerden
olusan tabakali yarim uzay gibi genel olarak dalga kilavuzu olarak adlandirilan
ortamlarda yayilan dalgalar, sinir yiizeylerinde olusan yansimalarin etkisiyle dispersif
olurlar, yani faz hizlar1 dalga sayisina bagh olarak degisir. Bir tabakali yarim
uzayda yatay polarize olmus yiizey kayma (SH) dalgalari, tabakanin kayma
hizinin yarim uzayinkinden daha yavas olmast durumunda, yavas tabakanin sinir
yiizeyleri arasindaki coklu yansimalardan dolayr dispersifti. ~ Bu dalgalar ilk
olarak, sismogramlar tarafindan kaydedilen yiizey dalgasi katarlarinda biiyiik enine
yer degistirme bilesenlerine sahip dispersif dalgalar1 inceleyen Love tarafindan
kesfedilmigtir ve literatiirde Love dalgasi olarak adlandirilmaktadir. Stoneley ve
Tillotson 1928 yilinda, tek tabakali yarim uzayda Love dalgalar: teorisini iki tabakali
yarim uzay modeli icin genigletmis ve 1950 yilinda Stoneley, diisiik hizli ara tabakanin
lineer Love dalga yayilimu iizerindeki etkisini incelemistir. Stoneley’in bu ¢caligmasinin
1s181nda, farkli mekanik 6zelliklere sahip lineer iki tabakayla kapl bir yarim uzayda SH
(Love) dalga yayilimi ve yavas tabakanin dalga yayilimina etkisi bir ¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmistir. Bu c¢aligsmalar, insaat miihendisligi, sismoloji, malzemelerin
hasarsiz muayenesi, elektronik sinyal iglem cihazlar1 teknolojisi ve depremlerden
kaynakli hasar tahmini gibi ¢alisma alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir. Yeryiiziiniin
kitasal kisimlarinda yayilan yatay polarize olmus yiizey elastik kayma dalgalar ile
ilgili calismalar, ylizeyde sakli petrol, yag, gaz, mineral gibi dogal kaynaklarin
kesfi i¢in yeryiiziiniin tabakali yapis1 hakkinda 6nemli bilgiler vermesi acisindan da
Oonemlidir.

Bu tez calismasinda ilk olarak, lineer olmayan, homojen, birbirinden farkl hiperelastik
malzemelerden olugsan, sabit kalinlikli iki tabakayla kapli hiperelastik bir yarim
uzayda lineer olmayan ylizey SH dalga yayilimi problemi incelenmistir. Lineer
durumda problem, Stoneley’in 1950°de inceledigi probleme karsilik gelmektedir.
Ara tabakanin lineer kayma hizinin, iist tabaka ve yarim uzayin lineer kayma
hizlarindan kiiciik oldugu kabul edilerek, yavas ara tabakanin lineer olmayan
ozelliklerinin SH dalga yayilimina etkisi arastirllmistir.  Ayrica tek tabakali ve
iki tabakali yarim uzay modellerinde lineer olmayan yiizey SH dalga yayilimim
karakterize eden c¢oOziimler karsilastirilarak, ikinci bir tabakanmin varhi§inin dalga
yayilimi lizerindeki etkileri ortaya cikarilmistir. Bu c¢alismada incelenen ikinci
problemde, lineer olmayan, elastik, homojen fakat degisken sinir yiizeylere sahip
bir tabakayla kapli yarim uzayda lineer olmayan yiizey SH dalgalarinin yayilimi
incelenmigtir. Tabakanin sinir yilizeylerinin, dalganin yayilma dogrultusunda degistigi
kabul edilerek, ortami olusturan malzemelerin lineer olmayan 6zelliklerinin yan sira,
piiriizlii sinir yiizeylerin de lineer olmayan SH dalga yayilimina etkileri incelenmistir.
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Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir. Tezin birinci bolimiinde, ¢alisilan
problemlerin amaci ve kapsamindan bahsedilmis, konuyla ilgili literatiir 6zetine yer
verilmisgtir.

Ikinci boliimde, lineer olmayan, sabit kalinlikli, birbirinden farkli hiperelastik
malzemelerden olusan iki tabakayla kapli hiperelastik bir yarim uzayin yiizeyi tizerinde
yatay polarize olmus harmonik bir ylizey kayma dalgasinin yavas modiilasyonu
incelenmigtir.  Ara tabakanin lineer kayma hizinin, iist tabaka ve yarim uzayimn
lineer kayma hizlarindan daha yavag oldugu model ele alinarak diisiik hizli ara
tabakanin lineer olmayan ozelliklerinin yiizey SH dalga yayilimi iizerindeki etkisi
aragtintlmugtir.  Ikinci boliim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, lineer
olmayan, homojen, izotrop, sikismaz hiperelastik ve neo-Hooken malzemelerden
olusan iki tabakali yarim uzayda lineer olmayan SH dalga yayilimini modelleyen
hareket denklemleri ve sinir kosullar tiiretilmistir. ikinci kisimda, tiiretilen smir deger
problemi lineerlestirilerek, baz1 noktalara 151k tutmak amaciyla lineer SH dalgalarinin
yayilmasi problemi incelenmis ve dalga yayiliminin mevcut oldugu durumlar i¢in
dispersiyon bagintilar1 tiiretilmigtir. Elde edilen dispersiyon bagintilarinin yapisi
geregi, bu bagintilarin her bir dalin1 temsil eden fonksiyonlari analitik olarak
hesaplamak miimkiin degildir. Bu nedenle bagintilarin ¢esitli dallar1 sayisal olarak
hesaplanarak cizdirilmis, tabakalarin kalinliklar1 oraninin ve ikinci bir tabakanin
varliginin lineer dalga yayilimi iizerindeki etkileri incelenmistir. Uciincii kisimda,
SH dalga yayilimmin mevcut oldugu iki farkli durum igin ¢oklu dlgekler metodu
kullanilarak, iki durumda da SH dalgalarinin lineer olmayan modiilasyonunun genlik
fonksiyonunun asimptotik olarak lineer olmayan, sabit katsayili bir Schrodinger (NLS)
denklemi ile karakterize edildigi gosterilmistir. Ardindan, NLS denklemi i¢in bazi
coziimlere yer verilmis ve denklemin ¢oziim Ozelliklerinin, katsayilar carpiminin
isaretine bagli oldugu gosterilmistir. Dordiincii kisimda, katsayilart ortamin lineer
ve lineer olmayan malzeme parametrelerine, tabakalarin kalinligina ve dalga sayisina
bagli olan NLS denklemleri ile asimptotik olarak karakterize edilen lineer olmayan
SH dalga yayilimina lineer olmayan malzemelerin etkisini belirleyebilmek igin,
katsayilar carpiminin dalga sayisiyla degisimi iki tabakali yarim uzayin ¢esitli lineer
olmayan malzeme parametreleri i¢in incelenmistir. Yavas ara tabakanin lineer olmayan
malzeme Ozelliklerinin soliton dalgalarin varlig1 lizerindeki etkileri sayisal olarak
arastirtlmis ve sonuglar grafiklerle gosterilmistir. Grafiklerden SH dalga yayiliminin,
yavag ara tabakanin lineer olmayan 6zelliklerinden kuvvetli bir gsekilde etkilendigi
gozlemlenmistir. Tiiretilen NLS denklemi, tabakalardan birinin kalinliginin sifir
olmasi durumunda tek tabakali yarim uzayda yayilan SH dalgalarin1 karakterize eden
NLS denklemine indirgenmektedir. Iki tabakali ve tek tabakali yarim uzay modelleri
icin tiiretilen NSL denklemlerinin ¢oziim 6zellikleri kargilastirilarak, ikinci tabakanin
varliginin zarf soliton tipi dalga yayilimini dnemli dlciide etkiledigi gosterilmistir.

Caligilan ilk problemde bahsedilen lineer olmayan yiizey SH dalga yayilim1 problemi,
diizgiin (uniform) kalinlikli tabakalarla kapl yarim uzay modelinde incelenmistir. Yani
tabakalarin sinir yiizeyleri diizlemsel ve tabaka kalinliklar1 sabittir. Ancak kitasal
marjinler, dag kokleri, dag havzalari, tuz ve maden yataklar1 gibi yeryiiziiniin kabuksal
kisimlar1 her zaman diizgiin degildir. Sinir yiizeylerindeki degisime bagl olarak tabaka
kalinlig1 da degisebilmektedir. Bu durumda dalga yayilimi sadece ortamin malzeme
ozelliklerinden degil piiriizlii yiizey ve arayiizeylerin sekil degisiminden de etkilenir.
Diizensiz sinir yiizeylere sahip elastik tabakalarda ylizey dalga yayilimi1 problemleri,
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kita sinirlar1 boyunca ve degisken kabuk kalinlikli diger yeryiizii bolgelerinde sismik
dalga yayilimina model teskil etmesi acisindan 6nemlidir.

Bu tez calismasinin {iciincii boliimiinde, malzemelerin lineer olmayan 6zelliklerinin
yani sira tabakali ortamin sinirlarindaki diizensizliklerin de SH tipi yiizey dalgalarinin
yayilma karakteristikleri iizerindeki etkileri incelenmistir. Ugiincii bliim bes kistmdan
olusmaktadir. Birinci kisimda, piiriizlii sinir yiizeylere sahip degisken kalinlikli bir
tabakayla kapli homojen, izotrop, lineer olmayan sikismaz hiperelastik bir yarim
uzayda SH tipi ylizey dalgalarinin yayilmasini karakterize eden hareket denklemleri
ve bunlara eslik eden sinir kosullar tiiretilmistir. Hem serbest ylizeyin hem de
arayiizeyin, SH dalgalarmin yayilma yoniinde degistigi kabul edilmistir. Ikinci
kisimda, lineer olmayan hareket denklemleri ve degisken katsayili lineer olmayan
sinir kosullarindan olusan smir deger problemi lineerlestirilerek, bazi noktalara 151k
tutmak amaciyla lineer SH dalgalarinin yayilmasi problemi incelenmistir. Tabakanin
siir ylizeylerindeki keyfi bir de8isim icin dalga yayilimi analizi olduk¢a kompleks
oldugundan, sinir yiizeylerindeki de8isimin dalgalarin yayilma dogrultusunda ve
yavag oldugu kabul edilmigstir.  Dalganin hizli ve yavas degisen parametreleri
arasinda agik bir ayrim yapabilmek igin c¢oklu olcekler metodu kullanilarak,
degisken kalinlikli bir tabakayla kapli yarim uzayda lineer Love dalga yayilimini
karakterize eden asimptotik bir ¢oziim insaa edilmistir. Ugiincii kistmda, bir dnceki
kisimdaki 6lgeklerin farkli secimiyle ¢oklu olgcekler metodunu uygulayarak, yiizey
SH dalgalarmin lineer olmayan self modiilasyonu degisken katsayili, genellestirilmis
bir lineer olmayan Schrodinger (GNLS) denklemi ile asimptotik olarak karakterize
edilmistir.  Katsayilar, lineer ve lineer olmayan malzeme oOzelliklerine, dalga
sayisina ve ayrica sinirlardaki diizensizlikleri temsil eden fonksiyonlara bagli olan
bu denklemin her zaman analitik ¢6ziimii yoktur. Bu sebeple bu boliimiin dordiincii
kisminda, GNLS denkleminin Onerilen bir ansatz yardimiyla integrallenebilirlik
kosulu elde edilmis ve bu kosul altinda soliton benzeri c¢oziimleri tiiretilmistir.
Ardindan, GNLS denkleminin katsayilarinin integrallenebilirlik kosulunu saglamadigi
durumlarda niimerik ¢oziimleri aragtirtlmistir. Bu amagla Fourier transformunun bazi
ozelliklerine deginildikten sonra niimerik ¢oziimler icin kullanilan pseudospectral
yontem tanitilmigs ve enerji analizine yer verilmistir. Besinci kisimda diizensiz
sinir yiizeylerinin, GNLS denkleminin integrallenebilirli§ine izin verdigi durumlar
arastirilmig, bu durumlarda smur yiizeylerindeki degisimin tabaka kalinligina kiyasla
oldukca kiiciik ve periyodik oldugu kabul edilerek analitik ¢oziimler cesitli lineer
olmayan malzeme parametreleri icin elde edilmistir. Bdylece, lineer olmayan
malzeme Ozelliklerinin ve sinirlardaki ondiilasyonun dalga yayilimi iizerindeki etkileri
arastirtlmistir. Piiriizli sinir yiizeylerin integrallenebilirlie izin vermedigi diger ozel
durumlan i¢in, GNLS denkleminin ¢oziimleri niimerik olarak elde edilmistir. Elde
edilen soliton benzeri ¢oziimlerin grafikleri incelenerek, tabakali yarim uzayin siir
yiizeylerindeki ondiilasyonlarin, bright soliton benzeri ve dark soliton benzeri dalgalar
tizerinde salinimlara yol agtig1 gézlemlenmistir. Sinirlardaki ondiilasyonun genliginin
soliton benzeri ylizey SH dalgalarinin genligi tizerindeki etkisi arastirilmis, ayrica
serbest yiizeydeki ondiilasyon ile arayiizeydeki ondiilasyonun lineer olmayan SH dalga
yayilimi iizerindeki etkileri karsilagtiriimigtir.
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ASYMPTOTIC ANALYSIS OF NONLINEAR WAVES
IN CERTAIN LAYERED MEDIA

SUMMARY

Elastic waves propagating in wave guides such as rods, plates, layered half spaces, etc.,
become dispersive, i.e. the phase velocities of waves depend on the wave number, due
to multiple reflections between the boundaries of wave guides. Horizontally polarized
surface shear waves propagate on a layered half space providing that the shear wave
velocity of the layer is less than the corresponding velocity of the half space. These
waves are discovered by Love considering the dispersive waves with large transverse
displacement components in the early part of the surface wave trains recorded by
seismographs. They are called Love waves. Later, Stoneley and Tillotson extended the
theory of Love waves to a double layered half space in 1928 and Stoneley examined the
effect of low velocity internal layer on the propagation of surface shear horizontal (SH)
waves in 1950. The propagation of surface SH waves in a double layered half space
and also the effect of the low velocity internal layer on the propagation characteristics
of surface SH waves have been investigated by other researchers as well due to their
important applications in geophysics, civil engineering, electronic signal processing
devices, nondestructive testing of materials and prediction of damage that can result
from earthquakes etc. Moreover, the study of surface elastic SH wave propagation
inside the crustal layer of the Earth gives important information about the layered
structure of the Earth for exploration of natural resources buried in the Earth’s surface
such as oil, petroleum, gas and mineral.

In the first part of this work, the slow modulation of a harmonic surface SH wave over
the surface of a nonlinear hyperelastic half space covered with two different nonlinear
hyperelastic layers of uniform thickness is examined. It is assumed that the linear
shear wave velocity of the intermediate layer is slower than those of the top layer and
the half space. In the linear limit, the problem reduces to the problem investigated by
Stoneley in 1950. The effect of the nonlinear properties of the intermediate layer on
the propagation characteristics of surface SH waves has been investigated. Moreover,
from the comparison of the solutions characterized the nonlinear SH wave propagation
on the single layered half space and on the double layered half space, it is observed that
SH wave propagation is affected considerably by the existence of a second layer. In
the later part of this study, the SH waves propagating in a nonlinear elastic half space
coated with a nonlinear elastic layer having irregular boundary surfaces is examined.
It is assumed that the irregularities of the boundary surfaces are the functions of
the distance in the direction of propagation of the waves. The effect of the varying
boundary surfaces as well as the effect of the nonlinear material parameters on the
propagation characteristics of the surface SH waves in a layered half space have been
investigated.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about purpose
and scope of the studied problems, and literature review is given.
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In the second chapter, the slow modulation of a harmonic surface SH wave over the
surface of a nonlinear hyperelastic half space covered with two different nonlinear
hyperelastic layers of uniform thickness is examined. In the analysis, it is assumed
that between the linear shear wave velocities of the top layer, c;, the intermediate
layer, ¢, and the half space, c¢3, the inequality ¢ < ¢1 < ¢3 is valid. That is the linear
shear wave velocity of the intermediate layer is slower than those of the top layer and
the half space. The effect of the nonlinear properties of the slow intermediate layer
on the existence of solitary waves has been investigated. This chapter consists of four
sections.

In the first section, the equations of motion and boundary conditions are produced
for the nonlinear surface SH wave propagation on the double layered half space.
It is assumed that the constituent materials are nonlinear homogenous, isotropic,
incompressible hyperelastic and their strain energy functions are only the functions
of the first invariant of the Finger deformation tensor ¢~ = [x; xx/ k], i.e. £=X(I)
where I = tre~!. Namely, we consider the double layered half space made of different
generalized neo-Hooken materials.

In the second section, the problem of linear SH wave propagation is investigated by
linearizing the derived boundary value problem, and then the dispersion relations are
obtained for cases where wave propagation exists. It is known that a surface SH wave
propagates provided that the phase velocity c of this wave satisfies either the condition
cy <c<cyp<czortheonec; < cj <c < c3. The problem is examined under these two
conditions. Due to the structure of the resulting dispersion relations, it is not possible
to analytically calculate the functions representing each branch of these relations. For
this reason, various branches of the relations are calculated numerically, and then the
effects of the thickness ratio of the layers and the existence of a second layer on the
linear wave propagation are investigated.

In the third section, by using the method of multiple scales for two different cases
where SH wave propagation exists, it has been shown that the amplitude functions
of the nonlinear modulation of the SH waves are characterized asymptotically by
nonlinear Schrodinger (NLS) equations. The coefficients of the obtained NLS
equations depend, in a complicated way, on linear and nonlinear material parameters of
the double layered half space, the thicknesses of the layers and also the wave number
of the waves. Then, some analytical solutions for the NLS equation are obtained,
and the properties of the solutions are shown to depend on the sign of the product
of its coefficients. In the forth section, the variation of this product with the wave
number is evaluated numerically by giving appropriate values to the material constants
and to the thickness ratio of the layers. To observe the effect of nonlinearity on the
coefficients, consequently on the solutions of the NLS equation, the linear material
constants are held fixed while the nonlinear ones are being changed. It is observed that
the nonlinear properties of the slow intermediate layer affect strongly the solutions
of the NLS equation. Moreover, for relatively long waves the nonlinear properties of
the half space dominate the propagation characteristics of the surface SH waves. For
cr < c<cy <czwhen hy =0 and for ¢c) < c¢; <c¢ <c3 when hy =0 or hy = 0 the
coefficients of the NLS equations reduce to the coefficients of the NLS equation for
a half space covered by a single layer. To reveal the effect of the second layer, the
coefficients of the NLS equations obtained for a double layered half space and for a
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single layered half space are compared. It has been observed that the propagation is
affected considerably by the existence of a second layer.

The problem of the nonlinear SH wave propagation studied in the first problem is
examined in the half space covered with uniform thickness layers. That is, the
boundary surfaces of the layers are planar and the thicknesses of the layers are constant.
However, it is a well known fact that the crustal parts of the Earth are not always
uniform such as continental margins, mountain roots, salt and ore deposits etc. In
this case, the wave propagation is affected not only by the material properties of the
medium but also by the irregular surfaces. The propagation of surface shear horizontal
waves through non parallel or undulated boundaries has received much attention in
geophysics, civil engineering, earthquake engineering due to importance of the seismic
wave propagation inside the earth of varying crustal thickness.

In the third chapter of this study, we have investigated the effect of the irregular
boundary surfaces as well as the effect of nonlinear material parameters on the
propagation characteristics of the surface SH waves in a layered half space. It is
assumed that the irregularities of the boundary surfaces are the functions of the distance
in the direction of propagation of the waves. The third chapter consists of five sections.

In the first section, the equations of motion characterizing the propagation of surface
SH waves in a homogeneous, isotropic, nonlinear, incompressible hyperelastic half
space covered by a layer with varying thickness having rough boundary surfaces and
associated boundary conditions are derived. It has been assumed that both the free
surface and the interface vary in the direction of propagation of the SH waves.

In the second section, the problem of linear SH waves is investigated by linearizing
the boundary value problem consisting of nonlinear equations of motion and nonlinear
boundary conditions with variable coefficients. Since the analysis of wave propagation
in a layered crustal structure with an arbitrary surface shape is very complicated, it
is assumed that the irregularities of the boundary surfaces are the functions of the
distance in the direction of propagation of the waves, moreover, variations of the
boundary surfaces are regarded as slow. To make a clear distinction between the fast
and slow varying parameters of the waveguide, it is used the method of multiple scales
and an asymptotic solution has been constructed to characterize the linear Love wave
propagation in a half space covered with a layer of nonuniform thickness.

In the third section, for a general geometry, it is shown that nonlinear self modulation
of surface SH waves is governed by a generalized nonlinear Schrodinger (GNLS)
equation with variable coefficients depending on linear and nonlinear material
parameters of the media, slowly varying boundary surfaces and also the wave number
of the waves. When the irregularities of the surfaces are neglected, this GNLS equation
reduces to the NLS equation characterized the nonlinear propagation of Love waves
in a layered half space having plane boundary surfaces. While the governing NLS
equation with constant coefficients is always integrable, GNLS equation with variable
coefficients may no longer be integrable because of the coefficients depending on the
irregularities of the boundary surfaces. Hence, in the fourth section, integrability
condition of the GNLS equation is obtained with the help of a proposed ansatz and
soliton-like solutions are derived analytically under this condition. For the cases
where the coefficients of the GNLS equation do not satisfy the integrability condition,
numeral solutions are investigated. For this purpose, some properties of Fourier
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transform are given and pseudospectral method used in numerical calculations is
introduced and energy analysis is given.

In the fifth section, we have investigated some special cases of the irregularities that
preserve the integrability; and also we obtain the exact soliton-like solutions of the
GNLS equation for these cases in which layer thickness remains constant whereas
the boundary surfaces change as periodically. For the other cases of slowly varying
thickness which do not allow the integrability of the GNLS equation, because of the
difficulties for the analytical solutions, the numerical solutions to GNLS equation
are sought by means of the pseudospectral method. The effects of the corrugated
boundary surfaces and nonlinear properties of the layered half space on the propagation
characteristics of the soliton-like waves have been demonstrated graphically. The
graphs reveal that the soliton-like solutions have some fluctuations due to slowly
varying corrugation in the boundary surfaces of the layer. As a result of oscillations
in the boundary surfaces, the background of dark solitary waves and the top of
bright solitary waves undergo a periodic fluctuation. It is also demonstrated that the
amplitudes of the soliton-like solutions increase with the increasing amplitude of the
undulation in the boundary surfaces of the crustal layer. Moreover, the effect of the
irregularities of the boundary surfaces on the soliton energy during the wave evolution
is investigated. When only the interface has fluctuation, undulation of the energy
during the wave evolution is relatively small compared to the cases in which free
surface has fluctuation. Furthermore, it has been observed that when free surface is
corrugated, fluctuations attached on the bright soliton-like waves are more significant
compared to the case in which layer has corrugation only at the interface. Hence, it
is concluded that the effect of the corrugated free surface is more remarkable than the
effect of the corrugated interface on the wave evolution.
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1. GIRIS

Katilarda dalga yayilimi ele alinirken, mekanik ozelliklerine bagli olarak yeryiizii
modelleri ii¢ temel malzeme altinda siniflandirtlir.  1lki bu calismanin da konusu
olan elastik malzemedir. Bu tiir malzemeler, iizerine etkiyen kuvvete ani tepki
gosterip bu kuvvetin belirledigi bir sekil degistirme durumunu hemen kazanir ve
kuvvet degismedikce sekil degistirme korunur. Hem elastik 6zellik hem de uzun
siire gozlendiginde akigskanlarin 6zelliklerini gosteren malzemeler ise visko-elastik
malzemelerdir. Visko-elastik malzemede, iizerine etkiyen kuvvet degismese de sekil
degistirme devam eder. Sonuncusu ise plastik malzemelerdir. Elastisite teorisinin
temelleri 1822 de Cauchy tarafindan atilmistir. Cauchy elastik bir ortamin hareket
denklemlerini, yerdegistirmeler cinsinden elde etmis ve bugiin kullandigimiz izotrop
ortamlar i¢in gerilme sekil degistirme bagintilarini, bu bagintilarin lineer oldugu ve
gerilmelerin asal diizlemlerinin, sekil degistirmelerin asal eksenlerine dik olduklar
varsayimlarini kullanarak elde etmistir.  Elastik dalga yayilimu ile ilgili cesitli
problemlerin incelenmesi ayri bir matematiksel fizik dali olarak devam etmis ve bu
problemler sismoloji, jeofizik, petrol miihendisligi, malzemelerin hasarsiz muayenesi,
elektronik sinyal islem cihazlar1 teknolojisinde onemli uygulama alanlar1 bulmustur,
(Bknz. [1-5]). Elastik ortamda dalga evrimi genel olarak su iic 6nemli faktore gore

belirlenir: Dispersiyon, lineer olmama ve homojen olmama.

19. yiizyilin sonlarina dogru depremlerin sismografik kayitlar1 yapilmaya bag-
landiginda, deprem sirasinda ortaya cikan enerjinin enine, boyuna ve Rayleigh
dalgalarina karsi gelen cisim ve ylizey dalgalaryla iletildigi tespit edilmistir.
Yeryiiziiniin i¢ yapisinda deprem ya da patlama gibi sismik bir olay sonucu meydana
gelen cisim dalgalarindan en hizli olani ve sismograf tarafindan ilk 6l¢iileni P (primary)
dalgasidir. P dalgas1 boyuna dalgadir, yani yayilma dogrultusu parcaciklarin hareket
dogrultusuna herzaman paraleledir ve kati, gerilimi ve sikigabilir gerilmeyi iletir. Hiz1
daha yavas olan ve ikinci ol¢iilen dalga S (secondary veya shear) dalgasidir. S dalgasi

enine dalgadir yani parcacik hareketi dalgalarin yayilma yoniine diktir ve kayma



gerilmesini iletir. Yiizey dalgalar ise P ve S dalgalan yiizeye ulasti§1 zaman ortaya
cikarlar, genis bir frekans araliginda yayilirlar ve en tahrip edici dalgalardir. Yiizey
dalgalarindan biri olan ve Lord Rayleigh tarafindan kesfedilen Rayleigh dalgalari hem
enine hem de boyuna hareketi icerir. Rayleigh dalgalar dispersif degildir, yani faz
hizlar sabittir. Oysaki uzun periyotlu ilk sismogramlar bile yiizey dalgas1 katarlarinda,
biiyiik enine yer degistirme bilesenlerine sahip dispersif dalgalar kaydetmiglerdir. Bu
durum, yiizey dalgalarinin bir bagka tipinin olas1 varlifina isaret etmistir. A. E. H. Love
bunun yer yiiziiniin tabakali yapisinin bir sonucu oldugunu diisiinmiis ve Love dalgalari
olarak adlandirilan, farkli mekaniksel 6zelliklere sahip diizgiin kalinlikli bir tabaka
ile kapli homojen izotrop lineer elastik bir yarim uzayda, yayilma diizlemine dik yer
degistirmelere sahip dispersif yiizey dalgalarimin varligini teorik olarak gostermistir,
[3]. Yer yiizeyinin iki tabakasinin temas ettigi ylizeyin civarinda meydana gelen
Love dalgalar1 deprem sirasinda direkt olarak hissettigimiz en hizli enine yayilan
ylizey dalgasidir, [6]. Homojen, izotrop malzemeden olusan sonsuz ortamlarda
yayilan boyuna ve enine dalgalar da Rayleigh dalgalar1 gibi dispersif degillerdir.
Diger taraftan homojen, izotrop, elastik malzemeden meydana gelen ¢ubuk, plak
ve farkli malzemeden olusan tabakali yarim uzay gibi genel olarak dalga klavuzu
olarak adlandirilan ortamlarda yayilan dalgalar, sinir yiizeylerinde olusan yansimalarin
etkisiyle dispersif olurlar, yani faz hizlar1 dalga sayisina bagli olarak degisir. Hem
dispersif, hem de dispersif olmayan lineer elastik dalgalarla ilgili problemler yukarida
belirtilen uygulama alanlarinin da etkisi ile 19. yiizyilin ortalarindan giiniimiize kadar

bir ¢ok ¢aligmanin konusunu olusturmustur.

Yakin tarihte hem lineer olmamanin hem de dispersiyonun ayni anda etkili
oldugu yayilma olaylarin1 karakterize eden lineer olmayan kismi tiirevli denklemler
tiretilmistir ve asimptotik pertiirbasyon yontemleri kullanilarak lineer olmayan
elastik ortamlarda cesitli dispersif dalga yayilimi1 problemleri incelenmistir. Bu
calismalarin bir kisminda diizgiin kalinlikli tabakayla kapli, homojen, izotrop, lineer
olmayan elastik yarim uzayda Love (SH) tipi yiizey dalgalarinin yayilmasi ile
ilgilenilmistir. ~ Teymur, sabit kalinikli bir tabakayla kapli homojen, izotropik,
sikigabilir hiperelastik bir yarim uzayda zayif nonlineerlige sahip kiiciik ama sonlu
genlikli Love dalgalarinin yayilimini incelemistir, [7]. Bu calismada, asimptotik bir

pertiirbasyon yontemi ile zayif nonlineerlikle dispersiyonun etkilerinin dengelenmesi



sonucunda, dalga modiilasyonunun genlik fonksiyonunun asimptotik olarak bir lineer
olmayan Schrodinger (NLS) denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir.
Daha sonra aymi problem lineer elestik bir malzemeden olusan ¢ok ince tabakali
yarim uzay modeli i¢in Maugin tarafindan icelenmistir, [8]. Teymur ve dig., [9], ince
fakat lineer olmayan elastik bir tabakayla kapli yarim uzay modelinde Love dalga
yayilimini ¢alismig ve sonuglart Maugin’in lineer ince tabaka yaklagimiyla ve [7] deki
calismayla kiyaslamistir. Tiim bu bahsedilen calismalarda, asimptotik bir pertiirbasyon
yontemi ile zayif nonlineerlikle dispersiyonun etkilerinin dengelenmesi sonucunda
dalga modiilasyonunun genlik fonksiyonunun asimptotik olarak lineer olmayan bir
Schrodinger (NLS) denklemi ile karakterize edilebilecedi gosterilmis ve soliton tipi

dalgalarin varlig1 arastirilmistir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalar tek tabakali yarim uzay modeli i¢in yiiriitiilmiigtiir.
Ancak yeryiizii farkli elastik tabakalardan olugmaktadir. Jeffrey, yer kabugunun
kitasal kistmlarinin kalinligin1 hesaplamak amaciyla, kayadan olusan bir yarim uzay
izerinde bir granit tabakanin bulundugu varsayimu ile bu granit tabakanin kalinligini
hesaplamistir, [10]. Stoneley ve Tillotson bu sonucu, hesaplamalarda granit tabakanin
altinda bir bazalt tabakanin oldugunun dikkate alinmamasindan dolay1 yetersiz bulmus
ve en Ust tabakanin granit, ara tabakanin bazalt ve yarim uzayin da tabakalardan daha
yogun kaya oldugunu kabul ederek iki tabakali bir model gelistirmistir, [11]. Bir
tabakali yarim uzayda yatay polarize olmus yiizey kayma dalgalarinin (SH), tabakanin
kayma hizinin yarim uzayinkinden daha yavas oldugu durumda, yavas tabakanin
sinir yiizeyleri arasindaki c¢oklu yansimalardan dolayr dipersif oldugu biliniyordu,
[3]. Stoneley ve Tillotson, tek tabakali yarim uzayda Love dalgalar teorisini iki
tabakali yarim uzay modeli icin genisletmis; sirasiyla iist tabaka, ara tabaka ve yarim
uzaya ait lineer kayma hizlart ¢y, ¢, ¢3 olmak iizere, bu hizlarin ¢; < ¢; < ¢3
esitsizligini sagladigini kabul etmis ve bu dalgalarin faz hizi ¢ olmak iizere, ¢; <
¢y <c<c3yadacy <c<cp<cskosullarindan birini saglamast halinde SH tipi
ylizey dalgalarinin yayilabilecegini gostermistir, [11]. Stoneley, yine jeofizik tabanl
bir problemle ilgili olarak, ara tabakanin hizinin iist tabakaninkinden daha diisiik
olmast durumunda yani, ¢; < ¢; < ¢3 i¢in, faz hizinin ¢; < ¢; < ¢ < ¢3 ya da
¢y < ¢ < c1 < c3 kogullarindan birini saglamasi halinde SH tipi yiizey dalgalarinin

yayilacaklarini ortaya ¢ikarmis ve yavas ara tabakanin SH dalga yayilimi iizerindeki



etkilerini incelemigstir, [12]. Stoneley’in bu c¢alismalarinin 15181nda, farkli mekanik
ozelliklere sahip lineer iki tabakayla kapl bir yarim uzayda SH dalga yayilim1 ve yavas
tabakanin dalga yayilimina etkisi de bir ¢cok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bath,
yer yiiziiniin kabugunda bircok diisiik hizli tabakanin varligiyla ilgili deneysel ve teorik
sonuclara yer vermistir, [13]. Dorman, iki tabakayla kapli bir yarim uzayda yayilan
Love dalgalarinin faz ve grup hizin1 niimerik olarak hesaplamistir, [14]. Novotny,
yerylizii kabugunun iki tabakali bir modelinde soniimsiiz Love dalgalarinin modlarini
incelemistir, [15]. Avtar, iki tabakayla kapli homojen olmayan bir yarim uzayda
yayilan Love dalgalar1 i¢in dispersiyon bagintisini tiiretmis ve bazi 6zel durumlar
icin hareket denklemlerinin ¢oziimlerini arastirmistir, [16]. Li ve dig. iki tabakal
bir yarim uzay modeli Onermis, yavas ara tabakanin elastik katsayisinin ve tabaka
kalinligimin, piezoelektrik katmanli sistemlerde yayilan Love dalgalar1 tizerindeki
etkisini aragtirmak icin dispersiyon bagintisini tiiretmistir, [17]. Iki tabakali ortamlarda
biinyesel nonlineerligin etkilerinin inclenmesi de giincel calismalar arasindadir. Var
, Stonoley’in 1928’de inceledigi modeli ele almis ve ortami olusturan malzemelerin
lineer olmayan Ozelliklerini de hesaba katarak, iki tabakali bir yarim uzayda lineer
olmayan yiizey SH dalga yayilimi problemini incelemistir, [18]. Ahmetolan ve
Teymur, diizgiin kalinlikli, lineer olmayan, elastik iki tabakali bir levhada SH dalga
modiilasyonunun genlik fonksiyonunun asimptotik olarak lineer olmayan Schrodinger
denklemi ile karakterize edilebilecegini gostermis, tabakalarin kalinliklar1 oraninin ve
lineer olmayan malzeme 6zelliklerinin soliton tipi dalga yayilimu iizerindeki etkilerini
incelemistir, [19]. Kayestha ve dig., iki tabakayla kalpl1 6n gerilmeli, sikisabilir, elastik
bir yarim uzayda yayilan sonlu genlikli Love dalgalari icin enerji yogunlugu, enerji

akis1 ve dispersiyon bagintisini elde etmistir, [20].

Tezin ilk problemi olarak, ortami olusturan malzemelerin lineer olmayan 6zellikleri
de hesaba katilarak, sabit kalinlikli ve farkli malzemelerden olusan iki tabakayla
kapli homojen, izotrop, sikismaz hiperelastik bir yarim uzayda lineer olmayan yiizey
SH dalgalarinin yayilmasi incelenmistir. Ara tabakanin lineer kayma hizinin, iist
tabakanin ve yarim uzayin lineer kayma hizlarindan kiiciik oldugu, yani ¢, < ¢y < ¢3
esitsizliklerinin saglandig1 kabul edilerek yavag ara tabakanin lineer olmayan malzeme
ozelliklerinin SH dalga yayilim iizerindeki etkileri arastirilmistir. Inceledigimiz

probleme kars1 gelen lineer problem ilk defa Stoneley tarafindan ele alinmis ve faz



hizinin ¢; < ¢; <c<czyadacy < c < cy < c3 esitsizliklerini sagladig1 durumlarda SH
tipi yiizey dalgalarinin yayilabilecekleri gosterilmistir, [12]. Calismamizda problem bu
iki kosul altinda incelenmistir. Oncelikle neo-Hookean malzemeden olusan iki tabakali
yarim uzayda lineer olmayan SH dalga yayilimim modelleyen hareket denklemleri
ve smur kogullart tiiretilmigtir.  Ardindan, elde edilen lineer olmayan sinir deger
problemi lineerlestirilerek dalga yayiliminin mevcut oldugu durumlar i¢in dispersiyon
bagintilar tiiretilmis ve bu bagintilarin ¢esitli dallar1 grafiklendirilmistir. Grafiklerden,
tabakalarin kalinliklar1 oraninin ve ikinci bir tabakanin varliginin lineer dalga yayilimi
tizerine etkileri gdzlemlenmistir. Daha sonra, dispersiyonun oldugu durumlarda lineer
olmayan SH dalga yayilimi problemi incelenmistir. Yavas modiile edilmis bir dalga
katari, dalgamin fazi hizli 6l¢ekli olmak iizere; dalganin genligi, boyu gibi dalga
modiilasyon parametreleri ise yavas Ol¢cekli olmak iizere iki olcek icermektedir. Yani
yiizey dalgalari, biri hizli digeri yavas olmak iizere iki olgekli bir dalga yayilimim
karakterize etmektedir. Dolayisiyla coklu olcekler metodu ve asimptotik analiz
yontemleri, yiizey dalgalarinin davramigimi karakterize eden caligmalar i¢in faydali
matematiksel tekniklerdir. Bu sebeple coklu ol¢ekler metodu kullanilarak, lineer
olmayan SH dalgalarinin yavas modiilasyonu asimptotik olarak lineer olmayan bir
Schrodinger denklemi ile karakterize edilmigstir. Bu denklemin katsayilari, lineer
ve lineer olmayan malzeme parametrelerine, tabakalarin kalinliklari oranma ve
ayrica dalga sayisina baglidir. Sabit katsayili NLS denkleminin ¢oziim 6zellikleri,
denklemin katsayilar ¢arpiminin isaretine bagli oldugundan bu carpimin isaretinin
dalga sayisiyla degisimi, malzeme parametrelerine ve tabakalarin kalinliklari oranina
uygun degerler verilerek hesaplanmistir. Lineer olmayan malzemelerin katsayilar
tizerindeki, dolayisiyla denklemin c¢oziimleri iizerindeki etkisini gozlemlemek i¢in
lineer malzeme parametreleri sabit tutulurken, cesitli lineer olmayan malzeme
parametreleri icin hesaplamalar yapilarak, yavas ara tabakanin lineer olmayan
ozelliklerinin zarf soliton ve dark soliton tipi dalgalarin varli§1 iizerindeki etkisi
arastirtlmistir.  Yiizey SH (Love) dalga yayiliminin, yavas ara tabakayi olusturan
malzemelerin lineer olmayan Ozelliklerinden kuvvetli bir sekilde etkilendigi ve
uzun dalgalar icin yarim uzayin lineer olmayan 6zelliklerinin dalga modiilasyonunu
domine ettigi grafiklerle gosterilmistir. Ara tabakanin kalinlhiginin sifira gittigi limit
durumunda, iki tabakali yarim uzayda lineer olmayan yiizey SH dalga yayilimin

karakterize eden NLS denklemi, tek tabakali yarim uzayda yiizey SH dalgalarim
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asimptotik olarak karakterize eden NLS denklemine indirgenmektedir. Iki tabakali
yarim uzay ve tek tabakali yarim uzay modellerinde SH dalga yayilimini karakterize
eden NLS denklemlerinin ¢oziim ozellikleri karsilastirilarak, zarf soliton ve dark
soliton tipi SH dalga yayiliminin ikinci bir tabakanin varligindan kayda deger bir

bicimde etkilendigi gbzlemlenmistir.

Yukarida bahsedilen lineer olmayan SH dalga yayilimi problemleri diizgiin (uniform)
kalinlikli tabakali yapilarda incelenmistir. Yani tabakalarin sinir yiizeyleri diizlemsel
ve kalinliklar1 sabittir.  Ancak kitasal marjinler, dag kokleri, dag havzalari, tuz
ve maden yataklar1 gibi yeryiiziiniin kabuksal kisimlar1 her zaman diizgiin degildir.
Sinir yiizeylerindeki degisime bagli olarak tabaka kalinligi da degisebilmektedir.
Bu durumda dalga yayilimi sadece ortamin malzeme ozelliklerinden degil piiriizlii
yilizey ve araylizeylerin sekil degisiminden de etkilenir. Diizensiz sinir yiizeylere
sahip tabakalarda elastik ylizey dalga yayilimi problemleri, kita sinirlar1 boyunca ve
degisken kabuk kalinlikli diger yeryiizii bolgelerinde sismik dalga yayilimina model
teskil etmesi acisindan depremlere baglh hasarlarin nedenlerini belirlemede ve hasar
tahmini caligmalarinda onemli rol oynamaktadir. Ayrica farkh elastik tabakalardan
olusan yeryiiziiniin kitasal bolgelerinde yiizey elastik dalgalari, yeryiiziiniin yiizeyinde
sakli gaz, mineral, petrol gibi dogal kaynaklarin kesfi i¢in de tabakali yapi
hakkinda 6nemli bilgiler verir. Bu sebeple, kabuksal kalinliktaki degisimin lineer
SH dalgalarinin yayilma karakteristikleri tizerindeki etkileri bir¢ok yazar tarafindan
incelenmigtir. Tabakanin sinir yiizeylerindeki keyfi bir degisim i¢in dalga yayilimi
analizi olduk¢a kompleks oldugundan bir ¢cok yazar problemi bazi varsayimlar altinda
ele almistir. Honma, yavas ve lineer bir sekilde degisen kalinliga sahip bir yiizey
tabakasinda, Love dalgasinin yaklasik anlamda iletilebilecegini gostermistir, [21].
Noyer, siniisoidal degisen arayiizeye sahip tabakali bir yarim uzayda yayilan Love
dalgalar1 i¢in dispersion bagintisini tiiretmis ve diizlem harmonik dalga ¢6ziimiinii
incelemigtir, [22]. Sato, diizlem tabakasinin kalinliginda bir sigramali siireksizligin
oldugunu kabul ederek probleme farkli bir yaklasim sunmusg ve yiizey tabakanin daha
kalin tarafindan daha ince tarafina gecerken Love dalgalarimin kirilma problemini
incelemistir, [23]. Mal, daglik bolgelerdeki kabuk tabakadaki ani kalinlagsmalarin
Love dalgalarinin dispersiyon bagintisi iizerindeki etkisini incelemistir, [24]. Ghosh,

Green fonksiyonunu kullanarak smirlarin egiminden kaynaklanan Love dalgalarinin



sontimiinii hesaplamustir, [25]. Takahashi, arayiizeyi ya da serbest yiizeyi hiperbolik
bir sekilde degisen bir tabakayla kapli yarim uzayda Love dalga yayilimini ele almig
ve ¢esitli modlarda yaklasik ¢oziimlerin mevcut oldugunu gostermistir, [26]. Paul,
elastik ortamlardaki hafif kavisli sinirlarin, yiizey dalgalarimin yayilimi sirasinda
ortamdaki bir parcacigin yerdegistirme bilesenleri iizerindeki etkisini incelemistir,
[27]. Ayrica, kiiciik genlikli siniizodial tip serbest yiizeye sahip bir elastik yarim
uzayda Rayleigh dalgalarinin, kiiciik genlikli siniizodial tip serbest yiizeye ve
araylizeye sahip bir tabakal1 yarim uzayda da Love dalgalarinin yayilmasinin miimkiin
oldugunu gostermistir. Rulf ve dig. [28], egimli yiizeyler civarinda ve sabit olmayan
kalinlikli tabakalarda klavuzlanmig yiiksek frekansli elastik dalgalarin yayilimini
arastirmistir ve tabakali bir yarim uzayda yayilan Love dalgalarinin, tek bir serbest
yiizey tarafindan klavuzlanmig Rayleigh dalgalarinin ve bir plak ya da iki serbest
yiizeyli bir tabaka ile klavuzlanmig Lamb dalgalarinin yayilimi problemlerine ilk defa
Keller [29], tarafindan ortaya konulan bir asimptotik metodu adapte etmistir. Wollf,
bir pertiirbasyon metodu kullanarak elastik yarim uzay iizerine oturtulmus kismen
diizensiz serbest ylizeyli tabakada Love dalgalarinin sacilimi problemini ¢aligmistir,
[30,31]. Gjevik, hem arayiizeyin hem de serbest yiizeyin dalganin yayilma yoniinde
yavag degistigi tabakali bir yarim uzayda Love dalgalarinin modiilasyonu i¢in bir
varyasyonel yaklasim formiile etmistir, [32]. Bu yontem ile dalgalarin genligi,
dalga sayis1 ve frekanstaki yavas degisimi karakterize eden denklemleri elde etmistir.
Bhattacharyya, periyodik diizensizliklere sahip elastik bir ortamda SH dalgalarinin
yansima ve kiritlma problemini incelemis ve ¢oziimleri Fourier transformu yardimiyla
elde etmistir, [33]. Markenscoff ve Lekoudis, Gjevik’in inceledigi modeli ele almus,
hem arayiizeyin hem de serbest ylizeyin yavas degistigi yani sinir kosullarindaki
diizensizligin genliginin, tabaka kalinligina kiyasla ¢ok kiiciik oldugu tabakali bir
yarim uzayda Love dalgalarinin lineer yayilimi problemi icin ¢coklu dl¢ekler metodunu
kullanarak diizgiin gecerli bir asimptotik ¢6ziim sunmustur, [34]. Hador ve Buchen,
degisken kalinlikli birden ¢ok tabakali yapilarda Love ve Rayleigh dalgalarinin
yayillimint incelemek icin Whitham teorisi yardimiyla bir pertiirbasyon formiilii
tiiretmistir, [35, 36]. Acharya ve Roy, araylizeye ait parabolik ve dikdortgensel
diizensizliklerin, magneto elastik kitasal bir tabakayla kapli izotropik elastik yar1

sonsuz bir ortamdaki SH dalga yayilimi iizerindeki etkisini incelemistir, [37]. Singh,

salmimli smir yiizeylere sahip bir tabakali yarim uzayda yayilan Love dalgalarinin
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faz ve grup hizlarini niimerik olarak hesaplamistir, [38]. Kundu ve dig, diizensiz
sinir ylizeylere sahip homojen bir tabaka ile kapli gbzenekli bir yarim uzayda Love
dalgalarinin varligini arastirmis ve bazi 6zel durumlar icin dispersiyon denklemini

tiiretmistir, [39].

Su dalgalarinda da benzer calismalar yiiriitilmiistir. ~Kawahara, coklu oOl¢ekler
metodunun genisletilmis bir formunu, yavas degisen derinlikli s1v1 bir tabaka {izerinde
lineer olmayan kilcal-yercekimi (capillary-gravity) dalgalarina uygulamistir, [40].
Smir kosullarindaki diizensizliklerin etkilerini iceren lineer olmayan Schrodinger
denkleminin ve uzun dalgalarin yayilimi i¢cin Korteweg-de Vires (KDV) denkleminin
genellestirilmis ifadelerini tiiretmis; kullandi1g1 metodun diger lineer olmayan, disper-
sif ve homojen olmayan sistemlere uygulanabilecegini belirtmistir. Ayrica literatiirde
bir ¢ok yazar tarfindan ortalama Lagrangian temeline dayanan Whitham teknigi,
homojen olmama durumlarin1 iceren cesitli lineer olmayan dalga problemlerine
basarili bir sekilde uygulanmigtir. Bretherton ve dig., Whitham teknigine dayanarak,
yavag degisen bir dalga katarinin dalga sayisindaki ve frekansindaki degisikliklerin,
belli yollar boyunca (1sinlar ve karakteristikler gibi) belirlenebilecegini gostermistir,
[41]. Ayrica ortalama Lagrangian temeline dayanan Whitham tekniginin sonuglarinin,
iki zamanlama (two timing) teknigine dayanan formal pertiirbasyon a¢iliminin ilk
yaklagimiyla elde edilen sonuclara denk oldugunu géstermistir. Djordjevic ve dig., bir
pertiirbasyon yontemi kullanarak, degisken derinlikli bir ortamda yayilan yercekimi
dalgalarin1 (gravity waves) asimptotik olarak karakterize eden degisken katsayili
genellestirilmig lineer olmayan Schrodinger denklemini tiiretmis, s1g su dalgalart limiti
icin de bu denklemden KdV denklemini elde etmis ve bir shelf (raf) lizerinde dalga
paketi yayilimini incelemistir, [42]. Piiriizlii yiizeyler, akustik dalga yayilimi i¢in
de Onem teskil etmektedir. Duparc ve Maradudin, bir diizlemsel, gerilmesiz yiizey
ile sinirh izotropik elastik yar1 sonsuz ortamda, sagittal diizleme dik polarize olmus
yiizey akustik SH dalgalarinin mevcut olmadigim1 sdylemis ve bir elastik izotropik
ortamin piiriizlii diizlemsel yiizeyinde akustik yiizey SH dalgalarinin mevcut oldugunu
gostermigstir, [43]. Cesitli ortamlarda piiriizlii ylizeylerin dalga yayilimina etkileri
ve dalga yayilimini temsil eden diferansiyel denklemlerin davranisinin incelenmesi

giinlimiize kadar devam etmektedir.



Bu tez calismasinin ikinci problemi olarak, lineer olmama durumunun yani sira
tabakal1 ortamin sinirlarindaki diizensizliklerin de SH tipi yiizey dalgalarinin yayilma
karakteristikleri tizerindeki etkileri incelenmistir. Diizglin olmayan sinir yiizeylere
sahip degisken kalinlikli bir tabakayla kapli homojen, izotrop, lineer olmayan
elastik yarim uzayda SH tipi yiizey dalgalarinin yayilmasini karakterize eden hareket
denklemleri ve bunlara eslik eden sinir kogullart tiiretilmigstir. Sinir yiizeylerindeki
degisimin dalgalarin yayilma dogrultusunda oldugu kabul edilerek elde edilen
model, lineer olmayan hareket denklemleri ve degisken katsayili lineer olmayan
siir kosullarindan olusmaktadir.  Oncelikle, elde edilen siir deger problemi
lineerlestirilerek lineer dalga yayilimi incelenmistir. Sinir yiizeylerindeki keyfi bir
degisim i¢in dalga yayilimi analizi olduk¢a kompleks oldugundan yiizeylerin, dalganin
yayillma yoniinde yavas degistigi kabul edilmistir. € > 0 kiiciik bir parametre olmak
izere, sinir yiizeylerdeki yavag degisimin € mertebesinde oldugu kabul edilmistir.
Siirlardaki degisime bagli olarak, dalgayr karakterize eden oOzelliklerdeki yavas
degisimi agikca ortaya ¢ikarmak icin ¢oklu Olcekler metodu kullanilarak lineer Love
dalga yayilimin karakterize eden asimptotik bir ¢6ziim elde edilmistir. Lineer olmayan
dalga yayilimi probleminde, yavas degisim Olcegi € mertebesinde secildiginde,
dispersiyon ile nonlineerlik birbirlerini dengeleyememekte ve NLS denklemi dalga
modiilasyonunu karakterize edememektedir. Bu sebeple, degisken derinlikli ortamda
yayilan su dalgalarindaki ¢alismalarda da oldugu gibi sinir yiizeylerin, £ 6lceginin
fonksiyonlar1 oldugu kabul edilmistir, [42, 44, 45]. Yavas degisimin etkisini ortaya
cikarmak ve en genel anlamda lineer olmayan evrim denklemini tiiretebilmek icin
daha onceki problemlerin ¢oziimiinde tanimlanan degiskenlerden farkli degiskenler
tanimlanarak coklu olgekler pertiirbasyon yontemi kullanilmig ve genel bir geometri
icin SH dalgalarinin lineer olmayan modiilasyonunun asimptotik olarak degisken
katsayili genellestirilmis lineer olmayan Schrodinger (GNLS) denklemi ile karakterize
edildigi gosterilmistir. Bu denklemin katsayilari, lineer ve lineer olmayan malzeme
parametrelerine, yavas degisen sinir ylizeylerine ve dalga sayisina baghdir. Sinir
yiizeylerindeki diizensizlikleri temsil eden fonksiyonlar ihmal edildiginde, problemin
geometrisi diizgiin kalinlikli tabakayla kapli bir yarim uzaya doniigmekte ve
GNLS denklemi de boyle bir ortamda yayilan lineer olmayan Love dalgalarini
karakterize eden sabit katsayili NLS denklemine indirgenmektedir. Sabit katsayili

NLS denklemi herzaman integrallenebilir olmasina ragmen, GNLS denklemi sinir
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yiizeylerindeki diizensizlikleri iceren degisken katsayilarindan dolayi integrallenebilir
olmayabilir.  Calismamizda Onerilen bir ansatz yardimiyla GNLS denkleminin
integrallenebilirlik kosulu tiiretilmis ve bu kosul altinda zarf soliton ve dark soliton
benzeri ¢oziimleri analitik olarak elde edilmistir. Diizensizliklerin GNLS denkleminin
integrallenebilirligini korudugu bazi 6zel durumlar arastirilmis ve bu durumlar icin
elde edilen soliton benzeri ¢coziimler kullanilarak nonlineerligin yan1 sira sinirlardaki
diizensizliklerin de dalga yayilimimna etkileri incelenmistir.  GNLS denkleminin
integrallenebilir olmadig1 diger bazi 6zel durumlar icin ¢oziimler, pseudospectral
yontem yardimiyla niimerik olarak arastirilmigtir. Sinir yiizeylerindeki degisimin
periyodik oldugu kabul edilerek ¢esitli lineer olmayan malzeme parametreleri icin elde
edilen soliton benzeri ¢oziimlerin grafikleri incelenmis, tabakali yarim uzayin sinir
yiizeylerindeki ondiilasyonlarin, bright soliton benzeri ve dark soliton benzeri dalgalar
tizerinde salinimlara yol actif1 gozlemlenmistir. Ayrica sinirlardaki ondiilasyonun
genligindeki artisin soliton benzeri SH dalgalarinin genliginde de artisa sebep oldugu
gosterilmigtir. Serbest yiizeydeki salinimla araylizeydeki salimimin lineer olmayan
dalga yayilimi iizerindeki etkileri arasindaki farki ortaya ¢ikarmak icin, sadece bir
yiizeyin salimmli diger yiizeyin diizlemsel oldugu durumlar incelenmistir. Serbest
yiizeydeki salinimin bright soliton benzeri dalga yayiliminda daha belirgin etkiye sahip
oldugu gozlemlenmistir. Ayrica lineer olmayan dalga evrimi sirasinda enerji analiziyle
de, serbest yiizeydeki ondiilasyonun arayiizeye kiyasla daha ¢ok enerji degisimine
sebep oldugu ve dolayisiyla lineer olmayan dalga yayilimi tizerinde daha etkili oldugu

gbzlemlenmigtir.
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2. IKI TABAKALI LINEER OLMAYAN ELASTIK BIR YARIM UZAYDA
YUZEY SH DALGA YAYILIMINA YAVAS ARA TABAKANIN ETKiSi

Bu boliimde, sabit kalinlikli farkli hiperelastik malzemelerden olusan lineer olmayan
iki tabakayla kapli bir yarim uzayda yatay polarize olmus yiizey kayma (SH)
dalgalarinin yavas modiilasyonu incelenmistir. Ara tabakanin lineer kayma hizinin,
list tabakanin ve yarim uzayin lineer kayma hizlarindan kiiciik oldugu, yani sirasiyla
ist tabaka, ara tabaka ve yarim uzaya ait lineer kayma hizlart ¢y, ¢, c3 olmak
tizere ¢ < c1 < c3 esitsizliklerinin saglandigr kabul edilmigstir. ~ Stoneley, ele
aldigimiz probleme karsi gelen lineer problemi incelemis ve faz hizinin ¢, <
c1 <c<c3yadac <c<cp < cs esitsizliklerini sagladigi durumlarda SH tipi
yiizey dalgalarinin yayilabileceklerini gostermistir, [12]. Calismamizda problem,
bu iki kosul altinda incelenmigtir. Yarim uzay ve tabakalarin, homojen, izotrop,
sikismaz hiperelastik ve birbirinden farkli mekanik 6zelliklere sahip genellestirilmig
neo-Hookean malzemelerden olustugu kabul edilmistir, [46]. Ek A boliimiinde
verilen genellestirilmis neo-Hookean malzemede diizlem dis1 kayma dalgalarina
ait analizden yararlanilarak lineer olmayan SH dalga yayilimim1 modelleyen lineer
olmayan hareket denklemleri ve smir kogullar tiiretilmistir. Daha sonra, lineer
dalgalarin yayilmasi problemi ele alinmig ve dalga yayiliminin mevcut oldugu
durumlarda dispersiyon bagintilari tiiretilerek, tabakalarin kalinliklart oraninin ve
ikinci bir tabakanin varliginin lineer dalga yayilimi iizerindeki etkileri incelenmistir.
Ardindan, ¢coklu 6lgekler metodu kullanilarak lineer olmayan dalga modiilasyonunun
genlik fonksiyonu asimptotik olarak lineer olmayan bir Schrodinger denklemi ile
karakterize edilmigstir. NLS denkleminin ¢oziim Ozelliklerinden yararlanarak, yavas
ara tabakanin lineer olmayan 6zelliklerinin soliton tipi dalgalarin varlig1 tizerindeki
etkileri grafiklerle incelenmistir. Ayrica ikinci tabakanin varliginin dalga yayilimi
tizerine etkisini gdzlemlemek icin, iki tabakali yarim uzay ve tek tabakali yarim uzay

modelleri i¢in tiiretilen NLS denklemlerinin ¢oziim 6zellikleri karsilagtirilarak ikinci
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bir tabakanin zarf soliton ve dark soliton tipi dalga yayilimini 6nemli dl¢iide etkiledigi

gbzlemlenmistir.

2.1 Problemin Formiilasyonu

Uc boyutlu uzayda bir noktanimn ayni dik kartezyen eksen takimina gore maddesel ve
uzaysal koordinatlari sirasiyla (X, X7, X3) ve (x1,x2,x3) olsun. A ve hy pozitif sabitler

olmak iizere, baglangic konumunda
P ={(X1,X2,X3) |0 <Xy < hj, —oo<X|<oo, —oo<X3< o0} 2.1
ve
P, ={(X1,X2,X3) | —hp <X <0, —o0<X]<oo, —o0o<X3< o0} 2.2)

bolgelerini dolduran, sabit kalinlikli, homojen, farkli hiperelastik malzemelerden

olusan iki tabakayla kapl
Py ={(X1,X2,X3) | —0o < Xp < —hp, —o0<X|<oo, —o0<X3<oo} (2.3)

bolgesini dolduran ve tabakalardan farkli bir hiperelastik malzemeden olusan yarim
uzay modeli ele alinmigtir. Problemin geometrisi Sekil 2.1°de gosterilmistir. X, = hy
serbest ylizeyinin gerilmesiz oldugu, X> = 0 ve X, = —h, arayiizeyleri boyunca yer
degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugu, ayrica X, — —oo i¢in yarim uzayda
yerdegistirmenin sifira gittigi (radyasyon kosulu) kabul edilmistir.

%

hy

P1

P,
—h,

Ps

Sekil 2.1 : Problemin geometrisi.
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Tabakali yarim uzayda X; ekseni boyunca yayilan yatay polarize olmus yiizey kayma

dalgalar1 asagidaki denklemlerle tanimlanmaktadir:
x=X, =X, xn=X+u"(X,X,1), r=1,2,3. (2.4)

Burada, bir alan biiyiikliigli iizerindeki parantez icindeki indis, biiyiikliigiin hangi
bolgeye ait oldugunu gostermektedir. ¢ zaman, u") ise P, bolgesindeki bir parcacigin
X3 yOniindeki yer degistirme fonksiyonudur. detx; ¢ = 1 oldugundan (2.4) ile verilen
genellestirilmis kayma hareketi izokorik bir sekil degistirmedir, yani bu hareket
esnasinda hacim degisimi olmamaktadir. Buna bagli olarak bdyle bir hareketin

meydana geldigi ortamin yogunluklari da, p(r ) r=1,2,3 igin, sabittir.

T,g) birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansorii olmak iizere, (2.4) ile tanimlanan
hareketin referans konumundaki denklemleri, harekete etki eden kiitle kuvvetleri

bulunmadiginda asagidaki sekildedir, [47]:

T =0, B=12  T&He=pWil), r=123 (2.5)

Burada, virgiilden sonraki alt indis maddesel koordinata gore kismi tiirevi ve
biiytikliigiin iizerindeki her bir nokta zamana gore kismi tiirevi gostermektedir.
Indislerdeki Yunan harflerinin 1’den 2’ye kadar, Latin harflerinin 1’den 3’e kadar
degerler alacaklar1 ve tekrarlanan iki Latin indisi iizerinde 1’den 3’e kadar toplam
oldugu kabul edilmektedir. Goriildiigii gibi her bir u'") tarafindan saglanmas1 gereken
tic tane hareket denklemi bulunmaktadir. (2.5)’teki ilk iki denklem ozdes olarak

saglanirsa ul” fonksiyonu tek bir denklemin ¢6ziimii olarak belirlenebilir.

Sinir kosullar1, X, = h; serbest yiizeyi iizerinde gerilmelerin sifir oldugu varsayimiyla,
X, =hde, NUTV=0 1=1,23; (2.6)

X =0 ve X, = —h; arayiizeyleri boyunca yer degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli

oldugu ve X, — —oo icin yer degistirmenin sifira gittigi kabuliiyle,

X, =0da, NOT =NITE ve uh)=y® 2.7)

\
X, = —hyde, NOTP =NITE ve u® =40 (2.8)
X, — —oo iken u® —0 (2.9)
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olarak elde edilir. Burada N,El), N,Ez), ngs) (k=1,2,3) sirasiyla

Fl(Xz) =X,—h; =0, Fz(Xz) =X,=0 ve Fg(Xz) =X, +h =0 (2.10)

yiizeylerinin normal vektorlerinin bilesenleri olmak iizere, normal vektorleri asagidaki
gibi tanimlidir:

NO=VE=j (i=1,2,3). (2.11)

Simdi, tabakalarin ve yarim uzayin lineer olmayan, homojen, izotrop, sikismaz
hiperelastik malzemelerden olustugu ve gerilme potansiyelinin, Finger sekil degistirme
tansoriiniin ¢! = [x; xx/ k], sadece birinci invaryantinimn bir fonksiyonu oldugu, yani
() =3 (1 (r )), r=1,2,3, oldugu kabul edilecektir. Bu malzemeler genellestirilmis
neo-Heoken malzeme olarak adlandirilmaktadir, [46]. (2.4) ile tamimlanan sekil

degistirme denklemlerinden birinci invaryantlar Ek A’daki calisma ile asagidaki gibi

1M =3 u) : oul) : 1.2.3 2.12
== + aXl + aXZ ) r=1,2,5. ( ‘ )

Yine Ek A’dan yararlanilarak birinci tiir Piola-Kirchoff tansoriiniin bilesenleri de

bulunur:

asagidaki sekilde yazilir:

Tl(lr) = Tz(zr) = Tl(zr) - Tz(lr) - T3(3r) =0,

A=12 igin T =1 =) r=1723. (2.13)

Boylece (2.5)’teki ilk iki hareket denklemi 6zdes olarak saglanir ve genellestirilmis
neo-Hooken malzemeden olusan iki tabakayla kapli bir yarim uzayda, (2.4) ile
tamimlanan diizlem dis1 dalga hareketi, kiitle kuvvetlerine ihtiya¢ duyulmadan
yaratilabilir. Bu calismada sadece genellestirilmis neo-Hooken malzeme gdz Oniine
alinmistir.  Genellikle, izotropik sikigsabilir ya da sikismaz diger malzemelerde, X
gerilme potansiyeli fonksiyonu iizerine bazi kisitlamalar koymadan (2.5)’teki ilk iki
hareket denklemi 0zdes olarak saglanmaz. Bu malzemelerle kapl ortamlar igin
[7]’deki ilgili problemde yapildig1 gibi benzer kisitlamalar altinda paralel bir analiz

yiirtitiilebilir.

(X1,X2,X3) yerine (X,Y,Z) yazildiginda (2.5)’teki ticiincii denklem ve (2.6)-(2.9) sinir
kosullar1 asagidaki sekilde elde edilir:

0 oulr) 0 oulr) 2ulr)
el (r) -z (r) _ Tt _
X (CD ox ) + 57 (CI) 57 P 52 r=1,2,3 (2.14)
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oul)

Jull) du®
— 0’da n— ) (1) —_ @I
Y=0da;, u u ve P 37 P 37 (2.16)
ou? ou®
— —hydes 2 —,06) () —pdIE
Y hr’de; u u ve & 37 P 37 2.17)
Y = — iken u®® —0. (2.18)

Bu caligmada kiiciik ama sonlu genlikli dalga yayilimi problemi incelenecegi icin
hareket denklemlerinin yaklasik formlar1 kullanilacaktir. Bu yaklasik denklemleri
tiiretmek igin, gerilme potansiyeli X’'nin, [3,00) aralifinda I’nin analitik fonksiyonu
oldugu kabul edilerek, bu fonksiyon gerilmesiz dogal durumda yani / = 3 civarinda
Taylor serisine agilir:

S(1) = Y(3)(I-3)+ %z”(s)(1—3)2+ (2.19)

Hareketin olmadig1 referans konumunda yani / = 3 iken, enerjinin sifir olmasi icin
%(3) = 0 olmalidir. Ek A’dan o) = 2%? oldugu dikkate alinarak, (2.19)’daki agilim
(2.14)-(2.17) denklemlerinde yerine konulup, iiciincii ve daha yiiksek mertebeden

lineer olmayan terimler ihmal edilerek asagidaki sinir deger problemi elde edilir:

0%, (%) 92 o [ ou o [ ou”
% _ ] R "
o7 o torr ) =V ox | ax X W) top | o AW | ¢

(2.20)
oul)
Y = "de; = 2.21
hide;  ——-=0, (2.21)
Y = 0da; uV =u@ e
ou) ou? ou? oul)
_ ) _ (22—
Y = —hy’de; u® =4 e
Ju? oul® oul® ou?
— — 3) — @22~
5y Py = PP (W) — B ) (2.23)
Y = —o iken u® 0 r=1,23. (2.24)
dy\? [oy)\?
olmak {izere alt indisler ve parantez icindeki iist indisler, biiyiikliigiin hangi bolgeye
kars1 geldigini gostermektedir. u, = ®()(3) kayma modiiliinii, n, = ‘2’((:)) (3)/p")

lineer olmayan malzeme parametrelerini ve ¢2 = u,/ p") olmak iizere ¢,, r = 1,2,3
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icin sirasiyla iist tabaka, ara tabaka ve yarim uzaya ait lineer kayma dalgalarinin
yayilma hizlarini temsil etmektedir. Eger n, > 0 ise ilgili malzeme kaymada sertlesen,
aksi halde kaymada yumugayan davranig gosterir. 7y, ¥, B, sabitleri de y; = (o /1,

Y = U3 /o ve Br = n,/c? olarak tanimlanmaktadir.

2.2 Lineer Dalgalar ve Dispersiyon

(2.20)-(2.25) denklemleri ile tanimlanan lineer olmayan smir deger probleminin
coziimleri ingaa edilmeden Once, lineer dalgalarin yayilmasi problemi ele alinmustir.
Bu kisimda, iki tabakali yarim uzayda yilizey SH dalga yayiliminin mevcut oldugu
kosullar arastirilmistir. Bu kosullar i¢in dispersiyon bagintilar tiiretilerek tabakalarin
kalinliklar1 oraninin ve ikinci bir tabakanin varliginin lineer dalga yayilim iizerindeki

etkileri incelenmisgtir.

Lineer dalgalar1 betimleyen denklemler, (2.20)-(2.25) denklemlerinde r = 1,2,3 i¢in

ortamin lineer olmayan 6zelliklerine ait sabitler 8, = 0 alinarak, asagidaki gibi yazilir:

u) (%) 9%l
372 —cy X2 + 372 =0, (2.26)
’ duV)
Y = hy'de; a—Y—O, (227)
oul) ou®
— o0da- o, — 2 _ _
Y 0’da; u u ve 37 N 3 0, (2.28)
ou? ou®
- _nodes 4 —,,0) _ _
Y hy'de; u u? ve = —p—r- =0, (2.29)
Y - —o iken u® =0 r=1,2,3. (2.30)

Pozitif X ekseni yoniinde yayilan harmonik dalgalar icin (2.26) denklemlerinin

coziimleri asagidaki formda aranabilir:
u = U (1) ®X= L ke r=1,2,3. (2.31)

Burada k.e. bir onceki terimin komplex eslenigini gostermektedir. k dalga sayisi,

acisal frekans olmak iizere dalgalarin faz hiz1

c=w/k (2.32)
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olarak tamimlanir. (2.31) ¢oziim formu (2.26) denklemlerinde yerine yazilirsa

asagidaki denklemler elde edilir:

20 (2
<oy

Lk (C% 1)ut =0, (233)

2U® 2

R (E—z—l) U@ —o, (2.34)
2

277(3) 2

e (C—z—l) v —, (2.35)
a3

(2.30) radyasyon kosulunun saglanabilmesi i¢in (2.35) denkleminin ¢odziimlerinin

hiperbolik fonksiyonlar olmas1 gerekmektedir. Boyle bir ¢6ziim icin ise
c<cy (2.36)
olmalidir.

Ortamdaki lineer kayma dalgalarinin yayilma hizlari ¢; < ¢z < ¢3 esitsizligini sagladig
durumda iki tabakali bir yarim uzayda SH tipi yiizey dalgalarinin varlig1 Stoneley ve
Tillotson tarafindan, [11], gosterilmis ve lineer olmayan dalga yayilimi problemi Var
[18], tarafindan incelenmistir. Ara tabakanin hizinin iist tabaka ve yarim uzayinkinden
daha yavas oldugu, yani ¢; < ¢; < ¢3 durumu i¢in, lineer SH tip1 yiizey dalgalarinin
varlig1 ise Stoneley tarafindan gosterilmistir, [12]. Bu tez caligmasinda, tabakalarin
ve yarim uzayin lineer kayma hizlar arasinda ¢; < ¢1 < ¢3 esitsizliklerinin gecerli
oldugu kabul edilerek yavas ara tabakanin lineer olmayan yiizey SH dalga yayimina
etkisi aragtirllmistir. Bu durumda yiizey dalgalarinin faz hizi, (2.36) kosulu da goz

oniinde bulunduruldugunda

oo<c<cr<cs (2.37)
o <cr<c<cs (2.38)
c<p<cr<c3 (2.39)

esitsizliklerinden birini saglamalidur.

2.2.1 ¢y <c<cp <cshali

Bu kosul altinda (2.33)-(2.35) denklemlerinin ¢oziimleri

U0 = At 4 oY, (240)
U = celkrY 4 peikmY (2.41)
U gk (2.42)
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olarak elde edilir. Burada vy, p> ve v3 asagidaki gibi tanmimlanmaktadir:

c? c? ?
3 c5 a3

Bu ¢oziimler (2.31) kullanilarak (2.27)-(2.29) sinir kosullarinda yerine konulursa,

U= (A,B,C,D,E)T (2.44)
ve
—kvie™ kvieVt 0 0 0
—kvy kvi  —inkps  ivikp2 0
W= 1 1 -1 -1 0 (2.45)
0 0 ikpre 2 —ikp,e'2 —}/sz3e*V3
0 0 e—in eiPz _e—V3
olmak iizere
WU =0 (2.46)

homojen cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada

Vi =kvihy, P,=kpyhy, Vz=kvihy (2.47)

olarak tanimlanmugtir. (2.46) denklem sistemin sifirdan farkli ¢oziime sahip olabilmesi

icin
detW =0 (2.48)
olmalidir.
detW = 4ikPvie™" {=v1p2sinhV|cos P, — yavv3sinh V sin P
— Y17pavicoshVicosP, + v p% coshV;sinP,} = 0. (2.49)

Dikkat edilirse ¢; < ¢ < ¢] < ¢3 igin ¢ # ¢ dolayisiyla v # 0’dir. O halde (2.49)

denkleminden
—vysinh Vi (pycos P+ 9vasin Py ) + 91 pa cosh Vi (—av3cos Pa+ prsin P ) =0 (2.50)

yazilabilir. Bu baginti faz hizi ¢, < ¢ < ¢ < ¢3 esitsizligini saglayan yiizey dalgalarina

ait dispersiyon bagintisidir. Degiskenleri (¢,k) veya (@, k) olan bu bagnti:

D(c,k) =0 (2.51)

18



ile gosterilebilir. Kapali fonksiyon teoreminden bilindigi gibi (Bknz. [48]), (2.51)
denklemini 6zdes olarak saglayan bir (co,kq) noktasi civarinda eger D, ve Dy siirekli
ve

D (2.52)
dc

ise (2.50) denklemi bu nokta civarinda
c=c(k) (2.53)

formunda bir fonksiyonu kapali olarak tanimlar. (2.53), dispersiyon bagintis1 olarak
adlandirilir. (2.50) denklemi ¢ = ¢(k) formunda birden fazla fonksiyon tanimlar. Bu
fonksiyonlarin her biri dispersiyon bagintisinin bir dalin1 olusturur. Bu dallara ait
fonksiyonlar1 (2.50) dispersiyon bagintisinin yapisi1 geregi analitik olarak hesaplamak
miimkiin degildir. Bu ¢aligmada bazi yarim uzay modelleri i¢in ¢ = c(k) dispersiyon
bagintilar1 niimerik olarak hesaplanmistir.

(2.50) bagintisinin her iki tarafi cosh V| cos P>’ ye boliiniirse ilk defa Stoneley tarafindan

elde edilen lineer dalgalarin dispersiyon bagintis1 bulunur, [12]:
—V1P2 tanh Vi— Hvivs tanh Vitan P, — NY2p2V3 + ’}’1}7% tan P, = 0. (254)

Ust tabakanin kalinlig1 sifir oldugunda, | = 0 yani V| = 0 igin, problemin geometrisi
tek tabakayla kapli bir yarim uzaya doniisiir ve (2.54) dispersiyon bagintist tek
tabakayla kapli yarim uzayda yayilan Love dalgalarina ait asagidaki dispersiyon
bagintisina indirgenir, [2]:

patan P, — ppv3 = 0. (2.55)

Ara tabakanin kalinligi sifir oldugunda, s, = 0 yani P = 0 icin (2.54) dispersiyon

bagintis1 agsagidaki denkleme indirgenir:
vitanh V| + v pv3 = 0. (2.56)

Dikkat edilirse, ¢ < ¢; < ¢3 oldugundan tanhV; > 0’dir ve yukaridaki denklemin sol
tarafl her zaman pozitiftir. Dolayistyla reel bir k i¢in ¢ ¢oziimii yoktur ve SH tipi ylizey
dalgalar1 ¢ < ¢ < c3 esitsizligi saglandiginda bdyle bir ortamda yayilamazlar. Ayrica
h; — oo i¢in ise problemin geometrisi bir tabakayla ayrilmis iki yarim uzay modeline
doniigiir ve (2.54) bagintist asagidaki bagintiya indirgenir:
viP2 + N2p2v3
}’11?% —pvivs
19
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(2.57) ilk defa Stoneley tarafindan elde edilen, diizgiin kalinlikli bir tabaka ile ikiye
ayrilmig sonsuz elastik ortamda yayilan Love dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir,
[49]. Bu ortamda yayilan SH dalgalari i¢cin ortamin lineer olmayan 6zelliklerinin dalga

yayilimina etkileri Kurt tarafindan incelenmistir, [50] .

2.2.2 ¢ <cy <c<cjyhali

SH dalgalarinin faz hiz1 ¢; < ¢1 < ¢ < ¢3 esitsizliklerini sagladiginda

C2
pi= (-2 — 1) >0 (2.58)
il
olmak iizere (2.33)’lin U (1) cOziimii
U = AeknY 4 ge~ikri¥ (2.59)

olarak elde edilir. v = —ip; esitligi kullanilarak (2.54) dispersiyon bagintisindan

asagidaki baginti tiiretilir:
pipa2tan Py + ppivatan P tan P> — ¥ pav3 + Ylp% tanP, = 0. (2.60)

Burada Py = kph;’dir. (2.60), iki tabakayla kapli bir yarim uzayda Love dalga
yayilimi i¢in ilk defa Stoneley ve Tillotson tarafindan tiiretilen dispersiyon bagtisidir,
[11]. Ust tabakanim kalinlig: sifir segildiginde, yani 4, = 0 i¢in, problemin geometrisi
tek tabakayla kapli bir yarim uzaya doniisiir ve (2.60) dispersiyon bagintis1 asagidaki
denkleme indirgenir:

tan P> = yv3/p2 = W3v3/Uop2. (2.61)
Ara tabakanin kalinlig1 sifir sec¢ildiginde ise, yani h; = O i¢in, (2.60) dispersiyon
bagintisindan

tan Py = Y15v3/p1 = W3v3/H1p1 (2.62)
elde edilir. Indirgenen bu bagintilar tek tabakali bir yarim uzayda yayilan lineer Love

dalgalarina ait dispersiyon bagintilariyla ortiismektedir, [2].

223 ¢c<cp <cy <cshali
SH dalgalarinin faz hizi ¢ < ¢3 < ¢ < ¢3 esitsizliklerini sagladiginda UV ¢oziimii

(2.40) ile verilir. U®) i¢in ise ¢Oziim:

U = e Y 4 pekva¥ (2.63)
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formunu alir. Burada

c2
V3 = (1 - —2> >0 (2.64)
)
olarak tantmlanmistir. vo = —ip; oldugu kullanilarak (2.54) dispersiyon bagintisindan
asagidaki bagint1 tiiretilir:
vivatanh V| + pvivstanh Vi tanh Vo + v ppvovs + 9 V% tanhV, = 0. (2.65)

Gortildiigii gibi bu bagintinin her terimi pozitiftir. Dolayisiyla bu denklemi saglayan
reel bir k degerine kars1 gelen bir ¢ degeri bulunamaz. Bu nedenle faz hizi ¢ < ¢; <

c1 < c3 esitsizligini saglayan SH tipi yiizey dalgalar1 boyle bir ortamda yayilamazlar.

2.2.4 Dispersiyon bagintilari

Lineer kayma hizlar1 ¢; < ¢1 < ¢3 esitsizliklerini saglayan iki tabakali bir yarim uzayda
yayilan SH tipi yiizey dalgalarina ait dispersiyon bagintilarinin yapilarn geregi, faz
hizi-dalga sayis1 egrilerinin grafikleri Mathematica programi kullanilarak yazilan bir
algoritma ile niimerik olarak hesaplanarak ¢izdirilmistir. ¢; < ¢ < ¢1 < ¢3 i¢in (2.50),
¢y < c1 < ¢ < c3 igin ise (2.60) ile verilen bu bagintilar, hesaplamalarda daha uygun

olduklari i¢in sirasiyla asagidaki formlarda yeniden yazilmigtir:

—V1 sinh(kv1h1 ) [pz COS(kpzhz) + Yv3 Sin(kpzhz)]
+Y1p2 COSh(kvlhl ) [—'}/2\}3 COS(kpzhz) +p2 Sin(kpzhz)] =0 (2.66)

ve
D1 Sin(kplhl)[pz COS(kpzhz) + V3 Sin(kpzhz)]

+Y1 P2 COS(kp1h|)[—’)/2V3 COS(kpz/’Lz) +p2 Sin(kpzhz)] =0 (2.67)

Bu bagintilar1 boyutsuzlastirmak icin asagidaki tanimlamalar yapilmagtir:
p=p2, m=c/c, my=cz/cs, (2.68)

1 1
o= (? — 1) >0, vi,= (ﬁ — 1) >0, T=hy/h, K=k(h+h).
1 2
(2.69)
Buradan, yeni boyutsuz parametreler ile

1/2 1/2

p1=my (p* - plo) V2 =m (plo—p*) ", vi=mo (viy—p?) (2.70)

olarak yazilir. Bu tanimlamalarla pjg < v3g olduguna da dikkat edilerek, (2.66) ve

(2.67) dispersiyon bagintilar1 boyutsuz olarak sirasiyla
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Km, —pZ—{—p%O K
/ P70
D K)= h — 2142
1(P, ) PY1C0s Tt [ myYy p-+v3,cos T+t
2 2
. ( Kpw T . Kmiy/ =P+
- — h
+psm(1+ro)] miy/ —p°+ pjpsin
Kp
1+

1+ 17
Kpt / .
. [pcos <1+T0) +myp _p2+vgos1n )] =0, 2.71)

Kmy PZ - P%() K
\V 2%}
Dy (p,K) =pyicos [—mapy/—p? +V§o COS( )

14+ 79 14+ 19

1
To
To

veE

/2 2
. [ Kpr, [ Kmiy/ P~ —Pig
—|—psm(ﬂ>]+m“/p2—p%osm
0

147 14+ 19
Kpto [ 2.2 . [ Kpwo
: |:pCOS (rﬁ)) +m2’}/2 —p2 —|—V%0 Sin (1 T TO>:| =0 (272)

formlarinda yazilir. Bu denklemler kullanilarak ¢ = ¢(K) fonksiyonlarinin ¢ >0, K >0

bolgesindeki dallarinin grafikleri ¢izilebilir. Bu durumda, (2.71) ve (2.72) denklemleri

ile kapali olarak tanimlanan p = p(K) fonksiyonlari hesaplandiktan sonra

A =c3(p*+1) (2.73)
bagintist kullanilarak ve
c="< (2.74)
(&)

tanimi yapilarak C = C(K) fonksiyonlarinin grafikleri ¢izdirilmistir.

Dikkat edilirse ¢, < ¢ < ¢1 < ¢3 olmak iizere, D (p, K) fonksiyonu (p, K) diizleminde
K>0, 0<p<pio<vi (2.75)

esitsizlikleri ile tanimlanan bolgede tanimli ve siireklidir. Ayrica bu bolgede dDy/dp
ve dD;/dK siireklidirler. Dolayisiyla kapali fonksiyon teoremine gore D (p,K) =0
denklemi, bu bélgede dD /d p # 0 oldugu noktalar civarinda p = p(K) fonksiyonlarini
tanimlar. Buna bagh olarak da D;(p,K) = 0 denklemi, C> = p? + 1 bagintis1 dikkate
alinirsa, (C,K) diizleminde

K>0, 1<C<2<8 (2.76)
) (6]
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bolgesinde C = C(K) fonksiyonlarini tanimlar.

Ayni sekilde ¢; < ¢ < ¢ < ¢3 olmak iizere, Dy(p,K) = 0 denklemi de (p,K)
diizleminde

K>0, 0<pio<p<vi 2.77)

bolgesinde p = p(K) fonksiyonlarini, buna bagl olarak da (C,K) diizleminde

k>0, 1<% <c<8 (2.78)
(60) (&)

bolgesinde C = C(K) fonksiyonlarini tanimlar.

Dikkat edilirse ¢ — ¢y yani p — po limitinde hem (2.71) denkleminden hem de (2.72)

denkleminden

Kpio7o . [ KpioTo
/2 2 _
Pion {—mz?’z —P7o T V30 C€08 < 1+ ) =+ p1osin ( 1+ =0 (2.79)

elde edilir. Yani, 0 < p < p1o < v3p ve 0 < p1g < p < v3¢ bolgelerinde sirasiyla (2.71)

ve (2.72) denklemleriyle temsil edilen p = p(K) egrileri bu bolgelerin sinirini olugturan
p = p1o dogrusu iizerinde ayni noktalarda bulusacaklardir. Yani (2.71) ve (2.72)
ile tamimlanan egriler bu dogru iizerinde siireklidirler. Buna bagl olarak da (C,K)
diizlemindeki dispersiyon egrileri C = ¢ /c, dogrusu boyunca siirekli olacaklardir.

Dolayistyla bu denklemler (C, K) diizleminde

K>0, 1<Cc<S (2.80)
2

bolgesinde siirekli olan egriler tanimlayacaklardir.

Benzer sekilde (2.72) denkleminden, ¢ — ¢3 yani p — v3g limitinde

2 L2
S 5 Kviono\ . [ Kmiy/—Pio+Vv3o
miy/ —Pig + V3¢ €08 1oz sin

+ 7 14+ 19
Kmy/ —pio+v3o Kv
. 3070
cos sin| —— ) =0 2.81
+v3o TF 2 ( T+ ) (2.81)

elde edilir. Yukaridaki denklemi saglayan K degerleri, (p,K) diizleminde (2.72)
ile tanimlanan egrilerin p = v3g dogrusu ile kesisim noktalarimi verir. Bu sekilde
hesaplanan (v39,K;), (i = 1,2,3,...) noktalar1 dispersiyon bagintisina ait her bir dalin
baglangic noktasidir. Tek tabakali yarim uzaya ait dispersiyon bagintilarinda oldugu
gibi iki tabakali halde de ilk dal (C,K)-diizleminde (C = ¢,K = 0) noktasindan
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baglamaktadir. Yani K; = 0’dir. (2.81) denkleminden bulunacak K> > 0 degeri ikinci
dalin baglangic¢ dalga sayisini verir. (2.81) denkleminin kokleri

0=K1 <Ky <K;<.. (2.82)

olmak iizere, sirasiyla diger dallarin baglangi¢ dalga sayilaridir. Bunlara cut-off dalga

sayilar1 denir.

C = C(K) egrilerinin grafiklerini ¢izmek icin lineer malzeme ozellikleri ile ilgili

parametreler
w=4, m=1, =9 ve pH=p@=pB= (2.83)
olarak segilirse boyle bir model i¢in;

C1:27 62:1, 6323, ve ’)/1:1/4, ’)/2:9

my=1/3, m=1/2, plo=3, 15, =8 (2.84)

elde edilir. Bu degerler kullanilarak (2.71) ve (2.72) sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

K+/3—p? K K
Dl(P,K):PCOSh<—p> {3 8—pzcos( pTO)—psin( pro)}

2427 I+1 l+1

V33— K K
+24/3—p s1nh( p ) {pcos <£)+3\/8—p2sin(lf?>} -0
0 0

2421
(2.85)

veE

K+/-3 2 K K
Dy(p,K) = pcos (——H?> {3\/8—1)2005 (1f?> —psin(lf?)}
0 0

24271
K+/—3+p? KpT K
—2+/=3+ p?sin <T2:;)p> [pcos(1 >+3\/ —p sm( pf(z))] =0
(2.86)

Tabakalarin kalinliklari oraninin, 7y = hy/hy, dispersiyon bagntilarina ve dolayisiyla
dalga yayilmasina etkisini gézlemlemek amaci ile i, /h; = {0.1, 1,10} i¢in dispersiyon
bagmtilarinin farkli dallart Sekil 2.2°de, daha iyi bir kiyaslama amaciyla hy/h; =
{0.1,1,10,100} ve hy = 0,hy = 0 degerleri igin birinci dallar1 Sekil 2.3’te verilmistir.
Yukarida tanimlanan lineer model i¢in (2.37) ve (2.38) esitsizlikleri siras1 ile 1 <

C <2 ve2<C <3 formunu alir. Bu araliklarda egriler sirasi ile (2.85) ve (2.86)
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dispersiyon badintilarina aittir. Grafiklerden goriildiigii gibi (C,K) diizleminde bu
egriler C = ¢y /cy = 2 dogrusu boyunca ayni noktada bulusurlar, yani egriler C = 2
dogrusu boyunca siireklidirler. Sekil 2.3’ten goriilecegi gibi iist tabakanin kalinlig1 ara
tabakaninkine kiyasla ¢ok kiigiik oldugunda yani h;/h; artarken, iist tabakanin etkisi
neredeyse ortadan kalkmakta ve dalgalar, hizlar1 ¢; = 1 ve ¢3 = 3 olan tek tabakali
yarim uzayda yayilan Love dalgalar1 gibi davranmaktadir. /#; = O durumunda ise
1 < C < 3 araliginda tek tabakayla kapli bir yarim uzayda yayilan Love dalgalar
icin elde edilen (2.55) ve (2.61) dispersiyon bagintilar1 ile tanimlanan C-K egrileri
elde edilir. ¢» < ¢ < ¢ < ¢3 durumunda yani 1 < C < 2 i¢in, ara tabakanin kalinlig1
iist tabakaninkine kiyasla ¢ok kiiciik oldugunda yani hp/h; azalirken, dispersiyon
bagintisinin ilk dali i¢in bile dalga yayilimi ¢ok yiiksek frekansta mevcut olmaktadir.
Bu gozlem (2.56) denkleminin elde edildigi 6zel durumla ortiismektedir Oyle ki;
(2.54) denkleminden h; — 0O limitinde (2.56) bagintis1 elde edilerek, SH tipi yiizey
dalgalarinin yayilamayacaklar1 gosterilmisti. ¢ < ¢; < ¢ < ¢3 durumunda yani 2 <
C < 3 igin, hy/h; azalirken dispersiyon egrileri, kayma hizlar1 sirasiyla ¢; = 2 ve
c3 = 3 olan tek tabakali yarim uzayda yayilan Love dalgalarina ait egriler gibi C = 2
dogrusuna asimptot olmaktadir. sy = 0 secildiginde ise , 2 < C < 3 araliginda tek
tabakali yarim uzayda yayilan Love dalgalarina ait C-K egrileri elde edilmektedir. Bu
gozlem, yiizey dalgalarinin faz hizi ¢; < ¢1 < ¢ < c¢3 esitsizligini saglarken, 7, — 0
limitiyle (2.60) dispersiyon bagintisindan, tek tabakali yarim uzayda yayilan Love

dalgalarina ait (2.62) bagintisinin elde edilmesi sonucuyla ortiigmektedir.
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K K
(@) hy/h; =0.1 (b) hy /by =1

0.5¢

0.0k - - - ]
0O 5 10 15 20

(c) hy/hy =10
Sekil 2.2 : Cesitli i1y /h; degerleri i¢in boyutsuz faz hizi C’nin boyutsuz dalga sayisi
K’ya gore degisimi.

3.0

2.5

0 5 10 15 20

Sekil 2.3 : Dispersiyon bagintilarinin birinci dallari.
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2.3 Lineer Olmayan Yiizey SH Dalgalarimin Asimptotik Analizi

Bu kisimda, lineer 6zellikleri ¢; < ¢ < ¢3 esitsizliklerini saglayan sabit kalinlikli
iki tabakayla kapli bir yarim uzayda lineer olmayan kii¢ciik ama sonlu genlikli SH
tipi ylizey dalgalarinin yavas modiilasyonu incelenmistir. Yavas modiile edilmis bir
dalga katar1, dalganin fazi hizli 6lgekli; dalganin genligi, boyu gibi dalga modiilasyon
parametreleri ise yavas Olcekli olmak iizere iki Olcek icermektedir. Yani ylizey
dalgalari, biri hizli digeri yavas olmak iizere iki 6l¢cekli bir dalga yayilimini karakterize
etmektedir. Dolayisiyla coklu ol¢ekler metodu ve asimptotik analiz yontemleri,
yiizey dalgalarinin davranisini karakterize eden calismalar icin kullaniglt matematiksel
tekniklerdir. Bu sebeple coklu dl¢ekler metodu kullanilarak, lineer dalgalarin faz hizi
c’nin ¢ < c<cp <c3yadac <cp <c < cs esitsizliklerini sagladigi durumlar
ayrt ayri incelenmis ve her iki durumda da lineer olmayan self modiilasyonun
asimptotik olarak sabit katsayili lineer olmayan bir Schrédinger (NLS) denklemi
ile karakterize edildigi gosterilmistir. NLS denkleminin ¢oziimlerinin 6zellikleri
denklemin katsayilar1 carpiminin isaretine bagli oldugundan, bu ¢arpimin dalga sayisi
ile degisimi uygun malzeme parametreleri i¢cin niimerik olarak hesaplanmistir. Yavas
ara tabakanin lineer olmayan ozelliklerinin, NLS denkleminin ¢oziimleri iizerindeki
etkisi arastirilmistir. Ayrica iki tabakali yarim uzayda ve ara tabakanin kalinlig: sifir
secilerek elde edilen tek tabakali yarim uzayda SH dalga yayilimini asimptotik olarak
karakterize eden NLS denklemlerinin katsayilar1 karsilagtirilarak yavas ara tabakanin

varliginin lineer olmayan dalga yayilimi tizerindeki etkisi gdzlemlenmistir.

Coklu olgekler metodu, asagidaki yeni bagimsiz de8iskenler tanimlanarak uygulan-
mastir, [S1]:
xi=¢€X, ti=¢€t y=Y, i=0,1,2. (2.87)

Burada € lineer olmamanin mertebesini belirten kiiciik pozitif bir parametre,
{x1,x2,11,12} yayilma olayinda yavas degisimi karakterize eden yavas degiskenler,
{x0,t0,y} ise izl degigimi karakterize eden hizli degiskenlerdir. Yeni tanimlanan
bagimsiz degiskenlerin birer fonksiyonu oldugu kabul edilen u, r=1,2,3,

yer degistirme fonksiyonlarinin asagidaki diizgiin gecerli asimptotik acilima sahip
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olduklar1 varsayilmaktadir:
u(r) - Z Snu}gr)(x03x17x27y7t07t17t2)' (288)
n=1

Yeni bagimsiz degiskenlere gore tiirev operatorleri asagidaki gibi yeniden yazilir:

TR
X  dxp ox1 oxy’
990 2
ot dty I oty
d Jd

(2.20)-(2.24)’de verilen hareket denklemleri ve sinir kosullar1 (2.87)’deki yeni
bagimsiz de8iskenler cinsinden yazilip, (2.88) asimptotik acilimi uygulanir ve £ nun
ayni kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse, u,(f)’lerin ardisik olarak belirlenebilecekleri
bir problemler hiyerarsisi elde edilir. Bu pertiirbasyon problemlerinin ilk ii¢li agsagida

verilmisgtir:

€ mertebesindeki problem, O(€):

2,.(r) 2,,(r) 2,,(r)
(1)) 2 97U 2 (9w 9w
L A _ = =1,2,3. 2.
(uy") 302 c,( 5.2 + 92 > 0, r=1,2,3 (2.90)
0 0
au(l)
y = h; serbestyiizeyinde 81 =0, (2.91)
y
i (1 _ @ ou  oup?
y = 0 arayiizeyinde u; =u, ve -N =0, (2.92)
dy dy
b (2) p) (3)
y = —hy arayiizeyinde u&z):u(f) ve ! ) o =0, (2.93)
dy dy
y o —eo igin ul¥ 0. (2.94)

& mertebesindeki problem, O(g?):

2,.(r) 2,.(r)
L(ug)) :2( 2 d U ) U ) , r=1,2.73. (2.95)

T oxedx;  Otdi
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augl)

y = h; serbest yiizeyinde Iy =0, (2.96)
p) (1) p) (2)
y = 0 araylizeyinde ugl) :uéz) ve “ -N 2 =0, (2.97)
dy dy
b 2) b (3)
y = —hy araylizeyinde ugz) :ug) ve g; ) ;‘; =0, (2.98)
y = —eo igin uf¥ 0. (2.99)

3

&3 mertebesindeki problem, O(¢):

2,.(r) 2, (r) 2.(r) 2,.(r) 2..(r) 2,.(r)
N 5 07Uy _8u2 5 [ 97y d°u, _8u1 d7u;
L(u3 ) N (C, 8)608)61 8t08t1> Tt ( 8x% +28xOXQ 2

o2 " ot
K P W L ) (2.100)
"\ Gxp \ axg O 5 | gy ™) ) |- ,
oul!
n 3
y=h; serbest yilizeyinde Iy =0, (2.101)
y=0 arayiizeyinde ugl) :u§2) ve
augl) 3”52) 8u§2 au(ll)

_ _ (2)y (1)
Iy N 3y 7B 2y Jo(uy”) — B Iy Ho(uy '), (2.102)

2 _ 06

y= —hy araylizeyinde uy’ =u;’ ve
ou'? ou’d ou'® 3 ou'? 2
8; % a; =Y2ﬁ3a—ly<%/o(ug ))—Bz aly Jiﬁ(ug N, (2.103)
y— —eo igin ul’ =0, (2.104)
Burada ) )
_ (v dy
Ho(y) = (a—XO) + (a_y) (2.105)

olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse, yukaridaki mertebe problemleri lineerdir ve birinci mertebe problem
(2.26)-(2.30) denklemleri ile de tanimlanan ve ilk defa Stoneley tarafindan incelenen
lineer dalga problemidir, [12]. Ancak lineer problemde tanimlanan u(") = 4(") (X,Y,1),
r = 1,2,3, yapisinda fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar problemi tanimlayan
denklemler coziilerek tam olarak belirlenebilir. € mertebesindeki lineer problemde

ise ugr) = ugr) (x0,%0,X1,X2,,11,12) yapisinda oldugu i¢in € mertebesindeki problem
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(r)

¢oziilerek u;° fonksiyonlarinin ancak xo, 7o ve y degiskenlerine baghiliginin yapisi
acik olarak hesaplanabilmektedir. Bu fonksiyonlarin diger degiskenlere baglilig1 daha
list mertebe problemler ¢oziilerek bulunur. Ikinci ve iiciincii mertebe problemlerdeki
denklemlerin sag tarafindaki bilinmeyenler bir Onceki mertebe problemlerinden
belirlenmis olacagindan, birinci mertebe problem gibi daha iist mertebe problemler de
lineerdir. Ancak bu problemlerde hareket denklemleri ve bazi sinir kosullart homojen
olmayan yapidadir.

Simdi € mertebesindeki problemden baslayarak bu problemlerin ¢oziimleri elde
edilecektir. Yavas ara tabakanin lineer olmayan yiizey SH dalga yayilimi iizerindeki
etkisini incelemek icin, tabakalarin ve yarim uzaym lineer kayma hizlarinin ¢; <
c1 < c3 esitsizliklerini sagladigi kabul edilmistir.  Daha 6nce incelenen lineer
problemin ¢oziimiinden de goriilecegi gibi, ¢ dalganin faz hizi olmak iizere asagidaki

esitsizliklerden birinin saglanmasi halinde yiizey SH dalga yayilimi1 mevcuttur:
o <c<ci<cs, (2.106)

0 <c1 <c<cs. (2.107)

Problem, bu kosullar altinda incelenecektir.

2.3.1 ¢ < ¢ <) < cj3icin analiz

Oncelikle yiizey SH dalgalarmin faz hizinin (2.106) esitsizligini sagladigi durum
ele almacaktir. Birinci mertebe problemin ¢6ziimii, (2.94) radyasyon kosulu goz
Oniine alinarak, lineer problemin c¢oziimiindeki gibi degiskenlere ayirma yontemiyle
asagidaki sekilde elde edilir:

M(ll) = Z {A(ll) (xl,x27tl,t2)€_lkv1y +B§l) (x17x27t17t2>€lkV1y} eile +k.€., (2108)
=0

[}

u(lz) = Z {Cil) ()Cl,XQ,ll,l‘z)eilkpzy +D§l)(Xl,)Cz,tl,tz)e_ilkpzy} e'? +ke., (2.109)
1=0
W = Y EY (x1,30,11,02) e 4 ke (2.110)
1=0
Burada [ reel pozitif tamsayidir; ’k.e.” sembolii, onceki terimin kompleks eslenigini
gostermektedir. @ acisal frekans, k dalga sayis1 olmak lizere 0 = kxy — wrg dalganin

hizli dlgekli fazidir. ¢ = w/k faz hiz1 olmak iizere vy, py ve v3 (2.43)’teki gibi
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tanimlanmaktadir:

2 2 2
v%:<1—c—2)>o, p§=<c—2—1)>o, v§:<1—c—2)>0.
C1 ) 3

Agl), Bgl), Cgl), Dgl), El(l) birinci mertebe yavas degisen kompleks dalga genligi
fonksiyonlaridir ve problemin smir kosullarindan elde edilir. Bunun i¢in

(2.108)-(2.110) ile verilen ¢oziimler (2.91)-(2.93) sinir kosullarinda kullanilirsa

ul) =l Bl ) pl) EMT @.111)
ve
—klvie=™1 kv 0 0 0
—klvy klvy —i’)/lklpz i’}’lklpz 0
W, = 1 1 —1 v 0 (2.112)
0 0 iklpre™ P2 —iklpye'™  —ypklvze™
0 0 e—ile eilP2 _e—lV3

()

olmak lizere, birinci mertebe genlik fonksiyonlarini igeren U; ~ igin
wull=0, 1=012,.., (2.113)

homojen cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Burada V| = kvih;, P» = kpyho,
V3 = kv3hy olarak tanimlanmigtir. Bu homojen denklem sistemlerinin sifirdan farkl
cozimleri ancak detW; = 0 olmasi durumunda mevcuttur. [/ = 1 icin (2.112) ile

tanimlanan W; matrisi, (2.45)’te verilen matrise 6zdestir. Dolayisiyla
detWi =detW =0 (2.114)
esitliginden (2.54)’te verilen dispersiyon bagintisi elde edilir:
—vipatanh Vi — pvivstanhVitan P, — ¥ o pavs + ylp% tanP, = 0. (2.115)

Boliimiin basinda da belirtildigi gibi bu kisimda bir k dalga sayist civarinda
merkezlenmis bir dalga katarinin lineer olmayan self modiilasyonu incelenmektedir.
Bu nedenle yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu

saglamadiklari kabul edilmistir, yani

[>2 icin detW,; 0. (2.116)

31



Bu kosul altinda (2.113) denklem sistemlerinin ¢oziimleri agagidaki gibi bulunur:

UV = #(x,0.1,0)R, 2.117)

U&O) = Bi(x1,x2,t1,0)P+C1(x1,x2,11,02)Q + Z1(x1,%2,11,12)S,  (2.118)

vl =0, 1>2 (2.119)

Burada ./ dalga modiilasyonunun birinci mertebe yavas degisen kompleks genlik

fonksiyonu, %, , ¥ ve Z; yavas degisen uzun dalga bilesenlerini temsil eden

reel fonksiyonlardir. R, P, Q, S asagidaki denklem sistemlerini saglayan siitun
vektorlerdir:

WiR=0, WoeP=0, WoQ=0, W;S=0. (2.120)

Burada P” = (1,0,0,1,1), Q7 =(0,1,0,1,1), ST =(0,0,1,—1,0) ve R vektoriiniin

bilesenleri agagidaki gibi bulunur:

1 in P;
R, = A 4 e Cospz+m ,
2coshV; P2
1 vl V3’}/2SinP2
Ry = — e V17V3 [ cosP+ 2122
2 2coshVIe 2+ 123 ’

Ry — LePV3 <1 . iv3—Y2> ,
2 P2

— 1
Ri = R3= Ee—le—V3 (1 _|_iv3_72) ,
D2

Rs = 1.

Bu calismada dalgalarin sadece self modiilasyonu incelenecegi i¢in diger tiim dalga

etkilesim siireci ve Ugo) ihmal edilecektir. (2.117) kullanilarak, birinci mertebe

coziimler (2.108)-(2.110)’dan asagidaki gibi elde edilir:

ugn = A (Rie ™ + Rye)ei® + ke, (2.121)
ugz) = o (R3e* P + Rye P2 | ke, (2.122)
) = HARsVe tke. (2.123)

Lineer olmayan problemin birinci mertebe ¢Oziimiinii tamamlamak icin, dalga
katarinin lineer olmayan self modiilasyonunu temsil eden <7 genlik fonksiyonunun

daha yiiksek mertebe problemler ¢oziilerek belirlenmesi gerekmektedir.
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Yukarida verilen birinci mertebe ¢oziimler, ikinci mertebe pertiirbasyon probleminin

(2.95) diferansiyel denklemlerinde yerine konulursa, bu denklemler agagidaki sekilde

yazilir:
Lws)) = 2iMD(Rie™ 4 Rye1Y)e® 4 ke, (2.124)
L(ugz)) — 2imM® (R3eikpzy _|_R4e*ikl72)’)ei9 +k.e., (2.125)
L(uf)) = 2iMPIRseF e 4 k.. (2.126)
Burada

0.7, 0.7,
a) _ I 2 971
M 0] I + kcy, Ix

olarak tanimlanmaktadir. (2.124)-(2.126) denklemlerinin ¢oziimlerini

a=1,23 (2.127)

) =al) ) (2.128)

seklinde iki parcaya ayiralim, dyle ki ﬁg) r=1,2,3 icin sirasiyla (2.124), (2.125) ve

~r)

(2.126) denklemlerinin 6zel ¢oziimleri, uzr ’ler ise
L@y=0, r=1,23 (2.129)

homojen denklemlerinin, (2.96)-(2.99) sinir kosullarindan (2.128) kullanilarak

tiretilen asagidaki homojen olmayan sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun;

(1) (1)
yo= npde Z2_ 9% (2.130)
dy dy

1 2 —(1 (2
ve o) _%8#2) (o —qq&”g) 2.131)
dy dy dy dy |’
y o= —hyde iy -y = ()~ )
2 3 —(2 —(3
v 08 _yza#z) _ (o —yza”g) (2.132)
dy dy dy dy |’
y o —eo igin @) 475 —0. (2.133)

(2.124)-(2.126) ile verilen denklemlerin ©6zel ¢oziimleri ﬁg) , belirsiz katsayilar

(r)

yOntemi kullamlarak bulunabilir. Lineer bagimsiz ¢oziimler i¢in u, ’, r = 1,2,3 i¢in
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sirastyla asagidaki sekilde segilmelidir:

ﬁgl) _ <Cle—kvly + Czekvly> ve'® +k.e., (2.134)
2 <C3eikp2y LC 4e—ikpzy) yel® ke, (2.135)

Burada
Ca:Ca(XI,XZ,ll,tl) o= 1’2’5 (2137)

(2.134)-(2.136) coziim formlart (2.124)-(2.126) denklemlerinde yerine konulursa C

katsayilar1 agsagidaki sekilde bulunur:

R _iR R

C = MY, =M, =M, (2138)
ctkvy ctkvy c5kpa
R —iR

Cs = =M, C5=F2MO. (2.139)
cskpo cskvs

(2.129) homojen denklemlerinin (2.99) radyasyon kosulunu saglayan ¢oziimleri ise
birinci mertebe problemdeki gibi degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak agagidaki
sekilde elde edilir:

iy = ) {Ag)(xl,xz,tl,tz)eflkvly+Bg)(x1,xz,tl,tz)elkvly}eﬂe +ke., (2.140)
i=0

oo

Lt/\(zz) = Z {Cél) (x17x27t1;t2)eilkp2y +Dg) (x17x27t17t2)e_ilkp2y} eilg +k.€., (2141)
=0

it\é:;) = ZEél) (x17x27t17t2)€lk1}3yeile +ke (2142)
=0

Burada Ag), Bgl), Cél), Dg), Ez(l) ikinci mertebe yavas degisen dalga genligi

fonksiyonlaridir ve sinir kosullar1 kullanilarak hesaplanir.

U = (a0, 800,00, 5 2149

~(r)

. r
olmak iizere, u,

(r)

ve u, , r = 1,2,3, ¢oziimleri ikinci mertebe pertiirbasyon

probleminin sinir kosullarinda kullanilirsa, Ug)’ler icin asagidaki cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

wul=b), 1=012,.. (2.144)
Burada bgl) vektorleri
141 igin b =0 (2.145)
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ve [ =1 i¢in asagidaki gibidir:

—(1 — V])Cle_vl — (1 +V])C2€V1
—C1—Co+n(C3+Cy)
bl = 0 . (2.146)
—(1 — iPz)Cg,e_iPz — (1 + iPz)C4eiP2 + ’)/2(1 — V3>6_V3C5
(C3e P2 4 Cye'> — C5e7V3)hy

W matrisinin ve R vektoriiniin tanimlar1 kullanilarak

bg) _ (&Qfl oW, J 8W1> R

o 9o om ok (2.147)

oldugu gosterilebilir.
detWi =0 ve bgl) # 0 oldugundan, WlUgI) = bgl) homojen olmayan denklem
sisteminin ¢Oziimiiniin olmas1 icin bél) vektorii W matrisinin siitun uzayinda
olmalidir. Bu sebeple

LW, =0 (2.148)

ile tanimlanan W matrisinin siitun uzayina dik her L. vektorii i¢in
Lb\") =0 (2.149)

uygunluk kosulu saglanmalidir. Rank(W1) = 2 oldugundan L vektorii bir parametreye
baglidir ve (2.149) uygunluk kosulunun bir L icin saglanmas: yeterlidir. (2.148)
denklemlerini saglayan L = (Ly,L,,L3,Ls,Ls) vektoriiniin bilesenleri agsagidaki gibi

secilebilir:

1

L, = — Ly, Ly,=1, L3=kvitanhV|L,,
coshV;
Ly = (yl cosP + n tanhV; sian) Ly,
P2
Ls = —k(’}/lpz sinP, — vy tanhV; COSPz)Lz. (2.150)

W;R = 0 bagintisinin k’ya gore tiirevi alinirsa,

OW, _ OW, JR _ IR\
< 5 Ve, )R+W1 (ﬁjuvg%) —0 (2.151)

elde edilir. Burada V,

Vo= (2.152)
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olarak tanimlanan grup hizidir. (2.151) soldan L ile carpilir ve (2.148) esitligi

B oW, oW,
Vy=— (LWR) / (L%R> (2.153)

oldugu goriiliir. Bu esitlik dikkate alinir ve (2.147) kullanilirsa (2.149) uygunluk

kullanilirsa,

kosulundan .7 fonksiyonunun

0.9 2.9

Ly, =0 2.154
ot 1 § 8x1 ( )
denklemini saglamas1 gerektigi bulunur. Bu ise birinci mertebe yavas de8isen genlik
fonksiyonu <7 ’in V, grup hizi ile ilerleyen bir referans cergevesinde sabit kaldigin

gosterir, yani .o#| fonksiyonu
= ) (x1 —Vyt1,x0,12) (2.155)

yapisindadir. (2.147)’deki bg) tanimiyla birlikte (2.151) ve (2.154) kullanilirsa, [ = 1

icin (2.144) denklem sisteminin ¢6ziimii

() _ gpr— 2 (R OR
Uy’ =@hR— <8k+vg8m

. (2.156)

olarak yazilir. Burada % = 2% (x1,x2,11,t2) dalga modiilasyonunun yavas degisen
ikinci mertebe genligini temsil etmektedir ve gerektiginde daha yiiksek mertebe

pertiirbasyon problemlerinden elde edilir.

[ > 2 igin detW; # 0 kabuliinden (2.144) denklem sistemlerinin ¢oztimleri

1>2, igin Uy =0 (2.157)

olarak elde edilir.

[l =0 i¢cin ise detWp = 0 oldugundan, (2.144) denklemlerinin ¢oziimleri birinci

mertebe problemdeki gibi agsagidaki sekilde yazilir:
0
Ué ) = B (x1,X2,11,02)P+C(x1,x2,11,12)Q + Do (x1,x2,11,12)S. (2.158)

Burada %, , %, ve <, ikinci mertebe uzun dalga bilesenlerini temsil eden,
yavas Olgeklerin birer fonksiyonu olmak iizere, .o% gibi yiiksek mertebe pertiirbasyon
problemlerinden belirlenebilir. Fakat bu calismada amag¢ sadece birinci mertebe
diizgiin gecerli ¢6ziimii insaa etmektir. Bunun i¢in de @ , %, ¢, D
fonksiyonlarinin bulunmasi gerekli degildir, yalnizca .o7; ’in belirlenmesi yeterlidir.
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Yukarida elde edilen birinci ve ikinci mertebe ¢oziimlerden, o) fonksiyonu tam olarak
belirlenememistir. 7] fonksiyonunun x; ve f, yavas degiskenlerine baghiligi, ii¢iincii
mertebe pertiirbasyon problemi c¢oziilerek bulunacaktir. Yukarida tiiretilen birinci
ve ikinci mertebe ¢oziimler, li¢iincli mertebe probleme ait diferansiyel denklemlerde

yerine konulursa, bu denklemler asagidaki formda yazilabilir:

L(ugl)) = (gle—kv1y+gzye—kv1y+93ekv1y_|_94yekv1y

+Dse 30 1 P3N el® 1 (39 terimler) + k.e., (2.159)

L(ugz)) — (@7eikpzy+@8yeikp2y+@98_ikp2y+@mye_ikpzy

+2113*P0 1 @507 3kP2) 10 1 (3071 terimler) + k.e., (2.160)

L(ug3)) = (D136 + Diaye™? + D53l + (391 terimler) + k.e.. (2.161)

Burada
90 = 2k I W W) 4 oip gD _ -
1 = llefm —|—2A18—)Cl.//11 +R N +2lR1%12 —91,
B 2R, 0 2 d (1)
7 = _Vlkc% (watl_‘_kclg)cl)//ll7
0
9y = 2iR2///2(11)+2A28—)61.///l(11)+R2</V(1)+2iR2,///1(21)—ng,

B 2R, 0 2 0 (1)
Dy = ke (a)at1+kc xl)//ln,

'@5 = va -@6:°@1+7
J
D = 2R M +2Ms=— M + RN D) 2R M) — P

8x1

B 2iR3 0 , d (2)
.@8 = _—pzkc% <C()a—t1 +kC28—x1 %11 R
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Do = iRy M 20 ///1(1 + RN D 4 2Rt P — 25

_ 2iRy 0 , d (2)
Do = psz%< 8t1+kc E My

I = 25, Zn=2;7,

B 2R5 0 5 0 (3)
Dy = V3kC§ ((D p +kc ” ,///11,

Dis = nmak*(—=3+23 +WRE | 2o,

ve

2T 29
(@) _ B B
///ﬁy = 8y +kca 9%,
1oy I,

oyl — 22 71 Y 71

@9 T ar

dRy  ORy

A, = [ =% e
* ( ok e 80))

P = ikt (9— 27+ W) RiRo | A |2,

25 = mk* (9— 221 +0)) R3R | |2
27 = mk*(=3+27+9)) R}| >
2 = mk*(=3+27+0)) B3| >

P = mk* (942p3+9p3)) [Ra|*Ra| 4 |* 1

QZ_ = n2k4

(
(
(-
( 1)

Py = mk* (9+2p3+9p3)) |Rs|*Rs| 1 [
( )
(—3—2p5+9p3)) B3| [
(-

25 = mk*(=3-2p3+9p3)) Ryl |

olarak tanimlanmaktadir. , bir ¢ biyiikliigiiniin modiiliinii  gostermektedir.

Yukaridaki katsayilar yazilirken R4 = R3 6zelligi kullamlmustir.

Simdi ii¢lincii mertebe problemin ¢oziimlerini ikinci mertebe problemin ¢oziimleri gibi

W =al) +al), r=123 (2.162)
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seklinde iki parcaya ayiralim, dyle ki ﬁgr) r = 1,2,3 i¢in sirasiyla (2.159), (2.160),
~(r)

(2.161) denklemlerinin 6zel ¢oziimleri, u3r "ler ise
U i + it 0 1,2,3 (2.163)
—c =0, r=1,2, .
8t§ ’ 8x3 dy?

homojen denklemlerin ¢oziimleri olmak iizere, bu c¢oziimler (2.101)-(2.104)’ten

(2.162) kullanilarak tiiretilen agagidaki homojen olmayan sinir kosullarini saglar:
oy oul!
y = hde —-=-—21 (2.164)
dy dy

y = 0’da I//ttﬁ,(l) — i\th) = —(ﬁ:(,’l) —ﬁgz)) ve

aﬁ(l) aﬁ(z) au(z) au(l)
—( 3 3 ) n Bt () S — By () L

aﬁgl) aﬁgz)
o "oy T

oy "oy dy dy

y=—hyde @ —a{) =—@® -a)
ouy o) (au§2> ous)

veE

3 8u(3) 2 8u(2)
>+Yzﬁ3%(ug)) 8; —ﬁz%(ug)) &; ,

Y= —eo igin @y 4@ — 0. (2.165)

(r)

uy’, r=1,2,3, dzel ¢oziimleri agagidaki gibi lineer bagimsiz fonksiyonlarin bir

toplamu olarak ifade edilir:

L_‘gr) = iV, 0,0)e + 7 (01,00, 01,0)eM0 + ke, r=1,2,3. (2.166)

Burada fr(l), r=1,2,3, dalgalarin self modiilasyonu ile ilgili fonksiyonlarken f,(3), r=
1,2, 3, ligiincii harmonigin etkisini temsil etmektedir. Bu ¢alismada sadece dalgalarin
self modiilasyonu ile ilgilenildigi i¢in fr(3), r =1,2,3, fonksiyonlarinin agik formlari
verilmeyecektir. fr(l), r=1,2,3, fonksiyonlar belirsiz katsayilar yontemi ile asagidaki

sekilde bulunur:

fl(l) = (g1 + &2y)ye MY 4 (&5 + £4) vk + £5¢ Y L gge®Y ke, (2.167)
£V = (&7 + e5y)ye™™> 1 (89 + E10y)ye P2 113K 4 gppe I 4 e,

f3(1) = (€13 + €14Y)ye™Y + €15 + kee.. (2.168)
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Bu ifadeler (2.159)-(2.161) denklemlerinde yerine konulursa g, i = 1,..,15

katsayilar1 agsagidaki sekilde bulunur:

g = 7 + 72 & ——% & =— 7 + 74
DT 2@ AR T 4 T 2 d MR
8__94 e — .@5 e = — -@6 8_1.@7_@8
v 4kvicd’ T 8k2v%c%’ 6= 8k2v2c%7 7_2kp2c% 4k2pac3’
i7R i% 70 i%10
& = A1 20 & = — 2 D) 227 810:_—27
4kpacs 2kpacs  4k=pic; 4kpacs
I D12 D3 Dia
€l = —o55, €=, E€3=— +
T sp2 T sk g TP 2k 4R
9 9
£l = —— 2 gy=—— (2.169)
4kvscs 81<2v3c3
~(r)

uy’, r=1,2,3, homojen ¢oziimler, bir 6nceki pertiirbasyon problemindeki yol

izlenerek asagidaki sekilde yazilir:

1/4431) — Z{Agl)(x1,x2,tl,t2)e_”‘“y+Bgl)(xl,xz,tl,lz)elkvly}eﬂe+k'e"(2'170)

=0

i[gz) = Z {Cgl) (xl,x2,t1,l2)eilkp2y +Dgl) (xl,xz,tl,tz)e_ilkmy} €i19 +k.e.,
=0

uA(33) = <E§l) (xl,xz,tl,tz)elkv3y> ¢ tke.. (2.171)
=0

Burada Agl), Bél) , Cgl), Dgl) ve E3(l) iciincii mertebe yavas degisen dalga genligi
fonksiyonlaridir ve bunlar iiciincii mertebe pertiirbasyon probleminin sinir kosullari

kullanilarak elde edilecektir. Daha 6nce oldugu gibi

vy =@y, 80 " oY BT (2.172)
(r) (r)

tanimu yapilirsa, u;’ ve uy’, r = 1,2,3, ¢oziimleri iiglincli mertebe pertiirbasyon
probleminin sinir kogullarinda kullanildiginda bu vektorler icin, asagidaki cebirsel
denklem sistemleri elde edilir:

w,ul) =bY). (2.173)

Buradal—lvel—31g1nb 7é0 b #Ofakatl;«él 3191nb§)_0’d1r [ =1 igin

bu vektor

_, oW, s IW, dch\ (AW, I IW, It
"\ o0 9 ok ox do o ok ox

82W1 8242%1 282W1 82&71 +82W1 82,5%1 }R
dw? Btl dkdw 8x1r9t1 dk? 8x%

l
2
W, 0%  OW; >« \ (OR _ JR ,
( dk 92  do axlan) (8k Ve3w >+F|M| 2 (2.174)
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olarak ifade edilir. Lineer ve lineer olmayan malzeme parametrelerine ve dalga

sayisina bagh olan F = (F, F>, F3, Fy, Fs)T vektoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

k*(9v —2v2 +9 3
Fy = — By O il )(Ym sinP2+cosP2> e 3V3, (2.175)
8cosh’ V; D2
k3 9 4_2 2 9 3
h= B O ‘;l—i_ ) (}/2\/3 sinP2+cosP2> sinhV;e3V3
8vicosh’ V; ) 2]

3 k3(9v1+2v1 3) (y2\z3
32 V1 COSh3 Vi D2

K(9p3+2p3+9 22
+71182 (O3 +2p3 +9) (H—yz—?) (sian—@cost) e 3Vs

3
sin P> + cos P2) sinh 3V1673V3

8p2 P P2
3k3(9pt —2p% —3
—7B2 Or; =2y = 3) (1— 72 3)s1n3Pe A&
32p2 p2
3k3(9p4 —2p2 -3
+%B2 Or; —2p; =3) (3—&) Ecos3Pe 3Vs3
32p2 5 p2
Bvi (v £y ) L o
+Bi cosh® Vv, ( P2 SlnP2+CosP2) (sinhVj cosh”V; 4 3visinh’ Vy)e "3

3 ,},2
B (1 opd) (142
P3

(I—Sp%)[(l—?)y )s1n3P ( YZV3> Y3 053 }e3V3, (2.176)

P p2 P2

(ssz - cost) +

3
k2 (-3 +2v2 —i—9vl) (Vm ssz—i-Cost)

F = cosh3Ve3V3
’ hr 32vl cosh’V; !
k2 (=3 —2p2+9p3 3
+B> ( p22 pZ) (1 v3}/2) cos 3>Pze_3v3
32p; p2
k? (=3 —2p2+9pd
i ERE ) (5= —V”f B2 Gn3pe Vs, (2177)
32p; 125 P2
3 2 4 2.2
Fi— ﬁzk (9+2p2 +9p2) (1 n V3';’2) V3’)/ze_3v3
8p2 p5 /) p2
hok* (94 2p3+9p3
+Br— O+2p3+973) (1 ~ V3Y2> e 3V
8 p2
32p2 P2 P2
363 (=3 4+ 202 +9v?
_}/2133 ( 8v3 3 3) e*3V3 +72B3k3V3(1 +3V%)673V3
—pBakv3(1+313v3)e Y3, (2.178)
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hk?a 942 2 9 4 2n2
F= —B 2k (9+2p3 +9p3) (1+V3Y2)V3_726—3v3

8p2 p3 /)
NIER Y (1 ), o
B _
32p% p%
K(-3+2 9
B, (=3+25+93) sy (2.179)
8v3

(3)

Birinci mertebe ¢oziim igin gerekli olmadigindan, b; vektoriiniin agik formu

verilmeyecektir.

detW1 =0 ve b 7é 0 oldugu icin (2.173) denklem sisteminin U( ) icin ¢coziimiiniin
olabilmesi icin

Lb\) =0 (2.180)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. V, grup hizinin (2.153) tanim kullanilarak

(2.180) uygunluk kosulundan

s 0\ | =0%H 2 da dah\
l< P +V, 8x2> r PR + Aot |2ty + i ¥ Jrvga—x1 =0  (2.181)
bagintisi elde edilir. Burada I ve A sabitleri
_ J°W I’W, W
_ 2 1 1 1
r= - L(V b0 ekt 8k2)
IW, IW, JR JR dW;
+L( SVt ) (ﬁ—I—Vg%)]/(L—a R) (2.182)
A = -LF/ (L?R) (2.183)

olarak tanimlanmistir.

o/ fonksiyonu belirlendikten sonra (2.181) denklemi .7’in hesaplanmasi icin
kullanilabilir. Boylece problemin birinci mertebe diizgiin gecerli ¢6ziimiiniin ingaast
tamamlanmis olur. (2.181)’deki .@%’yi iceren terimlerin yapist incelendiginde, eger
ah’nin x1 ve t; degiskenlerine bagliligi, .7;’in bu degiskenlere baghlig: gibi kabul
edilirse, yani .o = o (x1 — V,t1,X2,12) yapisinda oldugu kabul edilirse,

ot ot
R T y . Ay 2.184
an TV an (2189
oldugu goriiliir. Bu kosul altinda, (2.181) artik yalnizca o7 i¢in asagidaki denkleme
doniisiir:

+ Al |? ety =0. (2.185)

2
i(aﬁ{1 am)ﬂ*a A

V.
an ¥ om 9
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Asagidaki boyutsuz degiskenler ve sabitler tanimlanarak,

T = on, &=ke (x—Vi)=k(x;— V), (2.186)

A = ki, T=kT/w, A=A/(wk? (2.187)

(2.185) denkleminden asagidaki lineer olmayan Schrédinger (NLS) denklemi elde
edilir:
aA 9%A

I—— 1+ A|A]?A = 0. 2.188
Fr a§2+ Al ( )

W/ R = 0 denklemi, ® = @(k) oldugu dikkate alinarak k’ya gore iki defa tiiretilip

sonu¢ baginti soldan L satir vektorii ile carpildiginda elde edilen ifade (2.182) ile

karsilastirilirsa, I katsayisimin asagidaki gibi yazilabilecegi goriiliir:

. 1dV, 1d°w
I'= ——. 2.189
2dk 2 dk2 ( )
(2.188) sabit katsayili NLS denklemi integrallenebilirdir, [52]. A(&,0) = Ag(&)
formunda verilen bir baglangic kosulu ile NLS denkleminden A icin bir ¢dziim
tiiretildikten sonra, ugr) birinci mertebe c¢oziimler (2.121)-(2.123) esitlikleri kul-
lanilarak elde edilir. Ao(&) baslangi¢ degeri, tabakali ortamlarin yer degistirmelerinin

baglangic degerlerine baglhdir.

Ornegin Y = hy yiizeyi iizerinde (2.121)’den
nghz

kcosh(kvih;

u(X,h,0) = { ) {7'2 3 sin(kpahy) +cos(kp2h2)H Ao (kX )eX
(2.190)

yazilabilir.

Amacimiz, ele alinan problemin birinci mertebe diizgiin gecerli ¢coziimiinii elde etmek
oldugu icin, (2.188) ile verilen NLS denkleminin ¢oziimiinii bulmak yeterli olacaktir.
Daha yiiksek mertebe diizgiin gecerli ¢coziimler elde edilmek istenildiginde, tigiincii
mertebeden yiiksek mertebe pertiirbasyon problemlerinin ¢oziimleri arastirilirken
saglanmas1 gereken uygunluk kosullariyla o5, .7, ... fonksiyonlarinin hesaplanabile-

cegi denklemler tiiretilebilir.

2.3.2 ¢y < ¢y < ¢ < cj3icin analiz

Bu kisimda, lineer 6zellikleri ¢ < ¢; < ¢ < c¢3 esitsizliklerini saglayan iki tabakali

bir yarim uzayda lineer olmayan SH dalgalarinin yavas modiilasyonu, bir Onceki
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kistmdaki benzer analiz yiiriitiilerek incelenecektir. Bu durumda, birinci mertebe
problemdeki (2.90) denklemlerinin c¢oziimleri, degiskenlere ayirma yontemiyle

asagidaki sekilde elde edilir:

lxtgl) = Z {Agl) (x17x27t1;t2)€ilkp1y +B§l) (x17x27t17t2>e_ilkp1y} eile +k.€., (2191)
=0

il = YA i, 0)e™ 2 £ DY (11 0,0, 0)e M b ke, (2,192)
=0

1,,53) = ZEI(Z) (xl,xz,tl,tz)elkv3yeile +k.e.. (2.193)
=0

Dikkat edilirse (2.191) ifadesi, (2.108)’de v; yerine —ip; yazilarak da elde
edilebilir. Dolayisiyla (2.191)-(2.193) ile verilen ¢oziimler birinci mertebe problemin

(2.91)-(2.93) sinir kosullarinda kullanilirsa elde edilen
WlUgl) =0, [=0,1,2,.., (2.194)

cebirsel denklem sistemlerinin katsayr matrisleri W;, (2.112) matrisinde v yerine

—ip; yazilarak asagidaki sekilde elde edilir:

iklpie™™  —iklpje P 0 0 0
iklpl —iklpl —i}’lklpz i’)/lklpz 0
W, = 1 1 —1 —1 0
0 0 iklpre™ P2 —iklpre™  —pkivze™Vs
0 0 efile eilP2 _eflVg,
(2.195)
Py = kpi1hy ve p1 = iv| olmak iizere, ayn1 sekilde dispersiyon bagintis1 da asagidaki
gibi elde edilir:
pip2tanPy 4+ ppivatan Py tan Py — ¥ 5 pava + ylp% tanP, = 0. (2.196)

(2.196) bir onceki kistmda belirtildigi gibi, ilk defa [11] nolu makalede tiiretilen, iki
tabakal1 bir yarim uzayda yayilan Love dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir. WiR =

0 ve LW, = 0 denklemlerini saglayan R ve L vektorlerinin bilesenleri de

o inP _
Rl = — ¢ PV (cost—i—m), Ry=R;,  (2.197)
2cos P D2
1 _
Ry = —eP % (1—iv3—"2), Ri=FRs, Rs—=1, (2.198)
2 P2
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1

Ly = — Ly, Ly=1, L3=—kpitanPL;,
1 cos P, 2 2 3 P1 1L2
—D1 .
Ly, = (}/1 cosh,+—tanP; ssz) Lo,
P2
Ls = —k(]/lpz sinP, + pitan Py COSP2)L2 (2.199)

formlarini alir. (2.194) denklemlerinin ¢éziimleri / = 1 icin Ugl) =Aj(x1,x2,11,1)R,

[ >2i¢in Usl) = 0 olarak elde edilir ve dolayisiyla birinci mertebe ¢oziimler

ugl) = A (R1€*P1Y 4 Rye *P17)e® 4 ke, (2.200)
ugz) = A (Rse* P 4 Rye *72)e® 4 ke, (2.201)
) = AR5V 4 ke, (2.202)

seklini alir. Dikkat edilirse bu ¢oziim (2.121)’ de v yerine —ip; yazilarak da elde
edilebilir. Yiiksek mertebeden problemlerin ¢oziimleri de, 6nceki kisimda verilen ilgili
coziimlerde vy yerine —ip; yazilarak bulunabilir. Sonug olarak ¢; < ¢; < ¢ < ¢3 i¢in
SH dalgalarinin lineer olmayan modiilasyonu yukarida izlenen yolla tekrar bir NLS
denklemi ile karakterize edilir. Bu denklemin katsayilar1 I ve A hesaplanirken (2.196)
ile verilen dispersiyon bagintisi kullanilir ve F vektoriiniin bilesenleri de asagidaki gibi

elde edilir:

K*(9pt4-2p3 +9 v
Fi=—Bih (9p1 +2p7 )<}’23

3
sin P, + cos P: e_3V3,
8cos3 P P2 2 2)
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B

K (9pi+2pi+9) <72V3

3
sinP, +cosP, | sinPe Y3
8p1cos’ Py P2 2 2) !

_33_2131 k3(9§?c;)s23p£1_ ) (}/]29\;3 sin P, + cos Pz) 3 sin3Pje V3
+1pB2 e (9p§ ;—pr% +9) (1 + 7’22\2/%) (sian — % Cost) e—3Vs
2 p >
-1B2 3 (9P%;p2P% —3) (1 _ 3?}’222\1%) sin 3P2e—3\/3
2 p
+1B2 i (9173 > ZP% = <3 - YZZ_\%) 26 cos3Pe3V3
32p> ) 245) p2

IS 3
—Bi 0085;71 (Y;‘;ﬁ sin P> 4 cos Pz) (sinPy cos? P+ 3p% gin? Pl)e_3V3
,),2 2

k3
—7’1[32ﬁ (1 +9p%) (1 4 2—‘2}3> <sinP2 — @COSPZ) +

4 P> D2
3 2.2 2.2
(1— 3p§)[(1 - y22v3) sin3P; — (3 - yz—?) Y3 os3Py]1e3V3(2.203)
125) P> p2

3
k* (=3-2p1+9p}) <";—72/2 sinP, + cosP2>

cos 3Ple_3v3

—Bi

32p3cos’ Py
k% (=3 —2p3+9p3 3viy
+B2 ( 1%) + p2) (1 o V3'}’2 ) COS3P26_3V3
2 2
32p2 P2
k2 (-3 -2p}+9p} 30
+B2 ( 1%) p2) (3 . V3')/2 ) V32 sin 3P26*3V3 (22()4)
2 2

3 2 4
g, K 0+ 203 +9p3) (1+V%722> 3P avy

8p2 /) m

4 2 4 2.2
+ﬁ2h2k (9+2p3+9p3) <1 N v3}2/2> e—3V3
8 P5
5, 353 (—3 — 2p% —|—9p‘2‘) <3 B v%}/%) @673%
32pa p3) p
33 (=3 + 2034+ 0% B
—1B3 ( 8, s 3)6 V3 4 pBskivs(143v3)e Ve
—pBkv3(1+3p313)e V3 (2.205)
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3 2 4 2n2
P2 1253 P2
2 2 4
_ﬁzk (=3 —2p3+9p3) (1_3v§y22 -3V
32p3 p3
K (=3+2v2+ 9%
—Bs ( > D e-ava (2.206)
8v3

Dikkat edilirse, ¢y < ¢ < ¢ < ¢3 durumunda h; = 0 ya da hy, = 0 secildiginde ve
¢y < ¢ < c1 < c3 durumunda i) = O secildiginde, iki tabakali yarim uzay modeli
icin tiiretilen NLS denklemleri, tek tabakali yarim uzayda yayilan lineer olmayan SH

dalgalarini karakterize eden NLS denklemine indirgenir.

2.3.3 NLS denkleminin baz1 ¢oziimleri

Bu boliimde NLS denkleminin bazi ¢oziimleri verilerek, uniform dalga ¢oziimlerinin
kiigiik pertiirbasyonlar altinda kararliliklari incelenmis; NLS denkleminin ¢éziimlerine
ve kararliliga, katsayilar carpimi I'A’nin isaretinin etkisi gosterilmigtir. (2.188) ile

verilen NLS denkleminin, ¢ reel bir fonksiyon K, Q ve V; sabitler olmak {izere
A(E,T)=9(n)e®e 9 n=¢_Vyr (2.207)

formunda ilerleyen dalga ¢oziimleri tiiretilecektir. (2.207) ¢oziim formu (2.188)’de

verilen NLS denklemine yerlestirilirse

¢ . d¢ 2 3 _
Fd—nz+z(2KF—Vo)%+(Q—FK )¢ +Ap® =0 (2.208)

denklemi elde edilir. V = 2KT olarak kabul edilirse, bu denklem

rdz—¢+(9—r1<2)¢+A¢3 =0 (2.209)
dn? '

halini alir. (2.209) denklemi d¢ /dn ile carpilip bir defa integre edilirse,

do\*> TK*-Q ,
()

1A

2F¢4+C (2.210)

denklemi elde edilir.

I'A > 0 durumunda, Q = I'K? — A¢? /2 segimiyle (2.210) denklemi

do\*> 1A , , 1A
(%) = 20307 SR04 4C 2211
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denklemine indirgenir. Eger || — o igin ¢ — 0 ve d¢/dn — 0 ise C = 0 olur ve

(2.211) denkleminin ¢oziimii

1/2
¢ = gosech [(%) %n] (2.212)

seklinde bulunur. (2.212) ¢oziimii “zarf soliton” veya “bright soliton” ¢dziimii olarak
adlandirilmaktadir, [53].
I'A < 0 durumunda, TK? — Q = A¢{ ise (2.210) denklemi

Ao\’ A, 1A,
(dn) —Fqboq) 2F¢ +C (2.213)

denklemine indirgenir. Eger |n| — oo icin ¢ — ¢o ve d¢/dn — 0 ise C = —A¢g /2T

olur ve (2.213) denkleminin ¢6ziimii

AN\ 12
= @ptanh | ( —= 2214
¢ = ¢o tan [(21“) ¢on] (2.214)
seklinde bulunur. (2.214) ¢6ziimii bir sok dalgas1 yayilimini karakterize eder.
Bu ¢oziimlerden farkli olarak I'A > 0 veya I'A < 0 i¢in NLS denkleminin
A(E,7) = el (K27 (2.215)

formunda diizlem dalga ¢oziimii de mevcuttur. Bu ¢oziim NLS denkleminde yerine

konulursa diizlem dalganin ¢g genligi

IK?-Q
g = —— (2.216)
A
bagmtisini saglar. Ozel olarak K = 0 alindiginda, diizlem dalga ¢oziimii
A(E,7) = el (2.217)
seklini alir.
Diger taraftan, I'A < 0 i¢cin NLS denkleminin
A7) = g ()e!T 207G (2.218)

seklinde bir ¢ziimii aranirsa ve |1| — oo icin A — ¢oeiF2A¢’g " ve dA/dn — 0 oldugu

kabul edilirse ¢ ve G fonksiyonlari
¢2 = ¢§(1 — sin’B sechzw) (2.219)

G = arctan(tan B tanh y) (2.220)
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olarak elde edilir, [54]. Burada B bir sabit olmak iizere, ¥ ve Vj asagidaki sekilde

tanimlanmugtir:
v = (—7> ¢om sinB, (2.221)
Vo = +27320(=TA)' ¢, (2.222)

(2.218) ile tanimlanan ¢oziime “dark soliton” ¢oziimii ad1 verilir ve bu ¢oziim biitiin

soliton ¢oziimii 6zelliklerine sahiptir, [52, 54].

Yukarida tiiretilen ilerleyen dalga ¢oziimlerinin formlarindan, I'A ¢carpiminin isaretinin
coziim yapisim etkiledigi agikca goriilmektedir. I'A’nin isaretinden bagimsiz olarak
NLS denkleminin (2.215) ile verilen diizlem dalga ¢6ziimii mevcuttur. Simdi bu
diizlem dalga ¢6ziimiiniin kiigiik pertiirbasyonlar altinda kararlilifina, I'A ¢arpiminin

isaretinin etkisi incelenecektir. Eger NLS denkleminin ¢oziimii

A7) = —a@z’ ©) ibz.1) (2.223)

oldugu kabul edilip, NLS denkleminde yerine yazildiktan sonra reel ve sanal kisimlari

ayrilirsa a ve b i¢in asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

ar+ F(abgg + 2615 bg) = 0, (2.224)
A 3 2
ab; — 79~ I'(agg —abg) = 0. (2.225)

Simdi NLS denkleminin diizlem dalga ¢oziimlerinin kiiciik pertiirbasyonlar altinda
kararliligin1 incelemek i¢in a ve b’yi, ag ve bg sabitleri civarinda € < 1 olmak iizere
€’na gore seriye acalim:
a(€,T) = ag+eay (&,7) + O(£2), (2.226)
b(E,7) = bo+ b (E,7) + O(€?). (2.227)

Bu seri acilimlart (2.224)-(2.225) denklemlerinde kullanilir ve €’dan biiyiik terimler

ithmal edilirse asagidaki lineer denklemler elde edilir:

ai, —H“aobl55 = 0, (2.228)
3
apb, —Thy,, — ZAa(z)al = 0. (2.229)
a ve by icin elde edilen bu lineer denklem sisteminin

ai(E,7) = Ac'KE=97) b (& 1) = Be(KE—0D) (2.230)
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formunda diizlem dalga c¢oziimlerini arayalim.  Bu c¢oziimler (2.228)-(2.229)
denklemlerinde kullanilirsa, sifirdan farkli ¢6ziim elde edilebilmesi i¢in Q ve K

arasinda

2 2 3 2 I 2 1/2
Q7 = K*(-Ta) ( 745 — 5K (2.231)

bagintisinin saglanmasi gerektigi ortaya c¢ikar, [7]. Bu bagint1 (2.223) ile tanimlanan
dalgalara ait dispersiyon bagintisidir. Burada reel bir K degeri icin, I'A < 0 ise Q
reel olacaktir ve bu kosul altinda a; ve by sinirh kalacaktir. Eger I'A > 0 1se K <
[(3/4)(A/T)]"/%aq icin Q kompleks degerlidir ve buna bagli olarak da a; ve by smirsiz
olarak biiyilir. Sonug olarak lineer olmayan uniform diizlem katar1 sonsuz kiiciik bir

pertiirbasyon altinda I'A < 0 ise kararli, ['A > 0 ise kararsiz olacaktir.

Yukarida incelenen lineerlestirilmis a; ve by ¢coziimleri kisa zaman araliginda gecerli
olmalarina ragmen, NLS denkleminin A(&,0) = Ag(&) baslangic kosulu altinda
¢Oziimiiniin uzun zaman aralifinda davramgi da TA’nin igaretine baghidir. || — o
icin sifir olan baglangi¢ uyarilari, eSer I'A < 0 ise sonen titresimlere, I'A > 0 ise bir

dizi zarf solitona doniisiir, [53].

Ayrica bir k. kritik dalga sayis1 civarinda dispersif ortamda, A = 0 yani I'A =
0 oluyorsa, sistemde marjinal hal durumu ortaya c¢ikar. Bu durumda, NLS
denkleminde dispersiyon ile nonlineerlik birbirini dengeleyemez ve NLS denklemi
dalga modiilasyonunu karakterize edemez. Bu halde, nonlineerligin etkisini k. kritik

dalga civarinda dengelemek i¢in farkli bir asimptotik acilim kullanilmalidir, [55].

2.4 Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

Bir onceki boliimde ifade edildigi gibi, sabit katsayili bir NLS denkleminin ¢oziimleri
bu denklemin katsayilar1 carpiminin isaretine baghdir. Bu sebeple, katsayilari
ortamin lineer ve lineer olmayan malzeme parametrelerine, tabakalarin kalinligina ve
dalga sayisina bagli olan bir NLS denklemi ile asimptotik olarak karakterize edilen
lineer olmayan SH dalgalarinin davraniglarin1 belirleyebilmek i¢in, I'A carpiminin
isaretinin dalga sayisina gore degisimi ¢esitli lineer olmayan malzeme parametreleri
icin incelenmistir. I" ve A katsayilarinin boyutsuz dalga sayisina, K = k(h) + hy), gore

degisimi lineer malzeme sabitlerine uygun degerler verilerek dispersiyon bagintilarinin
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ilk dal1 i¢in hesaplanmigstir. Hesaplamalarda lineer 6zellikler asagidaki gibi secilmistir:

m=4, =1, w=9 ve pW=p@=pH-1 (2.232)

Boylece
c1=2,¢c=1,¢3=3 (2.233)

olur ve boyutsuz faz hizi C = ¢/c; i¢in (2.106)-(2.107) esitsizlikleri de sirasiyla
asagidaki formu alir:

I<C<2; 2<C<3. (2.234)

Boyle bir lineer model igin, Sekil 2.4’te I' — K egrileri hy/h; =1, h =0, h; =0
degerleri igin ¢izdirilmistir. Ay /h; = 1 secildiginde I', grup hizinin minumuma
sahip oldugu yaklagik olarak K ~ 6.28 degerinde sifirdir.  Ayrica h; = 0 ve
h, = 0 durumlarinda tek tabakali yarim uzayda yayilan SH dalgalarim karakterize
eden NLS denkleminin dispersiyon terimi elde edilmistir.  Dikkat edilirse, I'
katsayis1 lineer malzeme parametrelerine, tabakalarin kalinliklar1 oranina ve dalga
sayisina baghyken, A bunlara ek olarak lineer olmayan malzeme parametrelerine
de baghdir. Bu sebeple, lineer olmayan malzeme parametrelerinin I’A ¢arpimina
etkisini gozlemleyebilmek icin, tabakalarin kalinliklari orani h/h; = 1 alinarak
ve lineer malzeme parametreleri yukaridaki gibi secilerek sabit tutulurken, cesitli
lineer olmayan malzeme parametreleri fB; = n;/ c%, B =ny/ c% ve B3 =n3/ c% icin
hesaplamalar yapilmistir. Daha 6nce de bahsedildigi gibi eger B, > 0 ise ilgili malzeme
kaymada sertlegen, f3, < O ise ilgili malzeme kaymada yumusayan davranig gosterir.
Diigiik hizli ara tabakanin lineer olmayan ozelliklerinin dalga yayilimi iizerindeki
etkilerini gozlemleyebilmek icin, grafiklerde iist tabaka ve yarim uzaya ait lineer
olmayan malzeme parametreleri, sirasiyla B; ve 3 sabit tutulurken, ara tabakaya ait
malzeme parametresi 8, degistirilmistir. Oncelikle §; = B3 = 2 secilerek sertlesen
bir iist tabaka ve sertlesen bir yarim uzay modeli i¢in, A ve I'’A "nin boyutsuz dalga
sayis1 K’ya gore degisimleri incelenmis ve grafikler sirasiyla Sekil 2.5 ve Sekil
2.6’da gosterilmigtir. Bu grafiklerde A ve I'A "nin K’ya gore degisimleri, 5, = —1,
B> = —2 (yumusayan lineer olmayan ara tabakalar) ve B, = 1, B, = 2 (sertlesen
lineer olmayan ara tabakalar) i¢cin hesaplanmigtir. 3, = 1 ve B, = 2 i¢in yani iki
tabakali yarim uzay modeli tamamen sertlesen malzemeden olustugunda her K > 0

icin A < 0 oldugu goriilmektedir. Bunun sonucu olarak da 0 < K < 6.28 aralifinda
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I' < 0 oldugundan I'A carpiminin isareti pozitif olacaktir. Dolayisiyla bu aralikta
(2.212) ile verilen zarf soliton tipinde dalgalar mevcut olacaktir. Fakat Sekil 2.6
‘da goriildiigii gibi K > 6.28 i¢cin I' > 0 oldugundan I'A carpimi negatiftir ve bu
aralikta sadece dark solitonlar yayilabilirler. B, = —1 ve 3, = —2 durumlarinda, yani
sertlesen yarim uzay ve sertlesen iist tabakanin arasinda yumusayan bir ara tabaka
oldugunda, baslangigta A < 0’dir ve yavag ara tabakaya ait lineer olmayan malzeme
parametrelerinin de8ismesi ile A "nin isareti iic K degerinde degisir. Sekil 2.6’da her
bir I'A egrisinin sonuncu sifir degeri I" egrisinin sifirtyken digerleri A egrilerine aittir.
Lineer malzeme parametreleri ve /1y /h; = 1 segilerek sabit tutulan tiim lineer olmayan
modeller icin I'A egrilerinin sonuncu sifir1 aymdir, diger sifirlar1 yavag ara tabakanin

lineer olmayan malzeme parametrelerine baglh olarak degismektedir.

Bi1 = B3 = —2 degerlerine sahip yumusayan iist tabaka ve yumusayan yarim uzayin
arasinda B, = {—1,1,—2,2} malzeme parametrelerine sahip yumusayan ya da
sertlesen ara tabaka mevcut oldugunda, K dalga sayisina gore A ve I'A e8rileri sirasiyla
Sekil 2.7 ve Sekil 2.8 ’de cizdirilmistir. Sekil 2.7 ve Sekil 2.8’de iki tabakali yarim
uzayin lineer olmayan malzeme parametreleri, Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’da ele alinan
malzeme parametrelerinin isaretce tam zittidir. 2.7-2.8 sekillerindeki A ve dolayisiyla
I'A egrileri ile 2.5-2.6 sekillerindeki birbirine karsi gelen zit isaretli egrilerin K
eksenine gore simetrik oldugu gozlemlenmistir. Bu sebeple, NLS denkleminin
coziimleri igin 2.5-2.6 sekillerinden varilan sonuclarin tersi gecerlidir. Iki tabakali
yarim uzay tamamen yumusayan malzemelerden olustugunda, 0 < K < 6.28 araliginda
I'A < 0 oldugundan diizlem dalgalar1 kararlidir ve bu aralikta sadece dark solitonlar
yayilabilir. Diger taraftan K > 6.28 icin I'A > 0 oldugundan diizlem dalgalar

kararsizdir ve zarf soliton tipi dalgalar mevcuttur.

Sekil 2.9 ve Sekil 2.10’da, B; = 2 i¢in sertlesen iist tabaka ve B3 = —2 i¢in yumusayan
yarim uzaya ait lineer olmayan malzeme paremetreleri sabit tutularak, ara tabakanin
farkli malzeme parametrelerinin f, = {—1,1,—2,2} secimleriyle sirasiyla A ve TA’nin
K’ya gore de8isimi verilmigtir. Ara tabaka yumusayan Ozellik gosterdiginde yani
B> < 0 iken T'A egrileri ii¢ sifira sahiptir. Diger taraftan, ara tabaka sertlesen ozellik
gosterdiginde yani B, > 0 iken I'A egrilerinin iki sifir1 vardir. Her bir I'A egrisi i¢in
sonuncu stfir I" egrisinin sifir1 iken digerleri A egrilerinin sifirlaridir. Sekil 2.9 ve Sekil

2.10°dan, A egrilerinin sifirlarinin ve dolayisiyla zarf soliton tipi dalgalarin yayildig:
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araliklarin, yavas ara tabakanin lineer olmayan malzeme parametrelerinden kuvvetli

bir sekilde etkilendigi gozlemlenmektedir.

Sekil 2.11 ve Sekil 2.12’de iki tabakali yarim uzayin lineer olmayan malzeme
parametreleri Sekil 2.9 ve Sekil 2.10’daki malzeme parametrelerinin isaretce
tam zitttidir.  2.11-2.12 sekillerindeki A ve dolayisiyla I'A egrileri ile 2.9-2.10
sekillerindeki birbirine karg1 gelen zit isaretli egrilerin K eksenine gore simetrik oldugu
gozlemlenmistir. Bu sebeple, NLS denkleminin ¢oziimleri i¢in 2.9-2.10 sekillerinden

varilan sonuglarin tersi gecerlidir.

2.5-2.12 sekillerinde h; = 0 icin tek tabakali yarim uzayda yayilan SH dalgalarin
karakterize eden NLS denklemine ait A ve I'A katsayilarinin da K ile de8isimine yer
verilmigtir. Bu grafiklerden, lineer olmayan dalga yayilimimin ikinci bir tabakanin

varligindan kayda deger bir sekilde etkilendigi goriilmektedir.

Sekil 2.6, 2.8, 2.10, 2.12°den, kiiciik dalga sayilart i¢in yani, K < 1 iken, aymi
B3 degerine sahip I'A egrilerinin birbirine yaklastigi goriilmektedir. Yarim uzayin
sertlesen Ozellik gosterdigi tiim modeller i¢in K < 1 iken I'A > 0’dir. Bunun sonucu
olarak K < 1 i¢in zarf soliton tipi dalga yayilimi mevcuttur. Fakat yarim uzayin
yumusayan ozellik gosterdigi diger tiim modellerde kiiciik dalga sayilart i¢in T'A <
0’dir ve dark soliton tipi dalga yayilimi mevcuttur. Bu gozlemler, tek tabakali yarim
uzay modelinde de oldugu gibi [7], goreceli olarak uzun dalgalar i¢in yarim uzayin
lineer olmayan 6zelliklerinin ylizey SH dalgalarinin yayilma karakteristikleri iizerinde

baskin oldugunu gostermektedir.

0.1

0.0

02+

— =0

03+

— =0
04 2

2050 — hy/hy=1

| I E—
0 2 4 6 8 10

Sekil 2.4 : 1y /hy =1, hp) =0 ve hy = 0 i¢in I"'nin K’ya goére degisimi.
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ﬂ1=2! pZ='11 ﬂ3=2

A
1ol — Bi=2, By=-2, B3=2
""" Bi=2, =1, B;=2
~15} —  B=2, =2, By=2
T A B1=2a h2=0a ﬁ3=2
-20
0 2 4 6 8 10

Sekil 2.5 : B; = B3 = 2 icin sertlesen tist tabaka ve sertlesen yarim uzay arasindaki
ara tabakaya ait gesitli B, degerleri icin A’nin K’ya gore degisimi.

K

Br=2, B=-1, B5=2 |
— B2, py=-2, By=2
Br=2, B=1, B3=2
—  B=2, By=2, =2

p1 =2’ h2=0’ ﬁ3=2

Sekil 2.6 : B; = B3 = 2 icin sertlesen iist tabaka ve sertlesen yarim uzay arasindaki
ara tabakaya ait ¢esitli B, degerleri icin '’A’nin K’ya gore degisimi.
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- B1='2’ﬁ2=1’ p3='2

15 —  Br==2, Bp=2, f3=-2 |
'''' B1='25 ﬁ2='1s p3=-2
10¢ 1
e — Bt==2, fp=-2, f3=-2
5t & \ N\ e ﬂ1=-2, h2=0, p3=-2 1
| \/
_5...1...1...1...1
0 2 g 6 8 10
K
Sekil 2.7 : B; = B3 = —2 i¢in yumusayan iist tabaka ve yumusayan yarim uzay
arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin A’nin K’ya gore
degisimi.
1
1 L
ﬁ1=-2’ h2=01 ﬁ3=-2
M O~ ~ =
e Bi==2, Bo=1, By=-2
At N\ —  Bi=-2, By=2, B5-2
N ﬁ1='2’ ﬁ2='1’ ﬁ3=-2
-2 = Bi=-2, Bp=-2, fy=-2;
0 2 - 6 8 10
K
Sekil 2.8 : B; = 3 = —2 i¢in yumusayan iist tabaka ve yumusayan yarim uzay
arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin TA’nin K’ya gore
degisimi.
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----- Br=2, By=-1, By=-2 .

A —  Bi=2, By=-2, f3=-2
e T L A— Bi=2, B=1, fy=-2
-15t - ﬁ1=21 ﬁ2=2, ﬁ3=-2 |

Y Br=2, hy=0, fy=-2
—_—
0 2 4 6 8 10
K

Sekil 2.9 : B; =2 ve 33 = —2 i¢in sertlesen iist tabaka ve yumusayan yarim uzay
arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin A’nin K’ya gore
degisimi.

o0 . Bi=2, By=-1, By=-2;
—  Bi=2, Bp=-2, By=-2
---- Bi=2, fr=1, B3=-2 |
= Bi=2, Bp=2, By=-2

p1=21 h2=0’ p3='2

2 T
0 2 4 6 8 10
K
Sekil 2.10 : B; =2 ve B3 = —2 i¢in sertlegen iist tabaka ve yumusayan yarim uzay
arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin TA’nin K’ya gore
degisimi.
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P Br=-2, Bp=1, By=2
or - _ :B1='25 ﬁ2=2a p3=2

Sekil 2.11 : B; = —2 ve B3 = 2 i¢in yumusayan iist tabaka ve sertlesen yarim uzay
arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin A’nin K’ya gore
degisimi.

A .
il
Br==2, hy=0, =2
M 0
""" Br=-2, B=1, B3=2
i = Br=-2, =2, B3=2 |
""" Br=-2, Bp=-1, By=2
2 = B=-2, Bp=-2, j5=2]
o 2 4§ 8 1

K
Sekil 2.12 : 3; = —2 ve 3 = 2 i¢in yumusayan iist tabaka ve sertlesen yarim uzay

arasindaki ara tabakaya ait cesitli B, degerleri icin TA’nin K’ya gore
degisimi.
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3. DEGISKEN SINIR YUZEYLERE SAHIP BiR TABAKA iLE KAPLI

ELASTIK BIiR YARIM UZAYDA LINEER OLMAYAN YUZEY SH
DALGALARI

Bir onceki boliimde, lineer olmayan SH dalga yayilimi problemi diizgiin sinir
yiizeylere sahip tabakali bir yarim uzay modeli i¢in incelenmigtir. Yani tabakalarin
sinir ylizeyleri diizlemsel ve tabaka kalinlig1 sabittir. Ancak kitasal marjinler, dag
kokleri, dag havzalari, tuz ve maden yataklar1 gibi yeryiiziiniin kabuksal kisimlari
her zaman diizgiin degildir. Sinir yiizeylerindeki de8isime bagli olarak tabaka
kalinlig1 da degisebilmektedir. Bu durumda dalga yayilimi1 sadece ortamin malzeme
ozelliklerinden degil piiriizlii ylizey ve arayiizeylerin sekil degisiminden de etkilenir.
Bu boliimde, arayiizeyi ve serbest ylizeyi dalganin yayilma yoniinde degisen bir
tabakayla kapli homojen, izotrop, lineer olmayan elastik bir yarim uzayda lineer
olmayan yiizey SH dalgalarinin yayilimi problemi ele alinmistir. Malzemelerin lineer
olmayan oOzelliklerinin yani sira tabakali ortamin sinirlarindaki diizensizliklerin de
SH tipi yiizey dalgalarinin yayilma karakteristikleri tizerindeki etkileri incelenmisgtir.
Oncelikle, SH tipi yiizey dalgalarinin yayilimini karakterize eden hareket denklemleri
ve bunlara eglik eden sinir kosullari tiiretilmistir. Daha sonra, lineer olmayan
hareket denklemleri ve degisken katsayili lineer olmayan sinir kosullarindan olusan
bu sinir deger problemi lineerlestirilerek, bazi noktalara 1s1k tutmak amaciyla lineer
SH dalgalarinin yayilmasi1 problemi incelenmigtir. Tabakanin sinir yiizeylerindeki
keyfi bir de8isim i¢in dalga yayilimi analizi oldukca kompleks oldugundan, sinir
yiizeylerindeki degisimin dalgalarin yayilma dogrultusunda ve yavas oldugu kabul
edilmistir.  Ardindan, ¢oklu Olcekler metodu kullanilarak yiizey SH dalgalarinin
lineer olmayan modiilasyonunun asimptotik olarak degisken katsayili lineer olmayan
genellestirilmis Schrodinger (GNLS) denklemi ile karakterize edildigi gosterilmistir.
GNLS denklemi sinir yiizeylerindeki diizensizlikleri iceren degisken katsayilarindan
dolay1 her zaman integrallenebilir degildir. Bu sebeple, GNLS denkleminin Onerilen
bir ansatz yardimiyla integrallenebilirlik kosulu elde edilmis ve bu kosul altinda

soliton benzeri ¢oziimleri tiiretilmistir. Diizensiz sinir kosullarinin, GNLS denkleminin
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integrallenebilirligine izin verdigi bazi 6zel durumlar aragtirilmig; sinir yiizeylerindeki
degisimin tabaka kalinligina kiyasla oldukga kii¢iik ve periyodik oldugu kabul edilerek
analitik ¢oziimler, cesitli lineer olmayan malzeme parametreleri i¢cin elde edilmistir.
GNLS denkleminin integrallenebilir olmadig1 dier 6zel durumlar icin ise ¢oziimler
pseudospectral yontem yardimiyla niimerik olarak elde edilmistir. Sinir yiizeylerindeki
degisimin ve tabakali yarim uzayimn lineer olmayan malzeme o6zelliklerinin, elde
edilen soliton benzeri dalgalarin yayilma karakteristikleri iizerindeki etkileri grafiklerle

incelenmigtir.

3.1 Problemin Formiilasyonu

Uc boyutlu uzayda bir noktanin ayn: dik kartezyen eksen takimina gére uzaysal ve
maddesel koordinatlari sirastyla (xj,x2,x3) ve (X1,X2,X3) olsun. Sinir yiizeylerinin
dalganin yayilma dogrultusunda degistigi bir tabakayla kapli, hiperelastik bir yarim
uzayda lineer olmayan Love dalga yayilimi1 problemini g6z 6niine alalim. Baglangic

konumunda, 4 > 0 ortalama tabaka kalinlig1 olmak {izere
P ={(X1,X2,X3) | o(X1) <Xo <h+ fi(X1), —eo<X;j<e, =13}, (G.1)
bolgesini dolduran homojen, lineer olmayan hiperelastik bir tabakanin
P, ={(X1,X2,X3) | —0 < Xp < fo(X]), —oo<X;j<oo, i=1,3} (3.2)

bolgesini dolduran homojen, lineer olmayan, tabakadan farkli hiperelastik malzeme-
den olusan bir yarim uzayr kapladig1 ortam ele alinacaktir. Problemin geometrisi
Sekil 3.1 ile verilmistir. Incelenen modelde, Fi (X1,X>) = X, —h — f1(X;) = O serbest
yiizeydeki ve F>(X1,X2) = Xo — fo(X)) = 0 arayiizeyindeki diizensizlikler, sirasiyla
fi(X1), fo(X1) € C' fonksiyonlar ile temsil edilmektedir. X, = h+ f1(X;) serbest
ylizeyinin gerilmesiz, X, = f»(X;) arayiizeyinde yer degistirmelerin ve gerilmelerin
stirekli oldugu, ayrica X, — —oo iken yarim uzaydaki yer degistirmenin sifira gittigi
(radyasyon kosulu) kabul edilmisitir. Tabakali yarim uzayda X; ekseni boyunca
yayilan yatay polarize olmus yilizey kayma (SH) dalgalar1 asagidaki denklemlerle

tanimlanmaktadir:
=X, xn=X, x=X+u"(X,X,1), r=1,.. (3.3)

Burada ¢t zamani, bir alan biiyiikliigii iizerindeki parantez icindeki indis, biiyiikliigiin

2)

hangi bolgeye ait oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla ul!) ve u(® sirasiyla
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P1

Xz = f2(X1)
(@) —

-

X1

P>

Sekil 3.1 : Diizensiz sinir ylizeylere sahip tabakali yarim uzay.

Py tabakasindaki ve P, yarim uzayindaki noktalarin X3 yoniindeki yer degistirme
fonksiyonlaridir. detx; ¢ = 1 oldugundan (3.3) ile verilen genellestirilmis kayma
hareketi izokorik bir sekil degistirmedir, yani hareket esnasinda hacim sabit
kalmaktadir. Buna bagh olarak boyle bir hareketin meydana geldigi ortamin

yogunluklari da, r = 1,2 icin p(r ), sabittir.

Tlg), birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansoriiniin bilesenleri olmak iizere, harekete
etki eden kuvvetlerin bulunmadig1 varsayimiyla (3.3) ile tanimlanan genellestirilmis
kayma hareketini betimleyen denklemler, referans konumunda asagidaki sekilde
yazilir:

Ty =0, B=12  T&H,=pWi, r=12 (3.4)

Burada, virgiilden sonraki alt indis, bu indisin belirttigi kartezyen koordinata
gore kismi tiirevi ve iil") ifadesindeki her bir nokta, zamana gore kismi tiirevi
gostermektedir. Indislerdeki Yunan harflerinin 1’den 2’ye kadar, Latin harflerinin
I’den 3’e kadar degerler alacaklar1 ve tekrarlanan iki Latin indisi iizerinde 1’den
3’e kadar toplam oldugu kabul edilmektedir. Goriildiigii gibi her bir u'") tarafindan
saglanmas1 gereken ii¢ tane hareket denklemi bulunmaktadir. (3.4)’teki ilk iki
denklem 6zdes olarak saglanirsa, u(") fonksiyonu tek bir denklemin ¢oziimii olarak

belirlenebilir.

F1(X1,X5) serbest yiizeyinde gerilmelerin sifir oldugu varsayimyla,
X, =h+fix)de, NYTD =0 1=1,23 (3.5)

F>(X1,X,) arayiizeyinde yer degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugu kabuliin-

den,

2) 2)(2)

Xo = fo(X1) de, N,E Tk(ll):N,E Tk(l ve ul)=u?, (3.6)
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ayrica X, — —oo icin yer degistirmelerin sifir oldugu kabuliinden
X, — —oo iken u® —0, (3.7)

sinir kosullar1 elde edilir. Burada simir kosullar1 yazilirken, yiizey normallerinin
birinci bilesenlerinin bir 6nceki problemdeki gibi sabit degil, degisken olduguna dikkat
edilmelidir. N,El), N,Ez) (k=1,2,3) sirasiyla

Fi (X],Xz) =—/ (X]) +Xo—h=0 ve FQ(Xl,Xz) = —fz(Xl) +X,=0 (3.8

yiizeylerinin normal vektorlerinin bilesenleri olmak iizere, normal vektorleri asagidaki
gibi tanimlidir:
dfiXy). .

i) — yp — _Hi&) —
NO = VF, i, it (i=1,2). (3.9)

Burada i, j sirastyla pozitif X; ve X, yoniindeki birim vektorlerdir.

Tabakalarin ve yarim uzayin lineer olmayan, homojen, izotrop, sikismaz hipere-
lastik malzemelerden olustugu ve gerilme potansiyelinin, Finger sekil degistirme
tansoriiniin, ¢! = [xk7 Kx“(], sadece birinci invaryantinin bir fonksiyonu, yani x() =
x() (1 (r )), r = 1,2, oldugu kabul edilecektir. Bu malzemeler neo-Heoken malzeme
olarak adlandirilmaktadir, [46]. Ek A’dan faydalanilarak, (3.3) ile tanimlanan diizlem

dig1 haraket i¢in Finger sekil degistirme tansoriiniin birinci invaryantlar1 asagidaki

2u\" (o)
(r)_ u u _
I _3+<al>+<az)’ r=1,2. (3.10)

Ek A’daki calisma ile birinci tiir Piola-Kirchoff tansoriiniin bilesenleri de asagidaki

sekilde yazilir:

sekilde bulunur:

(r) _ () _ (r) _ () _ glr), (1)
Tyg =Ts5 =0, T, =Ty = dUulg). (3.11)
Boylece (3.4)’teki ilk iki hareket denklemi 6zdes olarak saglanir ve genellestirilmis
neo-Hooken malzemeden olusan degisken kalinlikli tabakayla kapl bir yarim uzayda,

(3.3) ile tanmimlanan genellestirilmis kayma hareketi, kiitle kuvvetlerine ihtiyag

duyulmadan yaratilabilir.

(X1,X2,X3) yerine (X,Y,Z) yazilirsa, (3.4)teki tiglincii denklem ve (3.5)-(3.7) siir

kosullar1 asagidaki sekilde elde edilir:

0 oulr) 0 oulr) 2ulr)
s (r) v (r) _ et
X (CD X ) + 5y <CI> o7 ) p 52 r=1,2, (3.12)
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_@ oull) N oull)
dX 0X Y

Y = fo(X)de, uV=u® ve
o <_@a”m + a”m) — 3@ < dfs u? + 8u(2)> ;

Y =h+ fi(X) de, =0; (3.13)

dX oX ' oY dX 90X = oY
Y = —o iken u® —0. (3.14)

Bu calismada kiiciik ama sonlu genlikli (zayif nonlineer) dalga yayilmas1 problemi
incelenecegi icin hareket denklemlerinin yaklasik formlar1 kullanilacaktir. Bu yaklasik
denklemleri tiiretmek i¢in, gerilme potansiyeli X’nin, [3,00) araliginda I’nin analitik
fonksiyonu oldugu kabul edilerek, bu fonksiyon gerilmesiz dogal durum yani / = 3
civarinda Taylor serisine acilir:

+l,z"(3)(1—3)2+... (3.15)

E(1) =Z()I-3)+5;

Referans konumunda yani / = 3 iken, enerjinin sifir olmasi i¢in X£(3) = 0 olmalidur.
Ek A’dan &) = 2d%(") /dI oldugu dikkate almarak, (3.15)’teki acihm (3.12)-(3.14)
denklemlerinde yerine yazilip, iiclincii ve daha yiiksek mertebeden lineer olmayan

terimler ithmal edilerek asagidaki sinir deger problemi elde edilir:
%u") (%) 9%yl o [ ou) o (oul
_ — — (r) - (r)
o7\ ax T arr )T ax \ax ) ) oy oy A )
(3.16)

B , dfi du)  ul)
Y = h+f1(X) de, _d_X&—X+8—Y

Y = fHX)de, u) =u® ve

dfy (9 du®\ u  au® 4 du dul)
fz(” — 2 >+” SVt fz(ﬁz (u >” — B () S

=0; (3.17)

X X Y Y X
au au(l)
+ ¥ (u?) 37 — B (uV) T (3.18)
Y = — iken u® =50 r=1,2. (3.19)
Burada ) )
_[(dy ay
%(W)—(ﬁ> +(W) : (3.20)

Alt indisler ve parantez i¢indeki iist indisler, biiyiikliigiin hangi btjlgeye kars1 geldigini

gostermektedir. p, = ®)(3) kayma modiiliinii, n, = dq’(r 5 (3) /p") lineer olmayan
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malzeme parametrelerini ve c2 = L1,/ p") olmak iizere c,, r = 1,2 igin sirasiyla tabaka
ve yarim uzaya ait lineer kayma dalgalarinin yayilma hizlarim temsil etmektedir. y =
Wo /Uy ve By = n,/c? olarak tammlanmaktadir. Eger n, > 0 ise ilgili malzeme kaymada

sertlesen, aksi halde kaymada yumusayan davranis gosterir.

Goriildiigii gibi problemin matematiksel ifadesinde lineer olmayan denklemlere,
degisken katsayili lineer olmayan sinir kosullar1 eslik etmektedir. Tabakanin sinir
yiizeylerindeki de8isimin temsilcisi olan bu degisken katsayilar, ylizey normallerinin
bilesenlerinin sabit olmamasindan kaynaklanmaktadir. (3.16)-(3.19) denklemleri
ile tanimlanan lineer olmayan sinir deger probleminin asimptotik ¢oziimleri insaa
edilmeden Once, bazi noktalara 151k tutmak amaci ile bir sonraki boliimde lineer

dalgalarin yayilmasi problemi ele alinacaktir.

3.2 Lineer Dalgalar ve Dispersiyon

(3.16)-(3.19) denklemlerinde ortamin lineer olmayan ozelliklerine ait sabitler 8, = 0,

r = 1,2 alinarak, lineer dalgalar1 betimleyen denklemler asagidaki sekilde yazilir:

2%u(" ) 2u) 9%y
57— | Sy + 5 | =0 r=12 (3.21)
B - dfi ou oy B
Y = h+fi(X)de; ~—~ ax Ty =% (3.22)

Y = fr(X)de; uM = 4@

dfy (ouV)  9u®\ 9u)  9u?
ve _d_X< ax Tox |ty Yoy 7% G2
Y — — iken u® —0. (3.24)

Pozitif X ekseni yoniinde yayilan harmonik dalgalar icin (3.21) denklemlerinin

cOziimleri asagidaki formlarda aranabilir:
u = U ()X L ke r=1,2. (3.25)

Burada k.e. bir Onceki terimin komplex eslenigini gostermektedir. & dalga
sayisi, @ acisal frekans olmak iizere dalgalarin faz hizi ¢ = @/k olarak tanimlanir.
Dalga kinematiginden bilinmektedir ki uzaysal inhomojenite frekansta herhangi bir

degisim olmaksizin k dalga sayisinda degisime sebep olur. Frekans, ancak ortamda
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zamana bagli degisim varsa buna bagh olarak degisim gostermektedir, [42, 56, 57].
Dolayisiyla sinir yiizeylerdeki degisime bagl olarak k dalga sayis1 da X e bagh olarak
degismektedir. (3.24) radyasyon kosulunun saglanmasi ve lineer dalga yayiliminin var
olabilmesi i¢in, ortamdaki lineer kayma dalgalarinin yayilma hizlar arasinda asagidaki
bagint1 kabul edilecektir:

c1 <c<a. (3.26)

k = k(X) olduguna dikkat ederek, (3.25) ¢6ziim formlar1 (3.21) denklemlerinde

kullamhirsa U1 ve U®) i¢in asagidaki denklemler elde edilir:

v 1 2,12 1
TR (—2—1) U + (2ik' —2xXkk' — X*(K)? +ixk UM =0,  (3.27)
“q
*U? (P 2 202 2
Ty Tk (—2—1) U® 4+ ik —2Xkk' — X*(K')? +iXK"\U?) =0.  (3.28)
)
(3.24) sinir kosulu saglanacak sekilde,
Ul = AekPY 4 pe—ikrY (3.29)
u? = ce (3.30)

coziimlerinin (3.27)-(3.28) denklemlerinin ¢oziimlerine yakinsamasi i¢in k’nin X’e
gore birinci ve ikinci tiirevlerinin ¢ok kiigiik oldugu varsayimi yapilmalhdir, [22, 38].
(3.29)-(3.30)’da p ve v agagidaki sekilde tanimlanmustir:
2 2
p2:(c—2—1)>0, vzz(l—c—z)>0. (3.31)

=)

Bu ¢oziimler (3.22)-(3.23) sinir kosullarinda kullanilirsa,

U= (A,B,0)" (3.32)
ve
(p _fll)eikp(-h—Ffl) _(p+f1/)e—ikp(_h+f1) 0 .
W= | (ip—ify)e*r  —(ifs+ip)e *Pl2  y(ify —v)ek'/2 (3.33)
eikpf> e~ krf2 — kv
olmak tizere
WU =0 (3.34)

homojen cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziime sahip
olabilmesi icin
detW =0 (3.35)
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olmalidir. Bu kosul asagidaki dispersiyon bagintisini verir:

in(f 4 £ (—1 ,
tan[(f1 — f2+h)kp] = }?](Cﬁ;——fig +pJ2r_};);vl]‘:{Y)

Yukaridaki baginti, diizensiz siir yiizeylere sahip bir tabakayla kapl izotropik bir

(3.36)

yarim uzayda Love dalga yayilimi icin Sing tarafindan tiiretilen dispersiyon bagintisi
ile ortiismektedir, [38]. Bu bagintida sinir yiizeylerindeki diizensizlikleri temsil eden
fonksyonlar f; =0 ve f> = 0 olarak seg¢ildiginde, problemin geometrisi diizlem sinir
yiizeylere sahip bir tabakayla kapli yarim uzaya doniisiir ve dispersiyon bagintisi

asagidaki bagintiya indirgenir:
YV _ tan(hkp). (3.37)
p

Bu baginti, diizgiin (uniform) kalinlikli bir tabaka ile kapli yarim uzayda yayilan Love

dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir, [2].

(3.27)-(3.28) denklemlerinin ¢oziimleri i¢in, sinir yiizeylerdeki uzaysal degisime bagh
olan k dalga sayisimin X’e gore birinci ve ikinci tiirevlerinin cok kiiciik oldugu
varsayilarak hesaplamalar yiiriitilmiistir. Tabakanin sinir yiizeylerindeki keyfi bir
degisim i¢in dalga yayilimi analizi olduk¢a kompleks oldugundan bir ¢ok yazar,
problemi bu tiir varsayimlar altinda ele almistir. Paul, kiiciik genlikli siniizodial tip
serbest yiizey ve araylizeye sahip tabakali bir yarim uzayda Love dalga yayiliminin
miimkiin oldugunu gostermistir, [27]. Gjevik, hem arayiizeyin hem de serbest yiizeyin
dalganin yayilma yoniinde yavas degistigi tabakali bir yarim uzayda Love dalgalarinin
modiilasyonu i¢in bir varyasyonel yaklasim formiile ederek, dalgalarin genligi ve
dalga sayisindaki yavas degisimi karakterize eden denklemleri elde etmistir, [32].
Bu caligmalarda, sinirlardaki yavas de8isim, sinirlardaki diizensizliklerin genliginin
tabaka kalinligina kiyasla oldukga kii¢iik oldugu anlamina gelmektedir. Markenscoff
ve Lekoudis, [34], Gjevik’in inceledigi modeli ele almis, hem arayiizeyin hem
de serbest yiizeyin yavas degistigi tabakali bir yarim uzayda Love dalgalarinin
lineer yayilimi problemi icin ¢oklu 6l¢ekler metodunu kullanarak diizgiin gecerli bir
asimptotik ¢oziim sunmustur. Bir sonraki boliimde, Markenscoff ve Lekoudis’in
bahsedilen calismasindaki pertiirbasyon problemlerindeki bazi yazim yanliglarindan
dolay1 ve dalga genliginin sadece konuma bagh yavas degisimini degil ayrica zamana
baglh yavas modiilasyonunu da incelemek amaci ile lineer dalga yayilimi problemi

tekrar ele alinacak ve asimptotik bir ¢dziim insaa edilecektir.
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3.2.1 Lineer Love dalgalarimin asimptotik analizi

Bu boliimde, serbest yiizeyin ve arayiizeyin dalgalarin yayilma yOniinde yavas
degisime sahip oldugu tabakali bir yarim uzayda yayilan lineer Love dalgalar
problemi i¢in asimptotik bir ¢6ziim insaa edilecektir. € > 0 kiiciik bir parametre olmak
tizere, smir yiizeylerdeki yavas de8isimin € Olgegi ile temsil edildigi varsayilarak,
f1 = f1(€X), f» = f2(€X) durumu ele alinacaktir. Dalganin hizli ve yavag degisen
ozellikleri arasinda acik bir ayrim yapabilmek i¢in problem, asagida tanimlanan ¢oklu

Olceklerin bir kiimesine genisletilmistir:
x1=€X, hh=¢€, y=7Y. (3.38)

X1, 11, yayllma olayinda yavas de8isimi karakterize eden degiskenlerdir. Burada ¢oklu

olcekler metodunun bir geniglemesi olarak bir 6 faz degiskeni tanimlanmistir, yle ki:

Pk P (3.39)
k dalga say1s1 ve @ agisal frekans olmak iizere, genel durumda k ve @, sistemlerin yavas
degisen ozelliklerine bagl olarak degismektedir. Dalganin korunumu (6;)x = (6x);
denkleminden uzaysal inhomojenitenin frekansta herhangi bir degisim olmaksizin k
dalga sayisinda degisime sebep oldugu bilinmektedir. Frekans, ancak ortamda zamana
bagh degisim varsa buna bagh olarak degisim gostermektedir, [56]. Dolayisiyla
sinir yiizeylerindeki yavag degisimi temsil eden 6lgege bagli olarak k = k(x;), V, =

V,(x1) dir.

Bu yeni degiskenler cinsinden yazilan ulr) (8,x1,y,t1), r = 1,2, bagimh degiskenlerin
{€"} asimptotik dizisine gore uniform olarak gecerli asagidaki asimptotik acilima
sahip olduklar1 kabul edilmektedir:

u(r)(eaxlayatl) = Zgnulglr)(eaxlayﬁl)' (3.40)
n=1

Tabaka kalinligindaki yavag degisimi temsil eden fonksiyonlar f1(eX), f>(€X) yeni

degiskenler cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir:

fi(eX) = filx), (3.41)
L(eX) = falx). (3.42)
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Eski ve yeni degiskenlere gore tiirev operatorleri arasinda asagidaki esitlikler

kullanilacaktr:
0 d 0
d d d
02 ’ 92 92 dk 0 ) 02
axe ~ Kagte (2k—aeax1 +a_x1%) T (3.49)
02 ) 92 02 2 02
5 = w 02 —28(089(%1 + € a—llz, (3.46)
92 92
3 = 8_y2’ (3.47)
aIfi  Idfi
x - €8x1’ (3.48)
dfy,  dfp
e 88x1 , (3.49)
dfi  If2

(3.21)-(3.24) hareket denklemleri ve smnir kosullar1 yeni bagimsiz degiskenler
cinsinden yazilip (3.40) asimptotik acilimi kullanilirsa, uﬁ,r)’lerin ardisik
olarak belirlenebilecekleri bir problemler hiyerarsisi elde edilir.  Pertiirbasyon
problemlerinden ilk ikisi asagida verilmistir:

€ mertebesindeki problem, O(¢€):

2,.(r) 2,.(r) 2,(r)
)y & 207U 2 [ 297 97u,

L = — prm— == 1 2 . 1
()= o 592 ~Cr (k 502 + 52 ) 0, r=1,2, (3.51)

au(l)
y = h+fi(x;) serbest yiizeyinde 8;; =0, (3.52)

b (1) p) (2)
y = fa(x;) arayiizeyinde ugl)zu(lz) ve g; — 31 =0, (3.53)
y = —e igin ul¥ 0. (3.54)
¢ mertebesindeki problem, O(&?):
2,.(r) (r) 2,.(r)
L = 2k — 20 ——— =1,2 .

(") C’( 909x " om 90 | T*%560n T 1% (3:55)
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y = h+fi(x;) serbestyiizeyinde R _k8x1 30 =0, (3.56)
y = fa(x;) arayiizeyinde ugl) :ugz)
af 8ug1) 8u§2) 8u§1) 8u§2) B
ve —k&x1 ( 50 —}/ae + Jy — Iy =0, (3.57)
_ .. (2) 0
y — o igin u, — 0. (3.58)

Simdi € mertebesindeki problemden baslayarak bu problemlerin ¢oziimleri elde

edilecektir. € mertebesindeki problem,

azu(r) azu(r) azu(r)
2 12 2 1 1 — —
v Pty (k 567 T oy 0, r=12 (3.59)

olmak {iizere, harmonik dalgalar icin (3.59) denklemlerinin c¢oziimleri asagidaki

formlarda aranabilir:
ugr) =y (y)e'® + ke, r=1,2. (3.60)

(3.60) ¢oziim formlari (3.59) denklemlerinde kullanilirsa U(Y) ve U igin asagidaki

denklemler elde edilir:

PUD
= 1) —

otk (c% I)U 0, (3.61)

277(2) 2

ddzz +K <6—2—1> U =o. (3.62)
€2

(3.54) radyasyon kosulunun saglanabilmesi i¢in (3.62) denkleminin c¢odziimlerinin
hiperbolik fonksiyonlar olmasi gerekmektedir. (3.54) radyasyon kosulunun saglanmasi
ve lineer dalga yayiliminin var olabilmesi i¢in, ortamdaki lineer kayma dalgalarinin

yayilma hizlar1 arasinda asagidaki bagintinin gecerli oldugu kabul edilmistir:
c1 <c<cp. (3.63)
Bu kosul altinda (3.61)-(3.62) denklemlerinin ¢oziimleri

vl = A1*? 4B, (3.64)

U® = ce (3.65)
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olarak elde edilir ve tiim modlar i¢in (3.59) denklemlerinin ¢oziimleri agagidaki sekilde

ifade edilir:

u(1 ) = Y {Agl)(xl,fl)eﬂkp“rB(ll) (xl,tl)efﬂkpy}eﬂe +k.e., (3.66)
i=1
= as

N
Il
—_

. e 0 Rl
Burada [ reel pozitif tamsay1, p ve v (3.31)’deki gibi tanimlanmaktadir. A;’, B

ve C 51) yavas de8isen dalga genligi fonksiyonlaridir ve problemin sinir kosullarindan
elde edilecektir. Bunun i¢in (3.66)-(3.67) ile verilen ¢oziimler (3.52)-(3.53) sinir

kosullarinda kullanilirsa,

l l l l
vl =@, cr (3.68)
ve
ilkpe'kP(h 1) _jik pe~itkp(ht/1) 0
W, = ilkpe'krfa —ilkpe~tkpl2 _ylkyelkvf2 (3.69)
eilkpfz e—ilkpfz _elkvfz

(1)

olmak tizere U, " vektorleri igin

w,ul) =0 (3.70)

homojen cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu homojen denklem sistemlerinin

stfirdan farkli ¢coziimleri ancak detW; = 0 olmasi durumunda mevcuttur. / = 1 i¢in
detW; =0 3.71)
esitlifinden asagidaki dispersiyon bagintis1 elde edilir:

%/ = tan[(f1 — f2 +h)kp] (3.72)

w? w?
_ 1 — 1— — 3.73
P (kzc% ) Y ( k%%) ( )

olmak iizere, (3.72) dispersiyon bagintisi, zincir kuralindan faydalanilarak k’ya gore

Burada

tiiretilirse, vo = fi—s‘c’ ile tanimlanan grup hiz1 asagidaki gibi elde edilir:

- Vw3 + ot (pPwry+ v (PP vy S (h+ fi — 12))
(PP v vy k(P2 v2P) (h+ fi - )

(3.74)

f1 ve f2, x1 yavas degiskeninin birer fonksiyonu oldugundan v, grup hizinin da

x1 yavas degiskenine bagl oldugu goriilmektedir. Ayrica, dispersiyon bagintist xi
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degiskenine gore tiiretilirse, k’nin x;’e gore degisimini temsil eden asagidaki baginti

elde edilir:

ok kp*v (p*+v277) (i = f2) (3.75)
dxi (PP +V2)y+kp>v(h+ fi— o) + k3P (h+ fi — fo) '

Boliimiin baginda da belirtildigi gibi bu kisimda bir k dalga sayist civarinda
merkezlenmis bir dalga katarinin self modiilasyonu incelenmektedir. Bu nedenle
yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu saglamadiklar1 kabul

edilmektedir, yani (3.69)’daki W; matrisi i¢in asagidaki kosul gecerlidir:
[>2 igin detW;#0. (3.76)
Bu kosul altinda (3.70) denklem sistemlerinin ¢dziimleri, R,
W R=0 (3.77)
denklemlerini saglayan bir siitun vektor olmak iizere ,
I=1 igin U =A(x,n)R (3.78)
ve

1>2 igin UV =0 (3.79)

olarak elde edilir. R = (R;,R,,R3)” olmak iizere, (3.77) denklem sisteminin bir
cOziimil asagidaki gibidir:

R — %eim KPR o e [(f1 — f+ h) kp], (3.80)

1 .
Ry = 5el(fl-f-h)/<1!’+fz/ﬂ’ sec[(fi—fo+h)kp], R3=1. (3.81)

(3.78)-(3.79) kullanilarak, birinci mertebe ¢oziimler (3.66)-(3.67)’den

I/lgl) — Al (Rleikpy _|_R267ikp)7)ei6 _i_k‘e" (382)

u? = AR t ke (3.83)

olarak elde edilir. € mertebesindeki problem coziilerek r = 1,2 i¢cin u(lr)’lerin

ancak 0 ve y degiskenlerine bagliliginin yapisi acik olarak hesaplanabilmigtir. Bu
fonksiyonlarin diger degiskenlere bagliligi &> mertebesindeki problem c¢oziilerek

belirlenecektir. Yukarida verilen birinci mertebe c¢oziimler, ikinci mertebe
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pertiirbasyon problemine ait denklemlerde yerine konulursa, bu denklemler asagidaki

sekilde yazilir:
L) = (D14 Day)e™ + (D3 + Dyy)e ") + ke, (3.84)
L) = (Ds+Dgy)e™e® +ke. (3.85)

Yukaridaki denklemlerin katsayilari,

JA JdA JdR R ok
D, = 2iR1( T4 ket ‘)+2iA1(kc2—‘+ L2 ) (3.86)

o L ax Tox; 2 Mox
,k dk
D2 == 2A1R1C1 (387)
8)61
. 8A1 28141 ZaRz R2 2 ak
D3 = 2iR ket 2iA1 | k 3.88
3 I 2( a + aXI +2iA; | kef=— ox1 +—= 18 ( )
k dk
Dy = —2ARyc3- (3.89)
8x1
. 8 1 zaAl 28R3 R3 2 ak
Ds = 2iR ke 2iA1 | k 3.90
5 IR3 ( a + 5 axl +2i1Ay 5 Ox X1 +5 8)(,'1 ( )
ok
D¢ = 21A1R3c2k (3.91)
vox’
olarak tanimlanmaktadir. (3.84)-(3.85) denklemlerinin ¢oziimleri
W =l +al), r=1,2, (3.92)

seklinde iki parcaya ayrilir, Oyle ki ﬁgr) r = 1,2 icin swrastyla (3.84)-(3.85)

(r)

denklemlerinin dzel ¢oziimleri, i,
L@ =0 (3.93)

homojen denklemlerinin, asagidaki homojen olmayan sinir kosullarimi saglayan

coziimleridir;
o ail)  aa)  af oul!
y = h+fi(x;) serbestyiizeyinde, 3 " oy +ka o 90 , (3.94)
y = fa(x;) arayiizeyinde, ﬁgl)—ﬁgz) :agl)—ﬂgz) ve (3.95)
oal  aa? oa)  gal O oul)  oul® 396
oy oy oy Tay “aql\lae Vo |
y = —eo igin, P +al 0. (3.97)

(D) ve 72

(3.84)-(3.85) ile verilen denklemlerin 6zel ¢oziimleri i, * ve i, belirsiz katsayilar

(D) o 72

yontemiyle bulunabilir. Lineer bagimsiz ¢oziimler igin i, * ve i, * asagidaki sekilde
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secilmelidir:
ﬁél) = (Ciy+Co?)e*7e® 4+ (C3y+ Cay?) e *PYe® + ke, (3.98)
ﬁéz) = (C5y + C6y2) el 4 ke.. (3.99)

(3.98)-(3.99)’deki ¢oziim formlart (3.84)-(3.85) denklemlerinde kullanilirsa, gerekli

ara islemlerden sonra Cy = Cy(x1,1), @ = 1,2,..,6, katsayilar1 agagidaki gibi elde

edilir:
Ci = iDi/(2kpct) — D2/ (4% p*ci), (3.100)
C, = iDy/(4kpc?), (3.101)
C3 = —iD3/(2kpct) —Ds/(4k*p*ci), (3.102)
Cy = —iDy/(4kpc?), (3.103)
Cs = —D4/(2kvc3)+Ds/(4k3c3), (3.104)
C¢ = —Ds/(4kvc3). (3.105)

L(ﬁgl)) =0, L(ﬁgz)) = 0 homojen denklemlerin ¢Oziimleri, birinci mertebe
problemdeki gibi degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak asagidaki formlarda elde

edilir:

2
I
1

{0 ()™ B (xy,0)e M o™ ke, (3.106)

-
Il
_

D(x1,11)e®el® 4 ke.. (3.107)

52
e
|

i yok
NQ/\

Burada Ag), Bg) ve Cél) ikinci mertebe dalga genligi fonksiyonlaridir ve bunlar
(3.94)-(3.96) sinir kosullar1 kullanilarak hesaplanacaktir.

Ul = @y, B chyr (3.108)
olmak {izere, ugr) coziimleri (3.94)-(3.96) sinir kosullarinda kullanilirsa, Ugl)’ler i¢cin

asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:

wu) =p). (3.109)
Burada
[>2 igin detW;#0 ve b =0 (3.110)
oldugundan
1>2 igin UL =0 (3.111)
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(1)

olarak elde edilir. [ =1 i¢in b, vektorii, Wy matrisi ve R vektorii kullanilarak

asagidaki gibi elde edilir:

n_ . oW, 9A1_8W1 0A .
by = l(aw 0 9k ar R+iGA,. (3.112)
Reel G vektoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:
e (fi 4+ h)sec —fh+h)k
G = SRR s (pran( — o +Wkp] ()~ ) +312)
+(v+p2fkp+v(p—2(fi — fa+h) ktan[(fi — fa+h)kp]))) K}, (3.113)
_ L pkvgn2.2.3, 2 . - B /
G = =5[22 (— fokpPtan[(fi — fo -+ h) kp] £y —vian[(f1— fo+h)kpl £5)

2kp3v

242N (kv =) fo+sec[(fi = o+ W kpl* (~f1+13))

+K (2 (fi = fa+ k) kpv’ sec[(fi = fa+ k) kp]?

+v2tan[(f1 — fa+h) kp) (—v+ p? (—v+ fok (=2 + fokv)))

+p (fakv® + p* (Y (=13 (=2 +7) —vy = ok (V (=1+7)+7))) )},
Gy = —gf;f 222 p3 fh+ K p (—okv® + p? (— 1+ fokv +1?))

+2kpv? sec[(fi — fo+ 1) kp)” (kp* (f1 = f5) — (fi — o+ W) K)

+vitan [(fi — fo+h)kp] (2K p22 f5+K (v+ p? 2k +v))) ) (3.114)

detW; =0 ve bgl) # 0 oldugu i¢in WlUgl) = bgl) denklem sisteminin ¢dziimiiniin

olmast i¢in bgl) vektorii Wi matrisinin siitun uzayinda olmalidir. Bu sebeple,

LW; =0 (3.115)
ile tammmlanan W1 matrisinin siitun uzayina dik her L. vektorii i¢cin
Lb{" =0 (3.116)

uygunluk kosulu saglanmalidir. Rank(W ;) = 2 oldugundan L vektorii bir parametreye
baghdir ve (3.116) uygunluk kosulunun bir L i¢in saglanmasit yeterlidir. (3.115)

esitligini saglayan L = (L;,L,,L3) vektoriiniin bilegenleri asagidaki gibi se¢ilebilir:

Ly =e WHh=Rke (_ip4vy), Ly=ip, Lz=—ikpvy. (3.117)

Daha Onceki boliimde gosterildigi gibi
dW, oW,
=—(L——R L——R 3.118
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oldugu dikkate alinarak, (3.116) uygunluk kosulundan A; fonksiyonunun

9A, A,
a_tl+Vg(X1)a—XI —A()Cl)Al (3119)

denklemini saglamasi gerektigi bulunur. Burada, A(x;) asagidaki gibidir:

B IW,
A=L.G/ (L%R> . (3.120)

Simdi (3.119) denkleminin ¢oziimii bulunarak, birinci mertebe ¢oziimlerin ingaasi

tamamlanacaktir. Karakteristikler yontemi ile asagidaki esitlikler yazilabilir:

dt d dA
a__ax __an (3.121)
1 vg(xl) A(Xl)Al
Yukaridaki ilk iki denklem integre edilirse,
d
t:/iwl, (3.122)
ve(x1)
son iki denklem integre edilirse,
A
A, = i (/ ﬂdm) (3.123)
veg(x1)
elde edilir. Buradan ,
A
) :Al exXp (—/%d}cl) (3.124)
8
d
clzz—/i, (3.125)
ve(x1)

karakteristik egrileri elde edilir. H baglangic datasindan belirlenecek bir fonksiyon
A d
Ajexp (—/ (x])dxl) —H (t—/ all ) (3.126)
vg(x1) vg(x1)
A d
Aj = exp (/ (x1) dx1> H (r—/i) (3.127)
vg(x1) vg(x1)

olarak elde edilir. Boylece, sinir yiizeyleri € mertebesinde yavas de8isen tabakali bir

olmak tizere,

esitliginden

yarim uzayda yayilan lineer Love dalgalari icin verilecek bir baslangic datasi ile birinci
mertebe diizgiin gecerli ¢oziimler asagidaki gibi elde edilir:

u(l) _ gexp / A(X]) dx; |H t—/ dx (Rleikpy _i_Rzefikpy)eiG +k.€.,
(x1) ve(x1)
)

Vg
A d ;

u® = gexp (/ (x dxl> H (t —/ all >R3ekvy€’9 +k.e..
ve(x1) vg(x1)
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3.3 Lineer Olmayan Yiizey SH (Love) Dalgalarimin Asimptotik Analizi

Bu kisimda, diizensiz smir ylizeylerinin yam sira lineer olmayan malzeme
ozelliklerinin de yiizey SH dalga yayilimina etkisi aragtirilmigtir. Sinir yiizeylerindeki
diizensizliklerin, dalgalarin yayilma dogrultusunun birer fonksiyonu olarak yavas
degistigi kabul edilmigstir.  Bir Onceki kisimda incelenen lineer dalga yayilimi
problemindeki gibi yavas de8isim Olgegi € mertebesinde secildiginde, sinir
yiizeylerindeki diizensizliklerin etkisi ikinci mertebe problemin smir kosullarinda
ortaya ¢iktig1 icin lineer olmayan evrim denklemininin tiiretildigi {i¢iincii mertebe
problemde ilerlemek icin gerekli analiz olduk¢ca kompleks olmaktadir. Bu sebeple,
degisken derinlikli ortamda yayilan su dalgalarindaki ¢alismalarda da oldugu gibi
tabakanin sinir yiizeyleri €2 6lceginin yavas degisen fonksiyonlar1 olarak secilmistir,
[42,44,45]. Ayrica bir onceki boliimde kullanilan 6lgeklerle ¢oklu dlgekler metodu
yiiriitiildiigiinde NLS denkleminde dispersiyon ile nonlineerlik birbirini dengeleyemez
ve NLS denklemi dalga modiilasyonunu karakterize edemez. Yavas degisimin etkisini
ortaya cikarmak i¢in, bir 6nceki boliimde kullanilan 6lgeklerin farkli se¢imiyle coklu
Olcekler metodu kullanilarak, SH dalgalarinin lineer olmayan self modiilasyonunun
genlik fonksiyonu, asimptotik olarak de8isken katsayili genellestirilmis bir lineer
olmayan Schrodinger (GNLS) denklemi ile karakterize edilmistir. Sinir yiizeylerdeki
diizensizlikleri temsil eden fonksiyonlar ihmal edildiginde GNLS denklemi, diizlem
sinir yiizeylere sahip tabakali yarim uzayda yayilan lineer olmayan SH dalgalarin
karakterize eden sabit katsayili NLS denklemine indirgenmektedir. Sabit katsayili
NLS denklemi her zaman integre edilebilirken, katsayilar1 sinir yiizeylerindeki
diizensizliklere bagli olan GNLS denklemi integrallenebilir olmayabilir. Bu sebeple,
diizensizliklerin integrallenebilirligi korudugu bazi 6zel durumlar arastirilmis ve bu
durumlar i¢in GNLS denkleminin soliton benzeri ¢oziimleri, Onerilen bir ansatz
yardimiyla analitik olarak elde edilmistir.  Sinir ylizeylerdeki yavas degisimin
GNLS denkleminin integrallenebilirligine izin vermedigi diger 6zel durumlar igin,
pseudospectral yontem kullanilarak denklemin c¢oziimleri niimerik olarak elde
edilmigstir. Sinir yiizeylerindeki degisimin ve tabakali yarim uzayin lineer olmayan
malzeme 0zelliklerinin elde edilen soliton benzeri ¢oziimlerin yayilma karakteristikleri

tizerindeki etkileri grafiklerle incelenmistir.
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Hatirlanirsa bir 6nceki boliimde incelenen problemde
t=we’t, E=ke ' (x2—Veta) = k(x; — Vit) (3.128)

degiskenleri tanimlanarak (2.188) NLS denklemi elde edilmisti. Bunun 1s18inda,
dalganin yayilma yoniinde degisen smir yiizeyleri €2 6lgeginin birer fonksiyonu
secildiginde, katsayilar1 sinirlardaki degisime bagl olan NLS denkleminin en genel
anlamda tiiretilebilecegi on goriilmektedir. Bir onceki boliimde kullanilan ol¢eklerle
coklu dl¢ekler metodu yiiriitiildiigiinde, NLS denkleminde dispersiyon ile nonlineerlik
birbirlerini dengeleyememis ve NLS denklemi dalga modiilasyonunu karakterize
edememistir. Bu sebeple, coklu olgcekler metodu kullanilirken yeni degiskenlerin
seciminde bazi diizenlemeler yapmak gerekmektedir. & = €?X olmak iizere, simr
yiizeylerindeki degisimi temsil eden fonksiyonlar f; = fi(&), fo = f2(§) olarak
tanimlanacaktir. Bu durumda, lineer olmayan SH dalga yayilimim asimptotik olarak
karakterize eden lineer olmayan evrim denklemini en genel haliyle tiiretebilmek
icin, degisken derinlikli ortamda yayilan su dalgalarindaki ¢caligmalarda oldugu gibi
asagidaki yeni degiskenler tamimlanarak coklu olgekler metodu kullanilacaktir, [42,

44,45):

E=e’X, 1=¢ i/éde’—z =Y (3.129)
= , = o2 Vg(X/) , y=1r. .

¢ ve 7 yayilma olayinda yavas degisimi karakterize eden yavas degiskenler, V, grup
hizidir. Faz degiskeni en genel anlamda asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

g_f(: , %_?:_w_ (3.130)
Dalganin korunumu (6;)x = (6x); denklemi, sinir yiizeylerindeki uzaysal inhomojen-
iteden dolay1 k dalga sayis1 X e bagh olarak degisirken, frekans @’nin sabit kaldig1
sonucunu verir, [42, 56, 58]. Dolayisiyla, dalgay: karakterize eden k = k(&) ve
V, = V(&) frekansi koruyacak sekilde sinir yiizeylerindeki lokal degisime bagli olarak

degismektedir.

u, r=1,2, yer degistirme fonksiyonlarinin, yeni tanimlanan bagimsiz degiskenlerin
birer fonksiyonu oldugu kabul edilerek asagidaki diizgiin gecerli asimptotik ag¢ilima

sahip olduklar1 varsayilir:

W(0,8,7) = Y. e"ull)(6,8,7). (3.131)
n=1
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Yeni bagimsiz degiskenlere gore tiirev operatorleri asagidaki sekilde yeniden yazilir:

2 - k;—9+vig%+sz%, (3.132)
% _ _waa_e_g(%, (3.133)
aa_XZZ = kzaa—;qtzevg%;Jrez <§—§;—6+2k%+%§;—;> (3.134)
K L N YO K (3.139)
;_Yzz _ 5_;2, (3.136)
Ayrica,
‘;_J;{ g_?wo(l), (3.137)
olmak iizere,
% 8258_217 (3.138)
% 8238_22, (3.139)

olarak yazilir.

(3.16)-(3.19) hareket denklemleri ve smir kosullar1 (3.129) ile tanimlanan yeni
bagimsiz degiskenler cinsinden yazilir ve (3.131) asimptotik agilimi uygulanip €’ nun

(r)

ayn1 kuvvetlerinin katsayilari esitlenirse, u, lerin ardisik olarak belirlenebilecekleri
bir problemler hiyerarsisi elde edilir. Pertiirbasyon problemlerinden ilk ii¢ii asagida

verilmistir:

€ mertebesindeki problem, O(¢):

azu(’) azu(r) azu(r)
L2l 0L 2 (20 L7 ) g =12 (3.140)
(17) 962 902 ' 9y2
au(l)
y = h+fi(E) serbest yiizeyinde al =0, (3.141)
y
(1) (2)
= araylizeyinde u;’ =u ve —— — =0, (3.142)
y f2(8) arayiizey 1 i 5 oy
y o —eo igin ulP 0. (3.143)
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&2 mertebesindeki problem, O(€?):

- 32 (r)

X(ug)) =2 (C%Vi —(D) 89”811 r=1,2, (3.144)
4

au(l)

y = h+fi(E) serbestyiizeyinde 32 =0, (3.145)
y
9uV ou?
y = f»(&) arayiizeyinde ul) :ugz) ve %2 —yL:O, (3.146)
dy dy
_ . . (2) 0

y — o ig¢in uy  — 0. (3.147)

3

&3 mertebesindeki problem, O(¢&):

ok > 9%ul)) 2( 1 %" Zka2u§’> ok auY)) Pu)

Ve @) 60t T\ vz o T 560 T 38 a6 972
o ( ad” o ()

+n, (kﬁ (k = %(uP)) +a_y( =5 o(ul) (3.148)

y = h+fi1(§) serbestyiizeyinde Iy _8§k 56 =0, (3.149)
y = f2(§) arayiizeyinde ugl) = ugz) ve

ol ol ap (o) oul? ), ol (1), out")

y— —oo igin ugz)—>0.

Burada ) )
5) +(5)

0 =\k=x | +| = | , (3.150)

olarak tanimlanir.

Simdi € mertebesindeki problemden baslayarak bu problemlerin ¢oziimleri elde
edilecektir. € mertebesindeki problem ¢oziilerek u(lr), r = 1,2 fonksiyonlarinin ancak

0 ve y degiskenlerine bagliliginin yapisi acik olarak hesaplanabilmektedir. Bu
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fonksiyonlarin diger degiskenlere bagliligi daha iist mertebe problemler coziilerek
belirlenecektir. Ikinci ve iiciincii mertebe problemlerdeki denklemlerin sag tarafi bir
onceki mertebedeki problemlerden belirlenmis olacagindan, birinci mertebe problem
gibi daha iist mertebe problemler de lineerdir. Ancak bu problemlerde hareket
denklemleri ve bazi sinir kogullart homojen olmayan yapidadir.

€ mertebesindeki problemin bir 6nceki kisimda elde edilen (3.51)-(3.54) problemiyle
ayni oldugu goriilmektedir. Yalmz burada fi; = f1(§), f» = f2(§) olduguna dikkat
edilmelidir. Simdi, bir onceki kisimda izlenen yol takip edilerek birinci mertebe
coziimler ingaa edilecektir. Harmonik dalgalar icin (3.140) denklemlerinin ¢oziimleri

asagidaki formlarda aranabilir:
W) =UD(y)e® the. r=1,2. (3.151)

Burada “’k.e.” bir 6nceki terimin komplex eslenigini gostermektedir. k dalga sayisi, @

acisal frekans olmak iizere dalgalarin faz hizi
c= w/k, (3.152)

olarak tanimlanir. (3.151) ¢6ziim formlari (3.140) denklemlerinde kullanilirsa, U (r) (y)

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki denklemler elde edilir:

a2uM 2
Bl=—-1)uM =0 3.153
T ( ) , (3.153)
22U 2
= e (6—2—1) u® —o. (3.154)
=)

(3.143) radyasyon kosulunun saglanabilmesi i¢in (3.154) denkleminin ¢6ziimlerinin
hiperbolik fonksiyonlar olmast gerekmektedir. (3.143) radyasyon kosulunun
saglanmas1 ve lineer dalga yayiliminin var olabilmesi i¢in, ortamdaki lineer kayma

dalgalarinin yayilma hizlarinin agagidaki esitsizligi sagladig1 kabul edilecektir:
cir<c<cr (3.155)
Bu kosul altinda (3.153)-(3.154) denklemlerinin ¢oziimleri

UV = APy 4 pe—ikpy. (3.156)

U® = cew (3.157)
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olarak elde edilir ve tiim modlar i¢in (3.140) denklemlerinin ¢oziimleri asagidaki

sekilde ifade edilir:

() _

l/tl —

s

{Agl) (g ’ ,L_)eilkpy +Bgl) (5 , T)e*ilkpy} eile + k,e,, (3 158)

N
I
—_

“52) _ c l)(g’r)elkvyeile_i_k'e” (3.159)

gk

N
Il
—_

Burada [ reel pozitif tamsayidir, p ve v agagidaki gibi tanimlanmaktadir:

2 2
p*= (6—2—1) >0, V= (1—%) > 0.
a )
() (1)

Birinci mertebe yavas degisen dalga genlii fonksiyonlar1 A;”, Bg” ve C)7,
problemin sinir kosullarindan elde edilecektir. Bunun i¢in (3.158)-(3.159) coziimleri

(3.141)-(3.142) sinir kosullarinda kullanilirsa;

vl = a,BY, cr (3.160)
ve
ilkpelkp(ht11) ik pe~ilkp(htfi) 0
W, = ilkpe''kpf —ilkpe~ k2 _ylkyelkvr2 (3.161)
ilkp > o—ilkpf Mo

(1)

olmak iizere, U}’ vektorleri i¢in

wul =0 (3.162)

homojen cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu homojen denklem sistemlerinin

sifirdan farkli ¢oziimleri ancak detW; = 0 olmast durumunda mevcuttur. / = 1 i¢in,
detW1 =0 (3.163)
esitliginden asagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir:
vY
n =tan[(f1 — f2 + h)kp]. (3.164)

Goriildigii gibi, f; ve f>, & yavas degiskeninin birer fonksiyonu oldugu i¢in k dalga
sayist da &’ye baghdir. (3.164) dispersiyon bagintisi, & yavag dediskenine gore

tiiretilirse asagidaki bagint1 elde edilir:

dk k2 pv (p* +v*7?) (8f1 df

dE ~ Pyt kv (ht fi— ) Lk P (ht fi— o) \9E  9E ) (3.165)
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(3.165) bagintis1 &’ye gore k’nin yavas degisimini tanimlar.

Boliimiin baginda da belirtildigi gibi bu kisimda bir k dalga sayis1 civarinda
merkezlenmis bir dalga katarinin lineer olmayan self modiilasyonu incelenmektedir.
Bu nedenle yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu
saglamadiklar1 kabul edilmektedir, yani (3.161)’deki W; matrisi i¢in asagidaki kosul
gecerlidir:

[>2 igin detW;#0. (3.166)

Bu kosul altinda (3.162) nin ¢oziimleri, R;
W R=0, (3.167)
denklem sistemini saglayan bir siitun vektor olmak iizere,
I=1 igin UV =A(& 1R, (3.168)

veE

1>2 igin UY =0, (3.169)

olarak elde edilir. R = (R; ,Rz,R3)T olmak tizere, (3.167) denklem sisteminin ¢6ziimii
bir dnceki kisimdaki gibi secilmistir:

1 .
R, = 5eﬂ(fl TIRPERRY sec[(f1 — o+ h) kp],
1 ..,
R, = Eel(f1+h)kp+fzkv sec[(fi—fo+h)kp], Rz=1. (3.170)
(3.168)-(3.169) kullanilarak, birinci mertebe ¢oziimler (3.158)-(3.159)’dan asagidaki

gibi elde edilir:

ugl) _ Al(Rleikpy +R287ikpy)ei9 +kee., (3.171)

W = AR e f ke, (3.172)

Birinci mertebe ¢oziimiin tamamen belirlenebilmesi i¢in, dalga modiilasyonun yavas
degisen birinci mertebe kompleks genlik fonksiyonu A;’in hesaplanmasi gerek-
mektedir. Yukarida verilen birinci mertebe coziimler, ikinci mertebe pertiirbasyon

probleminin (3.144) denklemlerinde yerine konulursa, asagidaki denklemler elde

edilir:
L) = 20V (R + Roe M) L ke, (3.173)
z(uéz)) = 2iR3%1(2)ekvyei9+k.e.. (3.174)
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Burada

2
(@) keg, dA4
=(— — )= =12 3.175
’//1 ( o+ Vg ) a T ) 104 b ( )
olarak tanimlanmaktadir. (3.173)-(3.174) denklemlerinin ¢oziimlerini
W =al)+al), r=1,2, (3.176)

seklinde iki pargaya ayiralm, oyle ki @) r = 1,2 smasiyla (3.173)-(3.174)
()

denklemlerinin dzel ¢oziimleri, i, ’ler ise

9% 0% 9%l
2 2 2 2 2 2
+ =0 r=1.2 1
'S~ | K g + 5y 0 r=12, (3.177)

homojen denklemlerinin , (3.145)-(3.147)’den (3.176) kullanilarak tiiretilen asagidaki

homojen olmayan sinir kosullarini saglayan ¢éziimleri olsun;

oS om)

y = h+fi(§) serbestyiizeyinde ——=-—>— | (3.178)
dy dy
y = f2(&) arayiizeyinde, ﬁgl)—ﬁgz) = —ﬁg)—i—ﬂg) ,
o) oY oas)  aa?
Y oy ey T\ ey Yy -179)
y — —eo igin, a2 +a? =0 . (3.180)

(r)

(3.173)-(3.174) ile verilen denklemlerin ozel ¢oziimleri, i,’, belirsiz katsayilar
yontemiyle bulunabilir. Lineer bagimsiz ¢oziimler icin ﬁgr), r = 1,2 i¢in asagidaki

sekilde secilmelidir:

) = (Cle""W +Cze_ikpy)yei"+k'e-» (3.181)
L_tgz) _ C3yekvyei9 +ke. . (3.182)

(3.181)-(3.182)’deki ¢oziim formlart (3.173)-(3.174) denklemlerinde kullanilirsa,
gerekli ara iglemlerden sonra Cy, = C (&, 7), @ = 1,2, 3, katsayilari

B —lell(l) B Rz//l(l)

. 2
C, = :M

2
cykv

Cs (3.183)

Y

c%kp c%kp ’

olarak elde edilir.

Z (ﬁg)) =0, r = 1,2, homojen denklemlerinin ¢oziimleri ise birinci mertebe

problemdeki gibi degiskenlere ayirma yontemi kullamilarak (3.147) radyasyon
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kosulunu saglayacak sekilde asagidaki formlarda elde edilir:

ﬁél) -y {Agl)(€’,L.)eilkpy_*_Bgl)(g’l.)e—ilkpy}eil@_|_k.€. : (3.184)
I=1

ﬁéz) = ZCS)(é,r)elkVyeile%—k.e. . (3.185)
I=1

Burada Agl), Bgl) ve Cg) ikinci mertebe yavas degisen dalga genligi fonksiyonlaridir ve

bunlar (3.178)-(3.179) sinir kosullar1 kullanilarak hesaplanacaktir.

ng) _ (Ag),Bg”,Cé”)T (3.186)

(r) (r)

olmak iizere, @,’ ve ii,’, r = 1,2, ¢oziimleri, ikinci mertebe problemin simr

()

kosullarinda kullanilirsa, U, "’ler i¢in asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:

wul) =p)) . (3.187)
Burada
1>2 igin bY =0, (3.188)

ve I =1 igin b vektorii asagidaki gibidir:
—Ci[1+ikp(h+ f1)]e*P ) — Co[l —ikp(h+ fi)]e~ Pt
bl = [ —Ci(1+ikpf)eP — Ca(1 — ikpfa)e *0f2 + C3(1 + kv fy)yek's>
—fo(C1e*Pl2 1 CrekPl2 — C3ekf2)

(3.189)
W/ matrisi ve R vektorii kullanilarak
(n . dW, 1 dW; )\ dA;
b, = — 3.190
2 ’(am TV, ok ) ot (5.190)

oldugu gosterilebilir. / > 2 icin detW, # 0 kabul edildii igin ve b\ = 0 oldugundan

(3.187) denklem sistemlerinin ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir.
1>2 igin UY =0 (3.191)

Bununla birlikte detW, =0 ve b 0 oldugu igin W, US" =b{" denklem sisteminin
¢Oziimiiniin olmasi i¢in L, LW = 0 ile tanimlanan W matrisinin siitun uzayina dik
bir vektorii olmak iizere,

Lb{" =0 (3.192)
uygunluk kosulu saglanmalidir. L = (Ly, Ly, L) vektoriiniin bilesenleri asagidaki gibi
secilebilir:

Ly =e i=fthke (_ip4vy), Ly=ip, Lz=—ikpvy. (3.193)
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Grup hiz1 i¢in

dk dm
esitligi ve (3.190) kullanilarak (3.192) uygunluk kosulunun saglandigi goriiliir.

V, = — (L%R> / (L%R> (3.194)

(3.167)’deki W1 R = 0 bagintisinin k’ya gore tiirevi alinirsa,
1 dW;  JW, 1 JR JR
———F+—=— | R+Wj [ ——+—] =0 3.195
<vg 8k+8w> * 1<vgak+aw) (3.195)
elde edilir. (3.190) ve (3.195) kullanilirsa, [ = 1 i¢in (3.187) denklem sisteminin
¢cOziimii

J0A] (1 JR 8R) (3.196)

ul’ =M (S TR—iS (- 5E o
8

olarak elde edilir. Burada A;(&,7), dalga modiilasyonunun yavas degisen ikinci
mertebe genligini temsil eden kompleks fonksiyondur ve gerektiginde daha yiiksek
mertebe pertiirbasyon problemlerinden elde edilir. Bu calismada sonlu fakat kiigiik
genlikli dalga yayilmasi ile ilgilenildigi i¢in yalnizca birinci mertebe diizgiin gecerli
¢oziim insaa edilecektir. Bunun icin de A;’in belirlenmesi yeterlidir. [ # 1 i¢in
detW; # 0 kabul edildigi icin ve bg) = 0 oldugundan (3.187) denklem sisteminin
¢Ozlimii asagidaki gibidir:

1>2 icin UY =0 (3.197)
Yukarida tiiretilen birinci ve ikinci mertebe ¢oziimler kullanilarak A; fonksiyonunun
& ve T yavas degiskenlere baghligi, iiciincii mertebe pertiirbasyon probleminde

belirlenecektir. Birinci ve ikinci mertebe ¢oziimler, liclincii mertebe probleme ait

(3.148) denklemlerinde kullanilirsa, bu denklemler asagidaki formda yazilir:

,?(ugl)) = (@16”‘” + Doye*PY + PPy 4 Gy kPY 1 g odikry
+Dge 3Pl 1 (3071 terimler) + k.e. (3.198)

L) = (21" + Dgye™ + Doe™)e® + (79 1i terimler) + k.e(3.199)
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Burada

N = ZiRl«///z(l)+2A1%=///1(1)+R1JV(1)+2iRlc%kaa—l?—91+2i§1(1)A1,
) ket\ 0 k ok
7 = <—2,R1/pkc%>< ot V;>a_f//4<>+zc2 AR,

0 d0A;
95 = ZiRz,//Z(I) +2A2—¢//1(1)—|—R2JV(1)—|—21'R2C 92—}—21@2 A],

ot 9E
ket 0 k dk
_ : 2 kerye 22 7%
Dy = (21R2/pkcl)( o+ Vg)8 M —2c p3§A1R2’
‘@5 - Ql)
Ds = 2o,
P = 2iR3///§2)+2A38i//11(2>+R3W<>+21R3c2k 38 +2iglPA,
kc 8 2 . kak
98 = (2R3/VkC%)< (0—}—7;) ae%]()—FZlC%;%A]Rg,
Do = npk*(=3+20" +9v*")|R3|*R3|A1|A}, (3.200)

ve

(@) _ keg | 94p
“ _<w+vg)af,

2 2
@ _ [a_,\2%41
wo = (F-1) 3,

8

[ 19Ry IR
Aa = (vga—ﬁ%)»

Py = mk* ([Ri[PR1(9+2p* +9p*)) |A1*A1,
Py = mk*(|Ro|*R2(9+2p> +9pY)) |A1 A1,

ORg  Rp . ok
() _ 2 OB Bz
S = kagp tpCage
2, = mkYAPAIR (=3 —2p* +9pY),

2, = mk*A|PAIRY (=3 —2p* +9p*) (3.201)
olarak tamimlanmaktadir.  |¢|, bir ¢ biyiikligiiniin modiiliinii gostermektedir.
Katsayilar yazilirken R} = R, 6zelligi kullanilmustur.

Ugiincii mertebe problemin ¢oziimleri, ikinci mertebe problemdeki gibi

W =alval), r=1,2, (3.202)
seklinde iki parcaya ayrilir; Oyle ki ﬁgr) r = 1,2 srasiyla (3.198)-(3.199)

(r)

denklemlerinin ozel ¢oztimleri, i5 "’ler ise
2@y =0, r=1,2, (3.203)
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homojen denklemlerinin ¢oziimleri olmak iizere, bu c¢oziimler (3.202) kullanilarak

tiretilen asagidaki homojen olmayan sinir kosullarini saglar:

oath oV (1)
y = h+fi1(§) serbestyiizeyinde ;; =— ;; +k6;—]2 8; 19 , (3.204)
y = f2(§) arayiizeyinde ﬁg” - ﬁgz) = —(ﬁgl) - ﬁgz)) ve (3.205)

any) m&>:_<a@”__a@”>+aﬁk<aﬁ“__aﬂa>

oy oy oy T oy )T o 90 Va0
5 ou'? | oull
1B Ao (1) 51— Bt () (3.206)

vy —eo igin 2P+ =0,

(r)

iy, r = 1,2 ozel ¢oziimleri asagidaki gibi lineer bagimsiz fonksiyonlarin toplami

seklinde yazilir:
i) = fV(&,1)e® + FE, 1) t ke, r=12. (3.207)

Burada fr(l) , r = 1,2, dalgalarin self modiilasyonu ile ilgili fonksiyonlarken, f,(3)’ler,
r = 1,2, ti¢lincii harmonik rezonansinin etkilerini temsil eden fonksiyonlardir. Bu
calismada sadece self modiilasyonla ilgilenildigi i¢in fr(3), r = 1,2, fonksiyonlarinin
acik formlarina ihtiya¢ yoktur.  Belirsiz katsayilar yOntemiyle fr(l), r=1,2,

fonksiyonlar1 asagidaki gibi lineer bagimsiz fonksiyonlarin toplami olarak ifade edilir:

fl(l) = (14 82y)y€ikpy + (&5 + 84y)ye_ikpy + &5°kPY | gg e 3kPY +k.e., (3.208)

fz(l) = (&7 + £5y)ye"™ + &9e™ + ke (3.209)

Bu ifadeler (3.198)-(3.199) denklemlerinde yerine konulursa €;, i = 1,..,9 katsayilar
asagidaki sekilde bulunur:

&1 = iD1/(2kpct) — Do/ (4 pPcY), (3.210)
& = i%)/(4kpc), (3.211)
& = —i%5/(2kpci) — s/ (47 pc), (3.212)
& = —i%4/(4kpc), (3.213)
& = I5/(8k*p*ct), (3.214)
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& = /(8Kp°ch), (3.215)

& = —D1/(2kvc3) + D/ (4 c3), (3.216)
g = —Tg/(4kvc3), (3.217)
g = —Do/(8K*V*c3). (3.218)

~(7)

iy, r=1,2, homojen ¢ozlimler, bir 6nceki pertiirbasyon problemindeki gibi agagidaki

sekilde yazilir:
i) = Y AaVE ne 180 (E n)e el p ke, (3219)
i=1
ﬁgz) _ chl)(§7,c)elkvyei19_I_k‘e” (3.220)

-
I
—

Burada Agl), Bg) ve Cgl) iciincii mertebe yavas de8isen dalga genligi fonksiyonlaridir
ve bunlar ugr), ugr), r=1,2, ¢coziimleri (3.204)-(3.206) sinir kosullarinda kullanilarak

bulunabilir. Daha 6nceki mertebe problemlerinde oldugu gibi
vl = @ B )T (3.221)

tamim1 yapilirsa, bu vektorler icin, Ugiincii mertebe problemin smir kogsullari

kullanilarak agagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:
w,ul) =Y. (3.222)

bgl) vektorleri [ = 1 ve [ = 3 i¢in sifirdan farkli fakat / # 1,3 i¢in 6zdes olarak sifirdir.

[ =1 icin bu vektor

() _[.(9Wi 1 0W1\ Ay .dW, 04,
by’ = [<aw+vg ok ) ot T ok e
LL(PW 20°W 1 9PW, 82A1}R
2\ dw?  V,dkdw VZ Jk* | JT?
i9W1+3W1 ia_R+8_R 9%A,
Ve dk  dw V, 0k  dw) 9t

+F|A]?PA +iGA,  (3.223)

olarak ifade edilir. G vektorii lineer malzeme parametrelerine, dalga sayisina ve
sinirlardaki diizensizlikleri temsil eden f| ve f, fonksiyonlarina baghiyken, F vektorii

bunlara ek olarak lineer olmayan malzeme parametrelerine de baghdir. F ve G
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vektorlerinin bilesenleri asagidaki gibidir:

1
F = —§e3f2k”(f1—|—h)k4(9+2p2—|—9p4)[31sec[(f1—f2+h)kp]3,

1 3frkvy3 2 4
B = Tpveﬁ "k {4p (9+2v> —3*) Boy

~4fkp (9+2p* +9p*) vBisec[(fi — fo+h) kp]*
—4 (—9 +2p7 + 3p4) vBitan[(f1 — fo +h)kp]
+ (27 +2p* = 33p") vBy sec[(fi — fo+h) kp] tan [(f1 — fo+ h) kp]},
3fkvy2 _ 3
o= Sk Se"?[,(zf;zvzf”h) KL (352, (<3427 +9v*) cos (i — fo + ) kp)
+ (=3v?B1 +p* (=3B + 9" Bo +v* (—2B1 +9p*B1 +2B2) ) ) cos [3(f1 — fo+h) kp]

—4 fkpv* By (9+2p* +9p?) sin[(f1 — fo +h) kp]}

M (fi +h)sec[(fi — fr+h) kp]

G = 2p%v (212 p*v (ptan[(fi — fo+ R kp] (f} — f5) +vf5)
+(+pQ2hkp+v(p—2(fi = fr+h)ktan[(fi — f2+h)kp]))) K}, (3204
G, = ;efzkv{2k2p2v3(_f2kp2tan [(fi = fo+h)kp] f5—vtan[(f1 — fa+h)kp] f5)

2kp3v3

22PN ((fakv =) fo+secl(fi = ot W kol (—f1+15))

+K (2 (fi = fo+h)kpv* sec [(f1 — fo+h) kp]?

+vitan[(fi — o+ h)kp] (—v+ p* (—v+ fok (=2 + fokv)))

+p (folor’ + p* (v v (=32 (=247) —vy = ok (P (=149 +7))))},
Gy = —SZ;;]V% 212V 5+ K p (= okv’ + p* (=1 + frkv +17))

+2kpv? sec[(fi — fa+h) kp)? (kp* (f1 = f5) — (Ai— o+ ) K)

w2 tan[(fi — fo +h) kp] QK2p*V o+ K (v+ p* (2f2k+v))) (3.225)

Burada, fi’, f2' ve k', &’ye gore tiirevleri gostermektedir. k', (3.165) denklemi
ile bulunur. bg3) vektoriiniin ag¢ik formu, daha sonraki hesaplarda kullanilmayacagi
icin verilmeyecektir. / = 3 i¢in detW3 # 0 oldugundan, (3.222) denklem sisteminin
cOziimil asagidaki gibidir:

vl =w; Y, (3.226)
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[ #1vel+#3icindetW; £ 0 ve bgl) = 0 oldugundan, (3.222)’nin ¢oziimleri
u=0, 1+£13 (3.227)

olarak elde edilir. Birinci mertebe diizgiin gecerli ¢oziimii elde etmek icin ihtiyac
olmadigindan, Ugl) ve Ug3) coziimlerinin acik yapilar1 hesaplanmayacaktir. detW; =0
ve bgl) = 0 oldugundan [/ = 1 i¢in (3.222) denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olabilmesi

icin asagidaki uygunluk kosulu saglanmalidir:
Lb\" =0. (3.228)
Simdi asagidaki boyutsuz degiskenleri tanimlayalim:
A=A/h, E=E/h, T=r1o, (3.229)

Grup hizinin (3.194) tanimu kullanmilarak, (3.228) uygunluk kosulu ile asagidaki
degisken katsayili genellestirilmis Schrodinger (GNLS) denklemi elde edilir:

0A _0%A A .

Bu denklemde E ve 7 lizerindeki tildalar ihmal edilmistir. £ nin fonksiyonlar1 olan T,

A ve A katsayilar1 boyutsuz olarak asagidaki gibi tammmlanmistir:

1 av, , 1 d*o

2
r(&) hz—Vgﬁ_a) VI dE (3.231)
A(E) = KLF/ (L%R), (3.232)
A(E) = —HL.G/ (L%R). (3.233)

I" ve A katsayilari lineer malzeme parametrelerine, yavas degisen f1(&) ve f>(&)
fonksiyonlarina bagliyken, A bunlara ek olarak lineer olmayan malzeme 6zelliklerine

de baghdir.

f1 = f> = 0 secildiginde A = 0 bulunur ve I', A katsayilari, [7]” de tiiretilen diizgiin
kalinlikl bir tabakayla kapli yarim uzayda lineer olmayan Love dalgalarin1 karakterize
eden sabit katsayil1 NLS denkleminin ilgili katsayilarina sembolik olarak indirgenir.
A(1,0) = Ap(r) formunda verilen bir baglangi¢ kosulu ile (3.230) GNLS
denkleminden A i¢in bir ¢6ziim elde edildikten sonra ugl) ve usz) birinci mertebe

¢cOziimlerinin ingaas1 tamamlanmis olur.

90



3.4 GNLS Denkleminin Coziimleri

3.4.1 Analitik ¢coziimler

Bu kisimda, (3.230) GNLS denkleminin soliton-benzeri analitik ¢coziimleri asagidaki

sekilde Onerilen bir ansatz yardimi ile aragtirilacaktir:
A(E,7) = B(E,1)el2(®). (3.234)

GNLS denklemindeki &’ye bagh degisken katsayilardan dolayi, B ve g, &’nin
fonksiyonu olarak secilmistir. Sifirdan farkli bright soliton-benzeri ¢oziimleri insaa

etmek icin B(, ) asagidaki gibi tanimlanmustir:
B(&,7) = B1(&)sech(t). (3.235)

(3.234) ile tamimlanan ansatz (3.235) ile birlikte GNLS denkleminde kullanilip, lineer

bagimsiz terimlerin katsayilari sifira esitlenirse asagidaki denklem sistemi elde edilir:

AB} —2I' = 0, (3.236)
d-T = 0, (3.237)
B —BA = 0. (3.238)

Yukaridaki ilk iki denklemin ¢6ziimiinden,

g
Bl(é)=\/¥, 8(8) = / L()dx (3.239)

elde edilir. Uciincii denklemden, katsayilar arasindaki asagidaki baginti elde edilir:

AT —TA;

3.240
2I'A ( )

(3.240) esitligi, degisken katsayilt GNLS denklemi i¢in integrallenebilirlik kosuludur
ve ilk defa V. Serkin ve A. Hasegawa tarafindan tiiretilmistir, [59]. Boylece Onerilen bir
ansatz yardimiyla GNLS denkleminin (3.240) integrallenebilirlik kosulu altinda bright

soliton-benzeri ¢oziimleri asagidaki formda elde edilir:

A(E,T) =/ %sech(f)eif T (3.241)

Bu ¢o6ziim, R. Hao ve dig. tarafindan Darboux transformu kullanilarak elde edilen

coziimle ortiigmektedir, [60]. Dikkat edilirse (3.241) ¢coziimii I'A > 0 icin gegerlidir.
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I'A < 0 durumunda, GNLS denkleminin dark soliton-benzeri ¢oziimlerini elde etmek

icin (3.234) ile verilen ansatz asagidaki B fonksiyonu ile tanimlanir:
B(§,7) = By (&) tanh(7). (3.242)

(3.242), (3.234) ile birlikte GNLS denkleminde yerine koyulup, lineer bagimsiz

terimlerin katsayilar sifira esitlenirse asagidaki denklem sistemi elde edilir:

AB}+2I' = 0, (3.243)
g+2C = 0, (3.244)
By —BA = 0. (3.245)

Yukaridaki ilk iki denklemin ¢6ziimiinden,

=2I'

£
Bi§) =/ 8&)= [ —2r()ax (3.246)

elde edilir. Uciincii denklem ise (3.240) integrallenebilirlik sartim1 verir. Boylece TA <

0 i¢in agsagidaki dark soliton-benzeri ¢oziim formu elde edilir:

A(E,7) =/ _Tzrtanh(r)eﬁf TS (3.247)

Bu ¢oziim GNLS denklemi i¢in I'A < 0 durumunda, Serkin ve Belyaeva tarafindan

elde edilen ¢oziim ile ortiismektedir, [61].

Dikkat edilmelidir ki (3.241) ve (3.247) ile verilen ¢oziimler, ancak denklemin
katsayilar1 arasindaki (3.240) kosulu saglandigi zaman gecerlidir.  Fakat sinir
yiizeylerindeki diizensizliklerin fonksiyonu olan bu katsayilar her zaman integral-
lenebilirlik kosulunu saglamayabilir. Bu durumda denklemin ¢oziimleri niimerik

olarak arastirilacaktir.

3.4.2 Niimerik coziimler

Integrallenebilir olmayan GNLS denkleminin niimerik c¢6ziimleri, uygulamadaki
kolaylig1 ve sonlu fark yontemlerine kiyasla oldukc¢a hizli yakinsamasi sebebiyle
pseudospectral yontem kullanilarak arastirilacaktir. Bu amacla 6nce Fourier doniistimii

tanimlanip, kullanilacak baz1 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Eger A(&, 1), siirekli, diizgiin ve mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise A(&,7) nin

T ’ya gore Fourier doniisiimii asagidaki gibidir:

F{A(E, 7)) = \/% /_ iexp(—ikr)A(é,r)dr. (3.248)
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Burada k, Fourier doniigiimiiniin degiskeni ve exp(—ikT) ¢ekirdegidir. F{A(&, 1)} ’in

ters Fourier doniisiimii ise asagidaki sekilde tanimlanir:

FUF{A(E, 1)} } =A(E, 1 exp(ikt)F{A(&, ) }dk. (3.249)

-7l
Tiirevin Fourier doniisiimii ise asagidaki gibidir:

dA dA
F{%} \/ﬁ/ exp(—ikT) ardr. (3.250)

|t| — o iken A(&,7) — O olsun. Eger A(E, 1) ve % mutlak integrallenebilirse,

yukaridaki integrale kismi integrasyon uygulandiginda
F{aA} ! ([e (—ikT)A(E, 7). + ik / exp(—ikT)A(E, ’C)dT)
B — e e X —1 l X —1
o1 o p p(

— kF{A(E,T)} (3.251)

elde edilir. Benzer sekilde, A(é 7) siirekli, n kez diferansiyellenebilir ve | 7| — oo iken
m=1,23,..,(n—1) 191n A _ 0 ise, bu fonksiyonun n’inci mertebeden tiirevinin

Fourier doniistimii agsagidaki glbi bulunur, [62]:

FEOAL aegace, o) (3.252)
= (i . .
at" ’
Bu bilgiler 1s181inda pseudospectral metodu tarif etmek i¢in
0A _0°A )
— + == +A|A[“A =iAA 3.253
iGe tlgm TAAA=I (3:253)

GNLS denklemi g6z Oniine alinacaktir. Pseudospectral metodun temel fikri A;;
tiirevini ayrik Fourier transformu ile hesaplamak ve indirgenen adi diferansiyel
denklemi uygun bir sonlu fark metodu ile ¢ozmektir, [63]. A, T, 1zgara noktasindaki

coziim olmak iizere, 6ncelikle denklem 7 uzayinda ayriklastirilir:
Ang =i (TAn e +AJAA) + AA, (3.254)
Fourier transformu ile, herbir 7, i¢in A, ¢¢ hesab1 agagidaki gibi yapilir
Anre = F 1 [(ik)*F{A,}] . (3.255)

Artik (3.254) denklemi A(0,7) baslangi¢ kosulu ile uygun bir sonlu fark metodu
kullanilarak c¢oziilebilir. Bu caligmada dordiincii mertebeden Runge-Kutta metodu

kullanilmagtr.
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Herhangi bir diizgiin A fonksiyonu i¢in pseudospectral metodun dogrulugu spektraldir,
yani hata uzaysal adim araligt Ax’in herhangi bir kuvvetinden daha kiigiiktiir.
Pseudospectral metodun uzaysal tamlig1 spectral olmasina ragmen, zamanda ilerlerken
At adim araliginin, metodun kararlilik bolgesinde kalacak sekilde segilmesine dikkat
edilmelidir. Kararlilik bolgesi ile ilgili detayli bilgi icin Bknz. [63], sf. 331.
Yontemdeki kararlilik kisitlamasindan dolayi, besinci mertebe KdV denklemi gibi
daha yiiksek mertebe uzaysal tiireve sahip evrim denklemleri i¢in yontem kullanigsiz
hale gelebilir, bu durumda zaman adim araliginda daha az kisitlayict kararlilik
kosuluna sahip olan split step ya da integrating factor yontemleri kullanilabilir, [63,64].
Ancak ikinci mertebe uzaysal tiireve sahip NLS denklemleri icin pseudospectral
yontem kolay uygulanabilmesi ve hizli yakinsamasi bakimindan elverisli oldugu i¢in

bu calismada tercih edilmistir.

3.4.3 Enerji analizi

Bu kisimda, tabakanin sinir yiizeylerindeki diizensizliklerin, dalga evrimi boyunca
soliton enerjisi lizerindeki etkisi incelenecektir. Soliton enerjisi asagidaki sekilde

tammmlanmaktadir, [58]:
_ / A(E,7)dx. (3.256)

(3.241) bright soliton benzeri ¢6ziim i¢in enerji fonksiyonu asagidaki gibi acikca elde
edilebilir:

2T

EE) =

e r
n |sech(t)|*dT = 4~. (3.257)

A
Buradan, I" ve A katsayilarinin € ile yavas degisimine bagh olarak, enerjide de dalga

evrimi boyunca kiiciik degisimler olacagi sonucuna varilmaktadir.

GNLS denklemi, ilave terimi A’dan dolayr korunumlu degildir, [65]. Bu sebeple
(3.256), denklemin korunum yasasiyla karistirtlmamalidir; solitonun altinda kalan

alan1 temsil etmektedir.

3.5 Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

Sabit katsayili NLS denklemi her zaman integrallenebilirken, degisken sinir yiizeylere
sahip tabakali yarim uzayda SH dalgalarinin lineer olmayan self modiilasyonunu

asimptotik olarak karakterize eden, sinirlardaki diizensizliklerin katsay1 fonksiyon-
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larinda goriildiigii degisken katsayili GNLS denklemi her zaman integrallenebilir
degildir. Bu kisimda oOncelikle sinirlardaki diizensizliklerin GNLS denkleminin
integrallenebilirligine izin verdigi durumlar arastirtlmistir. Bu durumlar i¢in, ozel
olarak periyodik ya da diizlemsel olarak secilen siirlardaki diizensizliklerin ve
tabakali yarim uzay1 olusturan malzemelerin lineer olmayan 6zelliklerinin bir onceki
kisimda analitik olarak elde edilen soliton benzeri dalgalarin yayilma karakteristikleri
tizerindeki etkileri incelenmisti. GNLS denkleminin integrallenebilirlik sartinin
saglanmadig1 smir yiizeylerin diger 6zel durumlan i¢in c¢oziimler, pseudospectral
yontem kullanilarak niimerik olarak elde edilmistir.  Salinimli veya diizlemsel
olarak secilen tabakanin sinir yiizeylerinin bes farkli durumu ic¢in hesaplamalar
yapilarak, salinimli tabakanin ve ortamin lineer olmayan malzeme parametrelerinin
GNLS denklemi ile karakterize edilen SH dalga yayilimi iizerindeki etkileri
grafiklerle gozlemlenmistir. Coziimlerin sayisal hesaplamalarinda, tabakali ortamin
lineer olmayan malzeme Ozelliklerinin ¢oziimlerin davranisi iizerindeki etkisini
gozlemleyebilmek icin, lineer olmayan malzeme parametreleri 3| = n;/ c% ve B =
ny /c% degistirilirken lineer malzeme parametreleri ve boyutsuz faz hizi C = ¢/c;

asagidaki gibi secilmistir:
cr/cy =1.297, y=2.159, C=1.19. (3.258)

Daha 6nce bahsedildigi gibi B, > 0 ise ilgili malzeme kaymada sertlesen, B, < 0 ise

kaymada yumusayan 0zellik gostermektedir.

3.5.1 Diizlem sinir yiizeylere sahip sabit kalinlikh bir tabakayla kaph yarim uzay

P,

Y

X1

P2

Sekil 3.2 : fi = f> = 0 icin problemin geometrisi.
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Tabaka y = h diizlem serbest yiizeyi ve y = 0 diizlem arayiizeyi ile sinirli oldugunda,
yani f; = f, = 0 iken problemin geometrisi Sekil 3.2’deki gibidir ve (3.253) GNLS
denklemi asagidaki sabit katsayili NLS denklemine indirgenir:

QA _J%A 5

(3.259) denklemi, diizgiin kalinlikli bir tabakayla kapli yarim uzayda yayilan lineer
olmayan Love dalga yayilimini karakterize etmektedir, [7]. Dikkat edilirse bu
durumda A = 0’dir.  Dispersiyonun ve lineer olmayan malzeme parametrelerinin
etkilerini iceren tiim sabit I ve A katsayilar1 icin (3.240) integrallenebilirlik kosulu
saglanmaktadir. Bu durumda (3.241) ve (3.247) ¢oziimleri sirasiyla bright ve dark
soliton tipi dalgalar1 temsil etmektedir. Tabakali ortamin lineer olmayan 6zelliklerinin
dalga yayilimi iizerindeki etkilerini gdzlemlemek amaci ile, farkli lineer olmayan
malzeme parametreleri i¢cin bu dalgalar Sekil 3.3-3.4 ile verilmistir. Bu sekillerden
goriilmektedir ki B; = 1.5, B, = 1.5 i¢in tabakali yarim uzay tamamen sertlesen
malzemelerden meydana geldiginde I'A > 0°dir ve bu durumda bright soliton dalgalar
yayilirken, B; = —1.5, B, = —1.5 i¢in tabakali yarim uzay tamamen yumusayan
malzemelerden olustugunda I'A < 0’dir ve bu durumda dark soliton dalga yayilimi
mevcuttur. 1ki durumda da dalga evrimi boyunca solitonlar seklini ve maksimum

genli8ini korur.

' 0.06

®bright soliton

0.06
0.055

0.04
A%
0.02.

A2

max
0.05

100 0.045

0 20 40 £ 60 80 100

(a) (b) (©
Sekil 3.3 : B, = 1.5, B, = 1.5 i¢in sertlesen malzemelerden olusan tabakali yarim
uzayda (a) Bright soliton dalga evrimi (b) Ustten goriiniis (c) Maksimum
genlik.

96



0.06

®dark soliton

0.055

2
(Al
005

0.045

0.04

0 20 40 €60 80 100

(a) (b) (c)
Sekil 3.4 : B, = —1.5, B, = —1.5 i¢in yumusayan malzemelerden olugan tabakali
yarim uzayda (a) Dark soliton dalga evrimi (b) Ustten goriiniis (c)
Maksimum genlik.

3.5.2 Periyodik smir yiizeylere sahip sabit kalinlikh bir tabakayla kaph yarim

uzay

Xo = (%

- =

\

P,
Sekil 3.5 : f| = f» ve periyodik iken problemin geometrisi.

(3.240) denklemi f; ve f> fonksiyonlar i¢in coziildiigiinde, GNLS denkleminin
(3.240) integrallenebilirlik sartini, ancak siir yiizeylerindeki diizensizlikleri temsil
eden fonksiyonlar esit oldugunda yani f; = f, iken sagladig1 goriiliir. f1 = f2
durumunda, smir yiizeylerin kosiniis fonksiyonu seklinde degistigi kabul edilerek,
dalga yayilimi tizerindeki etkileri incelenmistir. Problemin geometrisi Sekil 3.5 teki
gibidir.  f1(&) = f2(&) = ucos(k1§) olmak iizere, u periyodik sinir yiizeylerin
genligi, k; dalga sayis1 ve & konum parametresidir. Dikkat edilirse, sinir yiizeyleri
kosiniisiin fonksiyonu seklinde degisse de tabaka kalinligi f; = f> oldugu icin
sabit kalir. Ortami olusturan malzemelerin lineer olmayan o6zelliklerinin yani sira
y = h+ucos(k;§) periyodik serbest yiizeyi ve y = ucos(k;&) arayiizeyi ile siurli,
salmimli ama sabit kalinlikli bir tabakanin GNLS denklemi ile karakterize edilen

dalga yayilimi iizerine etkisi, analitik olarak elde edilen (3.241), (3.247) ¢oziimleri
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kullanilarak incelenmis ve grafikler Sekil 3.6-3.8 ile gosterilmistir. Coziimlerin
hesabinda, sinir yiizeylerdeki osilasyona ait boyutsuz salinim parametresi s = kjh
ve boyutsuz diizgiinlik parametresi U = u/h olmak iizere U = 0.05 ve s = 1.4
olarak secilmistir. fB; = 1.5, B, = 1.5 icin yani sertlesen bir tabakayla kaplh
sertlesen yarim uzayda I'A > 0’dir ve bu durumda (3.241) ile temsil edilen bright
soliton-benzeri dalga yayilimi mevcutken, f; = —1.5 ve B, = —1.5 i¢in tabakali
yarim uzay yumusayan Ozellik gosterdiginde I'A < 0’dir ve boyle bir ortamda
(3.247) ile temsil edilen dark soliton benzeri dalga yayilimi mevcuttur. Sekil 3.6 ve
Sekil 3.7°den sinir yiizeylerin yavas degisen diizensizliklerinin, soliton benzeri SH
dalgalarinin yayilma karakteristikleri iizerine etkisi de agik¢a goriilmektedir. Tabaka
sabit kalinliklt olmasina ragmen, sertlesen malzemeden olusan tabakali yarim uzayin
sinir yiizeylerindeki kiiciik ondiilasyonlar, bright soliton benzeri dalgalar iizerine
ilistirilmis kiigiik salinimlara sebep olmaktadir. Ayrica kaymada yumusayan 6zellik
gosteren tabakali yarim uzaymn periyodik smir yiizeylerinin etkisiyle, (3.247) ile
verilen dark soliton benzeri ¢oziimlerin periyodik olarak modiile edilmis bir arka
planda mevcut oldugu goriilmektedir. Her iki durumda da sinir yiizeylerdeki kiiciik
genlikli ondiilasyonlar, maksimum dalga genligi ve dalga enerjisinde de oldukca kiiciik
genlikte salinimlara sebep olmaktadir. Sekillerden, dalga profillerinin soliton benzeri

ozelliklere sahip oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.8’de ise smur yiizeylerinin diizgiinlik parametresinin bright soliton ve
dark soliton benzeri dalgalarin genligi iizerindeki etkisi incelenmistir. Diizgiinliik
parametresinin U = {0,0.01,0.1,0.2,0.5} degerleri icin (3.241) ve (3.247) soliton
benzeri c¢oziimler hesaplanmis; diizgiinlilk parametresindeki artisin yani sinir
yiizeylerindeki ondiilasyonun genligindeki artisin bright ve dark soliton benzeri

dalgalarin genliginde de arttisa sebep oldugu gdzlemlenmistir.
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0
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§ ¢
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Sekil 3.6 : f = f> = ucos(k; &) igin a) Bright soliton benzeri dalgalarin evrimi,
b)Ustten goriiniisii c) Maksimum dalga genligi d) Enerji degisimi.
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100
80
60

§

40

0.06 | | | | 44
0,055
max
0.05 E

0.04

0 20 40 60 80 100 3.8 ‘ ‘
¢ 0 10 20 30

¢

© (d)
Sekil 3.7 : f; = f> = ucos(k; &) i¢in a) Dark soliton benzeri dalgalarin evrimi,
b)Ustten goriiniisii c) Maksimum dalga genligi d) Enerji degisimi.

0.1 ‘ 0.1
—1.U=05
008 2U=02 0.08]
—3:U=0.1
—4:U=0.01
|A] Al
0.04¢ 0.041
0.02¢ 0.021
0 - 0
-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
T T
(a) (b)

Sekil 3.8 : (a) Bright soliton benzeri dalgalar icin (b) Dark soliton benzeri dalgalar
icin; & = 7 secilerek, cesitli diizgiinliik parametreleri icin |A|*’nin 7 ile
degisimi.
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3.5.3 Periyodik sir yiizeylere sahip degisken kalinhkl bir tabakayla kaph

yarum uzay

Bu kisimda incelenen problemde, serbest ylizey ve arayiizeydeki diizensizlikleri temsil

eden farkli genlikteki fonksiyonlar sirasiyla

f1(&) =ucos(k1&E) ve f2(E) =vcos(ki&) (3.260)

olarak secilmistir.  Problemin geometrisi Sekil 3.9 ile gosterilmistir. u ve v
salinimlarin genlikleri, k| dalga sayisi ve & konum parametresidir. f # f> oldugu igin
(3.253) GNLS denkleminin degisken katsayilari, (3.240) integrallenebilirlik kosulunu
saglamamaktadir. Bu durumda GNLS denkleminin ¢oziimleri, # = v durumunda
denklemin analitik ¢oziimiiyle tutarli olmasi agisindan A(0, 7) = 0.22sech(t) baglangi¢

kosulu altinda pseudospectral yontem kullanilarak sayisal olarak elde edilmistir.

Oncelikle, salimml arayiizey ve salimmli serbest yiizeyin SH dalgalarinin yayilma
karakteristikleri iizerine etkileri arasindaki farki agiga cikarabilmek icin salinimin
sadece serbest ylizeyde ve sadece arayiizeyde oldugu iki durum ayri ayr1 incelenmistir.
Bu durumlara ait problemlerin geometrileri sirasi ile Sekil 3.10(a) ve Sekil 3.10(b) ile

gosterilmisgtir.

[k olarak, f> = 0 segildiginde yani y = h + ucos(k;&) periyodik serbest yiizeyi ve
y = 0 diizlem arayiizeyi ile sinirli ve degisken kalinlikli bir tabakayla kapli yarim
uzayda (Bknz. Sekil 3.10(a)) diizensiz serbest ylizeyin, bright soliton benzeri dalga
yayilimu iizerindeki etkileri Sekil 3.11°de incelenmistir. Coziimlerin hesabinda, serbest
ylizeydeki osilasyona ait boyutsuz salinim parametresi s = k1h ve boyutsuz diizgiinliik
parametresi U = u/h olmak tizere s = 1.4, U = 0.05 olarak se¢ilmistir. ; = 1.5, B, =
1.5 icin yani sertlegen bir tabakayla kapl sertlegsen yarim uzayda bright soliton benzeri
dalga evrimi incelenmistir. Sekil 3.11(a) ve 3.11(b)’den tabakali yarim uzayin serbest
yiizeyindeki kiigiik ondiilasyonlarin, bright soliton benzeri dalgalar iizerine ilistirilmis
kii¢iik salinimlara sebep oldugu goriilmektedir. 3.11(c)-3.11(d) sekillerinden, dalga
evrimi sirasinda bright soliton benzeri dalganin maksimum genliginin ve dalga
enerjisinin de serbest yilizeydeki salinimin etkisiyle kii¢iik ondiilasyonlara sahip oldugu
goriilmektedir. Dikkat edilirse maksimum genligin de8isiminin genligi de oldukca
kiiciik ve periyodikken enerjideki salinimin genligi sabittir. Bu da genligi artarken

dalganin daraldigi, genligi azalirken dalganin genisledigi anlamina gelmektedir.
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Ikinci olarak, f; = O secildiginde, yani tabaka salinimsiz serbest yiizey y = h ve
periyodik arayiizey y = vcos(ki§) ile smrlandirldiginda, arayiizeydeki salinimin
dalga profili iizerindeki etkisi Sekil 3.12 ile incelenmistir. Coziimlerin hesabinda,
araylizeydeki osilasyona ait boyutsuz salimm parametresi s = kjh ve boyutsuz
diizgiinlik parametresi V = v/h olmak iizere s = 1.4, V = 0.05 olarak secilmistir.
P1 = 1.5, B, = 1.5 i¢in yani sertlesen bir tabakayla kapli sertlesen yarim uzayda
bright soliton benzeri dalga evrimi incelenmistir.  Sekil 3.12(a), 3.12(b) ’den
tabakali yarim uzayin arayiizeyindeki kiiciik ondiilasyonlarin, bright soliton benzeri
dalgalar iizerine ilistirilmis kiiciik salinimlara sebep oldugu goriilmektedir. Sekil
3.12(c) ve Sekil 3.12(d)’den dalga evrimi sirasinda bright soliton benzeri dalganin
maksimum genliginin ve dalga enerjisinin de arayiizeydeki salinimin etkisiyle kiiciik
ondiilasyonlara sahip oldugu gozlemlenmistir. Maksimum genligin degisiminin
genligi de salinimliyken, enerji salintminin genligi sabittir. Bu da genligi artarken

dalganin daraldigi, genligi azalirken dalganin genigledigi anlamina gelmektedir.

Son olarak, f; # 0 ve f» # 0 secildiginde, fi1(§) = ucos(ki&) ve fr(§) =
veos(k1 &) igin saliniml serbest yiizey ve salimmli ara yiizeye ait boyutsuz diizgiinliik
parametrelerinin, U ve V, SH dalgalarimin genligi lizerindeki etkisi incelenmigtir.
Dalga genligindeki degisim, iki sinir yiizeyinin de salinimli oldugu durum ve sinir
yiizeylerinden sadece bir tanesinin salinimli digerinin diizlemsel oldugu durumlar icin

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14 ile gozlemlenmistir.

Tabakanin salimmli araylizeyine ait diizgiinlik parametresi V’deki degisimin SH
dalgalarinin genligi lizerindeki etkisi, serbest yiizeyin diizlemsel ve salinimli oldugu
durumlar i¢in swrasiyla Sekil 3.13(a) ve Sekil 3.13(b) ile gosterilmistir. V =
{0,0.05,0.1,0.2} degerleri i¢in ¢izilen grafiklerden, arayiizeyin saliniminin genligi, V,
arttikca Love dalgalarinin genliginin de arttig1 goriilmektedir. Ayrica tabaka sadece ara
yiizeyde salinima sahipken dalga genligi degerlerinin, hem arayiizeyde hem de serbest
yiizeyde salintma sahip tabakali yarim uzayda yayilan dalgalarin genliginden biiyiik

oldugu gozlemlenmektedir.

Tabakanin salinimli serbest yiizeyine ait diizgiinliik parametresi U’daki degisimin
SH dalgalarinin genligi iizerindeki etkisi ise, arayiizeyin diizlemsel ve salinimh
oldugu durumlar icin sirasiyla Sekil 3.14(a) ve Seki 3.14(b) ile gozlemlenmistir.
U = {0,0.05,0.1,0.2} degerleri i¢in ¢izilen grafiklerden goriilmektedir ki diizgiinliik
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parametresi U arttik¢a bright soliton benzeri dalgalarin genligi de artmaktadir. Ayrica
araylizey diizlemsel oldugunda dalga genliginin, arayiizeyin salinimli oldugu duruma
kiyasla daha biiyiik oldugu goriilmektedir. Sekil 3.14(a)’daki besinci egri birinci
duruma kars1 gelmektedir ve GNLS denkleminin integrallenebilir oldugu bu durumda,
ansatz yardimiyla analitik olarak elde edilen (3.241) bright soliton ¢odziimiine aittir.
Analitik ¢6ziim ile pseudospectral yontem kullanilarak elde edilen niimerik ¢oziimiin
ortistigi goriilmektedir. Her bir adimda hesaplanan analitik ¢6ziim ile niimerik
coziimlerin farkinin (hata) sonsuz normu yani mutlak degerlerinin maksimumu 2.36 x
10716 olarak elde edilmistir. Sekil 3.14(b)’deki dordiincii egri ise ikinci duruma kars:
gelmektedir ve analitik olarak hesaplanan (3.241) bright soliton benzeri ¢oziime aittir.
Bu durum i¢in ansatz yardimiyla elde edilen analitik ¢6ziimle pseudospectral yontem
kullanilarak elde edilen niimerik ¢6ziimiin ortiistiigii goriilmektedir. Her bir adimda

hesaplanan hata degerlerinin sonsuz normu 2.64 x 10~ !4 olarak elde edilmistir.

Incelenen tiim grafiklerden goriilmektedir ki her iki durumda da yani f>» = 0 ve
f1 #0ile f> # 0 ve f; = 0 durumlarinda, soliton benzeri dalgalara ilistirilmis kiiciik
salinimlar mevcuttur fakat sadece serbest yilizeyde salininm mevcutken brigt soliton
benzeri dalgalarin tepesindeki salinim, sadece arayiizeyde salinimin oldugu duruma
kiyasla daha belirgindir. Ayrica, her iki durumda da sinir yiizeylerdeki kii¢iik genlikli
ondiilasyonlar, maksimum dalga genligi ve dalga enerjisinde oldukca kiigiik genlikte
salinimlara sebep olmaktadir. Maksimum genligin degisim genligi de periyodikken,

enerjideki kiiciik salintmin genligi sabittir.

Smur yiizeylerdeki piiriizlerin, dalga evrimi boyunca soliton enerjisi iizerindeki
etkilerini daha iyi kiyaslayabilmek adina incelenen ii¢ farkli durum icin enerji grafikleri
Sekil 3.15 ile verilmigtir. Bu sekilden, sadece arayiizeyde salinim mevcutken yani
f1 =01ken dalga evrimi sirasinda enerji degisiminin, serbest yiizeyde salinimin oldugu
diger durumlara gore, yani f, =0, f; = ucos(k| &) ve fi = fo = ucos(k; &) durumlarina
kiyasla ¢ok daha kiiciik oldugu goriilmektedir. Tiim gézlemlerden, serbest yiizeydeki
salinimin arayiizeydeki salinima gore dalga evrimi {izerinde daha etkili oldugu sonucu

cikarilmaktadir.
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Xo = h+fi(Xy)

Py
Xp = foX1)
0 >
X
P, '

Sekil 3.9 : Periyodik serbest yiizey ve periyodik arayiizey ile sinirh tabakali yarim
uzay i¢in problemin geometrisi.

A X A X
2 Xo = h+ fl(Xl)
Xo=h
Py
Py
X2 = fX)
X
0 . 0 e
P2 PZ
(a) Periyodik serbest yiizey ve diizlem arayiizey ile (b) Diizlem serbest yiizey ve periyodik arayiizey ile
sinirli tabakali yarim uzay. sinirli tabakali yarim uzay.

Sekil 3.10 : Diizlem veya periyodik yiizeylerle sinirli tabakali yarim uzay modelleri.
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Sekil 3.11 : f; = ucos(k;&), f> = 0 igin a) Bright soliton benzeri dalgalarin evrimi,
b)Ustten goriiniisii ¢) Maksimum dalga genligi d) Enerji degisimi.
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Sekil 3.12: f; =0, f, = vcos(k§) i¢in a) Bright soliton benzeri dalgalarin evrimi,
b)Ustten goriiniisii, c) Maksimum dalga genligi d) Enerji degisimi.
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Sekil 3.13 : a) Serbest yiizey diizlemselken yani U=0 iken b) Serbest yiizey U = 0.05
genlikli salinima sahipken, sabitlenmis s = 1.4, B; = 1.5, 5, = 1.5, =7
degerleri ve arayiizeyin diizgiinliik parametresi V’nin farkli degerleri i¢in

|A|?>’nin 7 ile degisimi.

107



0.1 T T T
1:U=0.2
0.08 —2:U=0.1
' |- 1
3.U-0.0§ | 2
006! 4:U=0 niimerik
71l -5:U=0 analitik
AP
0.04r
0.02r
== / 1 —
-4 -2 0 2 4
T
(a)
0.1 ‘
1:U=0.2
—2:U=0.1
0.08 1 —3:U=0.05 nimerik
- -4:U=0.05 analitik 1
0.06/ A
4
AF
0.04}
0.02}
0 1 | |
-4 2 0 2 4
T

(b)

Sekil 3.14 : a) Arayiizey diizlemselken yani V=0 iken b) Arayiizey V = 0.05 genlikli
salimima sahipken; sabitlenmigs = 1.4, ; =1.5, 5, =15, =7
degerleri ve serbest yiizeyin diizgiinliik parametresi U’ nun farkl

degerleri icin |A|*’nin 7 ile degisimi.

108



0.113}
0111
0.108 r
Eb
0.105f
f,=0
—f,=0
0.1 ——f,=f, niimerik
- - f,=f, analitik
0.095 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40

Sekil 3.15 : Ug farkli duruma ait bright soliton benzeri dalgalarm evrimi sirasinda
enerji degisimleri.
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4. SONUC

Tezin ilk problemi olarak, sabit kalinlikli ve birbirinden farkli malzemelerden olusan
iki tabakayla kapli homojen, izotrop, sikismaz hiperelastik bir yarim uzayda lineer
olmayan kiiciik ama sonlu genlikli SH tipi yiizey dalgalarinin yavas modiilasyonu
incelenmigtir. Ara tabakanin lineer kayma hizinin, iist tabakanin ve yarim uzayin
lineer kayma hizlarindan kii¢iik oldugu kabul edilerek yavas ara tabakanin lineer
olmayan malzeme oOzelliklerinin, ylizey SH dalgalarinin yayilma karakteristikleri
tizerindeki etkileri incelenmistir. Coklu dlgekler metodu kullanilarak, lineer olmayan
dalga modiilasyonunun genlik fonksiyonu asimptotik olarak lineer olmayan, sabit
katsayili bir Schrodinger denklemi ile karakterize edilmigtir. Bu denklemin katsayilari,
lineer ve lineer olmayan malzeme parametrelerine, tabakalarin kalinliklar1 oranina ve
ayrica dalga sayisina baglidir. Sabit katsayili NLS denkleminin ¢oziim 6zellikleri,
denklemin katsayilar ¢arpiminin isaretine bagli oldugundan bu carpimin igeretinin
dalga sayisiyla degisimi, malzeme parametrelerine ve tabakalarin kalinliklar1 oranina
uygun degerler verilerek hesaplanmigtir. Lineer olmayan malzemelerin katsayilar
tizerindeki, dolayisiyla denklemin ¢oziimleri lizerindeki etkisini gozlemlemek icin
lineer malzeme parametreleri sabit tutulurken, cesitli lineer olmayan malzeme
parametreleri icin hesaplamalar yapilmistir. Incelenen tiim modeller icin dalga sayis
yaklagik olarak K > 0.5 iken zarf soliton ve dark soliton tipi dalgalarin varliginin,
yavag ara tabakanin lineer olmayan malzeme Ozelliklerinden kuvvetli bir bi¢imde
etkilendigi gosterilmistir. Goreceli olarak uzun dalga boylarinda yani K < 1 igin,
tek tabakal1 yarim uzayda yayilan Love dalgalarinda oldugu gibi (Bknz. [7]) ylizey SH
dalgalarinin yayilma karakteristiklerinde yarim uzayin lineer olmayan 6zelliklerinin
baskin oldugu gozlemlenmistir. Ayrica ara tabakanin kalinhigi sifira gitti§inde, bu
caligsmada elde edilen NLS denklemi tek tabakayla kapl bir yarim uzayda yayilan SH
dalgalarin1 asimptotik olarak karakterize eden NLS denklemine indirgenmektedir. Tek
tabakali yarim uzay ve iki tabakli yarim uzay modellerinde yiizey SH dalga yayilimini

karakterize eden NLS denklemlerinin ¢oziim Ozellikleri karsilagtirilarak zarf soliton
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tipi SH dalga yayiliminin ikinci bir tabakanin varligindan kayda deger bir bigcimde

etkilendigi gosterilmisgtir.

Bir diger ¢alisma olarak, lineer olmayan malzemelerin yan1 sira kitasal bir tabakanin
diizensiz smnir ylizeylerinin de yiizey SH dalgalarmin yayilma karakteristikleri
tizerine etkileri aragtirilmigtir. Sinir yiizeylerinin SH dalgalarinin yayilma yoniinde
yavas degistigi kabul edilen bir tabakali yarim uzayda, yilizey SH dalgalarinin
lineer olmayan modiilasyonunun asimptotik olarak degisken katsayili bir GNLS
denklemi ile karakterize edildigi ¢oklu Olcekler pertiirbasyon yontemi kullanilarak
gosterilmigtir. Sinir yiizeylerdeki degisim ihmal edildiginde GNLS denklemi, diizlem
sinir yiizeylere sahip tabakali bir yarim uzayda lineer olmayan Love dalga yayilimini
karakterize eden sabit katsayilt NLS denklemine indirgenmektedir. Sabit katsayili
NLS denklemi integrallenebilirken, katsayilari lineer ve lineer olmayan malzeme
parametrelerine, sinir yiizeylerindeki degisimi temsil eden fonksiyonlara bagli olan
degisken katsayili GNLS denklemi her zaman integrallenebilir degildir. Onerilen
bir ansatz yardimiyla GNLS denklemi icin integrallenebilirlik kosulu tiiretilerek
bu kosul altinda, dispersiyon ve lineer olmayan terimlerin ¢arpimi, I'A, pozitifken
bright soliton benzeri dalgalar, negatitken dark soliton benzeri dalgalar analitik
olarak elde edilmistir. Etkileri katsayr fonksiyonlarinda goriilen sinir yiizeylerindeki
diizensizliklerin, GNLS denkleminin integrallenebilirlifine izin verdigi durumlar
aragtirilmistir.  Sinir yiizeylerinin, kosiniis fonksiyonu seklinde degistigi kabul
edilerek, GNLS denkleminin integrallenebilir oldugu bazi 6zel durumlar i¢in elde
edilen bright ve dark soliton benzeri dalgalar tizerindeki etkileri aragtirilmigtir. GNLS
denkleminin integrallenebilirlik kogulunun saglanmadig1 salinimli sinir yiizeylere ait
diger 6zel durumlar icin pseudospectral yontem kullanilarak niimerik ¢oziimler elde
edilmistir. Cesitli lineer olmayan malzeme parametreleri i¢in hesaplanan ¢oziimlerin
grafiklerinden, siir yiizeylerdeki salintmin bir sonucu olarak dark soliton dalgalarin
arka planinin ve bright soliton dalgalarin iist tarafinin periyodik bir salinima maruz
kaldig1 ayrica maksimum dalga genligi ve dalga enerjisinde de kiiclik genlikte
salinimlarin mevcut oldugu gézlemlenmistir. Tabakanin sinir yiizeylerindeki salinimin
genli8i arttikca, soliton benzeri SH dalgalarinin genliklerinin de arttig1 goriilmiigtiir.
Serbest yiizeydeki salinimla arayiizeydeki salinimin lineer olmayan dalga yayilimi

iizerine etkilerinin farkini acik bir sekilde ortaya ¢ikarmak icin yiizeylerden sadece
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birinde salinimin oldugu iki farkli durum incelenmistir. Sinir yiizeylerden sadece bir
tanesi salinima sahip digeri diizlemselken, hem arayiizeyin hem de serbest yiizeyin
salimiml1i oldugu duruma kiyasla dalga genliginin daha biiyiik oldugu gozlemlenmistir.
Serbest yiizeyde salimm mevcutken bright soliton benzeri dalgalarin tepesindeki
salinimin, sadece arayiizeyde salinimin oldugu duruma kiyasla daha belirgin oldugu
gozlemlenmigtir. Ayrica dalga evrimi sirasinda enerji degisiminin, serbest yiizey
salinima sahipken diger durumlara kiyasla daha biiyiik oldugu goriilmiistiir. Dalga
profilleri ve enerji analizinden, serbest yiizeydeki ondiilasyonun lineer olmayan
dalga evrimi iizerinde arayiizeydeki ondiilasyona kiyasla daha etkili oldugu sonucuna

varilmistir.

113






KAYNAKLAR

[1] Achenbach, J. (1973). Wave Propagation in Elastic Solids, cilt 16, Elsevier.

[2] Ewing, W. M. (1957). Elastic Waves in Layered Media, International Series in
Earth Science, McGraw-Hill Inc., US; 1st edition.

[3] Love, A. E. H. (1911). Some Problems of Geodynamics: Being the Essay to which
the Adams Prize in the University of Cambridge was Adjudged in 1911,
CUP Archive.

[4] Bath, M. (2013). Mathematical Aspects of Seismology: Developments in Solid
Earth Geophysics, cilt 4, Elsevier.

[5] Farnell, W. G., (1978). Types and properties of surface, Acoustic Surface Waves,
Springer, 24, 13-60.

[6] Kundu, S., Gupta, S. ve Manna, S. (2014). Propagation of Love wave
in fiber-reinforced medium lying over an initially stressed orthotropic
half-space, International Journal for Numerical and Analytical Methods
in Geomechanics, 38(11), 1172—-1182.

[7] Teymur, M. (1988). Nonlinear modulation of Love waves in a compressible
hyperelastic layered half space, International Journal of Engineering
Science, 26(9), 907-927.

[8] F Maugin, G. ve Hadouaj, H. (1991). Solitary surface transverse waves on an
elastic substrate coated with a thin film, Physical Review B, 44(3), 1266.

[9] Teymur, M., Demirci, A. ve Ahmetolan, S. (2014). Propagation of surface SH
waves on a half space covered by a nonlinear thin layer, International
Journal of Engineering Science, 85, 150-162.

[10] Jeffrey, H. (1925). On the surface waves of earthquakes, Geophysical Supplements
to MNRAS, 44(3), 282-292.

[11] Stoneley, R. ve Tillotson, E. (1928). The effect of a double surface layer on Love
waves., Geophysical Journal International, 1, 521-527.

[12] Stoneley, R. (1950). The effect of a low-velocity internal stratum on surface elastic
waves, Geophysical Journal International, 6, 28-35.

[13] Bath, M. (1956). Some consequence of the existence of low-velocity layers,
Annals of Geophysics, 9(4), 411-450.

[14] Dorman, J. (1959). Numerical solutions for Love wave dispersion on a half-space
with double surface layer, Geophysics, 24(1), 12-29.

115



[15] Novotny, O. (1966). The modes of love waves in a double-layer medium, Studia
Geophysica et Geodaetica, 10(2), 156-171.

[16] Avtar, P. (1967). Love waves in a two-layered crust overlying a vertically
inhomogeneous halfspace I, Pure and Applied Geophysics, 66(1), 48—68.

[17] Li, P., Jin, F. ve Lu, T.J. (2012). A three-layer structure model for the effect of
a soft middle layer on Love waves propagating in layered piezoelectric
systems, Acta Mechanica Sinica, 28(4), 1087-1097.

[18] Var, H. 1. (1997). Tabakali bir hiperelastik yarim uzayda nonlineer yiizey SH
dalgalarimin yayimasi. (Doktora Tezi). Istanbul Teknik Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, Istanbul.

[19] Ahmetolan, S. ve Teymur, M. (2003). Non-linear modulation of SH waves in
a two-layered plate and formation of surface SH waves, International
Journal of Non-linear Mechanics, 38(8), 1237-1250.

[20] Kayestha, P., Ferreira, E. R. ve Wijeyewickrema, A. C. (2015). Finite-amplitude
Love waves in a pre-stressed compressible elastic half-space with a double
surface layer, Wave Motion, 56, 205-220.

[21] Honma, S. (1952). Love waves in a surface layer of varying thickness, Geophy.
Mag., Tokyo, 24(9), 9-14.

[22] De Noyer, J. (1961). The effect of variations in layer thickness on Love waves,
Bulletin of the Seismological Society of America, 51(2), 227-235.

[23] Sato, R. (1961). Love waves in case the surface layer is variable in thickness,
Journal of Physics of the Earth, 9(2), 19-36.

[24] Mal, A. (1962). On the frequency equation for Love waves due to abrupt thickening
of the crustal layer, Geofisica pura e applicata, 52(1), 59—-68.

[25] Ghosh, M. L. (1963). On Love waves across the ocean, Geophysical Journal
International, 7(3), 350-360.

[26] Takahashi, T. (1964). Transmission of Love waves in a half-space with a surface
layer whose thickness varies hyperbolically, Bulletin of the Seismological
Society of America, 54(2), 611-625.

[27] Paul, M. K. (1965). The propagation of surface waves in elastic mediums
with slightly curved boundaries of sinusoidal type, Pure and Applied
Geophysics PAGEOPH, 62(1), 105-117.

[28] Rulf, B., Robinson, B. Z. ve Rosenau, P. (1972). Asymptotic expansions of
guided elastic waves, Journal of Applied Mechanics, 39(2), 378-384.

[29] Keller, J. B. (1958). Surface waves on water of non-uniform depth, Journal of
Fluid Mechanics, 4(6), 607-614.

[30] Wolf, B. (1967). Propagation of Love waves in surface layers of varying thickness,
Pure and Applied Geophysics, 67(1), 76-82.

116



[31] Wolf, B. (1970). Propagation of Love waves in layers with irregular boundaries,
Pure and Applied Geophysics, 78(1), 48-57.

[32] Gjevik, B. (1973). A variational method for Love waves in nonhorizontally
layered structures, Bulletin of the Seismological Society of America, 63(3),
1013-1023.

[33] Bhattacharyya, S. (1974). Reflection and diffraction of SH-type waves in elastic
medium by a periodic curved boundary, Pure and Applied Geophysics,
112(5), 837-844.

[34] Markenscoff, X. ve Lekoudis, S. (1976). Love waves in slowly varying layered
media, Pure and Applied Geophysics, 114(5), 805-810.

[35] Ben-Hador, R. ve Buchen, P. (1999). Love and Rayleigh waves in non-uniform
media, Geophysical Journal International, 137(2), 521-534.

[36] Whitham, G. (1965). A general approach to linear and non-linear dispersive waves
using a Lagrangian, Journal of Fluid Mechanics, 22(2), 273-283.

[37] Acharya, D. ve Roy, L. (2009). Effect of surface stress and irregularity of the

interface on the propagation of SH-waves in the magneto-elastic crustal
layer based on a solid semi space, Sadhana, 34(2), 309-330.

[38] Singh, S. (2011). Love wave at a layer medium bounded by irregular boundary
surfaces, Journal of Vibration and Control, 17(5), 789-795.

[39] Kundu, S., Manna, S. ve Gupta, S. (2014). Love wave dispersion in pre-stressed
homogeneous medium over a porous half-space with irregular boundary
surfaces, International Journal of Solids and Structures, 51(21-22),
3689-3697.

[40] Kawahara, T. (1975). Derivative-expansion method for nonlinear waves on a
liquid layer of slowly varying depth, Journal of the Physical Society of
Japan, 38(4), 1200-1206.

[41] Bretherton, F. P. ve Garrett, C. J. R. (1968). Wavetrains in inhomogeneous
moving media, Proc. R. Soc. Lond. A, 302(1471), 529-554.

[42] Djordjevié, V. D. ve Redekopp, L. G. (1978). On the development of packets
of surface gravity waves moving over an uneven bottom, Zeitschrift fiir
angewandte Mathematik und Physik ZAMP, 29(6), 950-962.

[43] Duparc, O. H. ve Maradudin, A. (1983). Roughness-trapped shear horizontal
surface acoustic waves, Journal of Electron Spectroscopy and Related
Phenomena, 30(1), 145-150.

[44] Johnson, R. S. (1997). A Modern Introduction to the Mathematical Theory of
Water Waves, cilt 19, Cambridge University Press.

[45] Tuarpin, F. M., Benmoussa, C. ve Mei, C. C. (1983). Effects of slowly varying
depth and current on the evolution of a Stokes wavepacket, Journal of
Fluid Mechanics, 132, 1-23.

117



[46] Knowles, J. K. (1977). The finite anti-plane shear field near the tip of a crack for
a class of incompressible elastic solids, International Journal of Fracture,
13(5), 611-639.

[47] Eringen, A. (1967). Mechanics of Continua, John Wiley, New York.
[48] Munkres, J. R. (1991). Analysis on Manifolds, Westview Press.

[49] Stoneley, R. (1924). Elastic waves at the surface of separation of two solids, Proc.
R. Soc. Lond. A, 106(738), 416-428.

[50] Kurt, H. (2015). Uniform kalinlikl1 bir tabaka ile ikiye ayrilmis sonsuz bir elastik
ortamda nonlineer enine kayma (SH) dalgalarimin yayilmasi. (Doktora
Tezi). Istanbul Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Istanbul.

[51] Jeffrey, A. ve Kawahara, T. (1982). Asymptotic methods in nonlinear wave
theory, Applicable Mathematics Series, Boston: Pitman, 1982.

[52] Shabat, A. ve Zakharov, V. (1972). Exact theory of two-dimensional self-focusing
and one-dimensional self-modulation of waves in nonlinear media, Soviet
Physics JETP, 34(1), 62.

[53] Ablowitz, M. J. ve Clarkson, P. A. (1991). Solitons, Nonlinear Evolution
Equations and Inverse Scattering, cilt149, Cambridge University Press.

[54] Zakharov, V. ve Shabat, A. (1973). Interaction between solitons in a stable
medium, Sov. Phys. JETP, 37(5), 823-828.

[55] Kakutani, T. ve Michihiro, K. (1983). Marginal State of Modulational
Instability—Note on Benjamin-Feir Instability—, Journal of the Physical
Society of Japan, 52(12), 4129-4137.

[56] Whitham, G. (1974). Linear and Nonlinear Waves, John Wiley.

[57] Mei, C., (1983). The Applied Dynamics of Surface Ocean Waves, Advanced Series
on Ocean Engineering: Volume 1.

[58] Mei, C. C. ve Li, Y. (2004). Evolution of solitons over a randomly rough seabed,
Physical Review E, 70(1), 016302.

[59] Serkin, V. ve Hasegawa, A. (2000). Soliton management in the nonlinear
Schrédinger equation model with varying dispersion, nonlinearity, and
gain, Journal of Experimental and Theoretical Physics Letters, 72(2),
89-92.

[60] Hao, R., Li, L., Li, Z., Xue, W. ve Zhou, G. (2004). A new approach to exact
soliton solutions and soliton interaction for the nonlinear Schroédinger
equation with variable coefficients, Optics Communications, 236(1-3),
79-86.

[61] Serkin, V. N. ve Belyaeva, T. L. (2001). High-energy optical Schrodinger
solitons, Journal of Experimental and Theoretical Physics Letters, 74(12),
573-5717.

118



[62] Myint-U, T. ve Debnath, L. (2007). Linear Partial Differential Equations for
Scientists and Engineers, Springer Science & Business Media.

[63] Yang, J. (2010). Nonlinear Waves in Integrable and Nonintegrable Systems, cilt 16,
SIAM.

[64] Trefethen, L. N. (2000). Spectral Methods in MATLAB, cilt 10, Siam.

[65] Serkin, V. N. ve Belyaea T. L. (2001). Optimal control of optical soliton
parameters: Part 1. The Lax representation in the problem of soliton
management, Quantum Electronics, 31(11), 1007-1015.

[66] Teymur, M. (1996). Small but finite amplitude waves in a two-layered
incompressible elastic medium, [International Journal of Engineering
Science, 34(2), 227-241.

[67] Eringen, A. ve Suhubi, E. (1974). Elastodynamics, cilt 1, New York: Academic
Press.

119






EKLER

EK A : Genellestirilmis neo-Hookean malzemede diizlem dis1 kayma dalgalari
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EK A

Uc boyutlu uzayda bir noktanin ayn1 dik kartezyen eksen takimina gore maddesel
ve uzaysal koordinatlar1 sirasiyla (X1,X,X3) ve (x1,x2,x3) olmak iizere, agagidaki
denklemlerle tanimlanan genellestirilmis kayma hareketini diger bir deyisle diizlem
dis1 hareketi gbz oniine alalim:

x1 =X, =X, x3=X3+u(X;,Xp,1). (A.1)

Burada, ¢ zaman, u bir parcacifin X3 yoniindeki yer degistirme fonksiyonudur.
detxy x = 1 oldugundan, (A.1) ile verilen genellestirilmis kayma hareketi izokorik bir
sekil degistirmedir ve hareket boyunca ortamin yogunlugu, p, sabit kalir.

Tk, birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansorii olmak {iizere, harekete etki eden kiitle
kuvvetleri bulunmadiginda, referans konumundaki hareket denklemleri asagidaki
sekildedir, [47]:

Tkpx =0, B=12 Tx3 .k = pii. (A.2)

Burada, virgiilden sonraki alt indis Xx koordinatina gore kismi tiirevi ve biiytikliigiin
tizerindeki her bir nokta, zamana gore kismi tiirevi gostermektedir. Tekrarlanan iki
latin indisi tizerinde 1’ den 3’e kadar toplam oldugu kabul edilmistir.

Simdi, hareketin lineer olmayan, homojen, izotrop, sikismaz hiperelastik malzemel-
erden olustugu ve gerilme potansiyelinin, Finger sekil degistirme tansoriiniin,
¢! = [x k%, k), sadece birinci invaryantinin bir fonksiyonu, yani £ = (/) oldugu
kabul edilecektir. Bu malzemeler genellestirilmis neo-Heoken malzeme olarak
adlandirilmaktadir, [46]. Bu tiir malzemeler icin gerilme biinye denklemleri asagidaki
gibi ifade edilir, [67]:

ti = —p&y + Pcy,', (A.3)

Burada #; Cauchy gerilme tansorii, p(X;,?) ise keyfi bir basing fonksiyonudur ve

dx
dP=2"">0. Ad
Yk (A4)
(A.1) ile verilen genellestirilmis kayma hareketi icin sekil degistirme gradyani ve
Finger sekil degistirme tansorii agsagidaki sekilde bulunur:

1 00 1 0 w1
xkl=1 0 1 0|, c'=[ 0 1 i . (A.5)
uip uz 1 uyp un 1+ u’zl + u722

¢! Finger sekil degistirme tansoriiniin asal invaryantlar asagidaki sekilde tanimlan-
maktadir:
I=tre”!, 2l1=(tre D2 —tre™2, I =detc™. (A.6)

Bu asal invaryantlar agsagidaki gibi bulunur:

I=1=3+upus, HI=1. (A7)
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Burada tekrarlanan iki Yunan indisi iizerinde 1’den 2’ye kadar toplam oldugu kabul
edilmigtir. j = det(x; ) = 1 olmak iizere, Tk; birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme
tansorii ile 7; Cauchy gerilme tansorii arasinda Tg; = jXg ity bagintis1 kullanilarak
birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansoriiniin bilesenleri asagidaki sekilde yazilir:

hw=Tn=T3=—p+®, Tin="1=0,
Ti3=®uy, Toz=®up, T3 =puy, T3 =puy, (A.8)

ve (A.2) hareket denklemleri agsagidaki formu alir:

(=p+®@)1+(puy)3 = 0,
(=p+P)2+(puz)s = 0,
(Puy) 1+ (Pur)r—pii = pa. (A9)

Yukaridaki son denklemin sol tarafi sadece X7, X» ve ¢’ nin fonksiyonu oldugu i¢in
p3 = Ko(X1,X2,1) (A.10)

yazilabilir. Bu denklem X3’e gore integre edilirse, ky ve kj keyfi fonksiyonlar olmak
uzere
p = Ko(X1,X2,1)X3 + K1 (X1, X2, 1) (A.11)

elde edilir. Yukaridaki p fonksiyonu (A.9)’daki ilk iki hareket denkleminde yerine
konulursa asagidaki denklemler elde edilir:

—K01 X3 — K11 +P 1+ Kou =0,
—Ko2X3 —Kjo+ CI372 + Koup = 0. (A.12)

(A.12) denklemlerinin her X3 i¢in saglanmasi i¢in:
Ko =0 ve kyr=0 (A.13)
olmas1 gerektigi aciktir. Buradan f, #’nin keyfi bir fonksiyonu olmak iizere
Ko = f (1) (A.14)
olarak bulunur. Sonug olarak (A.9)’daki ilk iki hareket denklemi asagidaki formu alir:

—Kk11+P 1+ f(t)u1 =0,
—Kip2+ (13’2 +f(t)u72 =0. (A.15)

Bu denklemlerden ilkini X’ e gore integre edersek:
K =P+uf(t) —g(Xa,t) (A.16)
elde edilir. k7, (A.15)’in ikinci denkleminde yerine yazilirsa:
g2=0 (A17)
bulunur. Buradan g(7) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

g=2g(1) (A.18)



oldugu goriilmektedir. Boylece
Ki =P+ f(t)u—g(t) (A.19)

olarak elde edilir. Sonug olarak basin¢ fonksiyonu icin (A.11) bagintis1 asagidaki sekli
alir:

p=f(t)Xz3+D+ f(t)u—g(t). (A.20)

Elde edilen basing fonksiyonu (A.3) gerilme biinye bagintisinda kullanilarak, gerilme
bilesenleri asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

1 = to=—f(t)X3—f(t)ut+g(t),

tip = B =0,

ti3 = Gug =12,

3 = —f(O)X3— f(Ou+g(t)+P[(u1)* + (u2)?]. (A.21)

Burada |X3| — oo i¢in f1q, t23, t33 sonsuza gider yani sinirsiz olarak biiyiir. Bu,
fiziksel anlami olmayan bir durumdur ¢iinkii [X3| — oo i¢in gerilme bilesenleri sinirlt
kalmalidir. Bu yiizden

f(t)=0 (A.22)

olmalidir. Ayrica hareketin olmadig1 dogal durum gerilmesiz kabul edildiginden yani,
u = 0 i¢in gerilme bilesenlerinin sifir oldugu kabuliinden,

g(t)=0 (A.23)
olmasi1 gerekir ve p i¢in de (A.20)’den

b
p=P= 2‘51—1 (A.24)

elde edilir. Bu durumda (A.21)’deki Cauchy gerilme tansoriiniin bilesenleri
1 =tp=tip=1t =0,
t(x3 - t3a = (Du7a o = 1,2, (A.ZS)
133 = @[(u,1)* + (u2)?]

olarak elde edilir ve (A.8)’den birinci tiir Piola-Kirchoff tansoriiniin Tk; bilesenleri de
asagidaki sekilde yazilabilir:
TW=Tn=To="11=133=0,
T3 =T51 = Puy, T3=Ts=Dupy. (A.26)

Boylece (A.2)’deki ilk iki hareket denklemi 6zdes olarak saglanir ve tigiincii denklem
asagidaki sekilde yazilabilir, [66]:

0 du 0 u d%u
aX, ((DaXl) tox, (q)a)Q) —Poa (4-27)

Boylelikle genellestirilmis neo-Hooken malzemeden olusan bir ortamda, (A.l) ile
tanimlanan genellestirilmis kayma hareketi, kiitle kuvvetlerine ihtiya¢ duyulmadan
yaratilabilir. Bu calismada sadece genellestirilmis neo-Hooken malzeme goz oniine
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almmistir.  Genellikle, izotropik sikisabilir ya da sikismaz diger malzemelerde, X
gerilme potansiyeli fonksiyonu iizerine bazi kisitlamalar koymadan (A.2)’deki ilk
iki hareket denklemi 6zdes olarak saglanmaz. Bu malzemelerle kapli ortamlar icin
[7])°deki calismada yapilan benzer kisitlamalar altinda paralel bir analiz yiiriitiilebilir.

Simdi
T =/t +13, (A.28)

bagintist ile bir kayma gerilmesi tanimlansin. Bu bagintida (A.25), (A.24) ile birlikte

kullanilirsa 55
T=2— (u 1)2 + (u.z)z (A.29)
d[ ’ )
elde edilir. K = \/(u1)?>+ (u2)? kayma deformasyonunu temsil etmektedir. Bu

terimin katsayis1 kayma modiilii olarak adlandirilir ve agagidaki gibi tanimlanir:

. dx

o= 2Z (A.30)
Bu calismada kiiciik ama sonlu genlikli dalga yayilimi problemi incelendigi i¢in
hareket denklemlerinin yaklasik formlari kullanilabilir. Bu yaklasik denklemleri
tiretmek icin, gerilme potansiyeli £’nin, [3,00) araliginda I’nin analitik fonksiyonu
oldugu kabul edilerek, bu fonksiyon gerilmesiz dogal durum, I = 3, civarinda Taylor
serisine acilir:

() =% 3)1-3)+ %z"(.%)(z —3)%+.. (A.31)

Bu acilim & = 2‘% oldugu dikkate alinarak (A.27) denkleminde yerine konulup,
iclinci ve daha yiliksek mertebeden lineer olmayan terimler ihmal edildiginde

asagidaki hareket denklemi elde edilir:

Au  ,(d%u J%u d (du , d (du ,
(G ae) iow Gee) +ow () | o

Burada ¢?> = ®(3)/p olmak iizere ¢ lineer kayma dalgalarimin yayilma hizini, n =
‘%’(3) /p lineer olmayan malzeme parametrelerini temsil etmektedir. (A.31) acilimu,

(A.30) esitliginde kullanilirsa
il = p(c? +nk?) (A.33)

olarak elde edilir. ¢? > 0 oldugundan, eger n > 0 ise K arttikca fI monoton olarak
artacak, n < 0 ise monoton olarak azalacaktir. Dolayisiyla, n > 0 ise ortam kayma
hareketinde sertlesen davranis, n < 0 ise yumusayan davranis gosterir, [46].

Ayrica
0 0 0 0
— = — A.34
8X1 a)q, aX2 8x2 ( 3 )
ve
X3 :X3+M(X1,X2,t) éX;;—l—it\(xl,Xz,t). (A.35)

olmak iizere, (A.27) hareket denklemi Eulerian koordinatlarda asagidaki gibi

yazilabilir:
0 ou 0 ou 0%
o (%ﬁ) i (“’a—z) =Poa (A.36)
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