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UC BOYUTLU GALILE UZAYINDA OTELEME VE FACTORABLE
YUZEYLERIN SINIFLANDIRILMASI

OZET

Oklid uzayinda, egrilerin ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi hakkindaki
calismalar, Oklid dis1 uzaydaki ¢alismalar kadar eski bir tarihe sahiptir. Oklid
uzaymin klasik igerigi diger bazi geometrilere aktarilabilecek olan sonuglarin bir
kaynagidir. Yeni geometrileri tanimlamanin bir yolu Cayley-Klein uzaylarindan
gecer. Bu uzaylar, kuadratik yiizeyleri ve diizlemleri igeren projektif uzayin bir alt
kiimesi olan mutlak sekilli projektif uzaylar olarak tanimlanir. Projektif uzayin
mutlak sekil altinda degismez kalan izdisiimleri, Cayley-Klein uzaymin grup
hareketleri olarak adlandirilan izdiistimlerinin bir altgrubunu tanimlar. Mutlak sekil
vasitastyla, metrik bagintilar tanimlanir ve bunlar grup hareketleri altinda degismez
kalirlar.

Ug boyutlu Galile uzayn, (0, 0, +, +) isaretli projektif metrikle olusturulmus Cayley-
Klein uzayidir. (w, f,1) sirali Ggliisii Galile geometrisinin ideal (mutlak) seklini
olusturur. Burada w ideal diizlemi; f, w diizleminde bulunan ideal dogruyu; | ise
f’nin noktalarinin sabit eliptik involiisyonunu gosterir.

Galile uzay1 Oklid geometrisinden dzel gorecelik kavramina bir kdprii olusturur.

Galile uzay1 Roschel tarafindan gelistirilmistir ve daha sonra Kamenerovic ve Sipus
Galile uzaylarinda galismalar yapmuslardir. Bununla beraber, Galile ve pseudo-Galile
uzaylarinda bir ¢ok ¢alisma yapilmstir.

Galile geometrisi Oklid dis1 geometridir ve Galileo ile Einstein’in gorecelik
kuramiyla baglantili oldugundan Galile ve pseudo- Galile uzaylarinin fizikte 6nemi
vardir.

Cayley-Klein geometrileri soliton teorisi gibi bir ¢ok alanda 6nemli oldugundan
ilging hale gelmistir.

Bu tez calismasinda ii¢ boyutlu Galile uzayinda oteleme ve factorable ylizeyler
calisilmustir.

Tez dort boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde, ii¢ boyutlu Galile uzayimnin tahrigesi ve gelisimi ile ilgili bilgi verilerek,
tezin igerigi ve kapsami ifade edilmistir.

Ikinci boliimde, once ii¢ boyutlu Galile uzayinda egrilerin izotropik olma ve
izotropik olmama durumlari ifade edilmis ve daha sonra iki vektoriin skaler ve
vektorel ¢arpimi tanimlanmistir. Egrilerle ilgili tanimlar verilerek, ii¢ boyutlu Galile
uzayinda ikinci esas formun katsayilari, yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi
formiile edilmistir. Daha sonra, bu uzayda Gteleme yiizeyleri ele alinarak, sabit Gauss
ve sabit ortalama egrilikli 1. tip ve 2. tip Gteleme ylizeyleri calisilmis ve bu
ylzeylerle ile ilgili baz1 teoremler verilmistir.
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Ucgiincii boliimde ilk 6nce, koordinatlar1 sonlu tipten olan alt manifold tanimi
verilmis ve daha sonra ii¢ boyutlu Galile uzaylarinda koordinatlar1 sonlu tip olan
Oteleme ytiizeyleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde, ii¢ boyutlu Galile uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilige
sahip olan birinci tip factorable yiizeyler incelenmistir. Bu yiizeyin denklemleri elde
edilmigtir ve daha sonra koordinat fonksiyonlar1 yiizeyin Laplasyeninin
Ozfonksiyonu olan birinci tip factorable yiizeyler ele alinmistir. Koordinatlar1 sonlu
tip olan harmonik factorable yiizeyler igin bir teorem verilmistir.
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CLASSIFICATIONS OF TRANSLATION AND FACTORABLE SURFACES
IN THE 3-DIMENSIONAL GALILEAN SPACE

SUMMARY

Study of differential geometry of curves and surfaces in Euclidean, as well as in
other non-Euclidean ambient spaces, has a long history. Classical context of the
Euclidean space is a source of results which could be transferred to some other
geometries. One way of defining new geometries is through Cayley-Klein spaces.
They are defined as projective spaces with an absolute figure, a subset of consisting
of a sequence of quadrics and planes. Projectivities of the projective space which
leave invariant the absolute figure define the subgroup of projectivities called the
group of motions of a Cayley-Klein space. By means of the absolute figure, metric
relations are also defined and they are invariant under the group of motions.

The 3-dimensional Galilean space G5 is the Cayley-Klein space equipped with the
projective metric of signature (0, 0, +, +). The absolute figure of the Galilean
geometry consists of an ordered triple (w, f,I), where w is the absolute (ideal) plane,
f is the absolute line inw and 1 is the fixed elliptic involution of points of f.

The geometry of Galilean Relativity acts like a “‘bridge’’ from Euclidean geometry
to special Relativity.

Galilean space is the space of Galilean Relativity. Galilean space has been largely
developed by Roschel. Furhermore, Kamenerovic and Sipus studied about Galilean
space. Many works were done about the Galilean and pseudo-Galilean spaces.

Galiean and pseudo-Galilean spaces has a crucial role in physics. Galilean space-
time are very important in non-relativistic physics.

Galilean geometry is a non-Euclidean geometry and associated with Galileo’s
principle of relativity.

Cayley-Klein geometries recently have become interesting again because of their
importance for other fields, like soliton theory.

In the Galilean space, for given points x = ( x1 X, x3) and y = (y4,¥,,¥3), the
Galilean distance is introduced by the absolute figure, namely

|y, — x41, if x;#0 or y, #0,
V2 —2,)%+ (y3—x3)?, if x;, =0 and y, = 0.

The lines and planes are categorized up to the absolute figure. Explicitly, a line is
said to be non-isotropic (resp. isotropic) if its intersection with the absolute line I is
empty (resp. non-empty). Contrary to this, a plane is said to be isotropic if it does not
involve I, otherwise it is said to be Euclidean. In other words, an isotropic plane does
not involve any isotropic direction. In the affine model of G5, the Euclidean planes
are determined by the equation x = const. Accordingly, a vector is called isotropic
if it is involved in the Euclidean plane x = 0.

d(x,y) ={
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A curve given in parametric form x = x(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)) is said to be
non-isotropic (or admissible) if nowhere its tangent vector is isotropic, namely

x1(s) = X 4 0. Otherwise the curve x is said to be isotropic.
ds

In the Galilean 3-space, the vector x = (x4, x,, x3) is isotropic if x; = 0 and non-
isotropic otherwise. Hence, for standard coordinates (x4, x5, x3), the x;-axis is non-
isotropic while the x,-axis and the x5-axis are isotropic. The x,x5-plane, x; = 0, is
Euclidean and the x;x,-plane and x;xs-plane are isotropic. The Galilean scalar
product of two vectors x = (x; x5, x3) and y = (y1,¥,,y3) is defined by

( )_{ X1 V1, if x;#0o0r y; #0,
YY) = \x,y, + x3ys, if x; =0andy;, = 0.

The Galilean cross product of two vectors x = (x1,x,,x3 ) and y = (y1,¥,,¥3 ) IS
defined as

0 e, ée3
X1 X2 X3
Yi Y2 V3

A translation surface in G5 is locally parametrized by
@:I; XI, €R* > G3,  @(u,v) =a(w) + L),

XAy = = (0, X3y1—X1Y3, X1Y2 — X2V1.

where a and $ denote translating curves. Under the condition that @ and £ are planar
curves, translating surfaces categorized such a surface up to the absolute figure:
Type 1: a is planar non- isotropic curve and S isotropic curve,

Type 2: a and § are planar non- isotropic curves.

Translation surfaces of the Type 1 in the Galilean space can be locally represented by
e, v) = (uv, fW) + g).

where a(w) = (u, 0, f(w)) is a non-isotropic curve and B(v) = (0,v, g(v)) isan
isotropic curve.

Surface of Type 2, i.e., a surface having both tranlated curves non-isotropic
ou,v) = (u+v,gW), f(w))

where a(u) = (u,0, f(v)) and B(v) = (v, g(v), 0) are a non-isotropic curves.

A surface M is a factorable surface if it can be parametrized by

o, v) = (u,v, f(Wg®)).

In this thesis, translation and factorable surfaces in a 3-dimensional Galilean space
G are studied.

This thesis consists of four chapters:

In the first chapter, firstly, a brief literature review of Galilean spaces is given. Then,
the subject and contents of thesis are given.

In the second chapter, translation surfaces with constant Gauss curvature and
constant mean curvature in G5 are studied. Some theorems concerning translation in
the Galilean space are given.
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In the third chapter, first, the definition of coordinate finite type submanifold is
given. Then the classification of coordinate finite type translation surfaces in a 3-
dimensional Galilean space G5 are studied.

In the fourth chapter, the factorable surfaces of first kind in a 3-dimensional Galilean
space having non-zero constant mean curvature are examined. Equations of this
surface are determined. The following theorem is proved.

Theorem: If M is a factorable surface of Type 1 of constant mean curvature H # 0
in 3-dimensional Galilean space, then M is congruent to a surface

— 1+ A _an2 2 _
zZ= i_zy‘/l 4H?2(v + ¢)?, ¢ = const.

Then, it is considered factorable surface of G; whose coordinate functions are
eigenfunctions of the Laplacian of this surface. It is given a theorem concerning
coordinate finite type harmonic factorable surface. The following theorem is proved.

Theorem: Let M is a factorable surface of Type 1 in a 3-dimesional Galilean space.
If M is harmonic, then it is an open part of a plane.
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1.GIRIS

M.O. 300 yillarinda Oklid (Euclid) tarafindan yazilan onii¢ ciltlik ‘Ogeler’ adl
eserde yer alan tanim ve postulatlarla Oklid geometrisinin temelleri atilmistir. Oklid
geometrisi uzun bir slire tek geometrik sistem olarak kalmis, daha sonra Gauss
(1816), Lobachevsky (1829) ve Bolyai (1832) tarafindan, hiperbolik geometri ortaya
atilmistir. Hiperbolik geometri Oklid-dis1 geometridir. Oklid-dis1 bir ¢ok geometri
vardir. Oklid olmayan geometri olarak genellikle hiperbolik geometri ve eliptik
geometri diisiiniilmektedir. Cayley ve Klein bu geometrileri genisletmislerdir. 1854
yilinda Riemann Oklidyen geometri, hiperbolik geometri ve eliptik geometrilerinin
birbiri ile baglantili oldugunu, fakat farklilik gésterdigini belirtmistir. Oklid-dis1
geometrilerden biri olan Galile geometrisi, Galile ile Einstein’in gorelilik kuramiyla

baglantilidir. Galile geometrisi, Klein geometrilerinden biridir.

Galile geometrisi ile ilgili fiziksel temellerin atildig ilk kitap Yaglom [1] tarafindan
1979 yilinda yazilmistir. Galile uzayi, 1984 de Roschel [4] tarafindan gelistirilmistir.
Daha sonra Pavkovic-Kamenarovic [3] (1987), Divjak [12] (2003), Divjak-Sipus
[13] (2003) ve Sipus [14] (2008) Galile uzaylarinda ¢alismiglardir. Daha sonra, ii¢
boyutlu Galile uzayinda yiizeyler ve egrilerle ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Oklid

olmayan geometriler icinde Galile goemetrisi gilincel bir ¢alisma alanidir.

Bu tez calismasinda, {i¢ boyutlu Galile uzayinda oteleme yiizeyleri ile ilgili
makaleler c¢alisilmig ve ilgili teoremler ispatlanmigtir. Sabit Gauss ve ortalama
egriligine sahip olan birinci ve ikinci tip 6teleme yiizeylerinin simiflandirilmasi
yapilmistir. Daha sonra, {i¢ boyutlu Galile uzayinda koordinatlar1 sonlu tipten olan
birinci tip oteleme yiizeyleri ile ilgili makale incelenerek, teoremleri ispat edilmistir.
Son boliimde ise, sabit ortalama egrilikli factorable ylizeylerin siiflandirilmasi
yapilmis ve bu tip ylizeylerin denklemleri elde edilmistir. Ayrica, koordinatlar1 sonlu
tipten olan factorable yiizeyler incelenerek, yilizeyin harmonik olmasi durumunda

ylizeyin denklemleri elde edilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Galile Uzayinin Tanim

Bu boliimde; Galile uzaymin tanimi, vektorlerin izotropik olmasi ve olmamasi hali,
Galile uzayinda skaler carpim, norm (biiyiikliik), vektorel carpim tanimlar1 ifade

edilecek, ayrica bir egrinin egriligi, burulmasi ve Frenet formiilleri verilecektir.

Tanmm 2.1.1: Ug boyutlu Galile uzay1 G isaretleri (0,0,4,4) olan bir projektif
metrikle eslenmis bir Cayley-Klein uzayidir. Galile uzay1 sirali bir Gigliyl (w, f, 1)

igerir. Bunlar:
w: mutlak (ideal) diizlem.
f: mutlak (ideal) diizlemde mutlak dogru.
I: mutlak (ideal) dogrunun sabit eliptik involiisyonu.

Tammm 2.1.2: Ug boyutlu Galile uzayinda dogrular ve diizlemler su sekilde
smiflandirilabilir. Eger bir dogrunun, I mutlak dogrusu ile kesisimi bos ise bu
dogruya izotropik olmayan denir. Aymi sekilde eger bu dogrunun, I mutlak dogrusu
ile kesimi bos degilse bu dogruya izotropik denir. Bunun tersine, eger bir diizlem
mutlak ideal dogruyu icermezse bu diizlem izotropik olarak, aksi takdirde Oklidyen
olarak adlandirilir. Oklidyen diizlemler x; = sabit olmasi ile belirlenir. Buna gore
eger bir vektdor Oklidyen diizlemde x; = 0 olarak ifade edilmis ise bu vektore

izotropik denir.
Ucg boyutlu Galile uzayinda x(s) = (x;(s), x5(s), x3(s)) egrisini diisiinelim. Eger bu
egrinin teget vektorleri hi¢bir yerde izotropik olmuyorsa yani x;(s) = % # 0 olursa
bu egriye izotropik olmayan denir. Aksi takdirde, bu egriye izotropik denir. G5 Galile
uzayinda herhangi bir x = (x4, x5, x3) vektorii igin:

x; # 0 ise x vektoriine izotropik olmayan,

x; = 0 ise x vektoriine izotropik,

x; =1 ise x vektoriine birim izotropik

denir [1].



Tamm 2.1.3: G3 Galile uzayma ait iki vektér x = ( xqx5,x3) V& ¥ = (¥1,¥2,¥3)

olsun. Bu iki vektoriin skaler ¢carpimi

( )_{ X1Y1, x; # Oyaday; # Oise,
Y= XY, + X33, x; =0vey; = 0ise

olarak ifade edilir [1].

Tamm 2.1.4: x = ( x; X5, x3) vektorii G3 Galile uzayna ait bir vektdr olsun. Galile

uzayinda bir vektoriin normu (biiyikligii)

X1, x; # Oise,

Ill = iz ={ VPt aE = 0ise
ile tamimlanir. Eger ||x|| =1ise x birim vektor olarak adlandirilir [1].

Iki izotropik vektdr x = (0, x5, x3) Ve y = (0,y,,y3) olmak iizere bu vektdrlerin

skaler carpimi

(x,y) = X5, + X3Y3

dir. Iki izotropik vektdr dik ise {(x,y) = 0 olur. Bir izotropik vektoriin biiyiikliigii

x|l = Vix, x) = \/((O,Xz,x:),’), (0,x3,x3)) = Vx§+x§

olarak hesaplanir.

Tammm 2.1.5: Galile uzaymmda x = ( x;x5,x3) Ve ¥ = (¥1,Y,,¥3) olmak iizere

herhangi iki vektor verilsin. Tki vektdr arasindaki uzaklik

ly:s — x4, x1 #0 yada y; # 0 ise,
VO, — %)%+ (y3 — x3)2, %, =0 ve y; =0 ise

d(x,y) ={

formiili ile verilir [2].

Tamm 2.1.6: x = (x4, x5, x3 ) Ve v = (y1,¥,,¥3 ) Gs Galile uzayinda herhangi iki

vektor olsun. Iki vektoriin vektdrel carpimi

0 e, é3
xAy= X1 X2 Xx3[=(0,x3y1—X1Y3, X1Y2 — X2)1)
Yi Yy, V3

olarak tanimlanir [1].

Tamm 2.1.7: Ug boyutlu Galile uzayinda C” smifindan izotropik olmayan bir

r(w) = (u, f(w), g(w) (2.1)
4



egrisi goz Oniine alalim. Bu egrinin x(u) egriligi ve t(u) burulmasi

_)II|

_|77’Ar

K - 3/
()"

det( Fr,?u’ ?ru)

# A7)

(2.2)

formiilleri kullanilarak su sekilde hesaplanir [3].

Sirastyla (2.1)’de verilen egrinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri alinirsa

7= (1f (W), g )
#'= (0, f" (W), g" ),
F’” — (O,f”I(U),g”,(U))

elde edilir. Daha sonra egrinin birinci tiirevinin karesi alinirsa yani Galile uzayinda

kendisiyle skaler ¢arpimi yapilirsa, Tanim 2.1.3’e gore
512 sl o 1 1 1 1
ro=(, ) =(1f'W,g'®) Lf W9 W) =1 (2.3)

olarak bulunur. Egrinin birinci ve ikinci tiirevinin Tanim 2.1.6’ya gore vektorel

carpimi hesaplandiginda

0 e e3
#FAar'=(1 1 og'l=(0-9"f" (2.4)
O fll gll

olarak bulunur. (2.4)’de bulunan ifadenin Tanim 2.1.4’e gére normu

|7 A" = J(F'A AR (2.5)

= V0, =g" F". Q0. =g". T

— /guz _|_f112

seklinde bulunur. (2.3) ve (2.5)’de bulunan esitlikler egrilik formiiliinde yerine
yazilirsa, verilen egrinin egriligi
?,A?” "2 12
k=1t = [+ g
X 2

r

olarak bulunur.



Egrinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevinin determinanti

! 14} nr 1 f, g,
det (T' A ): 0 fll gu :fllglll _ gnflu (26)
O flll gIIII
olarak hesaplanir. Daha sonra, (2.4)’de bulunan esitligin karesi yani kendisiyle skaler

garpimi
(FAFT? =(FAr")(FAFT) = g7 +f =) @7)

olarak bulunur. (2.6) ve (2.7) denklemlerinde bulunan esitlikler (2.2) denkleminde

yerine yazilirsa T burulmasi

det( —>II’ F,”) det( —>”, F”’) fn nro_ IIfIII
->IA ->II) - KZ(U,) - 112 fllz

T=

olarak hesaplanir.
O halde, ti¢ boyutlu Galile uzaymnda C” smifindan izotropik olmayan bir

r(w) = (u, f(w), gw)

egrisinin k(u) egriligi ve t(u) burulmasi sirasiyla,

= JF7 + 97w,

fll 1 gllflll
144 IIZ
g’ +f

dir.

Tamim 2.1.8; Galile uzayinda Frenet formiilleri:
Uc boyutlu Galile uzaymda bir 7(u) = (u, f(u), g(u)) egrisi verilsin. Sirastyla bu

egrinin teget birim, asal birim ve binormal vektorleri

!

2 T - iy
t = | _),| teget birim vektor,
r
-/ N
n'=b AT asal birim vektor,
-/ A 7_; " . .
b= ———7 binormal vektor
|r AT |

seklinde verilir [3].



(2.1)’de verilen egrinin birinci tiirevinin normu

|17l = (A7) =@ f,9) (Lf,g)) =1
olarak bulunur. Dolayisiyla, r(u) = (u, f(u), g(u)) egrisinin teget birim vektori,
binormal vektorii ve asal birim vektorii, sirastyla,

{'=—=—=(Lf' W g W),

| 7]

E' FAR"0,-gf"

1
|T' AT | ‘guz +f112 K(U)

0 e, e
Y -g" I :( ¢ g”(u))

K K " k@) T k()
1 ffw) g'(w

(0.-g"Gw), f'@)),

olarak hesaplanr.
Dolayisiyla bir r(u) = (u, f(u), g(u)) egrisinin ii¢ boyutlu Galile uzayinda x

egriligi ve T burulmas: teget birim vektor (t), asal birim vektori (n) ve binormal

t t
a
o " |

b
Tamm 2.1.9: Ug boyutlu Galile uzayinda C” (r > 1) smifindan bir yiizey

vektor ( b) cinsinden

0 x O
=0 0 =t

0 —7 0

olarak ifade edilir.

p:U—->M, UcIR?
@y, 1) = (x(uy, up), y(ug, ), 2(us Uz)) (2.8)
olarak parametrelendirilmis olsun [4].

ox 9%x ..
x'i:(i_ui:xui ve Xij = ].Sl,]SZ

olmak tizere x; # 0 oldugunu, yani ylizeyin ‘uygun’ oldugunu kabul edelim.

Yiizeyin birinci esas formu
ds? = (giduy + g,duy)? + e(hyduy? +2hy,du du, +hy,du,?)

ile verilir. Burada g; =x;, hjj=y;y;+z;z; (i=1,2) d.
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Ayrica,

= {O, du, : du, izotropik degil

1, du, : du, izotropik

dir. Galile uzayinda yiizeyin N birim normal vektorii

1M,
N =—+—"1=
w
ile tanimlanir. Burada W = ||<p,1A P |, Q1= (%p ve @, = aaT(p dir.
1 2

Ikinci esas form ise

II = Lyduy® +2L;,du,du, + Ly,du,” olarak ifade edilir. Burada

PijX1—XijP1
X1 ’

PijX2— XijP2
X ’

Ly = N)

=

N)

dir.

Yiizeyin Gauss egriligi (K) ve ortalama egriligi (H), Oklid uzayima benzer olarak
 Lylyp = Lyp®
Towzr

_ 95L11 — 29192L15 + 93 L,
2W?2

K

H

ile tanimlanir.

G3 uzayinda yiizeyin N birim normal vektoriinii bulalim. (2.8)’de verilen yiizeyin ¢ ;

Ve @, tiirevleri, sirasiyla,

P, = (xul'yul' Zul)'
Do = (xuztyuzr Zuz) (2-9)

olmak tizere bu vektorlerin G5 uzayinda vektorel carpimi

(p,lA(p,Z = (xul' yul' Zul) A (xuz' yuz'zuz) (210)

0 e e;
Xu, Yu, “Zuy
XUZ yuz Zuz

)




?1 A Q2= (0' _(xulzuz - xuzzul): (xulyuz - xuzyul))

ve dolayisiyla ¢ ; A @ ,’nin normu (biiyiikliigii)

W = oah 0ol = (o, ~ )" + (i~ Fain)’

2 2
= (xu1zu2 - xuzzu1) + (xu1zu2 - xuzzu1)
olarak bulunur.

O halde, ylizeyin N birim normal vektorii

_Pa Ao, _ (0’ _(xulzuz - xuzzu1)’ (xu1yu2 - xuzyul))

N
w

\/(xu1zu2 i xuzzu1)2 + (xu1zu2 - xuzzu1)2

olarak elde edilir.

2.2 U¢ Boyutlu Galile Uzayinda Oteleme Yiizeyleri

Bu kisimda, Galile uzayinda dteleme yiizeyleri ele almmistir. Oteleme yiizeyleri iki
egri tarafindan iiretilen yiizeylerdir. Oteleme yiizeyleri ilk olarak 1835 yilinda
H.Scherk tarafindan ele alinmistir ve diiz olmayan tek minimal 6teleme ylizeyinin

kendi adiyla adiyla anilan Scherk yiizeyi oldugu gosterilmistir.

Daha sonra 6teleme yiizeyleri bir ¢ok geometrici tarafindan ¢esitli bakis acgilariyla
degerlendirilip arastirilmigtir. L. Verstraelen, J. Walrave ve S. Yaprak [5], n-boyutlu
Oklid uzayinda minimal Steleme yiizeylerini ele almiglardir. H. Liu [6], 3-boyutlu
Oklid uzayinda ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda sabit ortalama egrilikli ve sabit

Gauss egrilikli 6teleme yiizeylerini siniflandirmistir.

Bu ¢alismada, ii¢ boyutlu Galile G5 uzayinda sabit Gauss egrilikli ve sabit ortalama
egrilikli 1. tip ve 2. tip Oteleme ylizeyleri ele alinmig ve Oteleme yiizeylerinin

siiflandirilmasi yapilmstir.

Tamm 2.2.1: Bir 6teleme yiizeyi lokal olarak iki tane egrinin toplami olarak ifade

edilir. Buna gore 6teleme ylizeyleri
@:1; xI, € R? > G,

a ve [ oteleme egrileri olmak iizere bir dteleme ylizeyi



pwv) = a) +B(v)
ile ifade edilir [6].
Oteleme yiizeyleri, & ve f mn diizlemsel egri olmasina gére su sekilde siniflandirilir.
1. Tip: « izotropik olmayan diizlemsel egri ve f izotropik egridir.
2. Tip: a ve B ikisi de izotropik olmayan egrilerdir.

Oteleme yiizeyleri iki diizlem egrisinin otelenmesi ile elde edilen yiizeylerdir.
Degisik tiplerde diizlemler oldugu i¢in egrilerin bulundugu duruma goére farkh

Oteleme yiizeyleri vardir.

1) Egrilerden biri y =0 diizleminde bulunan izotropik olmayan egri, digeri ise

x = 0 diizleminde bulunan izotropik egridir.
2) Egrilerden biri z = 0 diizleminde, digeri ise y = 0 diizleminde bulunan izotropik

olmayan egrilerdir. Dolasiyla diyebiliriz ki:
1) a diizlemsel izotropik olmayan egri ve B diizlemsel izotropik egri.
2) «a ve [ ikisi de diizlemsel izotropik olmayan egrilerdir.
Bu yiizden, 6teleme ylizeyleri su sekilde parametrelendirilir:
Tamm 2.2.2: (1. Tip Oteleme Yiizeyleri)
1. tip 6teleme yiizeyleri bir izotropik olmayan ve bir izotropik olan egriler tarafindan
tiretilen yiizeylerdir.
a(u) = (u,0,f(w)) izotropik olmayan egri,
Bw) = (0, v, g(v)) izotropik egri
olmak {tizere 1. tip Gteleme ylizeyi,
o, v) = (w,v, f(W) + g(v))
seklinde parametrelendirilir [7].
Tamm 2.2.3: (2. Tip Oteleme Yiizeyleri )
2. tip Oteleme yiizeyleri izotropik olmayan egriler tarafindan iretilen egrilerdir.
a(u) = (u, 0,f (u)) izotropik olmayan egri,
B(w) = (v,g(v),0) izotropik olmayan egri
olmak {izere 2. tip Oteleme yiizeyi,
o) = (u+v,90), fW)

seklinde parametrelendirilir [7].
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2.3 U¢ Boyutlu Galile Uzayinda 1. Tip Oteleme Yiizeylerinin Siniflandirilmasi

3-boyutlu Galile uzayinda 1. tip 6teleme yiizeyi
o, v) = (wv,fw)+g®))
seklinde parametrelendirilmis olsun.
Gauss egriligi su sekilde yazilir;
_ Luly — Ly
= 7z .
(2.11)’de verilen ylizeyin u Ve v’ye gore birinci ve ikinci tiirevleri
ou = (1,0,f' (W),
@y = (0,1, g'(v)),
Puu = (0,0, f'(W)),
Puy = (0,0,0),
Py = (0,0, g" (V)
olarak bulunur. Bununla beraber,

K

x=x(uv)=u, y=ywv)=v, z=zwv)=/Ff(w+ g()oldugundan

_ax_l _ax_o
gl_au_' 92_617_

olarak bulunur.

(2.11)

(2.11)’de verilen yiizeyin u ve v’ye gore alinmis birinci tiirevlerinin vektorel garpimi

0 e e3
puhp,=|1 0 f'(W|=(0,-g'(),1
0 1 g

seklinde bulunur. (2.12)’de verilen vektorel ¢carpimin normu

W =g, Aoyl = /1 + 9% ()

olur. Yiizeyin N birim normal vektorii

_ Puloy _

1
v ,/1+g’2(v)

Yiizeyin ikinci esas formun katsayilari

PuuXy — XyuPu
Xu

N

0,—g'(w), 1)

olarak hesaplanir.

L11= ( 'N>' (Xuzl, .X'uu=0)

(0' _g,' 1) f”

) = )
/1+g’2 /1+g’2

11

= ((0,0,f"(w),

(2.12)



@uw=(0,0,0) ve x,, =0 oldugundan

PuvXy — Xy Py
Xy

L = ( ,N) =0,

ve

PovXy — Xpp Py
Xu

L22: < ,N), (xuzlf Xyv

(0, _g,' 1)

/1+g’2

= ((0,0,9"), )

14

g

f1+g’2

bulunur. Dolayisiyla, yiizeyin K Gauss egriligi
_ LygLyp — Lyi?
- w2z
fll gll
\/1 +g’2\/1 +g'?
w2

f"wg" )
W4-

olarak elde edilir. Burada W = |1+ g'%(v) dir.

Galile uzayinda 1. tip Steleme yiizeylerinin H ortalama egriligi ise

K =

H = g%Lll — 20192112 + 912L22

2W?
Ox dx g"
g1=£=xu=1, 92 :%:xv: 0 ve Ly, :—2»
1+g’
oldugundan
9" () 9" (v)
H = W3 N 3/2
2 (1 +g (v))

olarak bulunur.

Ornek 1: 3-boyutlu Galile uzayinda
o(u,v) = (u,v,sin(3u) + cos (3v))

12

0)

(2.13)



seklinde parametrelendirilmis 1. tip 6teleme yiizeyini géz Oniine alalim. Bu tiir yilizeyler
Sekil 2.3.1°de verilen yumurta kutusuna benzeyen ylizeylerdir. Bu yiizeyin Gauss ve
ortalama egriligini hesaplayalim.
Oncelikle (2.13)’de verilen yiizeyin U Ve v parametrelerine gore tiirevleri
¢, = (1,0,3cos (3u)),
¢, = (0,1, —3sin (3v)),
Py = (0,0, —9sin (3u)),
¢y = (0,0,0),
@y = (0,0,—9cos(3v))
x=x(uwv)=u, y=ywv)=v, z=z(u,v)=-sin(3u)+ cos(3v) oldugundan
0x 0x
glzazl, gzzazo
olarak bulunur. (2.13)’de verilen yiizeyin u ve v parametresine gore birinci tiirevlerinin

vektorel ¢arpimi

0 e, es
1 0 3cos(3u)
0 1 -—3sin(3v)

Py, = = (0, 3sin(3v),1) (2.14)

olarak hesaplanir. (2.14)’de bulunan vektorel ¢arpimin normu

W = llpuApyll = /1 + 9sin?(3v)
olur.
Yiizeyin N birim normal vektortii,

_Puloy _
w 1+ 9sin2(3v)

N (0,3sin(3v),1)

olarak bulunur.

Yiizeyin ikinci esas formun katsayilari,

PuuXy — XyuPu
Xu

L11:( N ), (e =1, xuuzo)

(0,3sin(3v),1)

= ((0,0, —9sin (3u)):\/1 ¥ 9sinZ(3v)

9 sin(3u)
1+ 9sin2(3v) '

@u = (0,0,0)ve x,,, =0 oldugundan

PuvXy — XypPu
Xu

L12:( ;N):O;

13



x, =1, x,,, = 0 oldugundan

PovXy — XppPu

Xu

L22=( ,N)

(0,3sin(3v),1)

= ((0,0, —9cos(3v)),

1+ 9sin2(3v)

_ —9cos(3v)
1+ 9sin2(3v)

olarak bulunur.
O halde, ylizeyin K Gauss egriligi

_ Luly — Ly

WZ
—9sin (3u) —9cos(3v)
1+ 9sin2(3v) /1 + 9sin2(3v)
_ 81sin(3u)cos(3v)

(1 + 9sin2(3v))2
olarak elde edilir.
H ortalama egriligi,

= 95L11 — 29192L15 + 9% L2,

2W?2
formila kullanilarak
0x 0x
glzazxuzl, 92 =£=xv= Ove Ly, =
oldugundan
— 9cos(3v)
o W _ —9cos(3v)
2W2

3
2(1 + 9sin?(3v))?

olarak bulunur.

—9 cos(3v)
\/1 + 9sin?(3v)

(2.13) denklemi ile verilen yiizey E5 uzayinda asagidaki sekli gosterir.

Sekil 2.3.1: Yumurta kutusu yiizeyi.
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Ornek 2: 3-boyutlu Galile uzaymda
u . v
o(u,v) = (u, v,cosh (E) + sin (E)) (2.15)

ylizeyinin Gauss egriligini ve ortalama egriligini hesaplayalim. Bu tiir yiizeyler Sekil
2.3.2°de verilen 1. tip 6teleme ylizeylerdir.

(2.15)’de verilen yiizeyin u ve v parametlerine gore tiirevleri

Oy = <O, 1%sinh (g)),
Oy, = (0, 1,%cos (g)),

Ouu = (0, 0, %cosh (g)),

Puy = (01 0, 0)1

1 . v
Py = (O, 0,— 5 sin (g))
olarak hesaplanir.

x=x(uwv)=u, y=yWv)=v, z=z(uv)=-cosh (g) + sin (g) oldugundan

_ax_1 _ax_o
91_au_’ gz_av_

olarak elde edilir.
(2.15) ile verilen ylizeyin u ve v parametresine gore birinci tiirevlerinin vektorel

carpimi
0 ey es

ourgp,=|1 O 3sinh (3) = (0,—3cos(%),1) (2.16)
0 1 %cos(g)

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, (2.16)’da bulunan vektorel ¢arpimin normu
1 5 (V
W= llguAgyll= |1+5cos?(3)

seklinde bulunur. O halde, yiizeyin N birim normal vektori

szﬂuA(Pv: ! (0,—1cos v ,1)
w \/1+%cosz (g) 3 ( )

olarak elde edilir.
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Yiizeyin ikinci esas formun katsayilari

PuuXu — XyuPu

Li; = ( X ,N), (u =1, Xy
= <(00 L cosh (E)) (0,505 3) 1))
) 3 1
\/1 + gcos2 (§)
%cosh (%)

- )

\/1 + %cos2 (%)

Yy = (0,0,0) ve x,, =0 oldugundan
PuvXy — XuvPu
Xy

PrvXy — Xpw Py

L12=( ,N)=0;

)N)’ (X'U'U:O’

L22:(

~gsin(3)

\/1 + %cos2 (%)

olarak bulunur.
O halde, ylizeyin K Gauss egriligi,

7 2
K = L11L2;|/2 Lz ’
geosh(5)  —gsin(3)

\/1 +%cos2 (%)\/1 +%cos2 (%)

Wz

- % cosh (%) sin (%)

(g @)

bulunur.
H ortalama egriligi ise

95L11 — 29192L15 + 971,
2W?2

H =

)

16



. (D
0x ox —551n(§)
g1=—au=xu=1, 92:%:%:0' Lyp =

oldugundan

~gsin(3)

olarak bulunur.

(2.15) denklemi ile verilen yiizey, E; uzayinda asagidaki sekli gosterir.

Sekil 2.3.2: Oteleme yiizeyi.

2.4 G5 Uzayinda Sabit Gauss Egrilikli 1. Tip Oteleme Yiizeyleri

_wg" )

K= W Gauss egriliginin sabit olmas1 ancak ve ancak:
1) f"(u) = sabit # 0 ve g"+)2 = sabit # 0 olmasi,
1+g" )
g" ()

2) f"(u) =0 veya = 0 ile mimkiinddr.

(1+g°))?

17



1. Durum:

Q)
(1+g"* ()2

f""(u) = sabit = a # 0,

f"(u) = sabit # 0 ve = sabit # 0 olsun. O halde,

f'(uw) = au + b,
fw)=au®?+bu+c| ab,c€ER (2.17)
4
% = ¢, = sabit # 0 olur. Bu hali inceleyelim:
g =p= Z—i ve g"(v) = Z—Z olmak tizere,
p dp
g  __d _ .
(1 + gIZ(v))z (1 + p2)2 1
dp 1 p
— = _tan! _r
f(1+p2)2 2 P e
oldugundan
9® .\ an-lg'(v) = Av+B, ABER (2.18)
e’ ) an ' g'(v) = Av , A, :
elde edilir.

Dolayisiyla, 1. durumda yiizeyin denklemi (2.17) ve (2.18) denklemlerinde elde

edilen f(u) ve g(v) ile belirlenir.

Oteleme yiizeyleri i¢in a ve B egrileri a(u) = (u, 0,f (u)) ve B(v) = (0, v, g(v))
olarak alimmusti. § egrisini s yay uzunlugu parametresine gore yeniden parametrize
edersek, h'%(s) + k'*(s) = 1 olmak iizere B(s) = (0, h(s), k(s)) olarak elde edilir.
O halde, g(v) = k(s) olarak bulunur ve dolayisiyla g"'(v) = k''(s) olur. Bu yiizden
Gauss egriligi K = f"(u)k"'(s) olarak elde edilir.

Gauss egriligi ve f''(u) sifirdan farkli sabit oldugundan K = f"'(u)k"(s) = sabit
olur. Dolayisiyla k"(s) = A = sabit olarak bulunur. Bu yiizden

1
k(s) =5As*+Bs+C, ABCER (2.19)

olarak bulunur. h'?(s) + k'*(s) = 1 oldugundan h(s) = [ /1 — (4s + B)? olur.

As + B = sint doniisiimii yapilirsa

As+ B
24

1
h(s) = J1—(4s +B)? + S7arcsin(ds + B) + G, (2.20)
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elde edilir. Burada A, B, C, C; reel sabitlerdir.
O halde, elde edilen yiizey Galile uzayinda parabolik ¢emberlere sahip 6zel bir

Oteleme yiizeyidir.

2. Durum:
f"(w) =0 veya L)z = 0 olsun.
(1+97w)
O halde,
f(u)=au+bh
veya

gw)=cv+d, (c,d€ER)

olur. Dolayisiyla yiizey

zu,v) =f(w)+cv+d
olarak elde edilir. Elde edilen bu yiizey silindirik bir yiizeydir.
O halde asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 2.4.1: Gauss egrilikli 1.tip 6teleme yiizeyi ise bu S yiizeyi f(u) = au? +
bu+c; a,b,c €R ve sirasiyla (2.19), (2.20)’de k ve h ile verilen 6zel bir ylizeye
konguruent olur ya da bu S yiizeyi izotropik veya izotropik olmayan dogrultmanlara

sahip sifir Gauss egrilikli bir silindirik ylizeydir [7].

Teorem 2.4.1 ile verilen yiizeyle ilgili sekiller:

Sekil 2.4.2 : Bir izotropik diizlemde bulunan izotropik olmayan bir silindirik
yuzey.
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Sekil 2.4.3: Bir Oklidyen diizlemde bulunan izotropik bir silindirik yiizey.

2.5 G3 Galile Uzayinda Sabit Ortalama Egrilikli 1. Tip Oteleme Yiizeyleri

Galile uzayinda 1. tip 6teleme ylizeyinin ortalama egriligi
g"' )

2(1 + g’z(v) )%

H =

dir.

Teorem 2.5.1: Eger S ylizeyi Galile uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli

1. tip 6teleme yiizeyi ise o zaman S yiizeyi

1
z=f(u)+ ﬁ‘/l — (2Hv +¢;)? + ¢3, (cq, ¢y = sabit.)

seklindedir [7].

Ispat:
11
H = L)E = C = sabit # 0 olsun.
2(1+g’2(v))2
> gwW=pwv) ve g"'"w)=p'(v)= % olmak {izere
pdp

— —=2cdv (2.21)

(1+p?(v))2
elde edilir.
(2.21) denkleminge | 1+P° =t ] déniisiimii yapilir ve her iki tarafin integrali

2pdp = dt
alinirsa
1 )
——— = 2cv +¢;, (cq =sabit)
J1+p?

ve buradan
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1

2 __ - 000 1
(2cg + ¢;1)?

p

bulunur. O halde,

dg  [1—(2cg +¢,)?
dv (2cg + ¢y)?

denkleminden

2cg +cq
dg = fdv (2.22)
J1—(2cg +cy)?

cg +¢ =
2cdg =dt

1 t

z-f —1_t2dt—fd17

=> —V1—-t? =2cv+c,;, (c,=sabit)
= 1-t2=Q2cw+cy)?

- . . 2 t
elde edilir. (2.22) integralinde ] dontigiimii yapilirsa

= t=2cg+c¢ =+1— (2cv + ;)2

o3} N V1= (2cv + ;)2

4 g(”):_z_c 2¢c

bulunur. O halde, S yiizeyi
z=fW+gW)

J1—-QHv+¢)? o
2H 2c

=f(uw)+
olarak elde edilir.

Asagidaki sekil sabit ortalama egrilikli bir ylizeye aittir.

Sekil 2.5.1: f(u) = sinu oldugunda elde edilen sabit ortalama egrilikli yiizeyin

Oteleme yiizeyi.
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Teorem 2.5.2: Eger S yiizeyi Galile uzayinda sifir ortalama egrilikli 1. tip 6teleme

ylizeyi ise S ylizeyi
z=f(u)+av +b, (a,b ER)

izotropik dogrultmanlara sahip bir silindirik yiizeye konguruenttir (ve bu nedenle
K =0)[7]

Ispat:
1. tip 6teleme ylizeylerinde ortalama egrilik

)

2(1+g’2(v))

H =

ol W

oldugundan ortalama egrilik sifirken yani H = 0 iken g (v) = 0 olur ve dolayisiyla
gw)=av+b, a,beR olarak bulunur.

O halde, Galile uzayinda sifir ortalama egrilikli 1. tip 6teleme yiizeyi
z=fw) +av+bh, (a,b €ER)

olarak ifade edilir.

2.6 G3 Galile Uzayinda Sabit Gauss Egrilikli 2. Tip Oteleme Yiizeyleri

3-boyutlu Galile uzayinda 2. tip dteleme yiizeyi

p(wv) =w+v,9),fW) (2.23)
seklinde parametrelendirilmis olsun.
(2.23)’de verilen yiizeyin u ve v bagimsiz degiskenlerine gore tiirevleri
ou = (1,0,f'(w),
@y = (1, g'(v),0),
Puu = (0,0, f" (W),
Puv = (0,0,0) =@y,
P = (0,9"(v),0)

olarak bulunur. Ayrica

x=x(uwv)=u+v, y=ywv)=9gw), z=z@Wwv)=/Ff(w
oldugundan
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olarak bulunur.
(2.23) ile verilen ylizeyin u ve v bagimsiz degiskenlerine gore birinci tlirevlerinin
vektorel ¢arpimi

0 e, es
puho,={1 0  f'@W|=(0f'wW,g W) (2.24)
1 g 0

dir. (2.24)’de bulunan vektorel garpimin normu

W= llguA gl = 170 + g7@)

olur. Yiizeyin N birim normal vektorii

N Puloy 1
w 2 2
fr+y

seklinde bulunur. Yiizeyin ikinci esas formunun katsayilari;

(O’f,’ g,)

PuuXy — XyuPu
Xu

L11: ( ,N), (xu :1, xuu=0)

0,19
’f/z +g/2

ffWg'w) _ f"Wwg')

= ((0,0,f"), )

/2 [2 W '
frrw) + g ()
©ur = (0,0,0), xy, =0 oldugundan
Xy — X
lez((puv u uv(pu’N)_O’

xu
o =1(00,9",0), x, =1, x,, =0 oldugundan

PovXy — XppPu
Xu

L22:( ,N)

©0.f.99 , _ ffg"@)

23

=((0,g",0),

olarak hesaplanr.



O halde 2. tip 6teleme yiizeyinin Gauss egriligi,

Lyl — Li,”
-ow?z

_fff"wg' v)g"(v)
= 7

olarak bulunur.

H ortalama egriligi ise

_ Q%Ln —2019:L12 + gszz

H 2W?2

formiila kullanilarak
g1=1 g,=1, Li; =0
oldugundan

— L11 + L22
2W?2
olarak bulunur. O halde, ortalama egrilik

_f"wg' ) + f'(wg"” ()
B 2W3

H

olarak elde edilir.

Dolayisiyla, 2. tip bir 6teleme ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla,

K = ffaf"wg' (w)g" (v)
— 7 :
= f"wg' @)+ f'wg" )
B 2W3

olarak bulunur. Burada, W2 = f'*(u) + g'*(v) du.

1. Durum: Gauss egriligi sifir olsun. Yani,

ffaf"wg' wg"w) _
wH B

olsun. Gauss egriliginin sifira esit olmasi ancak ve ancak f''(u) =0 ya da

K= 0

g"' (v) = 0 durumlariyla gergeklesir .

Bu yiizden f(u) =au+byada glv) =cv+d, a,b,c,d €R olur. Dolayisiyla

elde edilen yiizey izotropik olmayan dogrultmanlara sahip bir silindirik yiizeydir.
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2. Durum: Gauss egriligi sifirdan farkli sabit olsun.
Eger K =%f’(u)f”(u)g’(v)g”(v) denkleminde f'(u)f"' (u) yerine e(u),

g'(v)g" (v) yerine h(v) ve W2 yerine f'*(u) + g'*(v) yazilirsa

h
K =— e(w) ("2) (2.25)
W + 9" ())?
olarak bulunur. (2.25) denkleminin sirasiyla u ve v’ye gore tiirevi
0K e'(ww*  4e?(uw)w?
ou h(v) [ w8 w8 =0
WZ ! —4 2
> h(v)— (uI)/Vé et _ 0, (2.26)
0K h'(v)e'w* — 2w?2g'(v)g" (v)h(v)
—=e(w) =0
ov w8
W?2h'(v) + 4h?
= e(u) @) @) =0 (2.27)

We
olarak bulunur.
(2.26) ve (2.27)’de bulunan denklemlerin ayn1 anda sifir olmasi ancak ve ancak
e(u) = 0 yada h(v) = 0 olmasiyla gergeklesir. Bu yiizden

f(u)=au+b, (a,b€eR) yada g(v) =cv+d, (c,d€ER)
olur.
O halde, her iki durumda da 6teleme egrileri izotropik olmayan dogrular olarak
bulunur ve bdylece asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 2.6.1: Eger S yiizeyi Galile uzayinda sabit Gauss egrilikli 2. tip bir 6teleme
ylizeyi ise S ylizeyi izotropik olmayan dogrultmanlara sahip bir silindirik yiizeye

konguruent olur (ve nedenle K = 0) [7].

2.7 G5 Galile Uzayinda Sabit Ortalama Egrilikli 2. Tip Oteleme Yiizeyleri

Ug boyutlu Galile uzayinda H ortalama egriligi

_ 95L11 — 29192L12 + 9% Ly

H
2wW?2

formiiliinden hesaplanir.

G5 Galile uzayinda

o, v) = (u+v,g®),fw)

seklinde parametrelendirilen 2. tip 6teleme yiizeyi igin ortalama egrilik,
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g1=1 g,=1, Li; =0,

L[ w)
11 — W )}
. _f'wg"w)
22 — W
oldugundan
_ Li1 + Ly,
2W2
bulunur. Buradan
= f"wg' )+ f'(wg" ()

2Ws3
elde edilir. Burada W2 = f"*(u) + g'*(v) dur.

Yiizeyin H ortalama egriligi sifir ise

f"wg' ) + f'wg” ) =0
bulunur. f’(u) # 0 ve g'(v) # 0 olmak tizere

f'@_ g'w)

fr) 9' ()
elde edilir. O halde, bu denklem ancak sabit bir ¢ € R i¢in

HONEONS
@~ gw

saglanir.
Eger c =0ise o zaman f"(u) =0, g"(v) =0 olur ve izotropik bir diizlem
olusturur.

Eger ¢ # 0 ise 0 zaman

1 1 _

fw) = Eecu +c, ve glv) = Ee‘“’ +c¢,, (c,cy,c, sabitler)

olarak bulunur. O halde, yiizey

x(u,v) = (u+ v,%e‘“’ + cz,%ecu +c;)
seklinde ifade edilir.
Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 2.7.1: Eger S yiizeyi Galile uzayinda sifir ortalama egrilikli 2. tip 6teleme

ylizeyi ise o zaman S ylizeyi izotropik dogrultmanlara sahip bir regle yiizeye

konguruenttir, yani silindirik yiizey degildir [7].
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2. tip oteleme yﬁzeylerinde ortalama egrilik su sekilde verilir:

U Wg' ) + frwg” () (2.28)

Simdi, sifirdan farkli sabit bir ortalama egrilige sahip olan 2. tip Galile uzaylarini

2W3

inceleyelim.
Yiizeyin H ortalama egriliginin sifirdan farkli sabit oldugunu varsayalim. Bu
durumda (2.28) denkleminden

f'Wg' @ +f'wg" W) =2W*H (2.29)
elde edilir.
(2.29) denklemi u 'ya gore tiiretilirse

f"g +f"g"=6Wf'f"H (2.30)

elde edilir. (2.30) denkleminin her iki tarafi v’ye gore tiiretilirse

(flll 124 fl/ lll) W — 6Hf fll I 1
bulunur. f""(u) # 0 ve g"(v) # 0 oldugundan

nr rn 1 1
6H = (f— + g—) 7t (2.31)
f f’
elde edilir. (2.31) denkleminin her iki tarafininin u’ya gore tiirevi alinirsa
N’ il 1 " 17
<f7> ,2+7_<f//> d =0
f f g f 31 1
2
ya da;
f/// ! 1 1 3 f/r
I —5+—3| = 6H—3 (2.32)
f feg f'

olarak bulunur. (2.32) denkleminin her iki tarafinin v’ye gore tiirevi alinirsa,

f"(w) #0 ile g"(v) # 0 oldugundan (};,,) = 0 olur ve dolayistyla H = 0 olur.

Bu durumda H # 0 olmasiyla gelisir. Bu yiizden f”(u) = 0yada g’ (v) = 0duir.
Varsayalim ki f"(u) = 0 olsun. Dolayisiyla f'(u) = a, a € R olur.

O halde, g(v) fonksiyonu

ag"(v) = 2H (a2 + g’z(v))3/2

diferansiyel denklemini saglar. g’ (v) yerine h(v) yazilirsa

27



2aHv + ¢
h(v) = , CER
\/(1 — (2aHv + ¢)?

ve dolayisiyla

1
glv) = —za—H\/(l — (RaHv+c)?>+c¢;, (¢, ER)

elde edilir.

O halde, elde edilen yiizey 6telenmis bir f(v) = (v, g(v),0) egrisi iizerinde bulunan
silindirik yiizeylerin izotropik olmayan dogrultmanlara sahip 6zel bir formudur.
Dolayistyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.7.2: Eger S ylizeyi Galile uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli

2. tip bir 6teleme ylizeyi ise o zaman bu S yiizeyi

1
x(u,v) = (u+v,—2a—H\/1— (2aHv + ¢)? +d,au+b), (a,b,c,d ER)

bir silindirik yilizeye konguruenttir [7].

Asagida verilen sekil sifirdan farkli ortalama egrilige sahip 2. tip bir 6teleme yiizeyidir.

2.7.1: Sabit ortalama egrilikli 2. tip bir 6teleme yiizeyi.
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3. UC BOYUTLU GALILE UZAYINDA KOORDINATLARI SONLU
TIiPTEN OLAN OTELEME YUZEYLERININ SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde, 3-boyutlu G; Galile uzayinda koordinatlari sonlu tipten olan yani
Ax; = Aix;, A; €ER, (i = 1,2,3) kosulunu saglayan 6teleme yiizeyleri ele alinmig ve

bu tip yiizeylerin siniflandirilmast yapilmistir.

3.1 Sonlu Tipten Koordinatlara Sahip Olan Yiizeyler

M, E™ uzayinmn n-boyutlu bir alt manifoldu olsun. M alt manifoldunun E™ Oklid
uzaylndaki X yer Vekt()l'ﬁ, Axij=/1i].xl-j 7 Al] € R, Ail <. < ;{ik’ Xi]. (j:]’ cee k ),
olmak tizere

X =Xo+x;, + x5

seklinde ayristirilabilirse M alt manifolduna sonlu tipten alt manifold denir [8].

Burada x, sabit bir vektor, x; ,...,x; sabit olmayan tasvirler ve 4;,...,4; reel

k I
degerli sabitlerdir. Eger 4; , ..., 4;, 0zdegerlerinin hepsi birbirinden farkli ise M alt
manifolduna k-tipinden alt manifold denir. Eger k sonsuz ise M sonsuz tipten alt

manifold olur. Bununla beraber A;,..,4; 0zdegerlerinin biri sifir ise M

ik

manifolduna, sifirli k-tipinden alt manifold denir.

Takahash [9], E™ uzayinin n-boyutlu bir alt manifoldunun 1-tip olmasi i¢in yeterli
ve sart kosulun ya E™ uzayinin minimal bir alt manifoldu ya da bazi hiperkiirelerin

minimal bir alt manifoldu olmasini gerektigini ifade etmistir. Bagka bir deyisle,
Ax = Ax

denkleminin ¢oziimleri, E™ uzayinin ya minimal alt manifoldlar1 ya da bazi

hiperkiirelerin minimal alt manifoldlaridir.

Takahashi’nin teoreminin genellestirilmisi olarak, M alt manifoldunun koordinat
fonksiyonlart M’nin laplasyeninin 6zfonksiyonlar1 olarak diisiiniilebilir. Yani M alt

manifoldununun koordinat fonksiyonlar1 x; (i=1,...m) A’nin 6zfonksiyonlaridir.
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Baska bir ifadeyle, Ax; =A;x; kosulunu saglayan manifoldlara sonlu tipten

koordinatlar1 olan alt manifoldlar denir [10].

3.2 3-Boyutlu Galile Uzayinda Laplace Operatorii

3-boyutlu Galile uzayinda su sekilde parametrize edilmis bir M yiizeyi
x(u,v) = (xl (u,v), x,(u, v), x3(u, v)) (3.1)
g0z Oniine alalim.

Laplace operatorii A, M ylizeyi lizerinde

2
1 d .0
= a5

ile tanimlanir. Burada G = det(gij), (gij) = (gij)‘1 ve g;; M metrik tensoriin

bilesenleridir.
gij Ve g  matris seklinde

y_ [911 912] ij_ 1 [ 922 _912]
9 = 1921 gaal’ det (g;;) 17921 9u

olarak ifade edilir.
Ayrica g;; ve gY arasinda iliski

[911 12] _ l[ 922 _912]
22 gl=921 9u1

ile verilir.
(3.1) ile verilen M yiizeyi igin 1. esas form 1;
g1 = XXy, g1z = (X X))y go1 = (XpXy)y G2z = (X, Xy ) VE

dx(u,v .
X, = Ox(uy) olmak tlizere
u ou

| = g11du? + 2g,,dudv + g,,dv?

olarak tanimlanir.
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3.3 G5 Galile Uzayinda Koordinatlar1 Sonlu Tipten Olan Oteleme Yiizeyler

Varsayalim ki bir M yiizeyi bir izotropik olmayan a(w) = (u, 0, f(w)) egrisi ve bir
izotropik olan B(v) = (0, v,g(v)) egrisi tarafindan ti¢ boyutlu Galile uzayinda

tiretilmis bir 6teleme ylizeyi olsun. O zaman bu ylizey

x(u,v) = (W, fw) + g®)) (3.2)
olarak parametrelendirilir.

Bu yiizeyin g;; bilesenleri, sirastyla,
gdi1 = ((1:0'f’(u))l (1101f,(u))> = 1:
912 = ((L0,f'w), (0L, g'W))) =0 = gz,

922 = ((01,9'), (0,1, g'W)) =1+g" ()

olarak bulunur. Galile uzayinda (3.1) denklemi ile verilen yiizey {izerinde

Laplesyenin formiiliiniin agik ifadesi

Z s 55 55

111

e 2loe)

d 5} 0 0 5} 5}
= —%<£ (%922 P \/%(—912) 5) + 5(% (=921) 5 + %911 a_u>> (3.3)
seklindedir.
—dt--—|1 0 |—1+ "W=w, JG=V
g_ egu_o 1+g'2(17)_ g (V)=W, g— w

G2s =1+g"°(v), g1 = 0= g,y Ve g1; = 1 oldugundan ( 3.3) denkleminde yerine

yazilirsa,
1 faf1 9\ a(1a -
= au<\/_ a)*%(TE%) .
1 2 0 o 1 9
A:__,/—W<VWW %(f)a_ TW) (3:3)



92 1 29'g"\ 90 1 02

bulunur. Dolayisiyla M ylizeyinin Laplasyeni

0> g'g" o0 1 02

A=— — 422 —
ou? w2 v wov?

olarak bulunur.

(3.2) ve (3.7)’yi kullanarak,

Axy = Au :_i<i)+g’g”i_la_2_
ou \ou w2 v wov? ’
Ax, = av = 27 Mi_li@):M
ou? w? dv wov\dv w2’
., 979" 1,
Ay = A(f ) + g) = =" + L0 ——

denklemleri elde edilir.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

[k olarak M yiizeyinin Ax = 0 kosulunu sagladigim varsayalim. Bu kosulu saglayan

yiizeyler harmonik yiizey olarak adlandirilir.

(3.9) ve (3.10)’da elde edilen denklemler kullanilarak

1o glzg// 1
w2 ;g" =0

bulunur. Bu denklemlerden yararlanarak, g' =0 ve f"” =0 oldugu acik¢a

goriilebilir.
Bu ylizden M yiizeyi.

x(w,v) = (u,v,au+>b), abeR
seklinde parametrize edilebilir.

Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.1: M, 3-boyutlu Galile uzayinda Ax; = A;x;, 4; € R kosulunu saglayan

bir 6teleme yiizeyi olsun. Eger M yiizeyi harmonik bir yiizey ise, M yiizeyi bir

diizlemin agik bir pargasidir [11].
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3.4 G; Galile Uzayinda Koordinatlar1 Ax; = 1;x; Kosulunu Saglayan Oteleme
Yiizeyler
(3.2) ile tanimlanan M ylizeyi igin

Axi = /L-xi, Ai €ER

kosulunu sagladigini kabul edelim. (3.8), (3.9) ve (3.10)’da elde edilen denklemler
kullanilarak,

Ax; = Au =0,

Ax; = A(f(w) + g(v))

denklemleri bulunur. Yukarida bulunan denklemlerden yararlanarak

Au =0,
glgll
W2 = sz,
glzgu
="+ 2 —Wg” =:(f + 9)
elde edilir. O halde,
g'g" = Lw, (3.11)

"w? — g’zg” +g"'w =—-23w3(f + g) (3.12)

bulunur. (3.12) denklemi u’ya gore tiiretilirse

"2 = —)I3W2f',

f"+23f=0
elde edilir.
1) A3 = 0ise f"" = 0 olur ve bunun ¢dziimii

fw) = aqu® +au+a;, a,a,,a; €ER (3.13)

olarak bulunur.
2) A3 =c%>0 ise;

"+ c%f =0,
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f(u) = emur

f' = me™,
f” — mzemu’
]cIH = m3e™u

seklinde bulunur. Dolayisiyla,
(m3 + ¢*m) e™ =0,
m(m? + ¢?) =0,
m =0, m,=Iic, ms; = —ic
olarak elde edilir.
Bu ylizden genel ¢6ziim,
f(u) = by + b, cos(cu) + b; sin(cu)
veya
flw) = — b—clcos(cu + b,)
elde edilir.

) A3 =—c2<0 ise

=t =0,
fw) =e™,
f' = me™,
f” — mzemu'
= m3emu
olur. O halde,
(m3 — c?m) e™ =0,
m(m?—-c¢?)=0
ve buradan
my; =0, m, =, ms = —cC

bulunur. O halde, genel ¢6ziim
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fw) =c¢; +ce*+cze™ (3.15)

olarak bulunur.

—Ccu

cosh(cu) = e _;e—cu ve sinh(cu) = e —ze
oldugundan
e“ = cosh(cu) + sinh(cu), (3.16)
e~ = cosh(cu) — sinh(cu)
elde edilir.

(3.16) ile verilen denklemler (3.15)’de yerine yazilirsa
fw) =c¢; + (c; + ¢3) cosh(cu) + (¢, — c3) sinh(cu)
olarak bulunur. Dolayisiyla f (1)’ nun genel ¢oziimii
flw) = b—;cos h(cu + b,) (3.17)
olur. Burada a; (i = 1,2,3), b; (j =1,2,3,4) € R ve ¢ sifirdan farkl sabitlerdir.

Simdi g(v) denkleminin genel ¢lizimiini bulalim. (3.11) ile verilen denklemde

w= 1+g’* yerine konursa

g'9" =(1+g" )%

n—

- . d d .
elde edilir. Bu denkleminde g' = p = d—i alinir ve g''= d—z yerine konursa

pdp = Av(1+p?)?dv

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa

P
jmd}? = f/lzvdv

1 v: 1

BECE D I A
1
1+p2 =——,
+p dl_lzvz
1—dy + A,v?
2 1 2
= 3.18
p 4 — 07 (3.18)

olarak bulunur. Buradan
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|1 =dy 4+ Apv?
p_ dl_lzvz

olarak elde edilir. g’ =p =22 oldugundan

dg 1—-d; + A,v?
V= |V 19
dv \/ d, — A,v? (3.19)
olur. O halde,
1—d; + A,v?
g(w) = f de +d,, d,,d, €R (3.20)

olarak bulunur.
Dolayisiyla, asagidaki teorem ifade edilir:

Teorem 3.2: M yiizeyi Galile uzayinda (3.2) ile verilen bir 6teleme yiizeyi olsun ve
Ax; = A;x; kosulunu saglasin. O zaman M yiizeyi, (3.13), (3.14), (3.17) denklemleri
ilen verilen f(u) ve (3.20) denklemi ile verilen g(v) ile iretilen bir diizleme ya da

ozel bir yiizeye konguruenttir [11].
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4. UC BOYUTLU GALILE UZAYINDA FACTORABLE YUZEYLER

Bu béliimde, 6nce ti¢ boyutlu Galile uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilige
sahip olan factorable yiizeyleri daha sonra ise Ax; = A;x;, A; € R Kkosulunu

saglayan harmonik factorable yiizeyleri inceledik.

4.1 Factorable Yiizeylerin Tanim

3-boyutlu Galile uzaymda M yiizeyi
o(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v))
olmak {iizere, eger
z=f(x)gW) veya y=f(x)g(z) veya x = f(¥)g(2)

iIse M yiizeyine factorable yiizey denir. Bu yiizeyler sirasiyla; birinci, ikinci ve

ticiinctii tip factorable yiizeyler olarak adlandirilir.

4.2 G Galile Uzayinda Factorable Yiizeylerin Gauss ve Ortalama Egrilikleri

G5 Galile uzayinda birinci tip bir factorable yiizey
pwv) = W, fWg®)) (4.1)
olarak parametrelendirilmis olsun.

Bu yiizeyin sirasiyla u ve v degiskenlerine gore tiirevleri
ou = (10, f' (Wg®)),
oy = (0,1, f(Wg' ),
Puu = (0,0, f" (W9 ),
o = (0,0, f(Wg" (),
Puv = (1,0, f' (W) g' )

olarak bulunur.
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x(w,v) =u, yuwv)=vve zuv)= fWg®)
olarak alindiginda g; = x; formiiliinden g, =1, g, =0 olur.

(4.1)’de verilen yiizeyin u ve v’ye gore alinmis birinci tiirevlerinin vektorel ¢arpimi

0 e, e3
ouN@, =1 0 f'gl=(0,-fg",1) (4.2)
0 1 fg

olarak bulunur. O halde, (4.2)’de bulunan vektorel ¢arpimin normu,

W = llo, Ap,ll = /1 + f2g'?

seklinde elde edilir. Yiizeyin N birim normal vektorii,

_Pulgy _

1
fl +fzg’2

Yiizeyin ikinci esas formunun katsayilari

N

0,-fg" 1)

olarak hesaplanir.

PuuXuy — XyuPu
Xy

L1 = ( N ), (g =1, Xy =0)

1
/1 +fzg’2
fllg _ f/lg
2 W '
1+ f2g’

PuvXy — Xy Pu
Xu

= ((0,0, f”g); (0, _fg,; 1))

L12= ( ,N), (.Xu=1, Xuv=0)

1
/1 + f2g'?

flgl B flgl

f1+f2(g’2 w

PovXu — XppPu
Xy

= ((1,0,f'g"), 0,-fg" 1))

Ly, = ,N ),
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LZZ = ((O'O' fg”); (0, _fg,; 1))

1
/1 +f2g’2

fgll fgll

/1+f2g’2 w

seklinde hesaplanir. O halde Gauss egriligi,

_ LygLlap — Li,”
- owz

_ () -5
WZ

B fgf”g” _ flzglz
= W

olarak bulunur. Burada W = /1 + f2g'? dur.

Ortalama egrilik,

_ 95L11 — 29192L15 + 9% L,
2W?2 ’

H g1=1ve g, =0,

_ fgll
2W3
olarak elde edilir.

1) H=0 ise g" = 0 olur. (Yaymlanmamis olmakla birlikte Ayla Erdur’un
yiiksek lisans tez ¢aligmasinda minimal durum incelenmistir.)
O halde,

g'(v) = ¢, = sabit,

gw) =cav+c
bulunur. Dolayisiyla yilizey

z=fw)(cv+c)

seklinde ifade edilir.
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2) H = ¢ = sabit # 0 ise

fgll
=H=*0
2w3 >
fg' =2HW?3

fg” — 2H(1 +f2g'2)3/2

elde edilir. (4.3) denkleminin her iki tarafi u’ya gore tiiretilirse
o 3 2 12 1/2 r 12
flg" =205(1+f%g") " (2ff'9")

£l —6nrg*(1+£297)"| = 0
bulunur.
(4.4) denkleminden su durumlar elde edilir:
1. Durum: f' =0ise f(u) = ¢, = sabit # 0 bulunur.

Bu durumda, fg"' = 2Hw?3 denkleminden

g =2H(1+ clzg’2)3/2

elde edilir. O halde,

gu ZH .
377 = = sabit # 0
(1 + Clzglz) Cl
bulunur. (4.5) denkleminde,
dg .. . . .
g =p= v dontistimii yapilirsa
,_dp _dpdg
dv  dgdv
olur. Buradan,
dp
Pdg 2H

A+ c?pD? o

bulunur. Gerekli islemlerden sonra

1+ ¢ %p? =

(4.3)

(4.4)

(4.5)



ve buradan da

bulunur. O halde,

dg 1 [1—-4H?c?g?
dv ¢, | 4H?c2g? "’

2Hcig 1
dg =—dv (4.6)
J1—4H%c 2g? €1

bulunur. O halde, g fonksiyonu

g =;[1 —4H?(v + ¢,)?]
4H2c,? 7 |

1
2Hcq

glv) =+ \/1—4H2(v+cz)2

olarak elde edilir.
Dolayisiyla H = sabit # 0 durumunda,
f(u) = le

1
=+
glv) =1 2Hc,

J1—4H2(v + c,)?

olarak bulunur. O halde yiizey,

1
z=fwgW) = iﬁ\/l —4H?*(v + ¢3)?
olarak parametrelendirilir.
1
2.Durum: f' # 0 ve g" —6Hfg'*(1+ f2g'*)> =0 ise,
gu 5 l
=z =6Hf(1+f2g"")" (' #0) (4.7)

bulunur. (4.7) denkleminin her iki tarafinin u’ya gore tiirevi alinirsa,

1

0=6Hf'(1+f2g')* + 6Hf>(1+f2g"*)* 2ff'g"

elde edilir. Buradan,
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f’\ 1+ f2g'° +f29’2\/ﬁ> =0,

bulunur. f' # 0 oldugundan

1
ﬂfl +f2g% + f29° ——= =0
/1 + fzg’2
bulunur. Buradan

1+2f2g"% =0

1
2f%(u)

olur ki bu ancak ve ancak g’'(v) = sabit ve f(u) = sabit olmasi ile miimkiindiir.

= g°Ww)=

Bu durumda, f'(u) = 0 bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani 2. durum gergeklesmez.

O halde asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.2.1 : M, 3-boyutlu Galile uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilige

sahip olan birinci tip bir factorable yiizey olsun. Bu durumda, M yiizeyi
f(u') = Cl * 0)

1
=+
g(w) == 2Hc,

J1—4H2(v + c,)?

denklemleri ile parametrelendirilir. Burada c; ve c, sabitlerdir. O halde yiizey,

1

S
Z=Ton

J1—4H2(v + c,)?

olarak elde edilir.

4.3 G3 Galile Uzayinda Factorable Yiizeylerin Laplasyeni

Galile uzayinda Laplace operatorii A, bir yiizey iizerinde,

2

1 d .0
A= —— - (\/Egu —
\/Ei,j=1 aui au]

ile tanimlanir. Burada gzdet(gij), (gij) = (gl-j)‘1 ve g;; yuzeyin metrik

tensoriiniin bilesenleridir.
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G5 Galile uzayinda birinci tip bir factorable yiizey
pwv) =W, fWg®))
olarak parametrelendirilmis olsun.
(4.8)’deki factorable yiizeyin Laplasyenini hesaplayalim.
Sirastyla u ve v’ye gore birinci tiirevler
ou = (10, f' (wg®),
oo = (01, f(W)g' ()
olarak elde edilir. Yiizeyin g;; ve g/ bilesenleri,
911 = {Puw @y} = (L0, f' Wg @), (L0, f WgW))) = 1,
g1z = (Pu, Pv) = G21= (Pv, Pu)
= (L0, f'Wg®)), (0,1, f(wg' )} = 0,
922 = {@u, ) = (0.1, fF(Wg' ), (0.1, fF(Wg' ()))
= 1+ f2g'%,

._:[911 912] _ [ ]
Yoo 1921 922 0 fzg'z’

. gzdet(gu)= 1+f2 ,2,
[911 921 _ 17 922 —Y12] _ [1 + f%g 12 0]

g2t g22| gl=g21 9ul" 1 +f2 1+ 292 1
1 0
[g“ g12] _ 1
g21 gzz 0 —1 n fzg’z_
11 12 21 1
g = 1, g = g =0, g W

olarak bulunur. (4.8) ile verilen factorable yiizeyinin Laplasyeni

)

1

(4.8)

Az_ﬁ(au (fglla ‘/—glza ) ou, (fgna ‘/—gzzau>>
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1 0 ([ o md\ ([ .. 1 a8
W(@( 1+fg2%>+£< 1+fgz—1+f2g,26v>>
g
B 1 d , 20 0 , 2\-1/2 0
—‘—,7@(\/1”9 70) * a5 (1 776%) a_v>>

1 +fzg’2

B ff/ 12 i_aZ-I_ f2/ll i_ 1 52
(1+f2 12) ou ou? (1+f2g’2)2 ov (1+fzg’2) 9v2

seklinde bulunur.

O halde, ¢(u,v) = (u,v, f(u)g(v)) birinci tip factorable yiizeyinin Laplasyeni

Ao ffl 12 i_ az+ fz o i_ 1 62 .0
(1 +f2g*)ou ou? (1 +f2g12)2 v (1+ f2g'%)0v? (4.9
olarak elde edilir. (4.8) ve (4.9) denklemlerini kullanarak
o ff'g”
ST W) 0
I IIfZ
Ap, =A =—, 411
P2 v (1+fzg’2) ( )
Aps = A(f(Wg)) (4.12)
fflg® 9'9"f* . "
(1 +f2g'2)f 9g—f"g +( +f2g’2) 59 (1 +f2g’2)fg

denklemleri elde edilir.

M factorable yilizeyin Agp = 0 kosulunu sagladigini yani harmonik yiizey oldugunu

varsayalim. Bu durumda (4.10), (4.11) ve (4.12) denklemlerini kullanarak

_ __ffle?
Ap; =0 = (1 T 12g ,2) =0, (4.13)
Ap, =0 = i =0, (4.14)
(1+£2g%)°

Aps; =0

ffl 12 I IIfZ 1
—’ "g+ " — "=0 (4.15
(1 +/297) fl9—r"g R +f2g,2)2fg (Hfzg,z)fg (4.15)

denklemleri elde edilir.
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f # 0 oldugundan(4.13), (4.14) ve (4.15) denklemlerinden sirasiyla,

i) f'g* =0,

(i) g'g" =0,

" fg” _
@) f"g+ gt 0
elde edilir.

Eger g’ = 0 ise, g = a = sabit olur. Bu durumda, (iii) kosulundan f"'g = 0 olur
ki g # 0 oldugundan f" =0 ve buradan da f(u) = bu + ¢ bulunur. Bu durumda
M yiizeyi

oW, v) = (u,v,ciu+cy)
olarak parametrelendirilir. Burada c;, ¢, € R.
Benzer sekilde, eger f' = 0 ise f = d = sabit olur. Budurumda (iii) kosulundan
fg" =0 olur ki f# 0 oldugundan g"" = 0 ve buradan da g(v) = ev + f olarak
bulunur. Burada e, f € R. Bu durumda M yiizeyi,

oW, v) = (U,v,c3v+cy)
olarak parametrelendirilir. Burada c3, ¢, € R.
Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 4.3.1: M, 3-boyutlu Galile uzayinda ¢(u,v) = (u,v, f(w)g(v)) denklemi
ile verilen factorable yiizey olsun. Eger M harmonik ise, o zaman yiizey bir diizlemin

acik pargasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda, {i¢ boyutlu Galile uzayinda 6teleme (translation) yiizeyleri ve
factorable yiizeyler incelenmistir. Ik olarak, [7] referans numarali ¢alismada verilen
sabit Gauss ve sabit ortalama egrilikli 6teleme yiizeyler i¢in verilen tanimlar ve elde
edilen teoremler detayli bir sekilde ¢oziilerek incelenmistir. Daha sonra [11] referans
numarali c¢alismada verilen koordinatlar1 sonlu tipten olan Gteleme yiizeylerinin

siiflandirilmasi lizerine incelemeler yapilmistir.

Son bolimde, ti¢ boyutlu Galile uzayinda birinci tipten factorable yiizeyler ele
alinmigtir. Ortalama egriligi sifirdan farkli bir sabite esit olan factorable yiizeylerin
denklemleri elde edilmistir. Ayrica koordinatlart sonlu tipten olan factorable
ylizeylerin Laplasyeni hesaplanarak harmonik factorable yiizeyler i¢in bir

smiflandirma yapilmistir. Bu konuyla ilgili bazi sonuglar elde edilmistir.

Bundan sonra, ii¢ boyutlu Galile uzayinda translation-factorable (TF) yiizeyleri i¢in

benzer siniflandiriimalar yapilabilir.
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