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KOALISYON OLUSTURMA OYUNLARI:
ICSEL KARARLILIK

OZET

Bu tezde Isbirlik¢i (kooperatif) Oyun Teorisi’nin bir alt kolu olan Hedonik Koalisyon
Olusturma Oyunlari ¢alisilacaktir. Bir hedonik koalisyon olusturma oyununda sonlu
sayida birey yer almaktadir. Her bireyin sadece kendisinin icinde yer aldig: altkiimeler
(koalisyonlar) lizerine yansiyan, anti-simetrik, karsilastirilabilir ve gecisken tercih
bagmtist vardir. Tim bireylerin tercih bagintilar1 diisiiniildiigiinde bir hedonik
koalisyon olusturma oyununun ¢oziimii birey kiimesinin partisyonlara (koalisyon
yapist) ayrilmasidir.

Coztimlerin analizi ve smiflandirilmas: kararlilik kavramlari goz 6niinde bulunduru-
larak yapilmaktadir. Bir koalisyon yapisinin kararli olmasi bireysel veya grup halinde
herhangi bir tiir harekete imkan saglamamasi ile alakalidir. Literatiirde iizerinde
calisma yapilan bircok kararlilik kavrami mevcuttur. Kararlilik kavramlar1 arasinda
bugiine kadar en ¢ok calisilanlar1 Cekirdek Kararlilik ve Nash Kararlilik kavramlaridir.
Genel olarak yapilan analizler bu kararli koalisyon yapilarinin hangi tanim kiimeleri
tizerinde var ve tek oldugu tizerinedir. En genis tanim kiimesi, tiim hedonik koalisyon
olusturma oyunlari, diistiniildiigiinde c¢ekirdek kararli veya Nash kararli koalisyon
yapilart her zaman var olamamaktadir. Bu kararlilik kavramlarini ayr ayr saglayan
koalisyon yapilarinin en genis tanim kiimesinde olamamasinin en temel sebebi bireysel
ya da grup halinde yer degistirme (bloke etme) kavramlarnin ¢ok kolay olmasi,
dolayisiyla bloke edilemeyen koalisyon yapilarinin neredeyse hi¢ bir sekilde var
olmamasidir. Diger bir deyisle, bu kararlilik kavramlarinin var olamamasinin sebebi
var olmak i¢in talep ettiklerinin ¢ok ¢ok fazla olmasidir. Bu kavramlar en genis
tamim kiimesinin sadece bazi 6zel altkiimelerinde var olabilmektedirler. Literatiirde
de genel olarak bu 0Ozel altkiimelerin varlif1 arastirilmakta, bu ozel altkiimelerde
analiz ve karakterizasyon yapilabilmektedir. Ancak, ¢ok 6zel altkiimelerde kararlilik
analizi ¢alisildiginda tiim bireylerin tiim olas1 tercihleri géz ardi edilmekte, bireyler
sadece 0zel tercih kaliplari i¢ine sokulmug olmaktadir. Boyle durumlarda ortaya ¢ikan
partisyon (koalisyon yapis1) da dogal degildir.

Bu tezde yukarida bahsedilen aksakliklarin giderilmesine yonelik olarak i¢sel kararlilik
kavrami calisilacaktir. Igsel kararli koalisyon yapilari tiim hedonik oyunlar kiimesinde
her zaman vardir. Igsel kararlilik bu yoniiyle cekirdek kararlilik ve Nash kararlilik
kavramlarina gore temsiliyet yeteneg8i daha yiiksektir. Bireylerin tercihlerinin higbir
sekilde kisitlanmasina gerek olmadigi icin koalisyon yapilarinin analizini icsel
kararlilik kavrami ile yapmak hem daha fazla secenek hem de daha fazla serbestiyet
saglamaktadir.

Birinci iinitede hedonik koalisyon olusturma oyunlarmin genel modeli ve kararlilik
kavramlar tanitilacaktir. Daha sonra teorik literatiir anlatilacak, kisaca hesaplama
karmagiklig1 literatiiriinden de bahsedilecektir. Ikinci iinitede i¢sel kararhilik kavrami
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tamtilacaktir.  Igsel kararlilik kavramiin popiiler kararlilk kavramlan ile iligkisi
aciklanacaktir. Daha sonra igsel algoritma tanitilacaktir. Herhangi bir hedonik
koalisyon olusturma oyununda icsel algoritmanin direttigi tiim koalisyon yapilar i¢sel
kararlidir. Son {iinitede sonuclar dzetlenecek, ileriye yonelik arastirma sorularindan
bahsedilecektir. Ekler kisminda tiim hedonik koalisyon olusturma oyunlarmin bazi
0zel altkiimeleri tanitilacak, daha sonra da hedonik koalisyon olusturma oyunlarinin
giindelik hayatta karsimiza ¢ikan ornekleri uygulama olarak aktaricaktir.
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COALITION FORMATION GAMES:
INNER STABILITY

SUMMARY

In this thesis, we study a special topic from Cooperative Game Theory which
is Hedonic Coalition Formation Games. In a hedonic coalition formation game,
there exists finite number of individuals. Every individual only cares about which
individuals are in her coalition, but does not care how other individuals are grouped.
Every individual has reflexive, anti symmetric, complete, and transitive preferences
over the coalitions of which she is a member. The duple, finite set of individuals
and preferences of individuals, is called as hedonic coalition formation game, or
simply hedonic game. Several hedonic game examples can be given from social
life. Allocation of sophomore, junior, and senior university students into dormitory
rooms, designation of homework groups in a class, government formation process of
political parties after elections, allocation of deputies into parliamentary committees,
and Central (Axis) Powers and Allied Powers during World War 1 (World War 2)
are all hedonic games. In each of the example above, an individual only cares about
which individuals are in her group. She does not care how other individuals are
grouped. Moreover, each individual can be placed only in one coalition which is also
meaningful and consistent with real life. For example, a student can only live in one
room in a dormitory, or a political party either takes part in coalitional government or
in opposition, but not in each side. Similarly, a country can not ally with central and
axis powers at the same time, which is against the grain of the war.

The solution of a hedonic game is partitioning of individuals into disjoint coalitions.
The solution is called as coalition structure. When analyzing, comparing, and
classifying coalition structures, stability concepts are used. A coalition structure is
called stable if and only if no individual or no group of individuals engage in coalition
change. There exist several stability concepts in the literature. Most of the study in the
literature is about finding the domains (set of hedonic games) in which stable coalition
structures exist or unique. Nash stability and core stability are the most predominantly
studied stability concepts. However, they do not exist in the full domain, that is in
the set of all hedonic games. The main reason of the non-existence is, they require a
lot from a coalition structure to become stable. In the full domain, they require that
a coalition structure should not be blocked by an individual or a group of individuals.
When we consider the complement of the domain in which coalition structures are
either blocked by an individual or a group of individuals, we find the sub-domain which
guarantees the existence of stable coalition structures. However, the complement
sub-domain is very tiny. Studying with tiny sub-domains are not satisfactory because
we ignore the generality of preferences of individuals. Thus, incoming coalition
structures in sub-domains are not representative and natural. Moreover, when a
society (set of individuals) is quite small, Nash stability somehow becomes senseless
because every individual knows each other and there exists complete communication.
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Nash stability becomes meaningful as the size of the society increases. On the other
hand, core stability becomes almost meaningless and useless as the size of a society
increases. This stems form the lack of complete communication in large societies.
Contrary to Nash stability, core stability becomes meaningful as the size of the society
decreases.

In this thesis, we introduce and analyze a new stability concept called inner stability.
This stability concept is proposed in order to cure the deficiencies of the core stability
and the Nash stability. A coalition structure is called inner stable if and only if there
exists no coalition in the given coalition structure and no proper subset of that coalition
such that individuals of the proper subset strictly prefer being in that proper subset to
being in the coalition. Inner stable coalition structures exist for all hedonic games.
Thus, we do not need to restrict preferences of individuals. Moreover, inner stability
is meaningful, legitimate, and sensible for all size of societies. It is immune to size
hitches and communication problems. As a result, stability analyzes of coalition
structures through inner stability become more representative than Nash stability or
core stability.

In the first chapter, we introduce the model of hedonic games and popular stability
concepts in the literature. We present some hedonic game examples and we indicate
the coalition structures which individually or simultaneously feature some of the
stability concepts. Then we put across the theoretical literature. We mention the
sub-domains (subsets of the set of all hedonic games) in which core stable coalition
structures or Nash stable coalition structures always exist. In addition, we touch on the
computational complexity literature. In the second chapter, we introduce the inner
stability. A coalition structure is called inner stable if and only if there exists no
coalition in the given coalition structure and no proper subset of that coalition such
that individuals of the proper subset strictly prefer being in that proper subset to being
in the coalition. We firstly explain the relation of inner stability with other stability
concepts. We prove that every core stable coalition structure is also inner stable,
however the converse of this statement is not true. Core stability requires that there
should not exist any subset of the set of individuals which block the relevant coalition
structure. For inner stability, this extreme requirement is loosened. Inner stability
requires that there should not exists a proper sub-coalition (subset) of any coalition
in a given coalition structure such that the proper sub-coalition blocks the coalition
structure. This relation between requirements reveal the implication relation between
core stability and inner stability. Then, we study the relation between Nash stability
and inner stability. Nash stability requires that there should not be any individual who
is dissatisfied with his current coalition and wants to get better off by joining in an
existing (possibly empty) coalition. Nash stability and inner stability are independent
concepts because Nash stability is related with individual moves and inner stability is
related with coalitional moves. We can always find two hedonic games such that a
coalition structure satisfies one of them but not the other, both of them, and neither
of them. Afterwards, we compare inner stability and individual rationality. Individual
rationality is a very natural concept which is both a domain restriction and a property
of a coalition structure. If a coalition structure is individually rational, then every
individual prefers to take part in a coalition rather than staying alone. We show that
every inner stable coalition structure is individually rational. Subsequently, we explain
the relation between inner stability and Pareto optimality. A coalition structure is called
Pareto optimal if there exists no other coalition structure such that every individual is
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weakly better off and some of individuals are strictly better off in the new coalition
structure. Both of the stability concepts exist in the full domain, however they are
independent. This relation lights the fuse of several research questions: Do inner stable
and Pareto optimal coalition structures exist in the full domain ? In which sub-domain
a coalition structure which is both inner stable and Pareto optimal always exist ? Can
we find an efficient algorithm which gives inner stable and Pareto optimal coalition
structures in polynomial time ?

After we explain the relation between inner stability and other stability concepts, we
introduce an algorithm called Inner Algorithm. Inner algorithm always brings inner
stable non-trivial coalition structures in the full domain. Inner algorithm consists of
three main parts. In the first part, algorithm finds mutually acceptable coalitions for
leading individuals in each iteration. In the second part, algorithm detects blocking
sub-coalitions and allows them to form up. This is done for each coalition selected
in the first part. If there exists no such sub-coalition, the previously selected coalition
does not dissolve and remains. In the last part, algorithm brings a non-trivial coalition
structure. Followingly, we introduce our main result: In the domain of all hedonic
coalition formation games, every coalition structure which is brought out by the
inner algorithm is always inner stable. Aforementioned coalition structure is always
individually rational. This property is guaranteed by the first part of the algorithm.
Moreover, there exists no sub-coalition which inner blocks the coalition structure.
This is guaranteed by the second part of the algorithm. A catchy property of the
inner algorithm is, when the leading individuals in the firs part (in each iteration)
changes, the inner algorithm brings out a different non-trivial coalition structure. In
addition, we briefly talk about the computational complexity of the inner algorithm.
Inner algorithm gets into action in the full domain. In the first part it searches mutually
acceptable coalitions. In the worst case, it evaluates all non-empty coalitions of the
set of individuals. This step becomes over in exponential time. In the second step,
it checks the selected coalitions in the previous step. This step also becomes over in
exponential time. Thus, the inner algorithm brings in the result in non-polynomial
time. In the last chapter, we conclude and present some open research questions
for future studies. Lastly, in the appendix, we touch on the domain restrictions that
we present in the first chapter. Additionally, we study some real life applications of
hedonic games.
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1. GIRIS

Insanoglu sosyal bir canlidir. Hayatimin neredeyse tiim kademelerinde diger insanlarla
karsilikl iletisim, etkilesim ve igbirligi i¢indedir. Bu karsilikli iletisim, etkilesim ve
igbirligi gruplar/topluluklar halinde hareket etmek seklinde ortaya ¢cikmaktadir. Meslek
odalari, ticari topluluklar, bir igyerindeki proje gruplari, bir siniftaki 6dev gruplari, bir
hastanedeki ameliyat ekipleri, hobi gruplari, siyasi partiler arasindaki koalisyon ve
ortakliklar, iilkeler arasindaki bloklagsmalar, vs. hepsi bu grup halinde hareket etmeye

birer 6rnektir.

Insanlarin gruplar halinde hareket etmesinin bir siirii sebebi bulunmaktadir. Proje
ve ddev gruplart olusturmak, ameliyathane ekipleri kurmak islerin daha hizli, daha
az maliyetle ve daha verimli yapilmasini saglar. Siyasi partiler beraber hareket
ettiklerinde daha fazla se¢gmen topluluklarina hitap edebilmekte ve daha cok oy
alabilmektedirler. Ancak grup biiyiikligli arttiginda, grup halinde hareket etmenin
anlami ve etkinligi azalmaktadir. Ornegin, bir 6dev/proje grubunda ne kadar fazla birey
yer alirsa digerlerinin sirtindan gecinen veya odeve/projeye higbir katki yapmayan
birey sayis1 daha da artmaktadir. Siyasi partilerin olusturdugu blok/siyasi koalisyon
ne kadar ¢ok biiyiirse, koalisyonun hitap ettigi toplulugu temsil eden aday bulmak
gitgide zorlasir. Oyle ki en sonunda nétr bir aday ortaya cikar ve hicbir secmen kitlesi
temsil ve tatmin edilemez. Ameliyathane ekipleri belirli bir saymin lizerine ¢ikarsa
ameliyatlarin hizli ve etkin bicimde gerceklestirilmesi hedefinden sasilmis olunur. Bu

durum hastanin hayatina bile mal olabilmektedir.

Tiim bunlar g6z oniinde bulunduruldugunda, su sorular ortaya ¢cikmaktadir:

1. Insanlar bir araya geldiklerinde hangi gruplarin olusmasi beklenmektedir?

2. Insanlar bir araya geldiklerinde hangi biiyiikliikte gruplarin olusmasi beklenmek-

tedir?

3. Insanlar gruplara ayrildiktan sonra neden bazi grup yapilart bozulur ya da yeni

veni gruplasmalar ortaya ¢cikar?



4. Olusturulan gruplar biitiinliigiinii ne sartlar altinda koruyabilmektedirler?

Yukarida bahsedilen tiim konularin ve yoneltilen sorularin cevabr Oyun Teorisi’nden
yararlanilarak verilebilmektedir. Oyun Teorisi, matematiksel modelleme alaninda yer

almaktadir ve matematik ile iktisat bilimlerinin ortak bir alt koludur.

Bu tezde yukaridaki sorularin cevaplart Oyun Teorisi’nin bir alt kolu olan Koalisyon
Olusturma Oyunlar1 Teorisi kullanilarak verilecektir. Yukaridaki sorularin muhatabi
olan alt alanin ad1 Hedonik Koalisyon Olusturma Oyunlar’’dir. Hedonik koalisyon
olusturma oyunlart (kisaca Hedonik oyunlar) ilk kez Dreze ve Greenberg ’in
[1] calismasinda ele alinmistir.  Bir hedonik oyunda sonlu sayida birey yer
almaktadir. Sonlu sayidaki birey kiimesinin bog olmayan tiim alt kiimelerine koalisyon
denmektedir. Her birey, sadece hangi diger bireylerin kendi koalisyonu igerisinde
yer alacagiyla ilgilenir. Kendisi disindaki diger bireylerin tercihleri ve oncelikleri ile
ilgilenmez. Bir diger deyisle, her bireyin, icerisinde yer aldig1 koalisyonlarin iizerine
tercihleri vardir. Kendisi digindaki bireylerin olusturdugu koalisyonlar ile ilgilenmez.
Oda arkadasi1 problemleri [2] ve evlenme problemleri [3], hedonik oyunlarin koalisyon

biiyiikliigiiniin maksimum iki olabildigi 6zel versiyonlaridir.

Sonlu sayida birey kiimesi ve bu bireylerin tercihleri goz 6niinde bulunduruldugunda,
bir hedonik oyununun ¢oziimii birey kiimesinin birbirinden bagimsiz alt kiimelere
(koalisyonlara) ayrilmasidir.  Coziime, koalisyon yapist ya da kisaca partisyon
(boliintli) denmektedir.  Hedonik oyunlarda ¢oziimiin kalitesi cesitli kararlilik
(stabilite) kavramlar: ile analiz edilmektedir. Literatiirde iizerinde ¢alisma yapilmisg
bircok kararlilik kavrami mevcuttur [4]. Karalilik kavramlar1 analiz edilirken ve
karsilastirilirken iki temel konu (soru) tizerinde durulmaktadir. Bunlardan ilki "Var
olan bir koalisyon yapisindan kim ne amacla ayrilir?" sorusu, ikincisi de "Ayrilan
kisiler ne tiir haklara sahiptir?" sorusudur. Bir koalisyon yapis1 diisiiniildiigiinde,
tek bir birey icinde yer aldigi koalisyondan bagka bir koalisyona katilmak i¢in ya
da yalniz hareket etmek amaciyla ayrilabilir. Ayrica, grup halinde bireyler i¢inde
yer aldiklar1 koalisyonlardan yeni bir koalisyon olusturmak i¢in ya da var olan bir
koalisyona katilmak amaciyla ayrilabilirler. Ancak tiim bu hareketlerin gergeklesmesi
hakki dolayli yoldan bu ayriliglardan etkilenen Kkisilerin (terk edilen koalisyondaki
bireyler veya yeni katilinacak koalisyondaki bireyler) iznine tabidir. Tiim bu hak ve
izinlerin hepsine Oyun Teorisi literatiiriinde Uyelik Miilkiyet Haklari denmektedir.
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Uyelik miilkiyet haklari, bir birey ya da bireyler iginde yer aldiklari bir koalisyonu

herhangi bir amag ile terk ettiklerinde aktive olmaktadirlar.

Literatiirde yer alan tiim kararlilik kavramlarinin ayrintili siniflandirilmast Sung ve
Dimitrov ’da [4], liyelik miilkiyet haklari ile ilgili analizler Sertel’de [S] ve Koray ve

Sertel’de [6] anlatilmaktadir.

1.1 Tezin Amaci

Bu tezde yeni bir kararlilik kavrami olan igsel kararlilik (inner stability) tanitilacak
ve analiz edilecektir. Cekirdek kararlilik ve Nash kararlilik kavramlar literatiirde
tizerinde en ¢ok calisma yapilmis kararlilik kavramlaridir.  Ancak tiim hedonik
oyunlar tanim kiimesi diistiniildiiglinde, baz1 hedonik oyunlar i¢in ¢ekirdek kararli veya
Nash kararli ¢oziim (koalisyon yapisi) bulunmayabilir. Cekirdek kararlilik ve Nash
kararlilik sadece kisitli tanim kiimelerinde (bazi tiir hedonik oyunlarda) mevcuttur.
Bunun sebebi, bloke etme kavraminin ¢ok talepkar olmasidir. Bu durum, cekirdek
kararl1 veya Nash kararh ¢coziimleri olmayan hedonik oyunlarda, ¢dziimlerin analiz
edilebilmesi i¢in bu ikisi kadar talepkar olmayan, ancak yine de istenen koalisyon
yapilarii istenmeyenlerden ayirmaya yarayan yeni kararlilik kavramlarina ihtiyaci
artirmaktadir. Bu tezde tanitilacak olan i¢sel kararli koalisyon yapilart en genis tanim
kiimesinde (tiim hedonik oyunlar kiimesi) her zaman vardir. Bu 6zelligi sayesinde i¢sel
kararlilik kavrami, ¢ekirdek kararlilik ve Nash kararlilik kavramlarinin sebep oldugu

magduriyeti giderebilmektedir.

Verilen bir koalisyon yapisinda, bir grup birey simdiki yerlerini (koalisyonlarini)
terkedip kendi baslarina yeni bir koalisyon olusturarak daha mutlu olabiliyorlar ise, bu
koalisyon yapist bu yeni koalisyon tarafindan bloke ediliyor denir. Eger bir koalisyon
yapist hicbir koalisyon tarafindan bloke edilemiyor ise, bu koalisyon yapisina ¢ekirdek
kararli koalisyon yapist denir [7]. Verilen bir koalisyon yapisinda, eger higbir birey
icinde yer aldig1 koalisyonu terk edip kendi basina kaldiginda ya da var olan bagka
bir koalisyona katildiginda daha mutlu olamiyor ise, bu koalisyon yapisina Nash
kararl denir [8]. Verilen bir koalisyon yapisinda (tiim koalisyonlar diisiiniildiigiinde),
herhangi bir koalisyon parcalanip bu koalisyonun iiyesi bazi bireyler kendi baslarina

yeni bir koalisyon olusturup daha mutlu olabiliyorlar ise, bu koalisyon yapisina (alt



koalisyon tarafindan) i¢sel bloke ediliyor denir. Eger bir koalisyon yapisinda herhangi

bir i¢sel bloke miimkiin degil ise, bu koalisyon yapisina i¢sel kararli denir.

Bu tezde ilk once hedonik oyunlarin matematiksel modeli verilecektir. Ardindan
hedonik oyunlar ile alakali teorik literatiir tanitilacak ve hesaplama karmasikligi
literatiirtine deginilecektir. Sonrasinda igsel kararlilik kavrami tanimlacaktir. Tim
cekirdek kararli koalisyon yapilarmin ayni zamanda icsel kararli oldugu, ancak bu
ifadenin tersinin dogru olmadig1 gosterilecektir. I¢sel kararliik ve Nash kararlilik
kavramlarinin ise tamamen bagimsiz kavramlar oldugu agiklacaktir. Devaminda
i¢csel kararli koalisyon yapilarinin her zaman var oldugu bir algoritma yardim ile

ispatlanacaktir. Son olarak bu algortimanin hesaplama karmagiklig: tartisilacaktir.

1.2 Temel Kavramlar ve Tanimlar

7" pozitif tam sayilar kiimesi, potansiyel birey kiimesini simgelemektedir. Birey
kiimesi NV, potansiyel birey kiimesi Z " 'nin bos olmayan sonlu bir alt kiimesidir, yani,
NCZ"AN|N|<oo AN #0.

Eger |N| = n ise, birey kiimesi N = {1,2,...,n} seklinde gosterilmektedir. Birey
kiimesinin her eleman1 sayi, bir bireyi temsil etmektedir. i, j, k gibi harfler birey

kiimesinden alinan rastgele temsili bir bireyi anlatmak i¢in kullanilacaktir.

N birey kiimesinin bosg olmayan tiim alt kiimelerine koalisyon denmektedir.
Koalisyonlar A, B, C, H, S ve T gibi bilyiik harfler ile gosterilecektir.

% = {S C N | S+ 0} kiimesi, tiim koalisyonlar kiimesini, 7 = {S € ¢’ | i € S} kiimesi
de i bireyinin icerisinde yer aldigi tiim koalisyonlarin kiimesini gosterecektir. Bir
T koalisyonu i, j ve k bireylerinden olusuyor ise bu koalisyon 7 = (i, j, k) seklinde
gosterilecektir.

> her i € N bireyi igin, %”iN lizerine taniml1 yansiyan, ters simetrik, karsilastirilabilir

ve gecisken bir tam siralama bagintisin1 gosterecektir.
Yanstyan : VA € €V, A =i A,

Ters Simetrik : VA,B€ €N, A7Z;BAB ;A= A ~;B,
Kargilagtilagtirilabilir : VA,B€ €N, A=, BV B 7 A,

Gecisken : VA,B.C€ €N, AiBAB ;i C=A7;C
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Her i € N bireyi i¢in, 77; siralama bagmtisina i bireyinin tercihi diyecegiz. 7-; siralama
bagmtisinin siki hali >; ile kayitsiz hali ~; ile gosterilmektedir. Eger A,B € ‘KiN ise
A >—iB<:>Af>\:iB/\BziA olurr A~;B<—= A ziB/\Bi:iA olur.

L(‘KiN ) kiimesine, Sa”iN izerine tanimli tiim tam siralama bagintilart (tim tercihler)
kiimesi diyece8iz. N = {1,2,...,n} birey kiimesi diistiniildiigiinde:
N =L(EN)x L(€Y) x ... x L(€Y) kiimesine tiim tercih profilleri kiimesi diyecegiz.

== (%1, 2on) € ZY vektoriine ise tercih profili diyecegiz.

Y

Tamim 1.1: N birey kiimesi ve - tercih profili olsun. (N,2) ikilisine hedonik

koalisyon olusturma oyunu (kisaca hedonik oyun) denir.

¢ = {(N,z) |m€e ZN AN C Z'AN | N |< o} tiim hedonik oyunlar kiimesini
gostermektedir.

Rastgele bir hedonik oyun (N, ) verildiginde, bu oyunun ¢6ziimii birey kiimesi N’in
birbiriyle kesisimi olmayan alt kiimelere boliintiilenmesidir (partisyonudur). Bir diger
deyisle, # = {11, D>, ..., Tx } (K <| N | pozitif say1) (N, ) hedonik oyununun ¢6ziimii
ise ()Wl € {1,2,...K}, T} #0, (i) VI #me {1,2,....K}, TiNT,, = 0 ve (iii) UK, T; =
N olur. ©n = {T,T5,...,Tx} ye koalisyon yapis1 denmektedir. 7(i), = koalisyon
yapisinda i bireyinin igerisinde yer aldigi koalisyonu simgelemektedir. Tiim bireylerin
tek bagina kaldig1 koalisyon yapist {(1),(2),...,(n)}’m1 3 sembolii ile gosterecegiz.
Herkesin bir arada oldugu biiyiik koalisyon yapist {(1,2,..,n)} n1 ise X sembolii ile
gosterecegiz. Bu iki koalisyon yapisma (N, 77) hedonik oyununun siradan (trivial)
koalisyon yapilar1 denmektedir. Bunlarin diginda kalan tiim koalisyon yapilarina ise
siradan olmayan (non-tirivial) koalisyon yapilar1 denmektedir.

Bir birey kiimesi N diisiiniildiigiinde [TV tiim koalisyon yapilari kiimesini, Hf)v =

[TV \{3, %} de tiim siradan olmayan koalisyon yapilar kiimesini gosterecektir.

Ornek 1.1: N = {1,2,3} birey kiimesi ve == {1,272, 773} tablodaki gibi bir tercih

~Y

profili olsun.

Z1 ) 3
12 | 12~123 | 123
13 23 13
123 2 23
1 3




Bu hedonik oyunun toplam 5 tane c¢oziimii bulunmaktadir.  Bunlar sirasiyla

nt={(1),23)} 7 ={(1,2),3)}, #* = {(1,3),()}. #* = {(1,2,3)} ve ©° =
{(1),(2),(3)} koalisyon yapilaridur.

Bir hedonik oyunda koalisyon yapilarinin tercih edilirlifi ve kalitesi kararlilik
kavramiyla analiz edilmektedir. Literatiirde iizerine ¢aligma yapilmis ¢ok sayida
kararlilik kavrami bulunmaktadir. Asagida bireysel ve grup halinde ayrilmalara
dayali olarak tamimlanan ve literatiirde iizerine ¢okca calisma yapilmig kararlhilik

kavramlarinin tanimu verilecektir [7], [8].

Tamim 1.2: (N, 77) bir hedonik oyun, 7 € TTV bir koalisyon yapisi olsun.

e 7 cekirdek kararlh (CK) <> BS C N oyle ki Vi€ S, S =; 7(i).

o 7 siki ¢ekirdek kararh (SCK) <= BS C N 6yle ki Vi € S, S »7; 7(i) ve 3j € S,
S w(j).

e 7 Nash kararh (NK) <= 3i € N, 1S € (r U{0}) oyle ki SU{i} =; 7(i).

e 7 bireysel kararh (BK) <= 3i € N, 3S € (m U {0}) oyle ki SU{i} =; 7(i) ve
Vj€S, Su{ilz;S.

e 7 sozlesmeli Nash kararh (SNK) <= i € N, #iS € (U {0}) 6yle ki SU {i} =;
(i) ve Vj € (m(D\{i}). (m()\{i}) =; =().

o 7 sozlesmeli bireysel kararli (SBK) <= fi € N, #iS € (xU{0}) dyle ki SU{i} =;
(i) veVj €S, SU{i} Z; S ve vk € (m(i)\{i}). (m()\{i}) Zk 7(k).

e 7 bireysel rasyonel (BR) <= Vi€ N, n(i) zZ; {i}.

e 7 Pareto optimal (PO) <= An* ¢ [[" oyle ki Vi € N, n*(i) =; m(i) ve 3j € N,

n(J) Zj ®(J)-

Her siki ¢ekirdek kararli koalisyon yapist ayni zamanda cekirdek kararli, Pareto
optimal ve bireysel kararlidir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ayrica ¢ekirdek
kararlilik ve Nash kararlilik arasinda herhangi bir gerektirme iligkisi bulunmamaktadir,
bu kavramlar birbirinden bagimsizdir. Eger bir koalisyon yapisi1 Nash kararli ise ayni

zamanda bireysel kararli, sdzlesmeli bireysel kararli ve sozlesmeli Nash kararlidir.



Ayrica tiim sozlesmeli Nash kararli koalisyon yapilar ile bireysel kararli koalisyon

yapilar1 ayni zamanda sozlesmeli bireysel kararlidir.

Tiim hedonik oyunlar kiimesi ¢ diisiiniildiigiinde, her hedonik oyun i¢in Pareto optimal
koalisyon yapilari, sozlesmeli bireysel kararli koalisyon yapilar1 ve bireysel rasyonel
koalisyon yapilar1 her zaman mevcuttur, [8]. Diger koalisyon yapilarinin varligi ¢ nin

bazi 6zel alt kiimelerinde mimkiindiir.

Kararhilik kavramlar1 arasindaki gerektirme iligkisi Sekil 1.1°de agiklanmaktadir. Tek
tarafl1 gerektirme okunun anlami su sekildedir: yukaridaki kararlilik kavrami agagidaki
kararlilik kavramini gerektirmektedir. Aralarinda dogrudan ya da dolayli bir sekilde

gerektirme oku (oklari) bulunmayan kararlilik kavramlari birbirinden bagimsizdir.

SIN SN
N

d

SBK

PO C‘I\ BK

Sekil 1.1 : Kararlilik kavramlari arasindaki iligki.

Ornek 1.2: N = {1,2,3} birey kiimesi ve == {1,272, 773} tablodaki gibi bir tercih

profili olsun.

Z1 7o | Z3
13~123 | 123 | 13
12 23 23
1 12 | 123

2 3

Bu hedonik oyunun toplam 5 tane ¢Oziimii bulunmaktadir.  Bunlar sirasiyla

= {(1.3),@} = ={(1).23)} = = {12,030} 7 ={(1,23)} ve
7 = {(1),(2),(3)} koalisyon yapilaridir. Bu koalisyon yapilarmin kararliliklarint

inceleyelim:

e ©' = {(1,3),(2)} koalisyon yapist siki gekirdek kararlidir.  Dolayisiyla aymi

zamanda Pareto optimal, ¢ekirdek kararli, bireysel kararli, s6zlesmeli Nash kararh

ve bireysel rasyoneldir. Bireysel kararli ve sozlesmeli Nash kararli olmasindan

dolay1 sozlesmeli bireysel kararlidir. ~ Ancak Nash kararli degildir.  Ciinkii 2
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numaral birey var olan (1,3) koalisyonuna katilarak daha yiiksek bir tercihinde

yer almig olur ve boylelikle bu koalisyon yapisini bireysel olarak bloke eder.

e 2 = {(1),(2,3)} koalisyon yapisi Pareto optimaldir. Cekirdek kararl degildir.

Ciinkii (1,3) koalisyonu bir araya gelerek kendi baglarma yeni bir koalisyon
olustururlar ve bu koalisyondaki tim bireyler daha yiiksek tercihlerinde yer

alirlar.  Yani (1,3) bu koalisyon yapisini bloke eder. Nash kararli degildir.

Cuinkii 1 numarali birey var olan (2,3) koalisyonuna katilarak daha yiiksek bir
tercihinde yer almis olur ve bdylelikle bu koalisyon yapisini bireysel olarak

bloke eder. Bu koalisyon yapisi sdzlesmeli Nash kararlidir, ancak bireysel kararh

ve sozlesmeli bireysel kararli degildir. Hem bireysel kararli hem de sézlesmeli

bireysel kararli olmamasinin sebebi, 1 numarali bireyin var olan (2, 3) koalisyonuna
katildiginda 3 numarali bireyin daha alttaki bir tercihine diismesi ve daha mutsuz

olmasidir.

e 7* = {(1,2,3)} koalisyon yapisi Nash kararli, gekirdek kararli  ve

Pareto optimaldir. Ancak siki ¢ekirdek kararli degildir ¢iinkii (1,3) koalisyonu

zayif olarak bu koalisyon yapisini bloke etmektedir (1 numarali birey kayitsiz

kalmakta, 3 numarali birey daha mutlu olabilmektedir).

o 3 = {(1,2),(3)} ve ® = {(1),(2),(3)} koalisyon yapilar1 sadece ve sadece

bireysel rasyoneldir. Bu koalisyon yapilar: tekil bireylerin var olan bir koalisyona

katilmasi seklinde ya da birkac bireyin yeni bir koalisyon olusturmas: seklinde
bloke edilebilmektedir. Pareto optimal olmamalarinin sebebi sirastyla soyledir: 7*
koalisyon yapist 713°e Pareto baskindir, yani tiim bireyler 7* koalisyon yapisindaki
yerlerinde 73°teki yerlerine gore en az daha mutludurlar. Aym sekilde z!, 72, 73

ve * koalisyon yapilar1 da 7°°¢ Pareto baskindir.

Ornek 1.3: N = {1,2,3} birey kiimesi ve == {=,22, 3} tablodaki gibi bir tercih

profili olsun.

21| %2 | %3
12 23 13
13| 12 | 23
123 | 123 3
1 2 123




Bu hedonik oyunun toplam 5 tane ¢Oziimii bulunmaktadir.  Bunlar sirasiyla
7= {(1,2),3)} 7 = {(1).(2.3)}. @ = {(1,3,.(2)}, 7* = {(1,2,3)} ve 7° =
{(1),(2),(3)} koalisyon yapilaridir. Bu koalisyon yapilarindan hicbiri g¢ekirdek
kararli, Nash kararli ve bireysel kararli degildir. —#* = {(i,j),(k)} seklindeki
tiim koalisyon yapilari sozlesmeli Nash kararli, sozlesmeli bireysel kararli, Pareto
optimal ve bireysel rasyoneldir. 7* koalisyon yapisi ise hicbir kararlilik kavramin
saglamamaktadir. Pareto optimal ve bireysel rasyonel de degildir. 7% = {(i, j), (k)}
seklindeki tiim koalisyon yapilar1 £*’e Pareto baskindir. 3 numarali birey ise tek bagina
kalmay1 (1,2,3)’iin icinde yer almaya tercih ettifinden dolay1 bireysel rasyonellik

bozulmaktadir.

1.3 Literatiir Arastirmasi

Bu kisimda ilk 6nce hedonik oyunlar ile alakali teorik literatiir tanitilacaktir. Ardindan

kararlilik kavramlar ile alakali hesaplama karmasiklig1 literatiirii anlatilacaktir.

1.3.1 Teorik literatiir

Hedonik koalisyon olusturma oyunlart ilk kez Dreze ve Greenberg tarafindan ortaya
atilmistir [1].  Ancak hedonik oyunlarin tam anlamiyla modellenmesi Banerjee
ve digerleri [7] ile Bogomolnaia ve Jackson [8] tarafindan yapilmistir. Banerjee
ve di8erleri ¢ekirdek kararlilik kavrami iizerinde calismislardir. Cekirdek kararh
koalisyon yapilariin her hedonik oyun i¢in mevcut olamayacagini, hatta ¢ kiimesinin
bazi 6z alt kiimelerinde bile ¢ekirdek kararliligin var olmamaya devam ettigini
gostermiglerdir. Daha sonra iist koalisyon 6zelligi (top coalition property) ve zayif
iist koalisyon o6zelligi (weak top coalition) adiyla ¢ nin iki tane 6zel alt kiimesini
tanimlamiglardir.  Zayis st koalisyon 6zelligini saglayan tiim hedonik oyunlarda
cekirdek kararli koalisyon yapisinin her zaman var oldugunu, iist koalisyon 6zelligini
saglayan tiim hedonik oyunlarda ¢ekirdek kararli koalisyon yapisinin her zaman var ve

tek oldugunu gostermislerdir.

Bogomolnaia ve Jackson [8]’de hem bireysel hareketlere dayali kararlilik kavramlarini
(Nash kararlilik, bireysel kararlilik ve sézlegmeli bireysel kararhilik) hem de ¢ekirdek
kararhillk kavramini calismiglardir.  Sirali dengelilik (ordinal balancedness) ve

zayif ardisikhk (weak consecutiveness) adiyla ¢’nin yeni iki 6z alt kiimesini
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tanimlamiglardir. ~ Sirali dengelilik 6zelligini saglayan tiim hedonik oyunlarda ve
zayif ardigiklik 6zelligini saglayan tiim hedonik oyunlarda cekirdek kararli koalisyon
yapilarinin her zaman var oldugunu gostermiglerdir. Bogomolnaia ve Jackson’in
siralt dengelilik ve zayif ardisiklik kavramlar: ile Banerjee ve digerleri’nin zayif
tist koalisyon 6zelligi kavramlar1 birbirinden bagimsiz kavramlardir. Bogomolnaia
ve Jackson daha sonra toplamir ayrilabilirlik (additive separability) kavramim
tanitmiglardir. Toplanir ayrilabilirlik ve simetri kavramlarinin beraber bir sekilde Nash
kararl1 koalisyon yapilarinin var olmas icin yeter kosul oldugunu ispatlamiglardir.
Ayrica siki tercihler altinda her hedonik oyun i¢in Pareto optimal, bireysel rasyonel

ve sozlesmeli bireysel kararli en az bir koalisyon yapisinin oldugunu ispatlamiglardir.

Burani ve Zwicker, hedonik oyunlarda ayrilabilir (separable) tercihler kavrami
tizerinde ayrintili olarak caligmiglardir [9]. Simetrik ve toplanir ayrilabilir tercihlerin
kardinal bilesen ve alternatif bilesen olarak ayristirilabildigini gostermiglerdir. Tim
bireylerin tercihlerinin sadece kardinal bilesenden olustugu hedonik oyunlarda
cekirdek kararli ve Nash kararli koalisyon yapilarimin her zaman var oldugunu

ispatlamiglardir.

Alcalde ve Revilla, [10]’da iist duyarhlik (top responsiveness) kavramini tanitmislar,
tiim bireylerin tercihlerinin iist duyarl oldugu hedonik oyunlarda her zaman c¢ekirdek
kararli ¢6ziim oldugunu gostermislerdir. Dimitrov ve Sung ise [11]’de iist duyarliligin
aynt zamanda siki c¢ekirdek kararlilik i¢in yeter kosul oldugunu, [12]’de iist
duyarlilik ve simetrik tercihlerin beraber Nash kararlilik icin yeter kosul oldugunu

ispatlamiglardir.

Dimitrov ve digerleri [13]’de toplanir ayrilabilir tercihlerin iki 6zel alt sinifin
tanitmiglardir.  Bunlar sirasiyla sunlardir: arkadaslarin sempatikligine dayanan
tercihler (appreciation of friends) ve diismanlarin antipatikligine dayanan tercihler
(aversion to enemies). Daha sonra su iki sonucu gostermiglerdir: Bir hedonik
oyunda bireysel tercihler arkadaglarin sempatikligine dayaniyor ise o oyunda her
zaman sik1 ¢ekirdek kararli koalisyon yapilar1 vardir ve bir hedonik oyunda bireysel
tercihler diismanlarin antipatikligine dayaniyor ise o oyunda her zaman cekirdek

kararl1 koalisyon yapilar1 vardir.
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Alcalde ve Romero-Medina [14]’da bireysel tercihler iizerine uygulanan dort tane
birbirinden bagimsiz tercih kisitlamasi tanitmiglardir.  Bunlar sirasiyla bilesim
duyarhlik (union responsiveness), kesisim duyarhlik (intersection responsiveness),
tekillik (singularity) ve esashliktir (essentiality). Alcalde ve Romero-Medina tiim bu
dort kosulun c¢ekirdek kararlh koalisyon yapilariin varlig icin yeter kosul oldugunu

ispatlamiglardir.

Iehle [15]’de eksensel dengelilik (pivotal balancedness) kavramini tanitmis, eksensel
dengeliligin cekirdek kararli ¢coziimlerin varlig1 icim hem gerek hem de yeter kosul
oldugunu ispat etmistir. Bu sonug¢ ile Iehle aslinda cekirdek kararli koalisyon

yapilariin var oldugu hedonik oyunlar kiimesini karakterize etmistir.

Literatiirde yer alan diger caligmalar icin Hadjukova’nin ayrmtili literatiir aragtir

makalesi [16]’e ve kitap linitesi [17] e bakilabilir.

1.3.2 Hesaplama karmagsikhgi literatiirii

Hedonik oyunlar ile alakali teorik caligmalarm yanisira hesaplama karmagikligi
caligmalarinin sayist da azimsanmayacak derecede coktur. Hesaplama karmagikligi
calismalarinin hepsi algoritmalar ile alakalidir. Hesaplama karmasiklig1 ¢calismalarinda
iki tiir algoritmanin varlig1 aranmaktadir:

1- Bir (N, ) hedonik oyunu i¢in kararl koalisyon yapisi veren etkin bir algoritma,

2- Bir (N,2Z) hedonik oyunundaki 7 koalisyon yapisinin kararli olup olmadigini

kontrol eden bir algoritma.

Algoritmalarin degerlendirilmesi ve karsilastirilmasi yapilirken hesaplama zamam
kriteri kullanilmaktadir. Her A algoritmasi f4(n) gibi bir fonksiyon ile iligk-
ilendirilmektedir [18]. f4(n)’in anlami sudur: A algoritmasina n birim kadar girdi
konuldugunda istenen iglemi en cok f(n) zaman biriminde (saniye, adom, tekrarlama,

vs.) yapar. f5(n) fonksiyonuna A algoritmasinin hesaplama karmasikhigi adi verilir.

Karmagiklik fonksiyonlar1 genel olarak logn,n,n* 2" seklindedir. Dolayisiyla bir
algoritmanin karmasiklig1 logaritma zamanli, lineer zamanli, polinom zamanli veya
tissel zamanli diye adlandirilmaktadir. Logaritma zamanli algoritmalar polinom
zamanlilardan, polinom zamanllar da iissel zamanlhlardan daha hizhidirlar. Ornegin

elimizde 50 birim girdi var iken hesaplama karmasiklig1 n> (polinom zamanli) olan
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algoritma ile sonug (50% adimda) bir saniyeden daha az zamanda bulunabiliyor iken
hesaplama karmagiklig1 2" (iissel zamanl) olan bir algoritma ile sonug (2°° adimda)
30 yildan daha fazla bir zamanda bulunabilmektedir. Aralarindaki kapanamayan bu
farktan dolay1 polinom zamanli ve iissel zamanl algoritmalar birbirinden kolaylikla

ay1rt edilebilmektedir.

Eger bir problemin ¢6ziimii i¢in polinom zamanli bir algoritma mevcut ise bu
probleme ¢oziilebilir denmektedir. Eger bir problemin coziimiinii yapan iissel
zamanli bir algoritma var ise bu probleme cetin, inatci, coziilemez gibi isimler
verilmektedir. Coziilebilen problemler sinifina P, ¢oziilemeyen problemler sinifina da

NP denmektedir.

Hedonik oyunlar ile alakali ilk hesaplama karmagikligi Ballester [18] tarafindan
yaptlmistir. Ballester, en genis tanim kiimesinde herhangi bir hedonik oyun i¢in
cekirdek kararli, Nash kararli veya biraysel kararli koalisyon yapilarini bulmanin
hesaplama karmasikliginin NP oldugunu gostermistir. Sonrasinda Sung ve Dimitrov
[19], [20])’de, Cechlarova ve Hadjukova [21], [22] ve [23]’te kisith alt kiimelerde de
hesaplama karmagiklig1 analizi yapmiglardir. Tanim kiimesinin kisith alt kiimelerinde

calismalarina ragmen bu yazarlar da Ballester ile paralel sonuclar elde etmislerdir.

Hedonik oyunlarda yapilan diger hesaplama karmasiklig1 calismalar: i¢in [16]’a ve

[17] a bakilabilir.
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2. ICSEL KARARLILIK

Bu iinitede yeni bir kararlilik kavrami olan igsel kararlilik onerilecek ve analiz
edilecektir. Ik ©nce igsel kararlilik kavramm tamitilacaktir.  Sonrasinda icsel

kararlilik ile literatiirde iizerinde ¢ok¢a ¢alisma yapilmi



