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OZEL YARI-EINSTEIN MANIFOLDLARI

OZET

Bu tez calismasinda, matematiksel literatiirde sik¢a ele alinan ve énemli geometrik
ozelliklere sahip olan bazi Riemann ve semi-Riemann manifoldlarinin 6zel siniflar
tizerinde calisilmaktadir. Tarihsel olarak incelendiginde, bu konunun en Onemli
kaynak noktalarindan biri, Ricci tensorii ile metrik tensorii orantili olacak sekilde
tanimlanan, Einstein manifoldlarindan gelmektedir. Einstein manifoldlari, diferansiyel
geometride, sabit egrilikli ve sabit Ricci egrilikli metriklerin iiretilmesinde oldugu
gibi, fizikte de Einstein alan denklemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasi ve uzay-zaman
modellerinin siniflandirilmasinda olduk¢a 6nemli bir ara¢ olmustur. Genel Gorelilik
Teorisinin en 6nemli denklemi olan Einstein alan denklemleri, bir uzayin geometrisinin
dogrudan, uzayin madde icerigi ile belirlenebildigini gostermektedir. Bu nedenle,
uzayin global karakterinin anlagilabilmesi i¢in Ricci egrilik tensorii iizerinde yapilan
baz1 genellestirmeler 6nem kazanmaktadir.

1k kez 2000 yilinda M. C. Chaki ve R. K. Maity tarafindan, Einstein manifoldlarini
genellestiren bir geometrik kavram olarak tanimlanan yari Einstein manifoldlari,
ayn1 zamanda Einstein alan denklemlerinin miikemmel akiskanli madde igerigine
sahip coziimlerine de bir model olusturmaktadir. Einstein manifoldlarinin bir bagka
dogal genellestirmesi de Hamilton tarafindan tanimlanan Ricci soliton kavramidir.
Bu kavram, diferansiyel geometrinin, manifoldlar1 egriliklerine gore siniflandirma
probleminden dogan Ricci akis denkleminin kendi kendine benzer (self-similar)
coziimleri olarak ortaya ¢ikmustir. Ricci akisi ise, metrigin (yani manifoldun seklinin)
Ricci tensorii ile orantili olarak, uygun sabit egrilikli bir metrige doniismesini saglayan,
parabolik tipte bir kismi diferansiyel denklemdir. O halde, Ricci akiginin daha genel
¢Ozlimlerinin bulunmasi ve bu c¢oziimlerin davraniglarinin incelenmesi, geometrik
anlamda olduk¢a 6nemli bir problemdir. Dolayisiyla, farkl egriliklere veya farkli
akigkan yogunluguna sahip olan uzay-zamanlarin incelenmesi ic¢in, Ricci egrilik
tensoOriiniin daha fazla genellestirilmesi gerekmektedir. Bu amacla, 2001 yilinda
M. C. Chaki tarafindan, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldu kavrami ortaya
atilmisti. Bu yeni kavram tanimlanisi bakimindan, geometrik olarak yari Einstein
manifoldlarim1 genellestirmekle kalmayip, fiziksel olarak da, 4-boyutlu 1s1 akisina
izin veren uzay-zamanlara bir model olusturmaktadir. Bu nedenle tez ¢alismasinin
temel amaclarindan biri, hem geometrik hem de fiziksel ag¢idan daha ilging 6zelliklere
sahip olmas1 beklenen genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin 6zelliklerini
arastirmaktir.

Daha sonra, Ricci solitonlar ile yakindan iligkili olmasi ve Ricci tensoriiniin dogal
bir genellemesi olmasindan dolayr Riemann geometrisinde olduk¢a 6nemli bir obje
olan m-Bakry-Emery Ricci tensorii tanimlanmig ve bir¢ok geometrici tarafindan
m-Bakry-Emery Ricci tensoriiniin metrik tensor ile orantilt olmas1 durumunda, g¢esitli
0zel manifoldlarin tanimlar1 yapilmigtir. Ricci tensoriiniin bu tip genellestirmeleri
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baz aliarak ortaya c¢ikan (m, p)-yart Einstein manifoldlari tez ¢alismasinin bir diger
calisma alanini olusturmaktadir.

Literatiire bakildiginda, bu iki calisma alaminin, Bishop ve O’Neill tarafindan
tanimlanan, katli ¢arpim manifoldlant ile yakindan iligkili oldugu goriilmektedir.
Ornegin, hem Einstein alan denklemlerinin Robertson-Walker, Schwarzchild,
Reissner-Nordstrom-de Sitter uzay-zamanlart gibi ¢ogu temel ¢6ziimiiniin, hem de
bir¢cok Ricci soliton ve gradient Ricci solitonun, katli ¢carpim manifoldu yapisina sahip
oldugu bilinmektedir. Ayrica, donel yiizeyler, kiire ve R" — {0} da lokal olarak katl
carpim manifoldlaridir.

Yukarida bahsedilen temel calisma alanlarinin her ikisinin de, hem geometrik olarak
formiilize edilebilmeleri, hem de fiziksel olarak onemli modellerle baglantilarinin
bulunmasindan dolayi, tez calismasi Riemann ve Lorentz geometrisinin araclari
kullanilarak iki farkli koldan yiiriitiillmektedir.

Birinci boliimde, ele alinan problemlerin tanitimi ile 6nemi iizerinde durulmus ve
gerekli literatiir taramasina yer verilmistir.

Ikinci boliimde, oncelikle tez ¢alismasi boyunca kullanilacak olan temel kavramlar
ve notasyonlar verilmistir. Ardindan, tez ¢alismasinin ilk yarisini olusturan Einstein
manifoldlarinin ¢esitli genellestirmeleri ile ilgili tanimlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, ilk olarak Ricci-pseudosimetrik ve Ricci semisimetrik genellestir-
ilmis yar1 Einstein manifoldlarinin karakterizasyonu yapilmig, daha sonra da bu
tip simetri kosullari, konformal, konsorkilir, yari-konformal, W, projektif ve
pseudo-projektif egrilik tensorlerine genellestirilerek, bazi simiflandirma teoremleri
elde edilmistir. Bahsedilen bu egrilik tensorlerinin Ricci semisimetrik ve Ricci
pseudosimetrik olmalari durumunda, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun,
bir N(k)-yar1 Einstein yada yari Einstein manifolduna indirgendigi ispatlanmistir.
Ardindan, Ricci rekiiran, genellestirilmis Ricci rekiiran gibi, Ricci tensoriiniin
kovaryant tiirevlerinin 6zel kosullar1 saglamas1 durumunda, manifoldun iirete¢ vektor
alaninin bir paralel vektor alan1 oldugu ve bodylece s6z konusu manifoldun bir
yart Einstein manifolduna indirgendigi ispatlanmigtir. ~ Ayrica bu boliimde, bir
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun varligi, trivial olmayan, somut bir
Riemann metrigi insaa edilerek kanitlamigtir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak genellestirilmis yart Einstein manifoldunun bir kath
carpim manifoldu yapisina sahip olmasi icin bazi gerekli kosullar arastirilmustir.
Bu kapsamda, konformal diizliik kosulu yardimiyla, n-boyutlu Ricci semisimetrik
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun iirete¢ vektor alaninin, konsorkilir vektor
alam1 oldugu gosterilmis ve bunun bir sonucu olarak da manifoldun bir reel aralik
ile (n — 1)-boyutlu bir Einstein manifoldunun katli ¢arpimi oldugu sonucu elde
edilmistir. Ardindan farkli egrilik tensorlerinin de (6rnegin pseudo-projektif egrilik
tensorli gibi) 6zdes olarak sifir olmast veya korunumlu (yani diverjanssiz) olmasi
durumunda, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun ¢arpim manifoldlari ile iligkisi
incelenmigtir. Daha sonra, 6nceki durumun tersine, katli carpim manifoldu yapisina
sahip olan bir genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun, iiretecleri yardimiyla,
taban ve lifleri iizerinde siniflandirmalar yapilmis ve Einstein-benzeri manifoldlar ile
baglantilar1 kurulmustur.

Dordiincii boliimiin devaminda, katli carpim metrik yapisindan daha genel bir
kavram olan ve D-homotetik deformasyonlar yardimi ile tamimlanan D-g¢arpim
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manifoldlarina ge¢is yapilmistir. Bu yeni ¢arpim metrigi, en genel anlamda & birim
vektorii ve onun g metrigine gore duali olan 1 1-formuna sahip olan (M,g.&,1M)
Riemann manifoldlan iizerine genellestirilerek, D-genel ¢arpim manifoldu kavrami
tanimlanmugtir.  Ardinda, boylesi bir D-genel carpim manifoldunun, Levi-Civita
konneksiyonu, Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii, kesitsel ve skaler egrilikleri
hesaplanarak, bilesenlerinin Einstein-benzeri manifoldlar ile iligkileri aragtirilmigtir.
Ayrica g metriginin Laplasyeni hesaplanarak, bir D-genel ¢arpim manifoldu iizerinde
fonksiyonlarin ve formlarin harmonikligi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde, genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamanlarina gecis yapilarak,
onceki boliimlerde elde edilen sonuglarin, Lorentz metrik yapis1 altinda gecerliligi
aragtirilmistir. 1k olarak Ricci-pseudosimetrik, Ricci semisimetrik, Ricci rekiiran
gibi ¢esitli simetri kosullar1 altinda genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamanlarinin
karakterizasyonu ve siniflandirmasi yapilmistir. Daha sonra, elde edilen sonuclar
Genel Gorelilik Teorisindeki 6nemli sonuglarla karsilastirilarak, fiziksel uygulamalara
yer verilmistir.

Einstein alan denklemlerini saglayan, 4-boyutlu, Ricci simetrik, genellestirilmis yar1
Einstein uzay-zamaninin, sabit enerji yogunluguna ve izotropik basinca sahip oldugu,
genlesme sabiti ve ivme vektorii sifir olan, hiz vektdr alant manifoldun {iireteci
olan miikemmel akigkanli modellere 6rnek oldugu kamtlanmistir. Bdylece, bu tip
bir uzay-zamanin I/, D veya O Petrov tipinde bir kozmolojik yapiya sahip oldugu
sonucuna ulasilmistir. Ayrica, 4-boyutlu Lorentz metrigine sahip bir genellestirilmis
yar1 Einstein uzay-zamaninin varligini kanitlayan, somut bir 6rnek de ingaa edilmistir.

Tezin altinct bolimiinde ise, dnceki bolimlerden farkli olarak, Ricci soliton kavramina
giris yapilmustir. Oncelikle bu konunun tarihsel gelisimi ile ilgili ayrintili literatiir
bilgisine yer verilmisti. ~ Ardindan (m,p)-yar1 Einstein manifoldlar1 iizerinde
caligmalar yapilmis ve gesitli sonuglar elde edilmistir.  ilk olarak, (m,p)-yari
Einstein manifoldlarinin siniflandirma ve karakterizasyonu iizerinde calisilmis ve kath
carpim manifoldlari ile iligkileri incelenmistir. Kapali konformal yada paralel vektor
alanina sahip olan bir (m,p)-yar1 Einstein manifoldunun, potansiyel fonksiyonunun
gradiyenti ve Hessian’1 ile igili yardimci teoremler ispatlanmistir. Ardindan, kapali
konformal vektor alanina sahip olan bir (m, p)-yar1 Einstein manifoldunun, 7 x o M*
biciminde bir katli ¢arpim manifoldu oldugu ispatlanmistir. Daha sonra bu durum
paralel vektor alanlarina dogrudan indirgenerek, Ricci tensoriiniin klasik yar1 Einstein
manifoldu yapisina sahip oldugu gosterilmis ve benzer rijit durumlarin elde edildigi
kanitlanmigtir. Boliimiin sonunda ise, bir (m, p)-yar1 Einstein manifoldunun varligini
kanitlayan ve elde edilen sonuglar1 gercekleyen somut bir 6rnek insaa edilmistir.
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SPECIAL QUASI EINSTEIN MANIFOLDS

SUMMARY

In this thesis, we focus on a special class of Riemannian and semi-Riemannian
manifolds, which in the mathematical literature, provides several interesting results and
relations with many other geometrical structures on manifolds. From historical point
of view, the origin of this topic comes from the Einstein manifolds, in which the Ricci
tensor and the metric tensor are proportional. The topic of Einstein manifolds and its
well-known generalizations, such as quasi-Einstein and 1n-Einstein, were intensively
studied in literature. In differential geometry, Einstein manifolds represent the metrics
of constant Ricci curvature, as well as in physics they have been used to find the
exact solutions of Einstein field equations and they are very useful tools to classify
the space-times. Einstein field equations, which is the most important equation of the
theory of General Relativity, show that the geometry of the manifold can be directly
determined by its matter content. For this reason, some generalizations on the Ricci
tensor become crucial in order to understand the global character of the manifold.

The notion of quasi Einstein manifolds, was first introduced by M. C. Chaki and R. K.
Maity in 2000 as a geometric concept that generalizes the Einstein manifolds. On the
other hand, they form a model for the solutions of Einstein field equations with perfect
fluid matter content. Another natural generalization of the Einstein manifolds is the
concept of Ricci soliton, which was introduced by Hamilton. This new concept emerge
as a self-similar solution of the Ricci flow equation, arising from the classification
problem of manifolds according to their curvatures. The Ricci flow is a parabolic type
of partial differential equation that allows the metric (i.e. the shape of manifold) to
be transformed into a suitable metric of constant curvature in proportion to the Ricci
tensor. Thus, finding more general solutions of the Ricci flow and examining the
behavior of these solutions are very important frameworks in the sense of geometry.
Therefore, for the analysis of space-times having different curvatures or different
matter contents, the Ricci curvature tensor should be more generalized. For this
purpose, the notion of generalized quasi Einstein manifolds was introduced by M.
C. Chaki in 2001, geometrically. This new concept, in terms of its definition, not
only generalizes the quasi Einstein manifolds geometrically, but also forms a model of
4-dimensional space-time that allows heat flux, physically. Due to these reasons, one
of the main objectives of this thesis is to investigate some properties of the generalized
quasi Einstein manifolds, which are expected to have more interesting properties in
both geometric and physical aspects.

Later, m-Bakry-Emery Ricci tensor, which is closely related to the Ricci solitons
and is a natural generalization of Ricci tensor, was introduced and many geometers
have described various special manifolds, in which the m-Bakry-Emery Ricci tensor
is proportional to the metric tensor. One of these special manifolds is the (m, p)-quasi
Einstein manifold, that constitute the other part of this thesis.
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From historical point of view, these two fields of the study are closely related
to the warped product manifolds, which were introduced by Bishop and O’Neill.
For example, it is known that Ricci solitons and gradient Ricci solitons under
certain conditions, as well as many basic solutions of Einstein field equations, such
as Robertson-Walker, Schwarzchild, Reissner-Nordstrom-de Sitter space-times have
warped product structures. Also, surface of revolutions, sphere and R” — {0} are
locally warped product manifolds.

Since both of the above mentioned basic fields are both geometrically formulated and
physically linked to some important relativistic models, this thesis study is carried out
in two different aspects using the tools of the Riemannian and Lorentzian geometries.

In the first chapter, the main topics to be covered in the thesis are introduced and the
importance of them are emphasised. A brief review of literature on certain Riemannian
and semi-Riemannian manifolds is also given.

The second chapter contains the basic notions to be used during the thesis study and
the definitions of the various generalizations of the Einstein manifolds, that constitute
the first half of the thesis.

In the third chapter, some problems related to the characterization of generalized
quasi Einstein manifolds under certain symmetry conditions are discussed. First,
Ricci-pseudosymmetric and Ricci semisymmetric generalized quasi Einstein mani-
folds are considered and then such symmetry conditions are extended to the different
curvature tensors, such as conformal, concircular, quasi-conformal, W,, projective and
pseudo-projective curvature tensors. Then, some classification theorems related to
the generalized quasi Einstein manifolds satisfying the above mentioned symmetry
conditions have been proved. Later, it is proved that if the covariant derivatives of
the Ricci tensor provide certain conditions (e.g. Ricci recurrent, generalized Ricci
recurrent), the manifold has the parallel generator vector field and thus the manifold
reduces to a quasi Einstein manifold. In the last section of this chapter, the existence of
a generalized quasi Einstein manifold is proved by constructing a concrete non-trivial
Riemannian metric.

In the fourth chapter, first some necessary conditions are investigated so that the
generalized quasi Einstein manifold has a warped product structure. In this context,
with the help of conformal flatness condition, it is shown that the generator vector
field of the n-dimensional Ricci semisymmetric generalized quasi Einstein manifold
is the proper concircular vector field. As consequence of this, the manifold under
consideration is the warped product of a real interval and an (n — 1)-dimensional
Einsteinian fiber.

Secondly, in the case that different curvature tensors (e.g. pseudo-projective curvature
tensor) are identically zero or conservative (i.e., divergence-free), the relations between
the warped product manifolds and the generalized quasi Einstein manifolds have been
examined. Also, contrary to the previous case, a generalized quasi Einstein manifold
having a warped product structure, has been classified according to its base and fiber
with the help of its generators, and then some links with Einstein-like manifolds have
been established.

The next step in the evolution of the warped products is achieved by Blair, who
introduced the notion of D-warping. More precisely, on the product manifold
M; x M; of a Riemannian manifold (M;,g;) with an almost contact metric manifold
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(Ms, ¢2,E2,M2,82), where 13 is the dual 1-form of the unit vector field & with respect
to g2, a D-warping metric is defined by the metric g = g1 + fg2 + f(f — 1) @ Mo,
for any positive, smooth function f on Mj. In the last part of the fourth chapter, the
D-warping metric is extended with a slight modification of the metric g, by taking into
account the 1-form on the second component manifold: For two Riemannian manifolds
(M;, gi), i = 1,2, the D-general warping metric g is given also by the same metric, but
M, carries a unit vector field only, instead of almost contact metric structure. Then,
some geometrical objects, such as the Levi-Civita connection, the Riemannian and
the Ricci tensors and also the sectional and the scalar curvature, are calculated on
D-general warping (M, g), in the context of warped product. A Laplacian formula of g
is obtained and the harmonicity of functions and forms on (M, g) is described. Finally,
some necessary and sufficient conditions for D-general warping (M, g) to be Einstein,
quasi-Einstein or 1n-Einstein are provided.

Chapter five consists of the study of the generalized quasi Einstein space-times.
Under the symmetry conditions discussed in the third chapter, the generalized quasi
Einstein space-times are characterized in the context of Lorentz metric signature. Then
various applications are given, by using some important tools of the theory of General
Relativity: It is proved that Ricci symmetric (or recurrent) generalized quasi Einstein
space-times can be considered as a model of perfect fluids. Also, such space-time
satisfying Einstein’s field equations has constant energy density and the isotropic
pressure. Moreover, it has the vanishing expansion scalar and the acceleration vector.
As a consequence, the possible local cosmological structures of this space-time are of
Petrov I, D or O. Finally, the existence of a generalized quasi Einstein space-times is
proved by constructing a concrete non-trivial Lorentzian metric.

In the sixth chapter, first a historical overview of the developments on the theory
of Ricci solitons and some basic definitions about them are given. Then, the
characterizations of an (m,p)—quasi Einstein manifold admitting closed conformal
or parallel vector field are made. Some necessary lemmas related to the formulas of
the gradient and the Hessian of the potential function, are proved. By using these
lemmas, some rigidity results for this class of manifolds are obtained. It is proved that
an (m, p)—quasi Einstein manifold with a closed conformal vector field has a warped
product structure of the form 7 x o, M*. Then, this result is reduced to the case of an
(m, p)—quasi Einstein manifold admitting a parallel vector field, directly. Therefore, it
is shown in this case that the Ricci tensor has the classical quasi Einstein structure and
also the similar rigid condition holds. Finally, a non-trivial example of an (m, p)—quasi
Einstein manifold verifying obtained results is constructed.
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1. GIRIS

Modern Riemann geometrisinin temel amaci, ele alinan uzayin topolojisi ile
egriligi arasindaki iligkiyi kavrayabilmektir. ~ Riemann manifoldu lokal olarak
Euclid uzayina benzeyen topolojik bir uzaydir ve ii¢ énemli kavram ile tanimlanir:
Bunlar, Riemann egrilik tensorii (veya, kesitsel egrilik), Ricci egrili§i ve skaler
egriliktir. ~ 2-boyutta, bu ii¢ kavram birbirine denk iken, 3-boyutta Riemann
egrilik tensorii biitiiniiyle Ricci egriligi tarafindan tanimlanabilir. Boyut biiyiidiikce,
uzayin topolojik yapisinin belirlenmesi de giiclesmektedir. Diger taraftan, Riemann
manifoldlari, Euclid uzaylarinin bir genellestirmesi olmalarindan dolay1 ayn1 zamanda
bir metrik uzay yapisina sahiptirler. Bu nedenle daha biiyiik boyutlu manifoldlarin
topolojik 6zelliklerinin anlagilabilmesi i¢in, izerinde bir Riemann metriginin var olup
olamayacag1 sorusu ortaya ¢cikmis ve diferansiyellenebilen her manifoldunun, bir
Riemann metrigine sahip oldugu kanitlanmistir. Daha sonra, diferansiyellenebilen bir
manifoldun sahip olabilecegi en iyi Riemann metrigi yapisinin ne olacagi arastirma
konusu olmus ve diisiik boyutlarda 6nemli sonuglar elde edilmistir. Ornegin 2-boyutta
(yani her kompakt yiizey iizerinde) en iyi Riemann metriginin sabit egrilikli metrikler
oldugu; boyut ikiden biiyiik ise, bulunabilecek en iyi metrik yapisinin sabit Ricci

egrilikli metrikler oldugu gosterilmistir.

Bir Riemann manifoldunun Ric ile gosterilen Ricci egrilik tensorii, Riemann egrilik
tensoriiniin izi olan, simetrik, bilinear form olarak tanimlanir ve Ricci egrilik tensorii
metrik tensor ile orantili olan, yani bir A fonksiyonu ic¢in Ric = Ag denklemini
saglayan, Riemann yada semi-Riemann manifolduna Einstein manifoldu denir. n < 4
olmak iizere, bir (M",g) Riemann manifoldunun Einstein manifoldu olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M’nin sabit kesitsel egrilikli olmasidir. Ayrica, A’nin isareti, (M",g)
(n < 4) manifoldunun topolojik yapisi hakkinda dogrudan bilgi verir. Ancak n > 4
ise, (M", g) manifoldunun egriligi sadece Einstein metrik kosulu ile belirlenemez. Bu
durumda, uzayin global karakterinin anlagilabilmesi i¢in Ricci egrilik tensorii iizerinde

yapilan bazi genellestirmeler 6nem kazanmaktadir.



Einstein manifoldlari, geometride oldugu kadar matematiksel fizikte de oldukca
onemli yer tutar. FEinstein’in Genel Gorelilik Teorisine gore, bir uzay-zamanin

geometrisi ile madde icerigi dogrudan iligkilidir ve bu iliski

Ric(X,Y) — gg(X,Y) +Ag(X,Y) = kT (X,Y) (1.1)
bicimindeki Einstein alan denklemleri ile verilmektedir. Burada, Ric (0,2)-tipinde
Ricci egrilik tensori, r skaler egrilik, 7' stres enerji-momentum tensorii, A kozmolojik
sabit ve Kk yercekimsel sabittir. Fizikte, stres enerji-momentum tensorii, uzay-zamanin
madde icerigini ve dolayisi ile enerji ve gerilmenin yogunlugunu tarif etmektedir.
Enerji ve gerilmenin varligi ise maddenin varligini gosterir. Dolayisiyla Ricci
tensorii uzay-zamamn bir olayindaki madde ile dogrudan iligkilidir. ~ Ornegin,
Einstein manifoldlar1 metrigin vakum (yani maddeden yoksun, 7 = 0) Einstein alan
denklemlerinin bir ¢oziimiidiir, [1]. Bu bakimdan, Ricci egrilik tensorii 6zel bir
kosulu saglayacak sekilde tanimlanan Einstein manifoldlar ve ¢esitli genellestirmeleri
izerinde yapilan arastirmalar, hem topolojik uzayin global karakterinin anlagilmasinda

hem de uzayin madde iceriginin belirlenmesinde olduk¢a yararli olmaktadir.

Ik kez 2000 yilinda, M. C. Chaki ve R. K. Maity tarafindan, yar1 Einstein manifoldu
kavrami [2] Einstein manifoldlarinin bir genellestirmesi olarak ortaya atilmigtir. Yari
Einstein manifoldlar1, [2] numarali ¢alismanin yani sira, S. Guha [3], U. C. De ve G. C.
Ghosh [4], [5], U. C. De ve B. K. De [6] gibi bircok matematikg¢i tarafindan ¢alisilmis
ve geometrik Ozellikleri hakkinda cesitli sonucglar elde edilmigstir. Daha sonra, A.
A. Shaikh ve digerleri [7] numarali calismada Lorentz yari-Einstein manifoldlari ile
ilgili calismalar yapmig ve Genel Gorelilik Teorisi ile ilgili baz1 uygulamalarina yer
vermisglerdir. Bu calismaya gore yar1 Einstein manifoldlari, Einstein alan denklemlerini
saglayan ve mitkemmel akigkanli madde igerigine sahip uzay-zamanlara bir model

olusturmaktadir.

Farkli akiskan yogunluguna sahip olan uzay-zamanlarin incelenmesi i¢in de Ricci
egrilik tensoriiniin daha fazla genellestirilmesi gerekmektedir. Bu amacla, 2001
yilinda M. C. Chaki genellestirilmis yar1 Einstein manifold kavramini ortaya atmustir,
[8]. S. Guha da, [3] numarali ¢calismasinda Riemann veya semi-Riemann metrigine
sahip genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlar1 hakkinda c¢esitli geometrik ve

fiziksel sonuglar elde etmistir. Genel Gorelilik Teorisine gore genellestirilmis yari



Einstein manifoldlari, 4-boyutlu 1s1 akisina izin veren genel relativistik akiskanl

uzay-zamanlara bir model olusturmaktadir, [3].

Sabit egrilikli (kanonik) metrik bulma probleminin ¢oziimii ile ilgili yeni bir yontem
olarak, 1982 yilinda R. S. Hamilton [9], Ricci akis1 denilen,

{ 9.6(t) = ~2Ric(s(1)) (12

8(0) = 2o

seklindeki kismi diferansiyel denklemini tanimlamistir. Hamilton’a gore, Ricci akigi g
metrigini (yani M manifoldunun seklini) Ricci tensorii ile orantili olarak, uygun sabit
egrilikli (6rnegin kiiresel) bir metrige donistiiriir, [9]. Sabit Ricci egrilikli metrik
(yani Einstein metrigi) bulma problemine benzer sekilde, [10] numarali makalede,
pozitif skaler egrilikli veya pozitif kesitsel egrilikli Einstein metrigi tiretmek i¢in
de, Hamilton’un Ricci akisi [9] kavrami kullanilmistir. O halde, Ricci akisinin bazi
0zel ¢oziimlerinin bulunmasi ve bu ¢oziimlerin davraniglarinin incelenmesi oldukca
onemli bir problem haline gelmektedir. Kisaca, Ricci akisinin kendi kendine benzer
(self-similar) ¢oziimlerine Ricci soliton adi verilir. Ricci soliton kavrami tanimlandigi
tarihten itibaren bir¢ok matematikgi ve fizik¢inin ilgisini ¢ekmis ve bu konuda 6nemli
sonuclar elde edilmistir. Hamilton ve Ivey [11, 12], 2 ve 3-boyutta, kapali bir
manifold iizerinde her biiziilen gradient Ricci solitonun Einstein manifoldu oldugunu
kanitlamiglardir. Daha sonra Hamilton’un bu sonucu genellestirmek i¢in ortaya attigi,
kompakt pozitif egrilikli, biiziilen gradient Ricci solitonun Einstein olmasi gerektigi
iddiasi, [13] numarali calismada kanitlanmigtir. Bundan itibaren, hangi kosullar altinda
Ricci solitonun Einstein manifolduna indirgenecegi (yani trivial olacagi) problemi bir

cok arastirmacinin ilgisini ¢eken bir problem haline gelmistir.

Ote yandan, literatiire bakildiginda hem Einstein alan denklemlerinin elde edilen
bir¢ok temel ¢coziimiiniin, hem de bir¢cok Ricci soliton ve gradient Ricci solitonun, katl
carpim manifoldu yapisina sahip oldugu goriilmektedir. Katli ¢carpim manifoldlari,
ilk kez 1969 yilinda Bishop ve O’Neill [14] tarafindan tanimlanmis ve daha sonra
geometride oldugu kadar, matematiksel fizik ve Genel Gorelilik ile ilgili bir¢cok
caligmada kullamilmistir. Ornegin, donel yiizeyler, kiire ve R” — {0} lokal olarak
kathh carpim manifoldlaridir.  Yine iyi bilinen Robertson-Walker, Schwarzchild,

Reissner-Nordstrom-de Sitter uzay-zamanlari da kath ¢carpim manifoldlaridir.



Yukarida verilen literatiir taramasinin motivasyonu ile, bu tez ¢alismasinda temelde
dort problem iizerinde c¢alisilmaktadir.  Birinci problemde, Ricci tensorii bazi
0zel kosullar1 saglayan genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin sahip oldugu
geometrik Ozellikler arastirilmaktadir.  Bunun ig¢in, c¢esitli simetri kosullarinin
saglanmas1 durumunda genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin karakterizasyonu
ve smiflandirilmast problemi iizerinde durulmaktadir.  Ikinci problem olarak,
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun bir katli ¢arpim manifoldu yapisina
sahip olmasi i¢in gerekli kosullar incelenmekte ve tersine, katli ¢carpim manifoldu
yapisina sahip olan genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun taban ve lifleri
iizerinde smiflandirmalar yapilmaktadir. Uciincii problem, elde edilen sonuglarin
Genel Gorelilik Teorisindeki 6nemli sonuglarla karsilagtirilmasinin yapilmasi ve cesitli
fiziksel uygulamalara yer verilmesi ile ilgilidir. Son olarak, dordiincii problemde ise,
yukaridaki motivasyon ile, benzer ¢alismalar Ricci soliton ve onun genellestirmeleri
iizerine tasinmaktadir. Bu problemin temel amaci, ileride tanimlar1 verilecek olan bazi
ozel vektor alanlarina sahip, (m, p)-yar1 Einstein manifoldlart ile ilgili karakterizasyon

teoremleri elde etmektir.

Tez calismasi yedi boliimden olugsmaktadir. Boliimlerin igerikleri ise asagidaki gibi

planlanmustir:

Birinci boliimde, ele alinan problemlerin tanitimi yapilip, 6nemi iizerinde durulmak-

tadir. Bunun i¢in de, 6ncelikle gerekli literatiir taramasina yer verilmistir.

Ikinci boliimde, tez calismasi boyunca kullanilacak olan notasyon, temel tanim ve
kavramlara yer verilmektedir. Ayrica, tez calismasinin ilk yarisini olusturan Einstein

manifoldlarinin ¢esitli genellestirmeleri ile ilgili tanimlar burada verilmektedir.

Uciincii boliimde, ilk olarak Ricci-pseudosimetrik ve Ricci semisimetrik genellestir-
ilmis yar1 Einstein manifoldlarinin karakterizasyonu yapilmig, daha sonra da bu
tip simetri kosullar1 farkli egrilik tensorlerine genellestirilerek, genellestirilmis yari
Einstein manifoldlar1 stmiflandirilmistir.  Ardindan, Ricci rekiiran, genellestirilmis
Ricci rekiiran gibi, Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevlerinin bazi kosullar1 saglamasi
durumunda da, s6z konusu manifoldunun ozellikleri arastinlmistir.  Bu gibi
durumlarda, manifoldun iirete¢ vektdr alaminin bir paralel vektor alami oldugu

ve boylece soz konusu manifoldun bir yar1 Einstein manifolduna indirgendigi



gosterilmistir.  Ayrica bu boliimde, bir genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun

varlig1, trivial olmayan somut bir Riemann metrigi insaa edilerek kanitlamistir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun bir kath
carptm manifoldu yapisina sahip olmasi i¢in bazi gerekli kosullar arastirilmistir.
Bu kapsamda, konformal diizliik kosulu yardimiyla, n-boyutlu Ricci semisimetrik
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun iiretec vektor alaninin konsorkilir vektor
alant oldugu gosterilmis ve bunun bir sonucu olarak da manifoldun bir reel
aralik ile (n — 1)-boyutlu bir Einstein manifoldunun kath ¢arpimi oldugu sonucu
elde edilmistir. Ardindan farkli egrilik tensorlerinin de (6rne8in pseudo-projektif
egrilik tensorii gibi) 6zdes olarak sifir yada korunumlu (yani diverjanssiz) olmasi
durumunda, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun ¢carpim manifoldlart ile iligkisi
incelenmigtir. Daha sonra, tersine, kathi ¢carpim manifoldu yapisina sahip olan bir
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun, iiretecleri yardimiyla, taban ve lifleri
tizerinde smiflandirmalar yapilmis ve Einstein-benzeri manifoldlar ile baglantilari

kurulmustur.

Besinci bolimde ise, Lorentz metrigine sahip genellestirilmis yar1 Einstein
uzay-zamanlarina gecis yapilmisti. Bu amagla oncelikle, Genel Gorelilik Teorisi
hakkinda temel tanimlar ve literatiir bilgisine yer verilmistir. Ardindan, Onceki
boliimlerde bulunan sonuglarin, Lorentz metrik yapisi altinda gecerli olup olmadigi
aragtirllmustir. {1k olarak Ricci-pseudosimetrik, Ricci semisimetrik, Ricci rekiiran
gibi cesitli simetri kosullar1 altinda genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamanlarinin
karakterizasyonu ve siniflandirmasi yapilmigtir. Daha sonra, elde edilen sonuclar
Genel Gorelilik Teorisindeki 6nemli sonuglarla karsilastirilarak, fiziksel uygulamalara
yer verilmistir. Ayrica, 4-boyutlu Lorentz metrigine sahip olan genellestirilmis yar1

Einstein uzay-zamaninin varlifin ispatlayan somut bir 6rnek de ingaa edilmistir.

Tezin altinci boliimiinde ise, temel calisma alanlari, 6nceki boliimlerden farkl
olarak, Ricci solitonlarin bazi genellestirmeleri olan ve 6zel denklemlerle tanimlanan
(m,p)-yar1 Einstein manifoldlaridir. Bunun igin 6ncelikle, tanimlanigi bakimindan
Einstein manifoldlarinin dogal bir genellestirmesi olan, Ricci soliton kavraminin
nasil ortaya ciktigi ve daha sonra nasil genellestirildigi ile ilgili ayrintili litaratiir
taramas1 yapilmustir. Oncelikle, Ricci solitonlar ile yakindan iligkili olmasindan

dolayi, Riemann geometrisinde oldukca onemli bir obje olan ve Ricci tensoriiniin
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dogal bir genellemesi olarak tanmimlanan m-Bakry-Emery Ricci tensoriiniin, metrik
tensor ile orantili olarak verildigi bazi manifoldlarin tanimlari verilmigstir. Bu amacla
ilk olarak, (m,p)-yar1 Einstein manifoldlarimin siniflandirma ve karakterizasyonu
tizerinde calisilmaktadir. Kapali konformal yada paralel vektor alanina sahip olan bir
(m, p)-yar1 Einstein manifoldunun, potansiyel fonksiyonunun gradiyenti ve Hessian’1
ile igili yardimci teoremler ispatlanarak, boylesi bir (m, p )-yar1 Einstein manifoldunun,
katli ¢arpim manifoldu olmasi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ardindan, bir
(m,p)-yart Einstein manifoldunun varhigim kanitlayan ve elde edilen sonuglari

gercekleyen Ornekler ingaa edilmistir.

Tezin son boliimii olan yedinci boliimde ise, tez ¢alismasinda elde edilen sonuglarin
degerlendirilmesi yapilmis ve ileride ele alinmasi planlanan problemler hakkinda

Onerilere yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim, tezin temelini olusturan Riemann ve semi-Riemann manifoldlar ile ilgili
bazi 6nemli tanim ve teoremleri icermektedir. Bu boliimde ifade edilen tanim ve

teoremler i¢in [1], [15] ve [16] numarali kitaplardan faydalanilmasgtir.

2.1 Riemann ve Semi-Riemann Manifoldlar:

Riemann tarafindan, 19. yiizyill ve sonrasinda yapilan bir¢ok calismada, Euclid
uzayindaki geometrik yapiya benzeyen ancak ¢ok daha genel bir yap1 olan manifold
kavraminin kullamildigi goriilmektedir. Bu benzerlik manifold ile n-boyutlu Euclid
uzay1 arasinda tanimlanan homeomorfizmalar (kendisi ve tersi siirekli, 1-1 ve orten
olan fonksiyonlar) ile kurulmaktadir. Dolayisiyla, manifold kisaca lokal olarak Euclid
uzayina benzeyen topolojik uzay olarak tanimlanabilir.

Euclid uzayinda, her 1 < i < n igin, u R 5 R, o (p) = p; bigiminde tanimlanan
(yani her p = (pi,...,p,) noktasini, i-ninci koordinantina gotiiren) ul . u"

fonksiyonlarina R"’in dogal koordinant fonksiyonlar1 adi1 verilir. Yukarida bahsedilen

Euclid uzayina benzerlik ise, asagidaki gibi ifade edilebilir:

Bir M topolojik uzayinda, koordinant sistemi (veya harita), M’nin bir U agik alt
kiimesinden R"’e tanimlanan bir homeomorfizma olarak tanimlanir. Eger, her p €
U noktasi icin &(p) = (x'(p),...,x"(p)) yazilirsa, x!,...,x" fonksiyonlarina &’nin
koordinant fonksiyonlar1 denir. Bu durumda, & = (x',...,x") : U — R" yazilabilir

ve u' 0 & = x' bulunur. O halde, manifoldun matematiksel tanim1 asagidaki gibi verilir:

Tamim 2.1. M bir Hausdorf uzayr olmak iizere, her p € M noktasinin R"’e homeomorf
olan yukaridaki gibi bir U ag¢ik komsulugu bulunabiliyorsa, M’e n-boyutlu manifold

adi verilir.

Diferansiyellebilir manifold kavraminda da yine Euclid uzayindaki diferansiyellebilir-
lik tanimina benzer bir yapr kullanilmaktadir. Euclid uzayinda, U C R™ acik alt

kiimesinden R™’ e tanimlanan bir ¢ fonksiyonunun diferansiyellebilir olmasi, her reel
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degerli uo ¢ :U CR™ =R, (1 <i< n) fonksiyonunun diferansiyellenebilir olmasi
anlamina gelmektedir. Bir M manifoldunun diferansiyellenebilir olmasi ise, dnceki
tanimda, U — R”" biciminde tanimlanan homeomorfizmalarin diferansiyellenebilir
olmasi1 anlamina gelmektedir ki acik tanim1 asagida verilecek olan bu kavram, bu tezin

temel ¢alisma alani olacaktir:

Tamm 2.2. M n-boyutlu bir Hausdorf uzay: ve I, M iizerinde bir indeks kiimesi olsun.
Her i € I icin, ¢;(U;) C R" acik alt kiimeler olmak iizere, M’nin asagidaki kosullart
saglayan (U;, §;)icr acik haritalar topluluguna, M iizerindeki diferansiyellenebilir yapt
denir:

(1) M = Ui ; (Ortii Aksiyomu).

(2) Heri,j€Ligin§;jo¢; " : ¢;(UiNU;) — ¢;(UiNU;) tasviri diferansiyellenebilirdir;
(Uyumluluk Aksiyomu).

(3) (Ui, ¢i)ier toplulugu, (1) ve (2) kosullarimi saglayan agik haritalar ailesinin

maksimalidir.

n-boyutlu diferansiyellenebilir yaprya sahip olan M Hausdorf uzayina ise diferansiyel-

lenebilir (veya C) manifold denir.

Tamm 2.3. V reel bir vektor uzayt olsun. Her a,b € R ve her u,v,w €'V icin

(i) B(u,v) =B(v,u)
(ii) B(au+bv,w) = aB(u,w)+bB(v,w)
B(u,av+bw) = aB(u,v) + bB(u,w)
ozelliklerine sahip olan B : V xV — R doniisiimiine V iizerinde simetrik bilineer form
denir.

Tanmim 2.4. V reel vektor uzay: iizerinde taniml bir B simetrik bilineer formu; sifirdan

farkly her v €'V igin,

(i) B(v,v) >0 (veya <0) kosulunu sagliyor ise pozitif (veya negatif) tammli,

(ii) B(v,v) > 0 ( veya < 0) kosulunu sagliyor ise yari-pozitif (veya yari-negatif)

tamimlidrr.



Ayrica, Vw € V icin, B(v,w) = 0 iken v = 0 ise B simetrik bilineer formuna dejenere

olmayan, aksi durumda dejenere bilineer form denir.

Tanmim 2.5. V bir reel vektor uzayit ve B:V xV — R bir simetrik bilineer form olsun.
B’nin negatif tamimli oldugu, en biiyiik boyutlu W C V alt uzayimin boyutuna, B’nin

indeksi denir.

Tammm 2.6. Bir V reel vektor uzay: iizerinde tamimli, dejenere olmayan, simetrik
bilineer forma, V iizerinde bir skaler carpim denir. Ozel olarak, V iizerindeki pozitif
tammly skaler ¢arpima ise i¢ ¢arpim denir. 'V vektor uzayt iizerinde tanimli olan bir

skaler carpim g ise, (V,g) ikilisine skalar carpimli vektor uzayt denir.

Not 2.1. (V,g) skaler carpimli bir reel vektor uzayi, {ej,ez,...,e,}, V iizerinde bir
ortonormal baz takimi ve §;; Kronecker deltas1 olmak iizere; & = g(e;,e;) = £1 ve

g(ei,e;) = €6;; saglanir. Boylece, her v € V vektorii

n
v=Y &g(v.ee (2.1)
i=1
olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. Ayrica, eq,...,e, baz vektorlerinin €,..., &, ile

gosterilen isaretlerinden negatif olanlarinin sayis1 V’nin indeksini belirtir.

Tamm 2.7. M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M manifoldunun herhangi bir p

noktasindaki teget uzayr T,M olmak iizere,

g: T,M x T,M —R

(Xp, Xp) —8(Xp, Xp) =< Xp, Y >

biciminde tamimlanan, sabit indeksli, dejenere olmayan, (0,2)-tipindeki simetrik g

tensoriine, M iizerinde bir metrik tensor denir.

Tamim 2.8. M, g metrik tensoriine sahip olan diferansiyellenebilir bir manifold ise
(M, g) ikilisine semi-Riemann manifoldu denir.Bir (M, g) semi-Riemann manifoldunun
indeksi, iizerindeki g metrik tensoriiniin indeksine egsittir. t-indeksli bir semi-Riemann
manifoldu M, ile gosterilir ve 0 < t = ind(M) < boy(M) esitsizligi daima gerceklenir.
Ozel olarak; t = 0 olmast durumunda, g metrik tensérii pozitif tanimlidir ve M
Riemann manifoldu olarak isimlendirilir. t = 1 olmasi durumunda ise, M| manifoldu

Lorentz manifoldu ve 1-indeksli g metrigi Lorentz metrigi olarak isimlendirilir.



Tanm 2.9. (M, g) semi-Riemann manifoldunda, bir v € T,M teget vektorii asagidaki
gibi isimlendirilir:

(1) v=~0veya g(v,v) > 0 ise, v uzaysaldir;

(2) g(v,v) <0 ise, v zamansaldir;

(3) v#0ve g(v,v) =0 ise, v isiksaldur.

Tanmm 2.10. (M,g), bir semi-Riemann manifoldu, X,Y,Z € x(M) ve f,h € C*(M)

olmak iizere;

Vix (M) x x(M) — x(M)

(X,Y) — V(X,Y)=VyxY
biciminde tanimlanan ve

(1) Vx(Y +Z) =VyY +VxZ
(2) V(fx+hy)Z = fVxZ+hVyZ

(3) Vx(fY) = fVxY +X(f)Y

kosullarint saglayan V fonksiyonuna, M iizerinde bir afin konneksiyon ve VxY

vektoriine de Y 'nin X dogrultusundaki kovaryant tiirevi denir.

Tamm 2.11. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tamimlanan afin

konneksiyon olsun. Her X,Y,Z € x(M) icin;

(1) VxY —VyX = [X,Y] (Konneksiyonun burulmasiz yani simetrik olma ozelligi),

(2) Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasmast ozelligi)

kosullarint saglayan, tek tiirlii belirli V konneksiyonuna, M’in Riemann (veya

Levi-Civita) konneksiyonu denir ve

2¢(VyZ,X) =Yg(Z.X)+Zg(X,Y) —Xg(Y,Z) —g(Y.[Z,X]) +&(Z,[X.Y]) + g(X, Y, Z])
(2.2)

denklemi ile karakterize edilir. Bu denkleme Kozsul formiilii adi verilmektedir.
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Tanmm 2.12. (M,g) bir semi-Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tanimlanan

Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Ry (M) x x (M) x x(M) — x (M) (2.3)

R(X, Y)Z - VXVYZ - VYVXZ - V[X7y}z

biciminde tammlanan (1,3)-tipindeki R tensor alanina M ’nin Riemann egrilik tensorii
denir. Ayrica, R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) ile tamumlanan (0,4)-tipindeki tensor

alanina ise M ’nin Riemann Christoffel egrilik tensorii adi verilir.

Onerme 2.1. Her X,Y,Z,W € x(M) i¢cin Riemann egrilik tensirii asagidaki ozellikleri

saglar:
(1) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z;
(2) R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,Z);
(3) R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W);
(4) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y);
(5) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0 (Birinci Bianchi Ozdesligi);
(6) (VzR)(X,Y)~+ (VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X) = O (Ikinci Bianchi Ozdesligi).

M manifoldunun bir p noktasindaki teget uzay1 7, (M)’nin iki boyutlu 7 lineer alt
uzayina, bir diizlemsel kesit ad1 verilir. {X,Y}, & diizlemsel kesitinin bir tabani olmak
iizere, Q(X,Y) := g(X,X)g(Y,Y) — g(X,Y)? € Rdir. Bir diizlemsel kesitin dejenere
olmamast igin gerekli ve yeterli kosul Q(X,Y) # 0 olmasidir. Bdylece, manifoldun

egrilik tensoriinii tiimiiyle belirleyen, ancak Riemann egrilik tensoriinden daha basit

ve reel-degerli bir fonksiyon olan kesitsel egrilik kavrami agagidaki gibi tanimlanir:

Tanmm 2.13. (M,g), semi-Riemann manifoldunun, herhangi iki X,Y teget vektirii
tarafindan belirlenen T diizlemsel kesitinin K (7) ile gosterilen kesitsel egriligi,

g(R(X,Y)Y,X)

K(m) = K(X,7) = 55520

2.4)

ile tanumlanir ve bu deger {X,Y } bazinin seciminden bagimsizdir.
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Bir M semi-Riemann manifoldunun, her bir p € M noktasindaki K), kesitsel egriligi bir
c sabitine esitse, M’e sabit egrilikli manifold denir. Bu durumda manifoldun Riemann
egriligi

R(X,Y,Y,X)=cQO(X,Y)
denklemi ile verilir. Ozel olarak, her p € M igin, K, = 0 ise M’e diiz manifold ad1
verilir. O halde, bir semi-Riemann manifoldunun diiz olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul Riemann egriliginin 6zdes olarak sifir olmasidir.

Tanm 2.14. (M",g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu ve {ey,...,e,} M’nin

ortonormal bir ¢cati alani olsun.
Ric(X,Y) = iz{Z— R(Z,X)Y}
veya
n
Ric(X,Y) =Y &g(R(e;,X)Y,e)) (2.5)
i=1
biciminde tanimlanan (0,2)-tipindeki Ric tensor alanina, M ’nin Ricci egrilik tensirii

denir.

Ric(X,Y) = g(0OX,Y) ve Ric*(X,Y) = Ric(QX,Y) (2.6)

biciminde tamimlanan (1,1)-tipindeki Q operatdriine de Ricci operatdrii denir.

Benzer sekilde, Ric(X,Y) tensorii de {ej,...,e,} ortonormal ¢ati alaninin se¢ciminden
bagimsizdir. Eger Ric = 0 ise, M’e Ricci-diiz manifold adi verilir. Sonug olarak, her

diiz manifold aym1 zamanda Ricci-diiz manifold iken bu ifadenin tersi dogru degildir.

Tamm 2.15. (M",g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu ve {ey,...,e,} M’nin

ortonormal bir ¢ati alani olsun.

Ric(e;,e;) (2.7)

n
=

i=1
fonksiyonuna M ’nin skaler egrilik fonksiyonu denir ve r de ortonormal ¢cati alaninin

seciminden bagimsizdir.

Sonuc 2.1. Daraltimis Ikinci Bianchi Ozdesligi, d tiirev operatorii ve Q Ricci

operatorii olmak tizere, asagidaki gibi verilmektedir:

dr =2divQ (2.8)
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2.2 Einstein ve Ozel Yar1 Einstein Manifoldlar:

Bu boliimde Einstein ve 6zel yari1 Einstein manifoldlan ile ilgili baz1 tanim ve
teoremlere yer verilmektedir. Ricci egrilik tensorii metrik tensor ile orantili olan
semi-Riemann manifoldu Einstein manifoldu olarak isimlendirilir. O halde, bir (M",g)

semi-Riemann manifoldunda, her X,Y € (M) igin
Ric(X,Y)=2Ag(X,Y) (2.9)

olacak sekilde bir A : M — R fonksiyonu varsa, M’e Einstein manifoldu denir. Einstein
manifoldlari, diferansiyel geometri ve matematiksel fizik alanlarinda oldukca 6nemli
bir yer tutar. Ciinkii Genel Gorelilik Teorisine gore bu tanim, metrigin vakum Einstein

alan denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu sdylemeye denktir.

Matematiksel fizikte, uzay-zamandaki enerji ve gerilmenin yogunlugunu ve
dolayisiyla maddenin varligin1 gosteren stres-enerji momentum tensorii ile
uzay-zamanin geometrik yapist hakkinda bilgiyi iceren Ricci tensorii, Einstein
alan denklemleri aracilig1 ile dogrudan iligkilendirilebilmektedir. O halde, uzayin
global karakterinin anlasilabilmesi i¢in Ricci tensorii iizerinde yapilan bazi 6zel

genellestirmeler onem kazanmaktadir.

Bu amacla, Einstein manifoldlarinin bir genellestirmesi olarak, 2000 yilinda M. C.
Chaki ve R. K. Maity, [2] numarali calismada yar1 Einstein manifoldu kavramini

asagidaki sekilde tanimlanmiglardir:
Tanmm 2.16. (M",g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensorii sifirdan
farkli olan ve a, b sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmak iizere
Ric(X,Y)=ag(X,Y)+DA(X)A(Y); VX,Y € x(M) (2.10)
kosulunu saglayan (M",g) manifolduna, yart Einstein manifoldu adi verilir. Burada,
AX)=gX,U); VX e x(M)ve g(U,U)=1 (2.11)

biciminde tamimlanan A 1-formu ve U birim tanjant vektorii, sirastyla manifoldun
ilgili 1-formu ve manifoldun iireteci olarak isimlendirilir. n-boyutlu bir yari-Einstein

manifoldu kisaca (QE), ile gosterilmektedir.

Yar1 Einstein manifoldlari, daha sonra S. Guha [3], U. C. De ve G. C. Ghosh [4], [5],
U. C. De ve B. K. De [6] gibi bircok matematik¢i tarafindan ¢alisilmis ve cok gesitli

sonuglar elde edilmistir.
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(2.10) ve (2.11) denklemleri yardimiyla, n > 3 olmak iizere bir (QF), manifoldunda,
a+ b ve a fonksiyonlari, Ricci tensoriiniin kathiliklar1 sirasiyla, 1 ve n — 1 olan
o0zdegerleridir, [3]. (2.10) denklemi X ve Y iizerinde daraltilarak, yar1 Einstein
manifoldunun skaler egriligi

r=an+b (2.12)
biciminde bulunur. Ayrica, (2.10) ve (2.11) denklemleri yardimiyla,
Ric(X,U) = (a+b)A(X), QU = (a+b)U (2.13)
bagintilar1 elde edilmektedir.

Tamm 2.17. [17] Bir M Riemann manifoldunun k-null dagilumi, k € C*(M",R) olmak

iizere, asagidaki gibi tanimlanir:

N(k): p— Np(k) = {Z € T,(M):R(X,Y)Z = k|g(Y,Z)X — g(X,Z)Y]}; VXY eTM
(2.14)

Tanmmm 2.18. [I8] (M",g) bir yari Einstein manifoldu olsun. Eger M’nin U
iireteci, k € C*(M",R) olmak iizere bir k-null dagilinuna ait ise, (M", g) manifolduna

N(k)-yart Einstein manifoldu adi verilir.

(M",g) bir N(k)-yar1 Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, yukaridaki tanimdan

R(Y,Z)U = k[A(Z)Y —A(Y)Z], (2.15)
R(U.Y)Z =k[g(Y,Z)U —A(Z)Y], (2.16)
R(U,Y)U =kA(Y)U —Y] (2.17)

bagintilar1 elde edilir. (2.11), (2.15) ve (2.17) denklemlerinden,
AR(Y,Z)U) =klA(Z2)A(Y)—A(Y)A(Z)] =0 (2.18)
ve

olarak bulunur. Bu durumda, (2.19) denklemi Y ve Z iizerinde daraltilir ve (2.13)
denklemi kullanilirsa, n-boyutlu N(k)-yar1 Einstein manifoldunda k = % olarak

bulunur, [19].

2008 yilinda, U. C. De ve A. K. Gazi [20], yari-Einstein manifoldlarinin bir 6zel sinifi

olarak yaklagik yari-Einstein manifoldu kavramini ortaya atmislardir.
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Tanmm 2.19. [20] (M",g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensérii

stfirdan farkli olan ve a, b sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmak iizere
Ric(X,Y)=ag(X,Y)+DE(X,Y); VX,Y € x(M) (2.20)

kosulunu saglayan (M",g) manifolduna, yaklagik yari Einstein manifoldu adi verilir.
Burada, E tensoriine manifoldun ilgili tensorii adi verilir ve n-boyutlu bir yaklasik

yari-Einstein manifoldu kisaca N(QE),, ile gosterilmektedir.

Iki kovaryant vektoriin ¢arprmi daima (0,2)-tipinde bir kovaryant tensor oldugundan
her yar1 Einstein manifold bir yaklasik yari-Einstein manifoldudur. Ancak bu ifadenin

tersi her zaman dogru degildir.

2001 yilinda ise, yar1 Einstein manifoldunun bir genellemesi olarak, M. C. Chaki

tarafindan genellestirilmis yari-Einstein manifoldu [8] kavrami ortaya atilmistir.

Tanmm 2.20. /8] (M",g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensérii

stfirdan farkli olan ve a, b ve c sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmak iizere

Ric(X,Y) =ag(X,Y)+bA(X)A(Y)+c[AX)B(Y)+A(Y)B(X)]; VX.,Y € x(M)
(2.21)
kosulunu saglayan (M", g) manifolduna genellestirilmis yari-Einstein manifoldu denir.

Burada, U,V € T,(M) birim ortogonal vektorler olmak iizere; ¥ X € x(M) icin
A(X) =g(X,U), B(X) =g(X,V); g(U,U)=g(V,V)=1,g(U,V)=0 (222

biciminde tanmimlanan A ve B 1-formlart manifoldun ilgili 1-formlari, U ve V vektor
alanlart ise manifoldun iiretegleri olarak isimlendirilir. n-boyutlu bir genellestirilmis
yari-Einstein manifoldu kisaca G(QE), ile gisterilmektedir. Ozel olarak, ¢ = 0
alimirsa manifold bir yari-Einstein manifolduna; b = ¢ = 0 alimirsa manifold bir

Einstein manifolduna indirgenir.

U ve V iretecleri ortogonal vektorler oldugundan, (2.21) ile verilen Ricci tensorii
daraltilarak, bir genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun skaler egriligi de, (2.12)
denklemindeki gibi bulunur. Ayrica, yar1 Einstein manifoldlarindan farkli olarak, bir
G(QE),, (n > 3) manifoldunda, a + b ve a fonksiyonlar1 Q Ricci operatoriiniin U ve

V o6zvektorlerine karsilik gelen 6zdegerleri olamazlar, [2], [3].
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Ayrica, (2.21) and (2.22) denklemleri kullanilarak, bir genellestirilmis yar1 Einstein
manifoldunda asagidaki denklemlerin gerceklendigi goriiliir:
Ric(X,U) = (a+b)A(X)+cB(X) ve Ric(X,V)=aB(X)+cA(X), VX € x(M).
(2.23)
2011 yilinda ise, [21] numarali ¢alismada, yar1 Einstein manifoldlarinin bir bagka

genel formu olarak, karigik siiper yari-Einstein manifoldu kavrami asagidaki gibi

tanimlanmugtir:

Tamm 2.21. [21] (M",g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensorii
stfirdan farkli olan ve a, b c, d ve e sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmak iizere

Ric(X,Y) =ag(X,Y) +bAX)A(Y) +cB(X)B(Y) +d[A(X)B(Y) +A(Y)B(X)]
(2.24)

+eD(X,Y), VXY € x(M)

kosulunu saglayan (M",g) manifolduna karisik siiper yart Einstein manifoldu denir.

Burada U,V € T,(M) birim ortogonal vektérler olmak iizere; ¥ X € (M) i¢in
AX) =g(X,U), B(X) =g(X,V); g(U,U) =g(V,V) =1, g(U,V) =0 (225)

biciminde tanimlanan A ve B 1-formlart manifoldun ilgili I-formlari ve

n
D(X,U)=0, VXex(M) veizD=Y D(eje))=0 (2.26)
i=1
kosullarini saglayan (0,2)-tipindeki simetrik D tensoriine ise manifoldun temel tensorii

adi verilir. n-boyutlu bir karigik siiper yari-Einstein manifoldu kisaca MS(QE),, ile

gosterilir.
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3. GENELLESTIRILMIS YARI EINSTEIN MANIFOLDLARININ BAZI
OZEL SINIFLARI

Bu boliimde, cesitli simetri kosullarin1 saglayan genellestirilmis yar1 Einstein
manifoldlarinin siniflandirilmasi ve karakterizasyonu ile ilgili bazi problemler ele
alinmaktadir. Bilindigi tizere, simetri evrende geometrik ve fiziksel ac¢idan oldukca

onemli bir yere sahiptir. (Ayrintili bilgi i¢in [22] numarali kitaptan yararlanilabilir.)

Bir M manifoldunun Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi 6zdes olarak sifir
ise, M manifolduna lokal simetrik manifold adi verilir. Son elli yillik zaman zarfinda
ise lokal simetri kavrami cesitli yollarla zayiflatilmaya calisilmigtir.  Bunlardan
bazilari, A. G. Walker tarafindan tanimlanan rekiiran manifoldlar [23], Z. 1. Szabo
tarafindan tamimlanan semi-simetrik manifoldlar [24] ve M. C. Chaki tarafindan
tanimlanan pseudo simetrik manifoldlardir [25]. Yari-Einstein manifoldlarinin simetri,
semi-simetri ve pseudo simetri gibi kosullarin1 saglamasit durumunda, sahip oldugu
ozellikler bir ¢ok yazar tarafindan calisilmistir ve literatiirde bu konu ile ilgili
cok sayida yaymn bulunmaktadir. Bu boliimiin temel amaci ise, genellestirilmis
yari-Einstein manifoldlar tizerindeki bu tiir simetri kosullarini ele almak ve ¢ok daha

genel sonuglar elde etmektir.

3.1 Cesitli Pseudosimetrik ve Semisimetrik Genellestirilmis Yar1 Einstein

Manifoldlar:

Bu boliimde baz1 6zel pseudosimetri ve semisimetri kosullarini saglayan genellestir-
ilmis yar1 Einstein manifoldlar1 ele alinacaktir. Elde edilen sonuglar [26] ve [27]

numaralt makalelerde yayinlanmustir.

Tamm 3.1. /28] (M",g), n > 2 diferansiyellenebilir bir Riemann manifoldu olsun. M

lizerinde tamumli (0,2)-tipinde bir simetrik A tensor alani i¢in Ny endomorfizmi;

A (M) x x (M) x x(M) — x (M) (3.1
(X AY)Z=A(Y,Z2)X —A(X,2)Y
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biciminde tanmimlamir. Bu ¢carpima Kulkarni-Nomizu ¢carpimi adt verilir.

M manifoldu iizerinde, (0,k)-tipinde (k > 1) bir T tensor alami ile (0,2)-tipinde
simetrik bir A tensor alani igin, R - T tensorii ve Q(A,T) Tachibana tensorii asagidaki

gibi tammmlanmaktadir:

(R-T)(X1,X2,.... Xo X, Y) =(R(X,Y) - T)(X1,X2,..., X) (3.2)

— TR, Y)X1, . X) — . —T(X1,...,RX,Y)X,),
Q(A7T)<X17X27"'5Xk;X7Y) = _T<(X /\AY)X17"'7X/() e _T(lea(X /\AY)Xk)
(3.3)

Tanmm 3.2. [28] (0,k)-tipinde (k > 1) T tensér alamna sahip (M",g), (n > 3)
semi-Riemann manifoldunun her noktasinda, R-T tensorii ile Q(g,T) Tachibana

tensorii lineer bagumli ise M’e T -pseudosimetrik manifold denir.

O halde, bir (M, g) manifoldunun 7-pseudosimetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul,
R-T =L7Q(g,T) kosulunu saglayan ve Ur = {x e M : Q(g,T) # 0} kiimesi iizerinde

taniml1 bir L7 fonksiyonu mevcut olmasidir.

Ozel olarak, (3.2) ve (3.3) denklemlerinde T = R ve A = g olarak alinirsa, asagidaki

tanim verilebilir:

Tamm 3.3. /28] Bir (M",g), (n > 3) Riemann manifoldunun her noktasinda R - R ve

Q(g,R) tensorleri lineer bagimli ise M’e pseudosimetrik manifold denir.

O halde, bir (M, g) manifoldunun pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

xeUp={xeM:Q(g,R)+0} igin
R-R=LgQ(g,R) (3.4)

olmasidir. Burada Lg, Uy iizerinde bir fonksiyondur. Ozel olarak, Lz = 0 olarak
alinirsa, (M", g) manifoldunda

R-R=0 (3.5)

kosulu saglanir. Bu durumda, (3.5) kosulunu saglayan M manifolduna semisimetrik

manifold denir, [28].
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(a) b)

Sekil 3.1 : (a) R- R tensoriiniin geometrik yorumu; (b) Levi-Civita
paralelogramoidi [29]
Not 3.1. (M,g) manifoldunun, (0,6)-tipindeki R - R tensorii ile, herhangi bir p €
M noktasinda, herhangi bir 7w diizleminin, p noktasin1 koése kabul eden, sonsuz
kiictik koordinantlara sahip paralelkenar etrafinda paralel kaydirilmasi sonucu, kesitsel
edrilikte meydana gelen degisim Ol¢iilmektedir. Q(g,R) Tachibana tensorii ise,
R - R tensOriiniin tersine, herhangi bir p € M noktasinda, bu noktadan ayrilmadan
yapilan ve sonsuz kiigciik donmeleri i¢eren hareketler sonucunda K(p,7) kesitsel
egriliginde meydana gelen degisimi 6l¢cmektedir. Lg = % (¢ift kath kesitsel egrilik)
fonksiyonu ise, bir p noktasinda teget diizlemi 7 olan ve iirete¢ vektorlerinin sonsuz
kiiciik koordinantlardaki bir paralelkenar etrafinda paralel kaymas: sonucu iiretilen
iki paralelogramoidin, yakin jeodezikleri arasindaki uzaklik farkimi Olgmektedir.
Dolayisiyla, cift kath kesitsel egriligi sifir olan manifoldlara semisimetrik manifold

ad1 verilir, [29].

3.1.1 Ricci-pseudosimetrik ve Ricci semisimetrik G(QF),

Bu béliimde, Ricci-pseudosimetrik ve Ricci semisimetrik G(QE),,’nun sahip oldugu
ozellikler incelenecek ve manifoldun karakterizasyonu ile ilgili ¢esitli teoremler

verilecektir.

Tanmm 34. [28] (M",g), (n > 3) Riemann manifoldunun her noktasinda R - Ric ve

O(g, Ric) tensorleri lineer bagimli ise M’ye Ricci-pseudosimetrik manifold adi verilir.

O halde, bir (M,g) manifoldunun Ricci-pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her x € Ug = {x € M : Ric # ; g} igin

R-Ric = LsQ(g, Ric) (3.6)
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olmasidir. Burada Lg, Us iizerinde bir fonksiyondur. Ozel olarak, Lg = 0 olarak
alinirsa, (M", g) manifoldunda

R-Ric=0 3.7

kosulu saglanir ve bu durumda da (3.7) kosulunu saglayan M manifolduna Ricci
semisimetrik manifold ad1 verilir, [28]. Dolayisiyla, her Ricci semisimetrik manifold

Ricci-pseudosimetriktir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

(3.2) ve (3.3) denklemlerinde T = Ric ve A = g alinirsa, her X,Y,Z,W € x(M) i¢in
(R(X,Y)-Ric)(Z,W) = —Ric(R(X,Y)Z,W) — Ric(Z,R(X,Y)W) (3.8)

Q(g,Ric)(Z,W;X,Y) = —Ric((X NgY)Z,W) —Ric(Z,(X N\gY)W) 3.9
elde edilir.

Not 3.2. Benzer sekilde, (M,g) manifoldunun, (0,4)-tipindeki R - Ric tensori ile,
herhangi bir p € M noktasinda, herhangi bir v vektoriiniin, p noktasin1 kdse kabul
eden, sonsuz kiiciik koordinantlara sahip paralelkenar etrafinda paralel kaydirilmasi
sonucu, Ricci egriliginde meydana gelen degisim ol¢tilmektedir. Q(g, Ric) Tachibana
tensorii ise, R - Ric tensOriiniin tersine, herhangi bir p € M noktasinda, bu noktadan
ayrilmadan yapilan ve sonsuz kiiciik donmeleri iceren hareketler sonucunda Ricci
egriliginde meydana gelen degisimi Ol¢cmektedir. O halde, Einstein olmayan bir
(M",g), (n > 3) Riemann manifoldunun, her p € U = {x € M : Q(g,Ric) # 0}

noktasinda, v € T,M vektoriiniin iiretti§i d dogrultusu ve 7 = x Ay diizlemi

R-Ric(v,0;x,y)
QO(g.Ric)(v,v:x,y)

dogrultusu ve 7 diizlemi i¢in aym (yani Lg(p,d,®t) = Lg(p)) ise, M manifolduna

icin Lg(p,d, ) = bi¢iminde tanimlanan Deszcz-Ricci egriligi, her d
Ricci-pseudosimetrik manifold denir. Sonug olarak, Ricci semisimetrik manifoldlar,

Deszcz-Ricci egriliginin sifir oldugu manifoldlar olarak karakterize edilebilir, [30].

Teorem 3.1. Her Ricci-pseudosimetrik G(QE), manifoldu, bir N(k)-yart Einstein

manifoldudur ve Deszcz-Ricci egriligi k = Lg = “‘_Hl’ dir.

n

Ispat. (3.8) ve (3.9) denklemleri kullanilarak, herhangi bir (M", g) manifoldunun

Ricci-pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ric(R(X,Y)Z,W) +Ric(Z,R(X,Y)W) = Ls[g(Y,Z)Ric(X,W) — g(X,Z)Ric(Y,W)
(3.10)

+g(Y,W)Ric(Z,X) — g(X,W)Ric(Y,Z)]
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denkleminin saglanmasidir.

(2.21) ve (3.10) denklemleri kullanilarak, asagidaki denklem elde edilir:
D[A(R(X,Y)Z2)A(W) +A(Z)A(R(X,Y)W)] +c[A(R(X,Y)Z)B(W) (3.11)
+AW)B(R(X,Y)Z)+A(Z)B(R(X,Y)W)+A(R(X,Y)W)B(Z)]

S [b{g(Y,Z)A(X)A(W) —g(

X, Z)A(Y)A(W)+g(Y,W)A(Z)A(X)
—5(X.WANAZ) }+c{s(r.2)|

AX)B(W)+A(W)B(X)]
—&(X,2)A(Y)B(W) +AW)B(Y)] +g(Y,W)[A(Z)B(X) +A(X)B(Z)]

—g(X.W)A(Y)B(2) +AZ)B(Y)]}].

(3.11) denkleminde, Z = U ve W =V olarak alinir, A(R(X,Y,V)) = g(R(X,Y)V,U) =
R(X,Y,V,U) ve b # 0 oldugu kullanilirsa,

R(X,Y,U,V) = Ls[A(Y)B(X) —A(X)B(Y)] (3.12)
elde edilir. Diger taraftan, (3.11) denklemi, X ve W iizerinde daraltilirsa,

bIAR(U,Y)Z) — A(Z)Ric(Y,U)] + c[A(R(V,Y)Z) +B(R(V,Y)Z) — A(Z)Ric(Y,V)
(3.13)
—B(Z)Ric(Y,U)] = LS{b[g(Y,Z) —nA(Y)A(Z)] — en[A(Y)B(Z) +A(Z)B(Y)]}

bulunur. (3.13) denkleminde Z = U alinirsa,
bRic(Y,U) —cR(U,Y,U,V)+cRic(Y,V)=Ls[b(n—1)A(Y)+cnB(Y)]  (3.14)
elde edilir. (2.23) ve (3.12) esitlikleri, (3.14) denkleminde yerine yazilirsa,
lab+b* 4+ c* —b(n—1)Ls]A(Y) + [be +ac +c(1 —n)Lg]B(Y) =0 (3.15)

bagintis1 bulunur. (3.15) denkleminde sirasiyla, ¥ = U ve Y =V alinir ve (2.22)
denklemi kullanilirsa, asagidaki iki esitlik elde edilir:

b b2 2
g= ot bJ(Fn _Jlr)c (3.16)
cla+b—Ls(n—1)] =0 (3.17)

Bu durumda, asagidaki iki durum elde edilir:
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1. Durum: Eger ¢ = 0 ise, b # 0 oldugu i¢in (3.16) denkleminden, Lg = % elde
edilir. Aksi taktirde hem b hem c sifir olur ki bu da manifoldun Einstein manifolduna

doniismesine neden olur.

2. Durum: Eger ¢ # 0 ise, (3.17) denkleminden, yine Lg = %. Bu denklemi (3.16)

n

ile karsilastirilirsa, bu durumda da yine ¢ = O bulunur.

Dolayisiyla, her iki durumda da ¢ =0 ve Lg = % olarak elde edilmis olur. Ayrica,

elde edilen bu sonuglar (3.11) denkleminde kullanilir, W = U olarak alinir ve b # 0

oldugu goz oniinde bulundurulursa,

a+b

R(X.Y)U ="——JA(Y)X —A(X)Y], ¥X.Y€x(M) (3.18)

n p—
bulunur. O halde, U iireteci k = %—null dagilimina aittir ve manifold bir N(k)-yari

Einstein manifoldu olur. Boylece ispat tamamlanir. U
Teorem 3.1°de Lg = 0 alinirsa, asagidaki sonuglara dogrudan ulagilir:
Sonug 3.1. Ricci-pseudosimetrik bir G(QE ), manifoldunun Ricci semisimetrik olmast
icin gerek ve yeter kosul a+ b = 0 olmasidur.
Bu durumda, Ricci semisimetrik G(QE),, manifoldunun Ricci tensorii

Ric(X,Y) =alg(X,Y) —A(X)A(Y)] (3.19)
formunda yazilabilir. O halde asagidaki teorem elde edilmis olur:

Teorem 3.2. Her Ricci semisimetrik G(QE), manifoldu, ilgili skaler fonksiyonlarinin

toplamu sifir olan bir yart Einstein manifoldudur.

3.1.2 Projektif ve pseudo-projektif Ricci-semisimetrik G(QF),

Bu boliimde, sirasiyla, P ve P ile gosterilecek olan projektif ve pseudo-projektif
egrilik tensorlerinin sahip oldugu 6zellikler verilecek ve 6zel olarak bir genellestirilmis
yar1 Einstein manifoldu iizerinde projektif ve pseudo-projektif egrilik tensorlerinin
Ricci-semisimetri kosulunu saglamast durumunda manifoldun geometrik yapisi

incelenecektir.

Tanmm 3.5. [31] n-boyutlu bir (M",g); (n > 3) Riemann manifoldunun,
(1,3)-tipindeki projektif egrilik tensérii

P(X,Y)Z=R(X,Y)Z— [Ric(Y,Z)X — Ric(X,Z)Y] (3.20)

n—1
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biciminde tanimlanir.

Projektif egrilik tensorii ilk iki indise gore antisimetrik iken, son iki indise gore
antisimetrik degildir. Yani, her X,Y,Z,W € TM i¢in

(i) PX,Y,Z,W)=—-P(Y,X,Z,W),

(i) P(X,Y,Z,W)#FP(X.Y,W,Z)

saglanir. Burada P(X,Y,Z,W) = g(P(X,Y)Z,W), (0,4)-tipindeki projektif egrilik

tensoridiir.

{e;}; 1 <i < n manifoldun her bir noktasinda teget uzaymin ortonormal bir tabani

olsun. Bu durumda, (3.20) denkleminden, asagidaki denklem bulunur:

P(Y.eie:,U) = Ric(Y,U) ~ - 1 S[PA(Y) = Rie(Y,U)] (3.21)
1 _

-

~

Projektif egrilik tensorii diferansiyel geometride oldukca Onemli bir yere sahiptir.
Bir M Riemann manifoldunda, M’deki her bir jeodezigi, Euclid uzayindaki diizgiin
dogrulara resmeden, bire-bir esleme mevcut ise, M manifolduna lokal olarak projektif
diizdiir denir. Ayrica n > 1 boyutlu (M", g) manifoldunun lokal olarak projektif diiz
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul projektif egrilik tensoriiniin 6zdes olarak sifira esit
olmasidir, [31]. Bu durumda, (3.20) denkleminden, M sabit egrilikli bir manifold
ise projektif olarak diizdiir sonucuna ulasilir. Dolayisiyla, projektif egrilik tensorii
bir Riemann manifoldunun sabit egrilige sahip olup olmadigini belirlemek i¢in

kullanilabilen bir olciittiir.

Pseudo-projektif egrilik tensorii ise, 2002 yi1linda B. Prasad tarafindan, projektif egrilik

tensoriiniin bir genellestirmesi olarak tanimlanmistir.

Tanim 3.6. [32] Bir (M",g), (n > 2) Riemann manifoldunda, pseudo-projektif egrilik
tensorii; o, B sifirdan farkli skalerler, R Riemann egrilik tensorii, Ric Ricci tensorii ve

r skaler egrilik olmak iizere, asagidaki gibi tamimlanmaktadir:

P(X,Y)Z =aR(X,Y)Z+ B[Ric(Y,Z)X — Ric(X,Z)Y] (3.22)
~L(Z+B)ls(Y.2)X —g(X.2)Y]

Pseudo-projektif egrilik tensorii, X,Y,Z,W € TM keyfi vektor alanlar1 olmak iizere

asagidaki simetri kosullarini saglar:
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() P(X,Y,Z,W)=—P(Y,X,Z,W),
(i) P(X,Y,Z,W)+ FP(X,Y,W,Z).

1 < i< nolmak iizere, {¢;} manifoldun her noktasinda teget uzayimin ortonormal bir
bazi olsun. Bu durumda, (3.22) denklemi kullanilarak, Ric® = Ric — %g 1zi sifir olan
(yani Z;’:lRico(e,-,e,-) = 0 kosulunu saglayan) Ricci tensorii olmak iizere asagidaki

esitlikler elde edilir:

n n
Y P(X.Y,eie) = Z (ei,e;,Z,W) =0, (3.23)
~ =

i P(e;,Y,Z,e;) = [a+ B(n—1)]Ric’(Y,2), (3.24)

l:

P(X,ej,e;,W) = (a— B)Ric®(X, W) (3.25)

™=

i=1
Ozel olarak, «x = 1 ve B = —n%] olarak secilirse (3.22) denklemi, (3.20) denklemine

indirgenir. Dolayisiyla, projektif egrilik tensorii pseudo-projektif egrilik tensoriiniin
bir 6zel halidir.
Bu asamada, Tanim 3.4’e benzer sekilde asagidaki tanim verilebilir:

Tanmmm 3.7. n-boyutlu (n > 2) (M",g) Riemann manifoldunun pseudo-projektif
Ricci semisimetrik olmasi icin gerek ve yeter kosul manifoldun her noktasinda,

pseudo-projektif egrilik tensoriiniin P - Ric = 0 kosulunu saglamasidir.

Bu durumda, bir (M",g) Riemann manifoldunun pseudo-projektif Ricci semisimetrik

olmas1 durumunda, asagidaki denklem saglanir:
(P(X,Y)-Ric)(Z,W) = —Ric(P(X,Y)Z,W)—Ric(Z,P(X,Y)W)=0; VX,Y,Zec X(M")
(3.26)

Teorem 3.3. Her pseudo-projektif Ricci semisimetrik G(QE), (n > 2) manifoldu bir

N(k)-yar: Einstein manifoldudur ve k = 42 — o

n—1

&+ B) esitligi gerceklenir.

Ispat. (M",g) pseudo-projektif Ricci semisimetrik G(QE), manifoldu olsun. Bu

durumda, (2.21) denklemi (3.26) bagintisinda kullanilirsa
alP(X,Y,Z,W)+P(X,Y,W,Z)]+b[A(P(X,Y)Z)AW) +A(Z)A(P(X,Y)W)] (3.27)
+c[A(P(X,Y)Z)B(W)+A(W)B(P(X,Y)Z)+A(Z)B(P(X,Y)W)
+A(P(X,Y)W)B(Z)] =0,
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elde edilir. Burada, g(P(X,Y)Z,W) = P(X,Y,Z,W)’dir. (3.22) denklemi yardimiyla
(3.27) denklemi

aB[Ric(Y,Z)g(X,W)—Ric(X,Z)g(Y,W) + Ric(Y,W)g(X,Z) — Ric(X,W)g(Y,Z)]
(3.28)

+b[P(X,Y,Z,U)A(W) +A(Z)P(X,Y,W,U)] +c[P(X,Y,Z,U)B(W)
+AW)P(X,Y,Z,V)+A(Z)P(X,Y,W,V)+P(X,Y,W,U)B(Z)] = 0.

bicimine doniisiir. Burada, Z = U ve W =V olarak alinir ve (2.22) bagintis1 gbz 6niinde

bulundurulursa
aB[Ric(Y,U)B(X) — Ric(X,U)B(Y)+ Ric(Y,V)A(X) — Ric(X,V)A(Y)] (3.29)
+bP(X,Y,V,U)+c|[P(X,Y,U,U)+P(X,Y,V,V)] =0.

elde edilir. Diger taraftan, (3.22) denklemi yardimiyla, pseudo-projektif egrilik

tensoriiniin agagidaki dort denklemi sagladig1 goriilmektedir:

P(X,Y,U,V) = aR(X,Y,U,V)+ B[Ric(Y,U)B(X)—Ric(X,U)B(Y)]  (3.30)

(24 B)AY)B(X) ~ AC)B(Y)],
P(X,Y,V,U) = aR(X,Y,V,U) + B[Ric(Y,V)A(X) — Ric(X,V)A(Y)] (3.31)
L2 B)AG)B(Y) — A(V)B(X))
P(X,Y,U,U) = B[Ric(Y,U)A(X) — Ric(X,U)A(Y)] (3.32)
P(X,Y,V,V) = B[Ric(Y,V)B(X) — Ric(X,V)B(Y)]. (3.33)

(2.23) ve (3.31)-(3.33) denklemleri (3.29) denkleminde yerine yazilir ve b # 0 oldugu
dikkate alinirsa, P - Ric = 0 kosulunu saglayan bir G(QE), manifoldunda, Riemann
egrilik tensoriiniin

r (04
RX.Y.UV)=—(——

+B)AY)B(X) —AX)B(Y)] (3.34)

bagintisim gergekledigi goriiliir. Ayrica (3.28) denklemi X ve W {izerinde daraltilir ve

(3.25) bagintis1 kullanilirsa

aBnRic(Y,Z) —rg(Y,Z)|+b[P(U,Y,Z,U) — A(Z)(ct — B){Ric(Y,U) — £A(Y)}]
(3.35)
+c[P(V,Y,Z,U)+P(U,Y,Z,V) —A(Z)(0. — B){Ric(Y,V) — £B(Y)}

—B(Z)(or— B){Ric(¥,U) = ~A(Y)}] =0
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elde edilir. Burada, Z = U olarak alinirsa

aBnRic(Y,U) — rA(Y)] +b[P(U,Y,U,U) — (ot — B){Ric(Y,U) — £A(Y)}] (3.36)

+e[P(V,Y,U,U)+P(U,Y,U,V) — (. — B){Ric(Y,V) — £B(Y)}] ~0

bulunur. (2.23), (3.30) ve (3.32) denklemleri, (3.36) denkleminde kullanilirsa

—abla+5)+ (- E ) 1)~ o] A(Y) (337)
+[—ac(a+b)+%(nf —+B)(n—1)] V) =0

bulunur. (3.37) denkleminde, sirasiyla ¥ = U ve Y =V olarak alinirsa, asagidaki

bagintilar elde edilir:

albla+b)+c?) = %r(%ﬂa)(n—n (3.38)
c[—a(a+b)+£(%+l3)(n—l)] —0 (3.39)

elde edilir. O halde (3.39) denkleminden, yac=0yada a(a+b) = £(-% +B)(n—1)

n—1
oldugu sonucuna ulagilir.
1. Durum: Eger ¢ = 0 ise, bu durumda (3.38) denkleminden (ayni anda b = 0
olamayacag i¢in) at(a+b) = £(-% 4 B)(n— 1) elde edilir. (Aksi takdirde, b = c =0
olur ki bu da bir celigkidir.)

2. Durum: Eger ¢ # 0 ise, yine at(a+b) = £(-%; 4+ B)(n— 1) olur. Bu esitlik (3.38)
denkleminde yerine yazilirsa, c>a = 0 elde edilir. Pseudo-projektif egrilik tensdriiniin

tanimina gore o # 0 oldugundan, bu durumda da ¢ = 0 olmalidir.

Dolayisiyla, her iki durumda da ¢ = 0 ve 42 = - (-%; + B) elde edilir. Ayrica, elde

n—1 on\n—

edilenler bu sonuclar (3.28) denkleminde kullanilir, W = U almir ve b # 0 oldugu

hatirlanirsa, yine

r (04
R(X,)Y)U = —

+B)AY)X —AX)Y], VX,Y € x(M) (3.40)

elde edilir. O halde, U iireteci k = (% + B)-null dagilimina aittir ve manifold bir

N(k)-yar1 Einstein manifoldu olur. Boylece ispat tamamlanmisg olur. O

Not 3.3. (3.1)-(3.3) denklemleri kullanilarak, pseudo-projektif egrilik tensoriiniin

(P-Ric) = a(R - Ric) — 2[%+B]Q(g,Ric). (3.41)
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egrilik kosulunu sagladig1 goriilmektedir. O halde, (3.41) denklemi ve o # O oldugu

dikkate alinarak, bir Riemann manifoldunda P - Ric = 0 kosulu gercekleniyorsa,
(R-Ric) = [~ + B| (g, Ric) (3.42)
-Ric) = —|— ic .
noon—1 &

denkleminin de saglandig1 goriiliir. Boylece, her pseudo-projektif Ricci semisimetrik
manifold Ricci-pseudosimetriktir ve Deszcz-Ricci egriligi Lg = -2 [-% + B] = %’e

esittir. Boylece, Teorem 3.1 ve Not 3.3 ile, Teorem 3.3 ’iin bir bagka yoldan ispati

verilmis olur.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.3’de uygulanan ispat teknigi ve (3.41) denklemi kullanilarak

asagidaki teorem de kolaylikla elde edilir:

Teorem 3.4. Projektif egrilik tensorii P- Ric = LsQ(g,Ric) kosulunu saglayan her
G(QE),, manifoldu, Deszcz-Ricci egriligi k = Lg = f‘fll’ olan bir N(k)-yart Einstein

manifoldudur.

O halde, asagidaki sonu¢ dogrudan gerceklenir:

Sonug 3.2. Projektif egrilik tensérii P-Ric = LsQ(g, Ric) kosulunu saglayan her (QE),

manifoldu, Deszcz-Ricci egriligi Lg = % olan bir N(k)-yart Einstein manifoldudur.
Ornek 3.1. p sifirdan farkli bir sabit olmak iizere,
ds® = dx* +dy* +du® + dv? + p*(xdu — ydv + dz)? (3.43)

metrigi [33] ile verilen M C R acik, baglantili alt kiimesi verilsin. M manifoldunun

skaler egriligi r = p>’dir. Skaler fonksiyonlar a = 5 ve b= _73’ olarak ve A ilgili

I-formunun bilesenleri asagidaki gibi secilsin:

0 i=1,21ise
) —p i=3ise
Ai = —xp i=4ise (3.44)

yp i=15ise
Bu durumda, M manifoldunun Ricci tensorii, Ric = ag + bA ® A kosulunu saglar ve

dolayistyla M bir yar1 Einstein manifoldudur, [34]. Dahasi, M iizerinde P - Ric =

- O(g,Ric) pseudo simetri kosulunu saglamaktadir, [34]. Yani Lg = % =  olur.

Dolayisiyla bu ornek, Sonug 3.2°1 gerceklemektedir.
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Ote yandan, @ = 1 ve § = —ﬁ olmasi durumunda, Teorem 3.3 yardimiyla, asagidaki

teoreme direk ulagilmis olur:

Teorem 3.5. Projektif egrilik tensorii P - Ric = 0 kosulunu saglayan (projektif Ricci
semisimetrik) her G(QE), (n > 2) manifoldu, ilgili skaler fonksiyonlarinin toplam
stfir olan, Ricci semisimetrik bir yari Einstein manifoldudur ve projektif egrilik tensorii

VX,Y,Z,W e TM icin P(X,Y,U,V) =0 bagintisini saglar.

3.1.3 Konformal, konsorkilir ve yar1 konformal Ricci-semisimetrik G(QFE),

Tamm 3.8. [15] Bir (M",g), (n > 2) Riemann manifoldunda, Ric (0,2) tipindeki Ricci
tensorii, Q Ricci operatorii ve r skaler egrilik olmak iizere, (1,3)-tipindeki konformal

egrilik tensorii, asagidaki gibi tanimlanir:

C(X,Y)Z=R(X,Y)Z— L 5 [Ric(Y, )X = Ric(X, 2)Y +g(¥,2)0X — g(X, Z) QY]

n J—
(3.45)
r
— gV, 2) X —g(X,2)Y
Konformal egrilik tensorii ilk iki ve son iki indise gore antisimetri ve dolayisiyla da

blok simetri 6zelliklerini saglar. Ayrica, konformal egrilik tensoriiniin herhangi iki

indisi iizerinden alinan izi sifira esittir.

Bu béliimde, C - Ric = 0 kosulunu saglayan G(QFE), manifoldu ele alinmaktadir. O
halde,

(C(X,Y)-Ric)(Z,W) = —Ric(C(X,Y)Z,W)—Ric(Z,C(X,Y)W)=0; VX,Y,Z€ x(M)
(3.46)

denklemi gerceklenir. Bu durumda, asagidaki teorem verilebilir:

Onerme 3.1. C-Ric = 0 kosulunu saglayan (konformal Ricci semisimetrik) her M =
G(QE),, (n > 2) manifoldunda, konformal egrilik tensorii ile Riemann egrilik tensorii

asagidaki bagintilart gercekler:

C(X,Y,Z,U)=C(X,Y,Z,V) =0, VX,Y,Z € x(M) (3.47)
ROXY,UV) = TE2A0)B) - AK)BOV, VXY €M) (349)
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Ispat. (2.21) denklemi (3.46) denkleminde kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:
DA(C(X,Y)Z2)A(W)+A(Z)A(C(X,Y)W)]|+c|A(C(X,Y)Z)B(W) (3.49)
+AW)B(C(X,Y)Z)+A(Z)B(C(X,Y)W)+A(C(X,Y)W)B(Z)] =0.

(3.49) denkleminde Z = U ve W =V yazilir ve U ile V vektor alanlarinin ortonormal

olduklart kullanilirsa, bA(C(X,Y)V) = 0 bulunur. A(C(X,Y)V) = C(X,Y,V,U) ve

b # 0, oldugundan konformal egrilik tensorii

C(X,y,U,v)=0 (3.50)

bagintisimi gercekler. (3.50) bagintist (3.49) denkleminde kullanilir ve sirasiyla W = U
ve W =V olarak alinirsa, (3.47) numaral1 bagintilar elde edilir. Benzer sekilde, (3.50)

bagintisi, konformal egrilik tensoriiniin tantminda kullanilirsa,

R(X,Y,U,V)= ! 5 [Ric(Y,U)g(X,V) = Ric(X,U)g(Y,V) +g(Y,U)Ric(X.V)

n—

(3.51)

—8(X,U)Ric(Y,V)] - [¢(Y,U)g(X,V) —g(X,U)g(Y,V)]

’
(n—1)(n—2)
elde edilir. (2.23) denklemi, (3.51) denkleminde yerine yazilirsa (3.48) bagintisi elde
edilir. ]

Tammm 3.9. [35] n-boyutlu bir (M",g); (n > 3) Riemann manifoldunun,
(1,3)-tipindeki konsérkilir egrilik tensorii, her X,Y,Z € ¥(M) i¢cin

C(X,Y)Z=R(X,Y)Z— g(Y,Z)X —g(X,Z)Y] (3.52)

nn—1)

biciminde tanimlanir.

Konsorkilir egrilik tensorii € ilk iki ve son iki indise gére antisimetri 6zelligini ve

dolayisi ile blok simetri 6zelliklerini saglar, yani her X,Y,Z,W € TM icin
« C(X,Y,Z,W)=—-C(Y,X,Z,W)=—-C(X,Y,W,Z)

saglanir. Burada, C(X,Y,Z,W) = g(C(X,Y)Z,W), (0,4)-tipindeki konsorkilir egrilik

tensoriinii gostermektedir.

{ei}; 1 <i < n manifoldun her bir noktasinda teget uzaymin ortonormal bir tabani

olsun. Bu durumda, (3.52) denkleminden, asagidaki denklem elde edilir:

M=

C(Y,eie1,U) = Ric(Y,U) — ~A(Y) (3.53)
=1 n

~
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Bu boliimde ilk olarak, C - Ric = 0 kosulunu saglayan G(QE), manifoldu dikkate

alinacaktir. Bu durumda,
(C-Ric)(Z,W) = —Ric(C(X,Y)Z,W) — Ric(Z,C(X,Y)W) =0 (3.54)
denkleminin gergeklenmesi durumunda agagidaki teorem verilmektekdir:

Teorem 3.6. Konsorkilir egrilik tensorii C - Ric = 0 kosulunu saglayan (konsorkilir

Ricci semisimetrik) bir G(QE),, (n > 3) manifoldu mevcut degildir.

Ispat. (2.21) ve (3.54) denklemlerinden asagidaki denklem elde edilir:

bIA(C(X,Y)Z)A(W)+A(Z)A(C(X,Y)W)] +c[A(C(X,Y)Z)B(W) (3.55)

+AW)B(C(X,Y)Z) +A(Z)B(C(X,Y)W)+A(C(X,Y)W)B(Z)] =0

(3.55) denkleminde, Z = U ve W =V alinir ve U ile V’nin ortonormal vektor alanlari
oldugu hatirlanirsa, bA(C(X,Y)V) =0 bulunur. A(C(X,Y)V) =C(X,Y,V,U) ve b #0
oldugundan

C(X,Y,U,V)=0 (3.56)

elde edilir. Bu durumda, konsorkilir egrilik tensoriiniin tanimi ve (3.56) denkleminden,

Riemann egrilik tensoriiniin

R(X,Y,U,V) = [A(Y)B(X) —A(X)B(Y)] (3.57)

bagintisin1 gercekledigi goriiliir. (3.55) denklemi X ve W iizerinde daraltilir ve (3.53)

denklemi kullanilirsa,

b|A(C(U,Y)Z) — A(Z)[Ric(Y,U) — gg(Y, U)]} te [A(C(V,Y)Z) (3.58)

+B(C(U,Y)Z) —A(Z)[Ric(Y,V) — %g(Y, V)] — B(Z)[Ric(Y,U) — £g<y, )]l =0
elde edilir. (3.58) denkleminde Z = U alinirsa,
b[—Ric(Y,U)+ %g(Y, U)|+c[C(U,Y,U,V)—Ric(Y,V)+ gg(Y,V)] =0 (3.59)
bulunur. (2.23) ve (3.56) denklemleri kullanilarak, (3.59) denkleminden

(—ab—b2+Z—b—cz)A(Y)—F(—ac—bc—k%)B(Y) =0 (3.60)
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denklemi elde edilir. (3.60) denkleminde sirasiyla, Y = U ve Y =V alinir ve (2.22)

denklemi kullanilirsa, agagidaki bagintilar elde edilir:

b
—ab—+ 2 2 =0 3.61)
n
c(—a—b+-)=0 (3.62)
n

Bu durumda asagidaki iki durum elde edilir:

1. Durum: Eger ¢ = 0 ise, (3.61) denkleminden (ayn1 anda b = 0 olamayacag i¢in)
a+b = olmahdir. Ancak r =an+b ve a+b = yine b = 0 sonucunu verir ki bu

durumda manifold Einstein olur.

2. Durum: Eger a+b = 7 ise, r = an+ b oldugundan yine b = 0 elde edilir ve (3.61)

denklemi de kullanilarak ¢ = 0 elde edilir.

O halde, her iki durumda da b = ¢ = 0’dir, yani manifoldun bir Einstein manifolduna

indirgenmis oldugu celigkisine ulagilacagindan, ispat sona erer. U

1968 yilinda, Yano and Sawaki, hem konformal hem de konsorkilir egrilik tensorlerini

iceren yeni bir tensorii tanimi1 daha yapmislardir.

Tanum 3.10. [36] (1,3)-tipindeki yart konformal egrilik tensérii, & ve B sifirdan farkli

keyfi sabitler olmak iizere
W(X,Y)Z=—(n—2)BC(X,Y)Z+ o+ (n—2)B|C(X,Y)Z (3.63)

biciminde tammlanir. Ozel olarak eger a = 1, B = 0 olarak secilirse, W tensirii
konsorkilr egrilik tensoriine ve oo = 1, B = H_le olarak secilirse, W tensérii konformal

egrilik tensoriine doniisiir.

(3.45) ve (3.52) denklemleri ile verilen konformal ve konsorkilir egrilik tensorleri

yardimiyla, (3.63) denklemi ile verilen yar1 konformal egrilik tensorii

W(X,Y)Z =aR(X,Y)Z+ B[Ric(Y,Z)X — Ric(X,Z)Y +g(Y,Z)0X —g(X,Z)QY]
(3.64)

- L2+ 2B)8(r.2)X ~ g(X,Z)Y]

biciminde ifade edilebilir.

W yar1 konformal egrilik tensorii de ilk iki ve son iki indise gbre antisimetri ve

dolayisiyla blok simetri 6zelligini saglar. Dolayisiyla, her X,Y,Z,W € TM i¢in,
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« W(X,Y,Z,W)=-W({Y,X,Z,W)=-W(X,Y,W,Z)
simetri kosullarim saglar. Burada, W (X,Y,Z,W) = g(W(X,Y)Z,W), (0,4)-tipindeki
yar1 konformal egrilik tensoriidiir.

Ayrica, {e;}; 1 < i < n manifoldunun her bir noktasinda teget uzayinin ortonormal bir

taban1 olmak iizere, (3.64) denkleminden, asagidaki denklem elde edilir:

D=

. W (Y, e, e;,U) =aRic(Y,U)+ B[rA(Y) + (n—2)Ric(Y,U)] (3.65)

i=1

~L(2 4 2B) (n - DA(Y).

n\n—1

Bu bolimde simdi de, W - Ric = 0 kosulunu saglayan G(QE), manifoldu

incelenecektir. Bu durumda

(W(X,Y)-Ric)(Z,W) = —Ric(W(X,Y)Z,W) —Ric(Z,W(X,Y)W)=0  (3.66)
gerceklenir ve agagidaki teorem ifade edilebilir:
Teorem 3.7. Yar: konformal egrilik tensorii W - Ric = 0 kosulunu saglayan (yari

konformal Ricci semisimetrik) G(QE),, (n > 3) manifoldu mevcut degildir.

Ispat. (2.21) ve (3.66) denklemlerinden, asagidaki denklem elde edilir:
BIAW(X,Y)Z)A(W) +A(Z)AW(X,Y)W)] +c[A(W(X,Y)Z)B(W) (3.67)
+AW)B(W(X,Y)Z)+A(Z)BW(X,Y)W)+AW(X,Y)W)B(Z)] = 0.

(3.67) denkleminde Z = U ve W =V almrsa, bA(W(X,Y)V) = 0 bulunur.

AW(X,Y)V)=g(W(X,Y)V,U)=W(X,Y,V,U) ve b # 0 oldugundan, yar1 konformal

egrilik tensoriiniin

W(X,Y,U,V)=0 (3.68)
denklemini gercekledigi goriiliir ve boylece (3.64) denkleminden

oR(X,Y,U,V) =B[Ric(X,U)B(Y) — Ric(Y,U)B(X) +Ric(Y,V)A(X) — Ric(X,V)A(Y)]
(3.69)

" % (nﬁ 1 +2;3> [A(Y)B(X) —A(X)B(Y)]

elde edilir. (2.23) ve (3.69) denklemlerinden, y := é{—(2a +b)B + %( 2+ 2[3)}
olmak iizere, Riemann egrilik tensoriiniin asagidaki denklemi sagladig goriiliir:
R(X.Y,U.V) = YA(Y)B(X) ~AX)B(Y)], VX.Y € x(M).  (370)
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(3.67) denkleminde, X ve W iizerinde daraltma yapilir ve (3.65) denklemi kullanilirsa,

0= b{A(W(U, Y)Z)—A(Z) [(xRic(Y, U)+B{rAY) + (n—2)Ric(Y,U)}  (3.71)
B

_f( o 1 +2ﬁ) (n— 1)A(y)} } +C{A(W(V,Y)Z) +

n\n-—

—A(Z)[ocRic(Y,V)+B{rB(Y)+(n—2)Ric(Y,V)}—2( ¢ +2ﬁ>(n—1)B(Y)}

~B(Z) [aRic(Y,U) + B{rA(Y) + (n— 2)Ric(¥,U) } - . (n — 28)(n—DA)] }
elde edilir. (3.71) denkleminde Z = U alinirsa,
b [aRic(Y, U)+BLrA(Y) + (n—2)Ric(Y,U)} — 2 (% + 2[3) (n— 1)A(Y)}

(3.72)
LW (ULY,U,V) —c [aRic(Y, V) + B{rB(Y)+ (n—2)Ric(Y,V)}

—L(-E-428) (n—1)B(Y)| =0

n\n—1

bulunur. Yine (2.23) ve (3.68) denklemleri yardimiyla, (3.72) denkleminden:

[aba+b2a+c2a+[3(n— 1)(b* + ¢ + 2ab) —ﬁcz—%<a+2(n— 1)[3>}A(Y)
(3.73)
+[ca(a+b) +cB(n—2)(atb)+cBr— %(OC-I—Z(n— l)ﬁﬂB(Y) —0

elde edilir. (3.73) denkleminde sirasiyla, Y = U ve Y =V alinir ve (2.22) denklemi

kullanilirsa, asagidaki iki bagint1 bulunur:
b
aboi+ b2+ o+ B(n—1)(b? + 2+ 2ab) — Bc? — —r<oc—|—2(n— 1)/3) —0 (3.74)
n

¢ a(a+b)+ﬁ(n—1)(2a+b)—f(a+2(n—1)ﬁ>} —0 (3.75)
n
Boylece, (3.75) denkleminden, asagidaki iki durum elde edilir:

1. Durum: Eger ¢ = 0 ise, (3.74) denkleminden, (ayn1 anda b = 0 olamayacag1 i¢in)
a(a+b)+B(n—1)(2a+b)— = <a+2(n— 1)[;) — 0 bulunur. Son esitlikte r = an + b
oldugu kullanilirsa, ya b = 0 yada o + (n — 2) = 0 olabilir. Yar1 konformal egrilik
tensoriiniin tanimindan, o + (n —2) # 0 oldugundan, yalnizca b = 0 olabilir. Ancak

yine manifoldun Einstein manifolduna diisecegi celiskisi elde edilir.

2. Durum: Eger ¢ # 0 ise, yine benzer hesaplamalar ile » = 0 bulunur ve (3.74)

denkleminden ¢ = 0 bulunur ve bdylece ispat sona erer. 0

33



3.1.4 W, Ricci-semisimetrik G(QFE),

Tamm 3.11. [37] W-egrilik tensorii, Q Ricci operatorii olmak iizere, asagidaki gibi

tamimlanir:

Wa(X.V)Z = RX,Y)Z— L [g(V.2)0X —g(X.2)QY] (376

Ws-egrilik tensorii ilk iki indise gore antisimetri 6zelligini saglarken, son iki indise
gore simetri yada antisimetri 6zelligini saglamaz. Yani her X,Y,Z,W € TM i¢in,

s WB(X,Y,Z,W) =—-Wo(Y,X,Z,W)

s o(X,Y,Z,W) + FWo(X,Y,W,Z)
saglanir. Dolayisiyla, W-egrilik tensorii blok simetri 6zelligini gerceklemez. {¢;}; 1 <

i < n manifoldunun her bir noktasinda teget uzayinin ortonormal bir tabani olsun. Bu

durumda, (3.76) denkleminden, ele alinan onceki egrilik tensorlerinden farkli olarak

Y Wa(Y,ei,e,U) =0 (3.77)
i=1

elde edilir. Bu boliimde, son olarak, W5 - Ric = 0 kosulunu saglayan G(QE ), manifoldu
dikkate alinacaktir. Bu durumda, her X,Y,Z € X(M) icin;

(Wo(X,Y) - Ric)(Z,W) = —Ric(Wo(X,Y)Z,W) — Ric(Z,WL(X,Y)W)=0 (3.78)
denkleminin gergeklendigi bir G(QF),, manifoldu ele alinmaktadir:

Teorem 3.8. Her W, - Ric = 0 kosulunu saglayan (Wa-Ricci semisimetrik) G(QF),

manifoldunun Ricci tensorii, r skaler egrilik olmak iizere
Ric(X,Y)=rA(X)A(Y), VX,Y € x(M) (3.79)

bicimindedir. (Boyle bir manifold ozel yari Einstein manifoldu olarak isimlendirilir.)

Ispat. (2.21) ve (3.78) denklemlerinden, asagidaki denklem elde edilir:

—a

[g(Y,Z)Ric(X,W) —g(X,Z)Ric(Y,W)+g(Y,W)Ric(X,Z) — g(X,W)Ric(Y,Z)]
(3.80)

n—1
+D[AWL(X,Y)Z)A(W)+A(Z)AWL (X, Y)W)] + c[A(W>r(X,Y)Z)B(W)
+AW)BWL(X,Y)Z)+A(Z) BWL(X,Y)W)+A(Wa(X,Y)W)B(Z)] = 0.
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(3.80) denkleminde Z = U ve W =V alinirsa,

n_Tal[A(Y)RiC(X,V) —A(X)Ric(Y,V) +B(Y)Ric(X,U) — B(X)Ric(Y,U)]  (3.81)

F WA (X,Y,V,U) + c[Wo(X,Y,U,U) +W5(X,Y,V,V) =0

elde edilir. (2.23) ve (3.76) denklemlerinin yardimiyla, (3.81) denkleminden, b # O

oldugu kullanilarak, Riemann egrilik tensoriiniin

2a+b
n—1

R(X,Y,U,V) = [A(Y)B(X) —A(X)B(Y)] (3.82)

bagintisimi gercekledigi goriiliir. Ayrica, (3.80) denkleminde X ve W iizerinde daraltma

yapilir ve (3.77) denklemi kullanilirsa

n—1

[rg(Y,Z) —nRic(Y,Z)| + bW (U,Y,Z,U) + c[Wo(V,Y,Z,U) + W, (U,Y,Z,V)| =0
(3.83)
elde edilir. (3.83) denkleminde Z = U alinirsa

[FA(Y) — nRic(Y,U)]+ bW (U,Y,U,U) +c[Wo (V,Y,U,U) + W (U,Y,U,V)]| =0

n—1
(3.84)
bulunur. Yine (2.23), (3.76) ve (3.84) denklemlerinden
—ar an(a+b) acn bc  c¢(2a+Db) ac B
n—lJr n—1 n—l]A(Y)+[n—1+n—l n—1 +n—1B(Y)_O
(3.85)

iligkisi bulunur. (3.85) denkleminde sirasiyla, Y = U ve Y =V alinir ve (2.22) denklemi

kullanilirsa, asagidaki iki bagint1 bulunur:

I ve ac =0. (3.86)

Bu iki bagint1 g6z oniine alindiginda, her durumda a = ¢ = 0 ve r = b olarak bulunur

ve ispat sonlanir. U

3.2 Cesitli Rekiirans Kosullarim Saglayan Genellestirilmis Yar1 Einstein
Manifoldlar:

Bu boliimde, n-boyutlu (n > 2) ve ilgili skaler fonksiyonlari a,b # 0 kosulunu saglayan
G(QE),, manifoldunun Ricci rekiiran, Ricci simetrik ve genellestirilmis Ricci rekiiran

olmas1 durumunda sahip oldugu 6zellikler incelenecektir.
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3.2.1 (Genellestirilmis) Ricci rekiiran ve Ricci simetrik G(QE),

U. C De ve N. Kamilya [38] numarali ¢calismada, Ricci rekiiran ve Ricci simetri

kavramlarim genellestirmek amaci ile agsagidaki kavrami tanimlamiglardir:

Tanmm 3.12. [38] (M",g) manifoldunun Ricci tensériiniin kovaryant tiirevi, ¢ ve Y

stfirdan farkli 1-formlar olmak iizere
(VxRic)(Y,Z) = ¢(X)Ric(Y,Z) + y(X)g(Y,Z) (3.87)

kosulunu sagliyorsa, (M",g) manifolduna genellestirilmis Ricci rekiiran manifold adt

verilir ve kisaca GRK,, ile gosterilir. Ozel olarak,

o v =0ise (3.87) kosulu her X,Y € TM icin (VxRic)(Y,Z) = ¢(X)Ric(Y,Z) olur ve
bu durumda (M", g) manifoldu Ricci rekiiran manifolda [39],

o 0 =y =0ise(3.87) kosulu her X,Y € TM icin (VxRic)(Y,Z) = 0 bicimine doniigiir

ve bu durumda da (M",g) manifoldu Ricci simetrik manifolda indirgenir.

Bu boliimde elde edilen sonugclar ile iligkili olmasinda dolay1, simdi bazi 6zel vektor

alanlarinin tanimlarina yer verilecektir:

Tamim 3.13. (M",g) Riemann manifolduna ait olan bir & vektér alanimin kovaryant

tiirevi, p bir fonksiyon ve ¢ bir lineer form olmak iizere
VxS =pX+o(X)S, VXeExM) (3.88)

kosulunu sagliyor ise, & e tors olusturan vektor alam adi verilir, [40]. Ozel olarak,

o ¢ gradiyent (yani ¢ = dy = d;ydx’) ise, & e konsorkilir vektor alant [35],
e p =0ise, & e rekiiran vektor alan,

e p = ¢ =0ise, & e paralel vektor alant adi verilir.

Tanim 3.12 ve Tanim 3.13 kullanilarak asagidaki teorem ispatlanacaktir:

Teorem 3.9. (M",g), (n > 3) bir genellestirilmis Ricci rekiiran G(QE), manifoldu

olsun. Bu durumda, asagidakiler gerceklenmektedir:

(i) U iireteci paralel (yani irrotasyonel Killing) vektor alanidur.
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(ii) U iiretecinin integral egrileri jeodeziklerden ibarettir.
(iii) (M",g), ilgili skalerleri sabit ve toplamlari sifir olan bir (QE), manifoldudur.

(iv) (M",g) manifoldu Ricci simetriktir.

Ispat. G(QE), manifoldunun Ricci tensoériiniin kovaryant tiirevi almir ve (3.87)

denklemi kullanilirsa

O(X)Ric(Y,Z) + w(X)g(¥,2) =da(X)g(¥,Z) +db(X)A(Y )A(Z) + b](VxA)(Y)A(Z)
(3.89)
+A(Y)(VxA)(Z)] +dc(X)[A(Y)B(Z) +A(Z)B(Y)]

+c[(VxA)(Y)B(Z) +A(Y)(VxB)(2)

+(VxA)(Z)B(Y) +A(Z)(VxB)(Y)]
denklemi elde edilir. (3.89) denkleminde Y = Z = U alinirsa
(a+Db)p(X)+y(X)=da(X)+db(X)+2c(VxB)(U) (3.90)
elde edilir. Benzer sekilde, (3.89) denkleminde Y = Z =V alinirsa
ap(X)+y(X)=da(X)—2c(VxB)(U) (3.91)
(3.90) denkleminden (3.91) denklemi ¢ikartilirsa
by (X)=db(X)+4c(VxB)(U) (3.92)
bulunur. Son iki denklem kullanilarak

y(X)—da(X)=—(a+ §)¢(X)+— (3.93)

bulunur. Ayirca (3.87) denklemi Y ve Z iizerinde daraltilir ve bir G(QF), nun
skaler egriliginin kovaryant tiirevinin dr(X) = nda(X) + db(X) oldugu géz oniinde

bulundurulursa
nly(X)—da(X)| =db(X)— (an+b)§(X) (3.94)

denklemi elde edilir. (3.93) ve (3.94) denklemleri birlikte kullanilir ve n > 2 oldugu

hatirlanirsa

db(X) =bo(X), VX € x(M) (3.95)
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bagintist elde edilir. (3.92) ve (3.95) denklemlerinden ¢(VxB)(U) = 0 bulunur.
Dolayisiyla, ya ¢ =0 yada (VxB)(U) = 0’dur.

1. Durum: Eger ¢ = 0 ise bu durumda manifold yar1 Einstein manifolduna indirgenir.

Yani, Ricci tensorii
Ric(Y,Z) =ag(Y,Z) +DA(Y)A(Z) (3.96)

bicimindedir.  (3.96) denkleminin kovaryant tiirevi alinir ve (3.87) denklemi

kullanilirsa
o (X)Ric(Y,Z) + w(X)g(V,Z) =da(X)g(Y,Z) + db(X)A(Y)A(Z) (3.97)
+b[(VxA)(Y)A(Z) +A(Y)(VxA)(Z)]
bulunur. (3.97) denkleminde Y = U alinirsa
(a+b)d(X)A(Z) + W(X)A(Z) = da(X)A(Z) + db(X)A(Z) + b(VxA)(Z)  (3.98)

elde edilir. Ayrica, (3.91) denklemi ¢ = 0 oldugundan a¢ (X )+ y(X) = da(X) bigimine
doniiglir. Son denklem ile (3.95) denklemi, (3.98) denkleminde yerlerine yazilirsa,

b(VxA)(Z) = 0 bulunur. Bu durumda, (ayn1 anda » = 0 olamayacagi igin)
(VxA)(Z) =0, VX, Zc x(M) (3.99)

bulunur. (Aksi takdirde, ¢ = b = 0 olur ve manifold Einstein manifolduna indirgenir.)
O halde, bu durumun sonunda (3.99) denkleminden, U paralel vektor alan1 olarak

bulunur.

2. Durum: Eger ¢ # 0 ise bu durumda (VxB)(U) = 0 olur. Dolayisiyla (VxA)(V) =0

olur ve (3.91) denkleminden
ap(X)+y(X)=da(X), VX € x(M) (3.100)

elde edilir. Diger taraftan, (3.89) denkleminde Y = U ve Z = V olarak alinirsa,
(VxA)(V) = 0 oldugu kullanilarak

de(X) =co(X), VX € x(M) (3.101)

bagintisi elde edilir. Eger (3.89) denkleminde Y =V olarak alinir ve (3.100) ve (3.101)
denklemleri kullanilirsa ¢(VxA)(Z) = 0 bulunur. Bu durumda ¢ # 0 olarak kabul
edildiginden

(VxA)(Z) =0, VX,Ze x(M) (3.102)
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saglanir.  Dolayisiyla, her iki durumda da her X,Z € x(M) i¢in (VxA)(Z) =
g(VxU,Z) = 0 olarak bulunur. Yani, U iireteci paralel vektor alamdir. Ayrica, bir

U vektor alani
g(VxU,Y)+g(X,VyU)=0; VXY € x(M) (3.103)
denklemini saghyor ise U’ya Killing vektor alani denir. Benzer sekilde, U vektor alam
g(VxU,Y)—g(X,VyU)=0; VX,Y € x(M) (3.104)

denklemini sagliyor ise U’ya irrotasyonel vektor alant denir. Yukaridaki iki denklem
yardimiyla, U’ nun paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U nun irrotasyonel Killing

vektor alan1 olmasi seklinde bulunur. Boylece, (i) nin ispati tamamlanmusg olur.

Ayrica (3.102) denkleminde X = Z = U alinirsa, VyU = 0 elde edilir. Bu da
U iretecinin integral egrilerinin jeodezik egrileri oldugunu gosterir ve boylece (ii)

ispatlanmais olur.

Ayrica, U lireteci paralel vektor alani oldugundan,
R(X,Y)U =VxVyU —VyVxU —Vx y)U=0; VX,Y € x(M) (3.105)

bulunur ve (3.105) denklemi daraltilarak Ric(X,U) = (a+b)A(X) + cB(X) = 0 elde
edilir. Burada sirasiyla X = U ve X =V alinirsa, a+ b = 0 ve ¢ = 0 olarak elde edilir.

Dolayisiyla, manifoldun Ricci tensorii
Ric(X,Y) = alg(X,Y) —A(X)A(Y)], VX,Y € x(M) (3.106)

biciminde yazilir. Bu durumda, (3.106) denklemi X ve Y iizerinde daraltilarak skaler
egrilik fonksiyonu

r=(n—1)a (3.107)

biciminde elde edilir. Ayrica, (3.106) denkleminin kovaryant tiirevi alimir ve U

tiretecinin paralel vektor alant oldugu hatirlanirsa
(VzRic)(X,Y) = da(Z)[g(X,Y) — A(X)A(Y)] (3.108)

bulunur. (3.108) denklemi X ve Z iizerinde daraltilir ve daraltilmig ikinci Bianchi

ozdesligi ve (3.107) denklemi kullanilirsa

(";3)@(1/) — —da(U)A(Y) (3.109)
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elde edilir. (3.109) denkleminde Y = U yazilirsa da(U) = 0 bulunur ve bu da (3.109)

denkleminde yerine yazilirsa, n > 3 oldugu i¢in
da(Y)=0, VY € x(M) (3.110)

bulunur. Dolayisiyla, manifoldun ilgili skaler fonksiyonlar: sabittir. Dahaszi, (3.108) ve
(3.110) denklemleri yardimiyla, VRic = 0 bulunur ve boylece manifold, Ricci simetrik

manifolda indirgenmis olur. Boylece, ispat sona erer. U

(3.87) denklemi ve Teorem 3.9 yardimiyla, agsagidaki sonug elde edilmis olur:

Sonuc 3.3. Her Ricci rekiiran veya Ricci simetrik G(QE), manifoldu, Teorem 3.9 daki

sonuglart gercekler.

3.2.2 Pseudo-projektif olarak rekiiran manifoldlar

Rekiiran manifold tanimina benzer olarak, pseudo-projektif olarak rekiiran manifold

kavrami agagidaki gibi tamimlanabilir:

Tamm 3.14. n-boyutlu (M",g), (n > 3) Riemann manifoldunda, P pseudo-projektif
egrilik tensorii, X,Y,Z,W € x(M) keyfi vektor alanlart ve ¢ sifirdan farkli 1-form
olmak tizere

(VkP)(X,Y,Z,W) = ¢(K)P(X,Y,Z,W) (3.111)

kosulunu sagliyor ise (M",g) manifolduna pseudo-projektif olarak rekiiran manifold

adi verilir ve kisaca PK,, ile gosterilir.

(3.22) ve (3.111) denklemleri kullanilirsa, V X, Y, Z,W € x(M) igin

a(VkR)(X,Y,Z,W) + B|(VkRic)(Y,Z)g(X,W) — (VkRic)(X,Z)g(Y,W)] (3.112)

_drff) (2 4 B)[8(Y. 2)g(X. W) — g(X. Z)g(¥,W)]

=a¢(K)R(X,Y,Z,W) + Bo(K)[Ric(Y,Z)g(X,W) — Ric(X,Z)g(Y,W)]

LR B (R[S 2)8(X. W) — g(X. Z)g(Y. W)

nn—1

bulunur. Son denklem Y ve Z iizerinde daraltilirsa

(o —B)(VkRic)(X,W) = (ot — B) | ¢ (K)Ric(X, W) + %[dr(K) —ro(K)|g(X, W)
(3.113)
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elde edilir. o # B olarak seg¢ildigi takdirde (3.113) denkleminden

(ViRic)(X,W) = ¢ (K)Ric(X, W)+ %[dr(l() oK) (X, W) (3.114)

olur. Burada, y(K) := %[d r(K) —r¢(K)] olarak alinir ve skaler egriligin sifirdan farkl

oldugu kabul edilirse, Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi
(VkRic)(X,W) = ¢(K)Ric(X,W) + y(K)g(X,W) (3.115)

biciminde yazilabilir Bu da manifoldun genellestirilmis Ricci rekiiran olmasi

anlamina gelir. Dolayisiyla, ilk olarak asagidaki teorem elde edilmis olur:

Teorem 3.10. (M",g), skaler egriligi sifirdan farkli olan PK, manifoldu olsun. Eger
P tensoriiniin tamumindaki o, € R icin a # B ise (M",g) bir GRK, manifoldudur.

Manifoldun skaler egriliginin stfir olmasi durumunda ise, (M",g) Ricci rekiirandur.

PK,, manifoldunda, K bir keyfi vektor alan1 olmak iizere (3.111) denklemi kisaca
VkP = ¢(K)P (3.116)

biciminde yazilabilir. (3.116) denkleminin kovaryant tiirevi alinir ve yine (3.116)

denklemi kullanilirsa
VLVkP = L(¢(K))P+¢(L)$(K)P (3.117)
elde edilir. Son denklemde K ve L vektor alanlarinin yerleri degistirilirse
ViVLP = K((L))P+ 9 (K)$(L)P (3.118)

bulunur. Bdylece, (3.116)-(3.118) denklemleri yardimiyla, manifoldun % (K,L)

Riemann operatorii

#(K,L)P =VgV P~V VgkP— Vi P (3.119)
=[K(O(L) ~L(0(K)) (K. L]))?
=2d¢(K,L)P

biciminde elde edilir. (3.119) denkleminden, K, L teget vektorleri icin Z (K, L) tensor

cebrinin turevi

(%#(K,L\P)(W,X.Y,Z)+ (Z(W,X)P)(Y,Z,K,L)+ (#(Y,Z)P)(K,L,W,X)
(3.120)
=2[d¢(K,L)P(W,X,Y,Z)+do(W,X)P(Y,Z,K,L)+d¢(Y,Z)P(K,L,W,X)]
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olarak bulunur.  Diger taraftan, (3.22) denkleminin K ve L vektdr alanlar
dogrultusunda iki kez kovaryant tiirevi alinir, ardindan K ile L vektor alanlarinin yerleri
degistirilerek elde edilen denklem bir 6nceki denklemden cikartilir ve G tensorii R, Ric
veya P tensorleri olmak lizere Z(K,L)G = V%{,LG — V%’KG bagintis1 goz Oniinde

bulundurulursa

(Z(K,L)P)(W,X,Y,Z) = a(%Z(K,L)R)(W,X,Y,Z) + B[(%Z(K,L)Ric)(X,Y)g(W,Z)
(3.121)

—(%(K,L)Ric)(W,Y)g(X,Z)]

elde edilir. (Burada V%Q 1 = Vk VL — Vy, operatoriidiir.) Dolayistyla (3.121) denklemi

yardimiyla

(Z(K,L)P)(W,X,Y,Z)+ (Z(W,X)P)(Y,Z,K,L) + (#(Y,Z)P)(K,L,W,X)
(3.122)
—o[(%(K,L)R)(W,X,Y,Z)+ (Z(W,X)R)(Y,Z,K,L) + (Z(Y,Z)R)(K,L,W,X)]

+B|(Z(K,L)Ric)(X,Y)g(W,Z) — (Z(K,L)Ric)(W,Y)g(X,Z)
+(Z(W,X)Ric)(Z,K)g(Y,L) — (Z(W,X)Ric)(Y,K)g(Z,L)

bulunur. Herhangi pseudo-Riemann manifoldunda gecerli olan ve
(ViiR— V%J(R) (W,X,Y,Z)+(Viy xR — V%,WRXY»Z, K,L)
+(V12/,ZR - V%,YR) (KaLa W7X) =0

bi¢iminde verilen 6zdeslige Walker Ozdesligi adi verilir. Ispatin devami ile uyumlu

olmasi agisindan, Walker Ozdesligi

(%(K,L)R)(W,X,Y,Z) + (Z(W,X)R)(Y,Z,K,L) + (%(Y,Z)R)(K,LW,X) = 0
(3.123)
biciminde yazilabilir. Bu durumda (3.120) ve (3.123) denklemleri kullanilarak (3.122)

denklemi
B [(%(K,L)Ric) (X,Y)g(W,Z2)— (#(K,L)Ric)(W,Y)g(X,Z) (3.124)
+(Z(W,X)Ric)(Z,K)g(Y,L)— (Z(W,X)Ric)(Y,K)g(Z,L)
+(Z(Y,Z)Ric)(L,W)g(K,X) — (%(Y,Z)Ric)(K,W)g(L,X)]
:2[d(])(K,L)}_’(W,X, Y,Z) +do (W,X)P(Y,Z, K,L) + dq)(Y,Z)P(K,L, W,X)]
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biciminde yazilir. Ayrica, (3.114) denkleminin ikinci kovaryant tiirevi agsagidaki gibi

elde edilir:

(VLVkRic)(X,Y) =(V19)(K)Ric(X,Y) + ¢ (L)§ (K)Ric(X,Y) (3.125)
O (R)dr(L) ~ ro(L)g(X.Y)

+%[d2r(K,L) —dr(L)¢(K) —r(VL9)(K)|g(X,Y)

M manifoldunun Ricci tensorii 6zdes olarak sifirdan farkli ve kovaryant tiirevi;

(0,2)—tipindeki sifirdan farkli E ve F tensorleri i¢in,
VVRic =E®Ric+F®g (3.126)

kosulunu saghiyorsa, M manifolduna genellestirilmis 2-Ricci rekiiran manifold adi
verilir. Bu durumda (3.125) denkleminden, skaler egriligi sifirdan farkli olan ve o #
B kosulunu saglayan PK, manifoldunun genellestirilmis 2-Ricci rekiiran manifoldu

oldugu sonucuna varilir.

(3.125) denkleminde K ve L vektor alanlarmin yerleri degisitirilerek elde edilen

denklemden (3.125) denklemi ¢ikartilirsa
(Z(K,L)Ric)(X,Y) = [(Vk9)(L) = (VL9)(K)].[Ric(X,Y) — %g(X,Y)] (3.127)

bulunur. (3.127) denklemi (3.124) denkleminde yerine yazilir ve o # 0 oldugu

kullanilirsa, C konsorkilir egrilik tensoriinii gostermek iizere,

[[(VMP)(L) —(VLo)(K)ICW.X,Y,Z) + [(Vw$)(X) — (Vx¢)(W)IC(Y,Z,K, L)
(3.128)

(V1 9)(2) ~ (V29) (NC(K,L,W.X)| =0
denklemi elde edilir.

(Walker Lemma) [23] ajj ve bi;heri,j=1,2,...,ni¢in ajj =aj; ve aijbk —|—ajkb,~ +
ay;bj = 0 kogullarini saglayan tensorler olsun. Bu durumda her i, j i¢in, a;; = 0 veya

b,‘ = (0’drr.

Konsorkilir egrilik tensorii blok simetri 6zelligini sagladigindan, (3.128) ve Walker
Lemmast kullanilarak, her X, Y € x(M) i¢ind¢(X,Y) = 3[(Vx9)(¥Y) — (Vy9)(X)] =0
veya C = 0 bulunur. Eger C = 0 olursa, (3.52) denkleminden, manifoldun bir Einstein

manifolduna diistiigii goriiliir. Dolayisiyla, d¢ = 0 olmalidir. O halde, ¢ rekiirans
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1-formu kapalidir. Bu durumda (3.127) denkleminden, % - Ric = 0 olarak bulunur.

Boylece, asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.11. (M",g), Einstein olmayan ve skaler egriligi sifirdan farkli olan bir PK,
manifoldu olsun ve éyle ki; P tensériiniin tammundaki o, B € R icin o # B olsun . Bu

durumda, (M",g) manifoldunda asagidakiler gerceklenmektedir:

(i) (M",g) genellestirilmis 2-Ricci rekiiran manifoldudur.
(ii) (M",g) manifoldunun ¢ rekiiran 1-formu kapalidir.

(iii) (M",g) Ricci semisimetriktir.

3.3 Genellestirilmis Yar1 Einstein Manifoldu Ornegi

Bu boliimiin amaci, 4-boyutlu bir genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun
varligini trivial olmayan, somut bir Riemann metrigi insaa ederek kanitlamaktir.
Literatiirde genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin varligina dair c¢ok fazla
ornek bulunmamakta ve varolan orneklerin uzayin bazi 6zelliklerini ger¢eklemedigi
goriilmektedir. Dolayisiyla, simdi (2.21) ve (2.22) kosullarimin tiimiinii saglayan

4-boyutlu bir Riemann metrigi ingaa edilecektir.

4-boyutlu R* Reel sayilar uzayinda, {x!,x? x> x*} standart koordinatlar ve A, B, C

yalnizca x* degiskenine bagli olan fonksiyonlar olmak iizere
ds? = A% (dx")? + B?(dx*)? 4+ C?(dx*)* + (dx*)? (3.129)
metrigi dikkate alinsin.

Bu durumda, Christoffel sembollerinin, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci

tensoriiniin sifirdan farkl bilesenleri ile skaler egrilik asagidaki gibi elde edilir:

rh:%, I, = —AAy, T3, = %, i, = % I3, = —BBy, T = —CC; (3.130)
R1221 = ABA4Bys, Ri331 = ACA4Cy, Rigg1 = AAyy (3.131)

Ry330 = BCB4C4, Rya42 = BB44, R3443 = CCyy (3.132)

Ricy; = AA;B“ + AAéC4 +AAy (3.133)

Ricyy = BA;“B“ T BBéC“ 1 BBy (3.134)
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Ric3y3 = 1 + B 4+ CCyqy (3.135)
A B C
Ricay = =%+ =5+ =2 (3.136)

Bu durumda (1, 1)-tipindeki Ricci operatorii de asagidaki sifirdan farkli bilegenlere

sahiptir:
Burada ”4” alt indisi x* degiskenine gore tiirevi gostermektedir.
Manifoldun ilgili 1-formlari, A # 0 olmak iizere,
Al = (S""y ) ,o,o,cos(x)) (3.140)
ve
B = (Acos(/l),o,o, —sin(l)) (3.141)

olarak tanimlansin. Bu durumda, (3.140) ve (3.141) ile verilen iiretecler, (2.22)

denklemi ile verilen ortonormallik kosulunu saglamaktadir.

Ayrica, (2.21) denklemi, agagidaki gibi (1, 1)-tipi tensorel ifade ile yazilabilir:
0] = a8/ + bAA + c[AB/ + BAT), j=1,2,3,4 (3.142)

Bu durumda (3.137), (3.138) ve (3.142) denklemleri yardimiyla, asagidaki denklem

sistemi elde edilir:

AsBy  AsCy A
a+ bsin*(A) +2csin(A)cos(A) = 284 + :—C4 + f (3.143)

A4By  BsCy  Bay  AsCy  ByCy  Cyy
s A W A W . A s A s v A Wt .144
“=48 "Bc "B ac "BC TC (3144

A B C
a+ bcos* (1) — 2esin(A)cos(A) = e (3.145)
A B C
b
c= —Etan(Ql) (3.146)
(3.143), (3.144) ve (3.145) denklemleri kullanilarak
A B4C. BsCy A
b:2<ﬁ—ﬂ> c= (ﬂ—ﬁ)mn(zz) (3.147)
A BC BC A
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elde edilir. Simdi yukaridaki sistemin bir
A=) B=C=(*? (3.148)
¢oziimii dikkate alinsin. Bu durumda, 4-boyutlu R* uzayinda, g Riemann metrigi
ds® = giidxidx) = (&2 (dx")? + (x*)*[(dx?)? + (dx)?] + (dx*)> (3.149)

biciminde yazilir. Burada —1 — Vi<x*<1-+3 veya —1 + Vi<xi*<1+V3

kosulu saglanmalidir.

Boylece, Christoffel sembollerinin, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin

sifirdan farkli bilegenleri ile skaler egrilik asagidaki denklemlerdeki gibi elde edilmig

olur:
4 2
Tly=1, T} =—¢, T3, =03, = =2 I3, =T =—-20%? (3.150)
4
Riz1 = Ry = 2> ()3, Rigar = 5 (3.151)
Rozzo = 4(x*)°, Roggn = Ragqz = 2(x*)? (3.152)
4 2(x4) 4
Rici; = ZA) +e2Y)| Ricyy = Ricys = 2(x*)2[(x*) +3], Ricgs =1+ 5 (3159
16 8
=——4+—+2 3.154
NN G

Goriildiigii tizere, manifoldun skaler egriligi sabitten farkli bulunur. Manifoldun ilgili
skaler fonksiyonlari
6 2 8
a=-—5+-—, b=2— ,
() () (x*)?

ve ilgili 1-formlar1 da

N

c= (W — 1)tan(21) (3.155)

e(x4)sin(/l) i=1ise
Ai(x) =1 0 i=2,3ise (3.156)
cos(A) i=4ise
ve
e(x4)c0s(l) i=1ise
Bi(x)=¢ 0 i=2,3ise (3.157)
—sin(A) i=4ise

biciminde elde edilir. Burada A sifirdan farkli ve (x*) degiskenine bagl olup
(xH24+2(x*) -6 (xH2 —2(x" -2

sin” (1) = 404 —4 —4(4) + 4

ve cos*(A) =

kosullarini saglamaktadir.

Boylece, Ricci tensoriiniin asagidaki denklemleri sagladig1 sonucuna ulagilir:

46



1. Rici1 = agi1 +bA1A1 +2cA 1B
2. Ricyy = agr +bArAr +2cArB)
3. Ric3z = ags3 +bA3zA3 +2cA3B3

4. Ricas = agas +bAsAs+2cA4By

Ayrica, (1)-(4) disinda kalan durumlar da benzer sekilde saglanmaktadir. Dolayisiyla,
(2.21) denklemi ile verilen kosul her j = 1,2,3,4 icin gerceklenir. Dahasi, A ve B
I-formlar1 (2.22) numarali denklemleri saglamaktadir. Boylece manifoldun skaler
egriligi de

16 8

I’=4d+b=w+m+2 (3158)

bagintisin gercekler. Sonug olarak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.12. {xl,xz,x3,x4}; R* reel sayilar uzaymin standart koordinalart olmak

lizere,
ds* = g;;dx'dx’ = (ezj‘z‘)(clxl)2 + (M (dx?)? + (dx)?] + (dx*)?

Riemann metrigi ile verilen

M ={(x", 2B eRY: e (—1—V7,1—-V3)U(-1+ V7,14 V3)} CR

actk alt kiimesi, sabitten farkli r = (;4—6)2 + % + 2 skaler egriligine sahip olan bir

genellestirilmis yar1 Einstein manifoldudur.

3.4 Hiper-Genellestirilmis Yar1 Einstein Manifoldlarinin Baz1 Ozel Simflar1

A. A. Shaikh, C. Ozgiir ve A. Patra 2011 yilinda, [41] numarali ¢alismada, Einstein
manifoldlarinin bir bagka genellestirmesi olarak hiper-genellestirilmis yar1 Einstein
manifoldu kavramim tanimlamislardir.  Bu boliimde, hiper-genellestirilmis yar1
Einstein manifoldunun iireteclerinin sagladig: 6zellikler bakimindan karakterizasyonu
yapilacak ve ardindan hangi simetri kosullar1 altinda bir yar1 Einstein yada
genellestirilmis yar1 Einstein manifolduna indirgenecegi arastirilacaktir. Elde edilen

sonuglar [42] numarali makalede yayinlanmistir.
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Tamm 3.15. (M",g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensérii sifirdan

farkli olan ve a, b, c ve d sifirdan farkli skaler fonksiyonlar olmak iizere
Ric(X,Y) =ag(X,Y)+bA(X)A(Y)+c[A(X)B(Y)+A(Y)B(X)] (3.159)
+d[A(X)D(Y)+A(Y)D(X)], VX,Y € x(M)

kosulunu saglayan (M", g) manifolduna hiper-genellestirilmis yart Einstein manifoldu

denir. Burada p1,p; ve p3 birim ve ikiser ikiser birbirine dik vektorler olmak iizere,
¢(X,p1) = A(X), g(X,p2) =B(X), g(X,ps)=D(X), ¥X € x(M) (3.160)

biciminde tamimlanan A, B ve D I-formlart manifoldun ilgili 1-formlari, py,p> ve p3
ise manifoldun iiretecleri olarak isimlendirilir. n-boyutlu bir hiper-genellestirilmig yart

Einstein manifoldu kisaca (HGQE), ile gisterilir.

* po ve p3 lreteclerinin lineer bagimh yada d = 0 olmasi durumunda, (M",g)

genellestirilmis yar1 Einstein manifolduna;
* d = ¢ =0 olmasi durumunda, (M",g) genellestirilmis yar1 Einstein manifolduna;

* d = ¢ = b =0 olmasi durumunda ise, (M",g) Einstein manifolduna indirgenir.

[43] numarali makalede, hemen hemen kontakt metrik manifoldlarin bir alt
sinifi olan konformal diiz trans-Sasakian manifoldlarin Ricci tensoriiniin (3.159)
denklemindeki gibi yazilabildigi gosterilmis ve bdylece hiper-genellestirilmis yari

Einstein manifoldlarin varligina bir soyut 6rnek verilmistir.

(3.159) denkleminin X ve Y iizerinden izi alinarak, (HGQE), manifoldunun skaler
egriligi
r=an+b, (3.161)

biciminde bulunur. Ayrica, (3.159) ve (3.160) denklemlerinden, bir (HGQE),

manifoldunda asagidaki bagintilarin gerceklendigi goriiliir:
Ric(X,p1) = (a+b)A(X)+ cB(X)+dD(X), (3.162)
Ric(X,p2) =aB(X)+cA(X), Ric(X,p3)=aD(X)+dA(X), (3.163)
Ric(p1,p1) = (a+b), Ric(p2,p2) = Ric(p3, p3) =a, Ric(p1,p2) =c, Ric(py,p3)=d.

(3.164)
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3.4.1 (HGQE), manifoldunun geometrik ozellikleri

Bu boliimde, iiretegleri paralel vektor alam olan ve a # 0O ilgili skaler fonksiyonuna

sahip olan (HGQE ), manifoldunun, geometrik 6zellikler incelenecektir.

Teorem 3.13. p; iireteci paralel vektor alani olan bir M = (HGQE),, manifoldu, ilgili
skaler fonksiyonlarinin toplamu sifir olan bir yari Einstein manifoldudur. Ote yandan,

bir (HGQE),, manifoldunun p, ve ps iiretecleri paralel vektor alanlart olamazlar.

Ispat. 11k olarak p; iiretecinin paralel oldugu kabul edilsin. Yani
Vxp1 =0, VX € x(M) (3.165)

saglani.  Bu durumda, her X,Y € x(M) i¢in (VxA)(Y) = g(Vxp1,Y) =0
saglanacagindan R(X,Y)p; = O bulunur. Riemann egrilik tensorii daraltilarak her

X € x(M) i¢in Ric(X,p1) = 0 olur. Son esitlik (3.162) denkleminde kullanilirsa
(@+b)AX)+cB(X)+dD(X) =0, VX € x(M) (3.166)

elde edilir. (3.166) denkleminde sirasiyla, X = p;, X = p> ve X = p3 olarak alinirsa,
a+b=0,c=0ved =0 bulunur. Bu ise, manifoldun ilgili skaler fonksiyonlarinin

toplamu sifir olan bir yar1 Einstein manifoldu oldugu anlamina gelir.

Ote yandan, p, iiretecinin paralel oldugu kabul edilirse, benzer sekilde her X € y (M)
vektor alani i¢in Vxp, = 0 ve dolayist ile Ric(X, p;) = 0 bulunur. Boylece son esitlik

(3.162) denkleminde kullanilarak
aB(X)+cA(X)=0, VX € x(M) (3.167)

elde edilir. (3.167) denkleminde X = p, olarak alinirsa a = O bulunur, ki bu da
celigkidir. Benzer sekilde p3 iiretecinin paralel vektor alan1 olmasi durumunda, her
X € x(M) i¢in Vxp3 = 0 ve dolayisiyla Ric(X,p3) = O bulunur. Boylece (3.163)

denklemi yardimiyla
aD(X)+dA(X)=0, VX € x(M) (3.168)

elde edilir. Burada X = p3 alinarak a = 0 bulunur, ki bu da bir ¢eligkidir. Boylece ispat

tamamlanmisg olur. U

Teorem 3.14. p; iireteci paralel vektor alami olan bir M = (HGQE),, (n > 3)

manifoldu ilgili skalerleri sabit olan Ricci simetrik bir manifolddur.
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Ispat. Teorem (3.13)’den, p; lireteci paralel vektor alani olan (HGQE ),, manifoldunun

Ricci tensorii
Ric(X,Y) =alg(X,Y)—AX)A(Y)], VX,Y € x(M) (3.169)

formundadir. Dolayisiyla da, skaler egrilik r = a(n — 1) olur. (3.169) denkleminin

kovaryant tiirevi alinir ve p; iiretecinin paralel oldugu kullanilirsa
(VzRic)(X,Y) = Z(a)[g(X,¥) — A(X)A(Y) (3.170)

bulunur. (3.170) denklemi X ve Z iizerinden daraltilir ve daraltilmis ikinci Bianchi

0zdesligi kullanilirsa
1
SY() =Y(a)— pi(@A(Y) (3.171)

elde edilir. Burada r = a(n — 1) oldugu kullanilirsa

"2 (@)= —pr(@A(Y) (3.172)

bulunur. (3.172) denkleminde Y = p; olarak alinirsa, pj(a) = 0 olur. Tekrar (3.172)
denkleminde n > 3 oldugu kullanilirsa, her Y € (M) i¢in Y (a) = 0 bulunur. O halde
a ilgili skaleri sabittir. Bu ise (3.170) denkleminde kullanilirsa VRic = 0 bulunur, yani

manifold Ricci simetriktir. O

Dahasi, Q Ricci operatorii olmak iizere, her X,Y i¢in Ric(X,Y) = g(0X,Y) ve a # 0
oldugu (3.162)-(3.164) denklemlerinde kullanilirsa agsagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.4. Her (HGQE),, manifoldunda, asagidakiler gerceklenir:

(1) Op1 ve py vektorlerinin ortogonal olmasi igcin gerek ve yeter kosul a+b =0

olmasidr.

(2) Qpa vektorii py tiretecine dik ise, c = 0’dir. Yani manifold, iiretecleri p\ ve p3 olan

bir genellestirilmis yart Einstein manifoldudur.

(3) Qp3 vektorii p iiretecine dik ise, d = 0’dir. Yani manifold, iiretecleri py ve p; olan

bir genellestirilmis yart Einstein manifoldudur.
(4) Qpa vektorii pr ve p3 iireteglerine dik olamaz.

(5) Qpy vektorii daima p3 iiretecine diktir.
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3.4.2 Cesitli pseudo-simetrik (HGQE ), manifoldlar:

Bu boluimde c¢esitli pseudo-simetri kosullar1 altinda (HGQE), manifoldunun
ozellikleri incelenmektedir. Bu bakimdan, bu béliimde elde edilen sonuglar, Boliim

3.1.1°de elde edilen baz1 sonuclar1 daha da genellestirmektedir.

Teorem 3.15. Her Ricci-pseudosimetrik M = (HGQE),, manifoldu bir N(k)-yart

Einstein manifoldudur ve manifoldun Deszcz-Ricci egriligi k = Lg = ZTHI’ dir.

Ispat. (3.6), (3.8), (3.9) ve (3.159) denklemleri yardimyla Ricci-pseudosimetrik
(HGQE),, manifoldunda

bIAR(X,Y)Z)AW) +A(Z)AR(X,Y)W)] + c[AR(X,Y)Z)B(W) (3.173)
+A(R(X,Y)W)B(Z)]

+A(W)B(R(X,Y)Z)+A(Z)B(R(X,Y)W)
R(X,Y)Z)

+d[A(R(X,Y)Z)D(W)+A(W)D(R(X, +A(Z)D(R(X,Y)W)+A(R(X,Y)W)D(Z)]
— Ls [b{8(Y.2)A(X)AW) — (X, Z)A(Y)JA(W) + g(Y,W)A(Z)A(X)

—8(X, W)AA@) | +c{ (Y, Z)AX)BW) + A(W)B(X)]

~g(X, Z)IA(Y)BOW) + A(W)B(Y)] +g(¥, W) A(Z)B(X) + A(X)B(Z)]
2)B(r)]}|

+ d{g(Y, Z)AX)D(W) +AW)D(X)] — g(X,Z)[A(Y)D(W) +A(W)D(Y)]

+A
—g(X,W)A(Y)B(Z)+A
+g(Y,W)[AZ)D(X) +A(X)D(Z)] - g(X,W)AY)D(Z) +AZ)D(Y)] ||

denklemi gerceklenir. (3.173) denklemi X ve W iizerinden daraltilir ve elde edilen

denklemde Z = p; olarak alinirsa,

_bRiC(Y7p1) + CR(th,ppr) - CRiC(Y7 p2> +dR(p17Y7p1 7p3) - deC(Y7 p3)
(3.174)

=Lsb(1 —n)A(Y) —ncLsB(Y) —ndLsD(Y), VY € x(M)

bulunur. (3.173) denkleminde sirasiyla, Z=pyve W =p3; Z=p1ve W =p; Z=p»

ve W = p3 olarak alinirsa asagidaki ii¢ bagint1 bulunur:

bR(X,Y,p3,p1)+cR(X,Y,p3,p2) = Lsb[D(Y)A(X) — D(X)A(Y)] (3.175)

+Lsc[D(Y)B(X) —D(X)B(Y)],

bR(X.Y,p2,p1)+dR(X.Y,p2,p3) = Lsb[B(Y)A(X) — B(X)A(Y)] (3.176)
+Lsd[B(Y)D(X) — B(X)D(Y )],
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cR(X,Y,p3,01)+dR(X,Y, p2,p1) = Lsc[D(Y)A(X) — D(X)A(Y)] (3.177)

+Lgd[B(Y)A(X)— B(X)A(Y)].
(3.175) ve (3.177) denklemleri kullanilarak, b # 0 oldugundan
(=) |R(X,Y,p2.p1) ~ Ls[B(Y)A(X) — BOA(Y)] | = 0 (3.178)
esitligi bulunur. Boylece, asagidaki iki durum s6z konusu olur:

2

1. Durum: ¢* —d* = 0 olmasi durumunda, ¢ = Fd olur. Bu durumda, manifoldun

ireteclerinin birim ve birbirlerine ikiser ikiser dik vektorler oldugu kullanilirsa, M

tiretegleri p; ve p, F p3 olan bir G(QE),, manifoldu olur.

2. Durum: ¢*—d* +0 oldugu kabul edilirse, (3.178) denkleminden,
R(X,Y,p2,p1) = Ls[B(Y)A(X) = BOA(Y)], VXY € x(M) (3.179)

bagintis1 elde edilir.  Benzer sekilde, (3.179) denklemi, (3.176) denkleminde
kullanilirsa d = 0 (bu durumda yine manifold bir G(QF), manifolduna indirgenir)

veya
R(X,Y,p2,p3) = Ls[B(Y)D(X) = B(X)D(Y)], VXY € x(M) (3.180)

bagintis1 elde edilir. Son olarak, (3.180) denklemi, (3.175) denkleminde kullanilirsa
(b # 0 oldugundan)

R(X.Y.p3,p1) = Ls[D(Y)A(X) - DXOA(Y)], ¥X.¥ € x(M)  (3.18D)

bagintist bulunur. (3.162),(3.163) ve (3.179)-(3.181) denklemleri, (3.174) denkle-
minde kullanilir ve sirasiyla, ¥ = p;, i = 1,2,3 olarak alinirsa, her durumda ¢ = 0

veya d = 0 bulunur.

Sonu¢ olarak, ortaya ¢ikan her durumda manifold bir G(QFE), manifolduna

indirgenmis olur. Bu durum ise, Teorem 3.1’de kullanilirsa, manifoldun k = Lg = %
olmak tizere bir N(k)-yar1 Einstein manifoldu oldugu sonucuna ulagilir. g

Teorem 3.15°de Lg = 0 olarak alinirsa, dogrudan asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 3.5. Her Ricci semisimetrik (HGQE), manifoldu, Ricci tensorii
Ric(X,Y) = alg(X,Y) - A(X)A(Y)]

formunda olan bir yar: Einstein manifoldudur.
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Deszcz [28] numarali calismasinda, Ricci-pseudosimetrik manifoldlar genellestirerek,

farkli bir simetri kavrami tanimlamistir:

Tanmm 3.16. [28] (M",g), (n > 3) Riemann manifoldunun her noktasinda R - R
ve Q(S,R) tensirleri lineer bagimli ise (M",g) manifolduna Ricci-genellegstirilmis

pseudosimetriktir denir.

O halde, bir (M",g), (n > 3) manifoldunun Ricci-genellestirilmis pseudosimetrik

olmasi icin gerek ve yeter kosul manifoldun her noktasinda
R-R = LRQ(Ric,R) (3.182)

kosulunu saglayan bir Lg fonksiyonunun varolmasidir.  Ricci-genellestirilmis

pseudosimetrik manifoldlarinin dnemli bir alt sinifi,
R-R = Q(Ric,R). (3.183)

denklemini (yani Lg = 1 durumu) saglayan ozel Ricci-genellestirilmis pseudosimetrik
manifoldlardir, [44]. Deszcz ve Grycak, bu tip manifoldlar ile ilgili asagidaki

karakterizasyon teoremini elde etmislerdir:

Teorem 3.16. ( [45]-Teorem 1) Bir (M",g) manifoldunun, bir x € M noktasinda,
stfirdan farkli @ 1-formu icin

o(X)R(Y,Z) +o(Y)R(Z,X) + ®(Z)R(X,Y) =0, (3.184)

kosulu saglaniyorsa, x € M noktasinda (3.183) denklemi saglanir.

Bu teoremin verdigi motivasyon ile, simdi asagidaki teorem ispatlanacaktir:

Teorem 3.17. E dairesel toplam ve o sifirdan farkli bir 1-form olmak iizere, (M",g),

(n > 2) manifoldu, her X ,Y,Z € x(M) icin,
Exyzd)(X)R(Y,Z) = 0, (3185)

kosulunu saglayan bir (HGQE), manifoldu olsun. Bu durumda, asagidakiler

gerceklenir:

(1) Eger = A ise, (M",g) manifoldu a, ilgili skaler fonksiyon olmak iizere, bir
N(a)-yari Einstein manifoldudur.
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(2) Eger @ = B veya D ise, (M",g) bir G(QF), manifoldudur.
Ispat. 11k olarak, M manifoldunun (3.185) dairesel toplamim saglayan bir (HGQE),
manifoldu oldugu kabul edilsin.
1. Durum: Eger 0 = A ise, (3.185) dairesel toplamu, her X,Y,Z € x (M) i¢in asagidaki
gibidir:
AX)R(YY,Z)W+A(Y)R(Z, X)W +A(Z)R(X,Y)W =0. (3.186)
(3.186) denklemi Z ve W {izerinden daraltilirsa
A(X)Ric(Y,Z)+R(p1,Y,X,Z) —A(Z)Ric(Y,X) = 0. (3.187)
bulunur. (3.187) denklemi ise X ve Y iizerinden tekrar daraltilirsa
2Ric(p1,Z) —rA(Z) =0, YZe€ x(M) (3.188)

elde edilir. (3.161) ve (3.162) denklemleri, (3.188) denkleminde kullanilirsa asagidaki

denkleme ulagilir.
[(2—n)a+D|A(Z)+2c¢B(Z)+2dB(Z) =0, VZe€ x(M) (3.189)

(3.189) denkleminde sirasiyla, Z = p;, i = 1,2,3 olarak alinirsa, b = (n —2)a, c =0 ve

d = 0 bulunur. Boylece M’nin Ricci tensorii asagidaki gibi yazilabilir:
Ric(X,Y) =alg(X,Y)+ (n—2)AX)A(Y)], VX.,Y € x(M). (3.190)

n = boyM > 2 oldugundan, (3.190) denkleminden (M",g) bir (QF), manifoldudur.
Ayrica (3.190) denklemi (3.187) denkleminde kullanilirsa

R(X,Y)p1 =alA(Y)X —AX)Y], VX,Y € x(M) (3.191)

bulunur, ki bu da p; iiretecinin a-null dagilimina ait oldugunu gosterir. Boylece,

(M",g), k= % = a olmak tizere bir N(k)-yar1 Einstein manifoldudur.

2. ve 3. Durum: o 1-formunun (HGQE), manifoldunun B (veya D) ilgili 1-formu

oldugu kabul edilirse, 1. Duruma benzer sekilde hesap yapildiginda ¢ = 0 (veya d = 0)

ve b = a(2 — n) bulunur ve bdylece manifoldun Ricci tensorii

Ric(X,Y) =ag(X,Y)+a(2—n)AX)A(Y)+dAX)oY)+AY)o(X)], VX,Y € x(M)
(3.192)

seklinde yazilir. Bu ise manifoldun bir G(QE),, manifoldu oldugu anlamina gelir. [J
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Teorem 3.16 ve Teorem 3.17 yardimiyla, asagidaki sonu¢ dogrudan elde edilir:

Sonu¢ 3.6. M = (HGQE), (n > 2) manifoldu, £ dairesel toplam ve @ manifoldun
ilgili 1-formlarindan herhangi biri olmak iizere, her X,Y,Z € x(M) i¢in

Exyyza)(X)R(Y,Z) = 0, (3193)

kosulunu sagliyor ise, (M",g) dzel Ricci-genellestirilmis pseudosimetriktir.
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4. GENELLESTIRILMIS YARI EINSTEIN CARPIM MANIFOLDLARI

Bu boliimde, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldu iizerindeki katli ¢carpim metrik
yapist arastirilacaktir. Kath carpim manifoldlar ile ilgili bu boliimde ifade edilen tiim

temel tanim ve teoremler i¢in [1, 14] numarali kitaplardan yararlanilmistir.

Notasyon: Bu bolimde, M Xy N kath ¢arpim manifolduna ait tiim objeler "tilda"
sembolii ile ve N lif manifolduna ait tiim objeler ise "bar" sembolii ile gosterilecektir.

M taban manifolduna ait objeler ise isaretsiz temsil edilecektir.

4.1 Kath Carpim Manifoldlar

Katli carpim manifoldlari, ilk kez 1969 yilinda Bishop ve O’Neill [14] tarafindan
tanimlanmis ve daha sonra da hem geometrik hem de fiziksel agidan bircok kisi
tarafindan galigilmigtir. Ornegin, B iireteg egrisi, F birim ¢ember ve f(b) donme
eksenine uzaklik olmak lizere donme eksenini kesmeyen donel ylizeyler, B x ¢ F' kath
carpim manifolduna izometriktir. Kiire ve R” — {0} lokal olarak katl carpim mani-
foldlaridir. Yine iyi bilinen Robertson-Walker, Schwarzchild, Reissner-Nordstrom-de
Sitter uzay-zamanlar1 da katli carpim manifoldlaridir.  Dolayisiyla, katli carpim
manifoldlar1 geometride oldugu kadar Genel Gorelilik Teorisinde de olduk¢a onemli

bir yer tutar.

Tanmm 4.1. [1, 14] (M,g) and (N,g) (boyM = q,boyN =n—q; 1 < q < n) swrastyla
{0,x%} ve {y,y*} harita sistemleri ile ortiilii iki Riemann manifoldu ve f, M
manifoldu iizerinde bir pozitif C*-fonksiyon olsun. (M,g) ve (N,g) manifoldlarinin

katly carpimi, § = g X ¢ g metrigi ile tamumlanan ¢carpim manifoldudur.

Burada, m; (1 <i<2)’ler, M x N’den sirasiyla M ve N’e dogal izdiisiim fonksiyonlari

olmak iizere, g katli ¢carpim metrigi,

g§xrg=mig+ (fom)’mg (4.1)
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seklindedir. O halde her x,y € T(, ;) (M x s N) vektorleri igin

g(x,y) =mi (g(x,y)) + (fom)*co*(g(x,y))

=g(dm (x),dm (y)) + (f o m1)*g(do(x),do(y))

bigiminde yazilabilir ~ Bir M x; N Kkath ¢arpim manifoldunda, (M,g)’e taban
manifoldu, (N, g)’e lif manifoldu ve f fonksiyonuna da ¢arpim fonksiyonu adi verilir.
Carpim fonksiyonu sabit olan katli ¢arpim manifolduna ise Riemann carpimi adi

verilir.

{o x v :xl oo x4 x4t = yl... ¥ = y174} toplulugu, M xy N kath carpim
manifoldu igin bir harita olsun. Bu durumda § = g Xy g ¢arpim metriginin lokal
bilesenleri, her a,b,c--- € {1,---,q}, a,B,y--- € {g+1,---,n} ve i,j,k--- €
{1,---,n} i¢in, asagidaki gibi yazilabilir:

8ab ,i=a, j=bise
gij: fgaﬁ ,iZ(X,jZﬁiSG 4.2)
0 , diger durumlar

(4.2) denklemi ile verilen katli carpim metrigine ait Christoffel sembollerinin tiim

bilesenleri agagidaki bigiminde elde edilmektedir:

f?c =17 f‘?xﬁ = _%gabfbgaﬁ’ fgy = ng

4.3)
co ca 2
Fgﬁ :foa%xv 1%, =15 =0, fa=3—)ﬁ;

Bu durumda, (M x s N, g) katli carpim manifoldunun Riemann egrilik tensoriiniin ve

Ricci tensoriiniin sifirdan farkli lokal bilesenleri sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

Rapea = Ravea; Ropys = [Rapys — %Gaﬁy& Roapp = —% ab8ap (4.4)
Ricay = Ricay — %Tab, Ricop = Ricgg — % tr(T) + (n—q— 1)% Zop (4.3
(4.4) ve (4.5) denklemlerindeki T tensorii
Top = Voo~ 5ol Top=Taa=0. trace(l) =g"Ty (40
bi¢giminde tanimlanan (0, 2)-tipinde simetrik tensor alani ve
Arf=8"fufo, Gapys = 8as8py— 8ay@ps 4.7
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seklinde tanimlanmaktadir. Dahasi M X ¢ N katli ¢arpim manifoldunun skaler egrilik

tensorii de asagidaki gibidir:

r - A
Fer+— -4 trace(T)+(n—q—l)4Lf

4.8
PR (4.8)

Bu boliimiin devaminda, daha sonraki boliimlerde yapilacak hesaplar i¢in gerekli olan,
bir katli carpim manifoldunun Christoffel sembollerinin, Riemann egrilik tensoriiniin
ve Ricci tensoriiniin sifirdan farkl bilesenlerini global formda ifade eden bazi yardimci

teoremlere yer verilecektir:

Yardimcr Teorem 4.1. [1] M x ¢ N katli carpum manifoldunda, V f = gradient (f)
olmak iizere, her X,Y € x(M) ve VW € x(N) vektor alanlart igin, Levi-Civita

konneksiyonunun bilesenleri asagidaki gibidir:
(1) VxY =VxY,
(2) Vxv =Vyx =Xy,

(3) VyW = —f2(V,W)Vf+VyW.

Dolayisiyla, yukaridaki yardimci teoremden, X € x(M) ve V € x(N) birim vektor

alanlar1 i¢in, M x ¢ N kath ¢arpim manifoldunun kesitsel egriligi asagidaki gibi elde

edilir:
1
K(XAV) = g(VVxX = VxVyX,V) = 2 (VxX) f—x? f]. 4.9)
{e1,...,en, }’ler M taban manifolduna ve {e,,+1,...,e,} ler N lif manifolduna teget
olmak iizere, bir {ey,...,e,} lokal ortonormal ¢atis1 secilirse, her birs =n; +1,--- |n

icin agagidaki bagint1 elde edilir [1]:
A n
& _ Y K(ejhey) (4.10)
F A

Yardimci Teorem 4.2. [1] M X ¢ N katli carpim manifoldunda, Hessf = Hessian(f)
olmak iizere, her X,Y,Z € x(M) ve U,V,W € x(N) vektor alanlari i¢in, Riemann

egrilik tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

(1) R(X,Y)Z=R(X,Y)Z,

(2) R(V,X)Y = _(%(U))V’
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(3) R(X,Y)V=R(V,W)X =0,

(4) RX, W)V = -89 Vyeradf,

(5) R, W)U = R, W)U — &4 [gw,0)v — g(v,U)w).
Yardimcr Teorem4.3. [1] M x N (boyM = m,boyN = d) katli carpum manifoldunda,

Af = Laplacian(f) olmak iizere, her XY € (M) ve V,W € x(N) vektir alanlart igin,

Ricci tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

(1) Rie(X,Y) = Ric(X,Y) — $Hessf(X,Y),

(2) Ric(X,V)=0,
(3) Ric(V,W) = Ric(V,W) — [ATf 4 (d— 1)%] GV, W).
Yardimer Teorem 4.4. [1] M x N (boyM = m,boyN = d) katli carpim manifoldunda,
her X,Y,Z € x(M) ve U,V,W € x(N) vektor alanlart igin, 7,7 ve r skaler egrilikleri
asagidaki bagintiyr gercekler:
7 Af

7 —2d7—d(d— 1)

lgrad f||?

F=r+ 7

(4.11)

4.1.1 Konformal diiz Ricci semisimetrik G(QF),

Bu boliimde, konformal diiz Ricci semisimetrik genellestirilmis yart Einstein

manifoldlar iizerinde ¢alisilmaktadir.

Tamm 4.2. Eger (M", g) manifoldunun, (3.45) denklemi ile verilen C konformal egrilik
tensorii dzdes olarak sifir ise, (M",g)’e konformal diiz manifold denir. C konformal

egrilik tensoriiniin diverjansi ise

divC(X,Y)Z = EZ - 3; [(VxRic)(Y,Z) — (VzRic)(Y, X)) 4.12)
(n—3)

bigimindedir. Eger divC = 0 ise (M", g) manifolduna konformal korunumludur denir.

Dolayist ile her konformal diiz manifold, konformal korunumludur. Bir (M",g)
manifoldunda divC = 0 olmasi, yani manifoldun konformal korunumlu olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul asagidaki denklemin saglanmasidir, [46]:

(VxRic)(Y,Z) — (VzRic)(Y,X) = dr(X)g(Y,Z) —dr(Z)g(Y,X)]  (4.13)

2(n—1)
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Teorem 4.1. (M",g), (n > 3) manifoldu, konformal diiz Ricci semisimetrik bir G(QFE),

manifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenmektedir:

(i) Manifoldun U iireteci birim has konsorkilir vektor alamdir ve U’nun integral

egrileri jeodeziklerden ibarettir.
(ii) (M",g) manifoldu Kagan anlaminda bir alt projektif uzaydir.

(iii) (M",g) manifoldu es uzaklikli (equidistant) manifolddur.

Ispat. Teorem 3.2’den, Ricci semisimetrik bir G(QE),, manifoldunun Ricci tensorii

asagidaki formda elde edilmistir:
Ric(X,Y)=al[g(X,Y)—AX)A(Y)], VX,Y € x(M) (4.14)
(4.14) denklemi X ve Y iizerinde daraltilirsa, skaler egrilik fonksiyonu
r=(n—1)a (4.15)

ve tiirevi

dr(X)=(n—1)da(X), VX € x(M) (4.16)
biciminde bulunur. (4.14) denkleminin Z € TM’ye gore kovaryant tiirevi, asagidaki
gibidir:

(VzRic)(X,Y) = da(Z)[g(X,Y) = A(X)A(Y)] — a[(VZA)(X)A(Y) +A(X)(VZA)(Y)]

4.17)
(4.17) ve (4.13) denklemleri kullanilarak asagidaki denklem elde edilir:
S S )drZ) (X 2)dr(Y)] = dal@)g(X.Y) ~ da(Y)3(X.2)
~da(Z)A(X)A(Y) + da(Y)A(X)A(2) s
+a[(VyA)(X)A(Z) +A(X)(VyA)(Z)]
—a[(VZA)(X)A(Y) +A(X)(VZA)(Y)]
(4.16) denklemi yardimiyla (4.18) denkleminden
%[g(X,Y)da( )—8(X,Z)da(Y)] = da(Z)g(X,Y) —da(Y)g(X,Z)
—da(Z)AX)A(Y) + da(VJA(X)A(2) o

(

(
+al(VyA)(X)A(Z) +A(X)(VyA)(Z)]
—a[(VZA)(X)A(Y) +A(X)(VZA)(Y)]
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bulunur. (4.19) denklemi X ve Y iizerinde daraltilirsa

(n 3 : ) da(Z) = —da(U)A(Z) — a.div(A)A(Z) — a(VyA)(Z) (4.20)

denklemi bulunur. (4.19) denkleminde X = U alinirsa

%[A(Y)da(z) —A(Z)da(Y)] = a[(VyA)(Z) — (VZA)(Y)] 4.21)

bulunur. (4.20) denkleminde Z = U alinirsa

(”; 1>da(U) = —a.div(A) 4.22)

bulunur. (4.22) denklemi yardimiyla, (4.20) denkleminden

n—73
2

a(VyA)(Z) = ( ) da(U)A(Z) — da(Z)] (4.23)
elde edilir. Benzer sekilde, (4.19) denkleminde Y = U alinirsa

%[A(X)da(Z) —g(X,2)da(U)] =—da(U)g(X,Z)+da(U)A(X)A(Z) (4.24)

+a[(VuA)(X)A(Z) +A(X)(VuA)(Z) - (VZA) (X)]
bulunur. (4.24) denkleminde X = U alinirsa
%[a’a(z) — da(U)AZ)] = a(VyA)(Z) (4.25)
elde edilir. (4.23) ve (4.25) denklemlerinden, a skaler fonksiyonunun
da(Z) =da(U)A(Z) (4.26)
ve dolayisiyla r skaler egrilik fonksiyonunun
dr(Z) = (n—1)da(U)A(Z) (4.27)
esitliklerini sagladig1 goriiliir. Simdi ¢ := da(U) olarak alinirsa, (4.26) denklemi
da(Z)=0A(Z), VZe x(M) (4.28)
biciminde yazilabilir. (4.27) denklemi kullanilarak, (4.21)’den
a| (Vya)(2) - (VzA)(1)] =0 (429)
bulunur. Bu durumda, a # 0 oldugundan

(VyA)(Z) = (VZA)(Y), VY,Z< x(M) (4.30)
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elde edilir. Bu ise, A 1-formunun kapali oldugunu anlamia gelir. (4.24), (4.28) ve

(4.30) denklemleri araciligiyla, A 1-formunun

(V2A)(X) = 528X, 2) - AX)AZ)], VX.Z e (M) @31)
bagintisim1 sagladigi sonucuna varilir. Burada, f = E—;’) ve @(Z) = —fA(Z) olarak

tanimlansin. Bu durumda, A kapali 1-form oldugundan @ da kapalidir. Dolayisiyla,

(4.31) denklemi
(VzA)(X) = f8(X,Z) + 0(Z)A(X), VX,Z€ x(M) (4.32)

biciminde yazilabilir. Boylece, U iiretecinin birim has konsorkilir vektor alan1 oldugu
sonucuna ulagilir. (4.31) denkleminde Z = U olarak alinirsa, her X € x(M) igin
(VyA)(X) = g(X,VyU) = 0 ve dolayisiyla VyU = 0 olarak bulunur. Bu ise, U
iiretecinin integral egrilerinin jeodezikler oldugunu gosterir. Boylece (i) ispatlanmis

olur.

T. Adati tarafindan, [47] nolu calismada, bir konformal diiz (M",g) Riemann
manifoldu konsorkilir vektor alanina sahip ise bu manifoldun Kagan anlaminda bir alt
projektif manifold oldugu kanitlanmistir. Ayirca, konsorkilir vektor alanina sahip olan
Riemann manifolduna es uzaklikli (equidistant) manifold ad1 verilir, (bknz. [35,48]).

Boylece ispat sona erer.
O

Teorem 4.2. M = G(QE),, manifoldunun, ilgili skaler fonksiyonlart a+ b > 0 kosulu
sagliyor ve U iireteci, ilgili p fonksiyonu sabit olan birim konsorkilir vektor alani ise,

M bir N(p?)-yart Einstein manifoldudur.

Ispat. Teoremin hipotezinden dolay1, M = G(QE), manifoldunun, U iiretecinin dual

1-formunun kovaryant tiirevi, p =sabit olmak iizere

(VxA)(Y) = plg(X,¥) ~A(X)A(Y)], VX.Y € z(M) (4.33)
denklemini saglar. (4.33) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa,

(V2VxA)(Y) = —p[(VZA) (X)A(Y) +A(X) (VZA) (¥) (4.34)
elde edilir. (4.33) denklemi ve A 1-formu icin Ricci 6zdesligi kullanilirsa,

AR(Z,X)Y)=R(Z,X,Y,U) = —pZ[A(X)g(Z,Y) —A(Z)g(X,Y)], VX, Y, Z€ x(M)
(4.35)
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bulunur. (4.35) denklemi X ve Y iizerinde daraltilirsa,
Ric(Z,U) = p*(n—1A(Z), YZe x(M) (4.36)
elde edilir. (4.13) ve (4.36) denklemlerinden
p?(n—1)A(Z) = (a+b)A(Z)+cB(Z), YZe x(M) (4.37)

elde edilir. Burada sirasiyla, Z =V ve Z = U alinir ve U ile V lreteclerinin ortonormal
olduklar1 kullanilirsa, ¢ = 0 ve a+b = (n— 1)p? bulunur. Bu durumda manifold
bir yar1 Einstein manifolduna indirgenir. Ote yandan, V X,Y,Z € x(M) igin (4.35)
denklemi saglandigindan, U {ireteci k = % = p2-null dagilimma aittir. Boylece M

manifoldunun bir N(p?)-yar1 Einstein manifoldu oldugu sonucuna ulagilmis olur. [J

Ayrica, K. Yano [40] numarali ¢calismasinda agagidaki teoremi elde etmistir:

Teorem 4.3. Bir Riemann manifoldunun konsorkilir vektor alanina sahip olmast icin
gerek ve yeter kosul g = q(xl) sabitten farkli ve yalnizca x"’in bir fonksiyonu, g5 p=
g’&ﬁ (x¥) yalnizca x¥’min fonksiyonlari ve (o, f3,7,8 = 2,3,...,n) olmak iizere, temel
kuadratik form

ds® = (dx')* + g} gdx"dxP (4.38)

biciminde olacak sekilde bir koordinant sisteminin varolmasudir.

Ote yandan, A. Gebarowski [49] nolu ¢alismasinda, [ x r M* kath c¢arpim
manifoldunun (4.13) kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter kosulun M*’1n bir Einstein

manifoldu oldugunu ispatlamistir. Bu durumda, asagidaki teorem elde edilmis olur:

Teorem 4.4. Konformal diiz Ricci semisimetrik bir G(QE),, (n > 3) manifoldu, M*
(n— 1)-boyutlu bir Einstein manifoldu olmak iizere, lokal olarak I X ., M* bigiminde

bir katli carpim manifoldudur.

Simdi, Teorem 4.4’de elde edilen n-boyutlu (n > 3) bir I x> M* kath ¢arpim

manifoldu iizerinde jeodezik denklemlerinin analizi yapilacaktir.

A bir afin parametre ve I" katli carpim manifolduna ait Christoffel sembolleri olmak

iizere, katli ¢carpim manifoldu tizerindeki jeodezik denklemleri

d’x L odxldxk

RERASEY i
a2 kg an
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bicimindedir. T', (4.3) denklemindeki bilesenlere sahip oldugundan, (4.39) denklemi
ile verilen jeodezik denklemleri, yalnizca x! koordinantina sahip olan bir boyutlu

I aralig1 ile (n — 1)—boyutlu M* manifoldu iizerinde asagidaki gibi iki parcaya

ayrilabilir:
d’x! 1 dx!
a1 (Gp)=0 (440)
> dx® dxP ,dl dxt

T2 + aﬁﬁﬁz_q dlﬁ; (L=2,3,...,n) (4.41)

Goriildiigii gibi, (4.40) denklemi ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemdir ve ¢’ =

¢ (x") fonksiyonu verildigi takdirde ¢oziilebilir.

Y= % seklinde yeni bir degisken tanimlanarak, (4.40) denklemi asagidaki gibi

otonom sistem olarak yazilabilir:
(4.42)

Dinamik sistemlerin denge noktalarinin ve onlarin kararlilik 6zelliklerinin incelen-
mesi, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasinda 6nemli rol oynamaktadir.
(4.42) sisteminin denge noktalar1 %l(l —7?) =0 ve y = 0 esitliklerini saglayan
noktalardir. Eger en az bir x( noktasinda ¢’(x') = 0 oldugu kabul edilirse, bu sistemin

tek denge noktasi (xg,0) olur.

(4.42) sistemini lineerlestirmek igin, (xp,0) denge noktasinda Jacobian matrsinin

0zdegerlerinin karakterleri incelenmelidir:

0 1
J(x9,0) = 7" (x0) 0/ (4.43)
2
Yukaridaki matrisin determinanti ve izi sirasiyla, 8 = detJ(xp,0) = M ve T =

traceJ(xp,0) = 0 bi¢iminde bulunur. Bu durumda agagidaki durumlar stz konusu

olacaktir:

1. Durum: Eger ¢”(xp) > 0 ise, bu durumda & < 0’dir ve bu durumda denge
noktasi eger noktast olur. Bu ise denge noktasindaki ¢Oziimiin kararsiz oldugu
anlamina gelir.  Ayrica, [50] numarali ¢alismada, bu durumun denge noktasi
civarindaki bir parcaci@in hiperyiizeyden exponansiyel olarak uzaklagmasi anlamina
geldi8i gosterilmigtir.  Yine aymi calismaya gore, bu durumu gergekleyen carpim
fonksiyonunun, g(x') = —In(coshx') bigiminde oldugu gosterilmistir. Bu durumda,
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(4.40) denklemi asagidaki ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleme
dontigiir:
dx!

d>x' 1 | 5
Tz T atanh(e)[1= (7)1 =0 (4.44)

Burada w(x!) = (3—);&)2 doniistimii yapilirsa, (4.44) denklemi
w' —tanh(x")w = —tanh(x") (4.45)

seklinde birinci mertebe lineer denklemine doniisiir ve ¢oziimii, ¢; € R integrasyon
sabiti olmak iizere w = cjcosh(x') + 1 bi¢iminde bulunur. Dolayistyla I araligi

izerindeki jeodeziklerin denklemi asagidaki gibi bulunur:

fl—);l = y/cicosh(x!) +1. (4.46)
2. Durum: Eger ¢”(x0) < 0 ise, 8 > 0 olur ve T = 0 oldugundan denge noktasi
merkezdir. Bu durumda, denge noktasi civarindaki ¢oziimler cemberin topolojisine
sahiptir ve faz portleri x! = xy hiperyiizeyi civarinda, saliim yapan parcacigin
hareketini tasvir eden kapal egrilerden olugsmaktadir. Bu tip parcacigi sinirlandiran
merkez denge noktalarmin varligi, neredeyse tiimden jeodezik hiperyiizeylerin

varligini gostermektedir, [50].

3. Durum: Eger ¢"(xp) =0 ise, 8§ = 7 = 0 olur. Bu durumda J(x¢,0) Jacobian
matrisinin her iki 6zdegeri de sifir olacagindan, bu durum dejenere durumdur.

Dolayisiyla bu durum ihmal edilmekttedir.

4. Durum: Eger g(x') sabit ise her x! icin ¢/(x') = 0 olur. Bu durumda, ¢ = 0 dogrusu
boyunca sonsuz tane denge noktasi varolur ve bu dogru civarindaki pertiirbasyonlar
kararlidir. Bu ise, herhangi x' = sabit hiperyiizeyinde bulunan parcacigin hiperyiizey
boyunca sabit kaldig1 anlamina gelir, [50].

5. Durum: Son olarak, eger sistemin denge noktasi yoksa, yani daima g(x') # 0 ise
(carpim fonksiyonunun hi¢ doniim noktasi yoksa), bu durum g = ln(%l)z) carpim

fonksiyonu ile temsil edilmektedir, [50].

(4.40) denklemi

d’x' 1 dx!

- li- (G =0 (447)
bicimindedir. Bu denklemi ¢ozmek igin w(x!) = (%)2 degisken doniisiimii yapilirsa,

(4.47) denklemi
(4.48)



biciminde birinci mertebe lineer denkleme doniisiir ve ¢oziimii ise (integrasyon sabiti
1 olarak seg¢ildiginde) w = ﬁ + 1 seklindedir. Boylece I aralig1 iizerindeki jeodezik
denkleminin ¢oziimii, A2 — (x!)? = 1 hiperbolii olarak bulunur.
Ayrica, hi¢c denge noktas1 olmadig1 (yani ¢’(xo) # O oldugu) ve g(x!) fonksiyonu
bilindigi takdirde (4.42) sistemi

d 1

==t (4.49)

v S(-7)

seklinde birinci mertebe diferansiyel denklemi olarak yazilabilir ve ¢, integrasyon

sabiti olmak iizere ¢arpim fonksiyonu asagidaki gibi bulunmus olur:

g(x") = —In|1 — ¥*| +co (4.50)

Simdi Teorem 4.4 teki yapiya benzer bir 6rnek insaa edilecektir:

Ornek 4.1. M* 3-boyutlu Riemann manifoldu ve f ¢arpim fonksiyonu, A ve p > 0

sabitler olmak iizere carpim fonksiyonu

f(0) = (pt+2)° (4.51)

seklinde tanimlanan I x y M* katl ¢arpim manifoldu ele almsin. [ aralig: iizerindeki
metrik ¢ = (dt)? standard metrigi olarak alinabili. Bu durumda (4.6) ve (4.7)
denklemlerinden,

T, =0 and A%f = 4p? (4.52)

bulunur. (4.2) katli ¢carpim metrigi, (4.4), (4.5) ve (4.8) denklemlerinden, Riemann

egrilik tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

Rittt = Ry = 0, Raabﬁ =0, RaﬁyS = f[Rapys — PZGaﬁyB] (4.53)
e -l F ~
Ricy =0, Ricep = ——8ap’ a,B €{2,3,4} (4.54)
Goriildiigii iizere, (4.54)’den M* Einstein manifoldudur. a = —b = n%] ve her i,j €

{1,2,3,4} igin ¢; = & olarak segilirse, Ricci tensoriiniin
R~icij =agij+bo;¢; (4.55)

kosulunu sagladig: goriiliir. Dolayisiyla, I x r M*, ilgili skalerlerinin toplamu sifir olan
yart Einstein manifoldudur. Dahasi, (4.54) ve (4.55) denklemlerinden, M* fiberi ve

I x ¢ M* katl carpimu Ricci-semisimetriktir.
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Ayrica, I x y M* manifoldunun C Weyl konformal egrilik tensoriiniin sifirdan farkli

bilesenleri

e r_
Cor1p = T[Rlcaﬁ - 58&[3]7 (4.56)

= f 3 — = — = — = — ff ~

Capys = E[RlcﬁygaS —Ricaygps + Ricq58py — Ricgs8ay] — 3 Capys  (457)
seklindedir. ~ M*, 3-boyutlu Einstein manifoldu oldugundan, (4.56) ve (4.57)
denklemleri kullanilarak, her i,j,k,l = 1,2,3,4 icin C’ijkl = 0 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla I x r M* konformal diizdiir.

4.1.2 Genellestirilmis yar1 Einstein kath carpim manifoldlar:

Bu boliimde, Teorem 4.4’te ele alinan durumun tersine, boyl = 1, boyN = n — 1,
(n > 3) olmak iizere M = I x4 N katl ¢arpim manifoldu i¢in agagidaki teorem

ispatlanacaktir:

Teorem 4.5. I C R bir aralik olmak iizere, M = I X 4o N katl ¢carpim manifoldunun
N lif manifoldu (n — 1)-boyutlu (n > 3), a,b ve c ilgili skalerlerine sahip olan bir
G(QE),—1 olsun. Bu durumda, a = —('7%2)64/261” bagintis1 saglaniyorsa, M katli

carpim manifoldu da bir G(QE), manifoldudur.

Ispat. I C R arah1 iizerindeki metrik (dt)? olarak secilebilir. Ayrica f = ¢4/2 olsun.

Bu durumda (4.8) ve (4.6) denklemlerinden

1/

. o 4 g Lo an _(q/)zq
iZ2(T)=T, = e + §<CI) el and A\f = e (4.58)

olur. (4.58) denklemi (4.5) denkleminde kullanilirsa, >’ ve ” "’ t’ye gore birinci ve

ikinci mertebeden adi tiirevi gostermek iizere asagidaki denklemler elde edilir:

(n—1)

Ricy = =" 44"+ (d)?], (4.59)
R — R _eq/24// 1\ ()25 4.60
eap = Ricap — - [4¢" + (1 =1)(¢)]8up- (4.60)

N manifoldu (n — 1)—boyutlu, a,b,c # 0 ilgili skaler fonksiyonlarina sahip bir
G(QE),—1 manifoldu oldugundan, Ricci tensorii
Ricqp = agop +bAgAp +clAaBg +AgBy], 0, =2,---,n (4.61)
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formundadir ve tamim geregi buradaki A ve B ilgili 1-formlar1
AcApg® =1, BoBpg® =1, AuBgg® =0 (4.62)

kosullarin1 gerceklemektedir. (4.60) ve (4.61) denklemleri kullanilarak, asagidaki ifade

elde edilir:
5 - e?/ " N21= A A B i p
Ricop = agap — 1_6[4CI +(n—1)(q) ]gaﬁ +bAO¢Aﬁ +C[AaBB ‘f‘AﬁBa]' (4.63)

Simdi, A ve B, lokal bilesenleri asagidaki gibi olan 1-formlar olsun:

i) A ,i=11se
A= { fA; ,diger durumlar (4.64)

5 Bi , i=11ise
Bi= { fB; ,diger durumlar (4.65)
Bu durumda, (4.2) denkleminde verilen katli carpim metrigi, (4.64) ve (4.65)
denklemleri (4.63) denkleminde kullanilirsa, R~icaﬁ asagidaki bicimde yazilabilir:

a 1

o o b. - C .~ =~ ~ o~
Ricop = {em _ E[4q” +(n—1)(¢")?] }gaﬁ + ]—CAaAﬁ + J—C[AaBﬁ +AgBgy] (4.66)

Ayrica I arah@i iizerinde g; = g, = 1 oldugundan, (4.59) denkleminden, Ric;
asagidaki gibi olur:

1 a (n—=2) ,

p oo foa Ly _ neply, 4 Un—24)
Rlc”_{eq/Z 16[4(] +(n 1)(q)]}gﬁ e TR (4.67)

boyl = 1 oldugundan A; = B; = 0 secilebilir. Dolayisiyla (4.64) ve (4.65) denklemleri

asagidaki bicimde yazilabilir:

i 0 ,i=11ise
Ai_{ VfA; , diger durumlar (4.68)

3 0 ,i=11ise
Bi= { VfB; , diger durumlar (4.69)

Bu durumda, (4.2), (4.62) ve (4.68) — (4.69) denklemlerinden,
AcApg™ =1, BoBpg® =1, AaBpg® =0 (4.70)

bagintilarinin gergeklendigi goriiliir. Dahasi, (4.68) ve (4.69) denklemleri kullanilarak,
(4.67) denklemi, —7 + %;z)q’ " = 0 esitliginin saglanmas1 durumunda
. a 1 . b. . C -~ «

Ricy :{eQT —clq"+ (1= 1)) } G+ A +2AB, 4.71)

biciminde yazilabilir. Boylece, (4.66) ve (4.71) denklemlerinin elde edilmesi sonucu,

ispat tamamlanr. 0
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Teorem 4.6. I C R bir aralik, N ise (n — 1)-boyutlu (n > 3) bir Riemann manifoldu
olmak iizere M = I x ¢y N katl ¢carpim manifoldu bir N(k)—yart Einstein manifoldu
olsun. Bu durumda, N lif manifoldu x = %[(f’)2 — ff"] olmak iizere bir N(x)—yar

Einstein manifoldudur.

Ispat. M = I x ;N katli ¢arpim manifoldu bir N(k)—yar1 Einstein manifoldu olsun.
Dolayisiyla, M kath carpimu, iirete¢ vektor alam bir k-null dagilimina ait olan yari
Einstein manifoldudur. M’nin 4;, (1 <i < n) tirete¢ vektorii (4.68) denklemindeki gibi
tanimlanirsa, onceki teoremin ispatinda kullanilan yontemle, N lif manifoldunun da Ag
birim iirete¢ vektor alanina sahip bir yar1 Einstein manifoldu oldugu goriiliir. O halde,

simdi Ay vektor alanin bir null dagilimma ait oldugunu ispatlamak gerekmektedir.

A;, vektor alani k-null dagilimina ait oldugundan, her o, 3,7,0,--- € {2,--- ,n} i¢in

asagidaki egrilik kosullar1 saglanmaktadir:
AaRaﬁyg == k[Aggﬁy —Aygﬁg], Aaféwrﬁ = kAﬁg,, 4.72)

(4.2) katli ¢carpim metrigi ve (4.4) egrilik tensoriiniin bilesenleri kullanilarak, (4.72)
denkleminde verilen esitlikler asagidaki formlara indirgenirler:

105 _ Afix 15 A0PH _ A

A%Ropys = [fk+ ?] [As8py—Aygps), A%Raup =k/fAg. (4.73)

———

=K
Boylece (4.2) metrigi kullanilarak, (4.73) denklemindeki ikinci bagintidan
1 1 // (f/)z
Ty = f
2f 2f 2f
bulunur. boyl = 1 oldugundan, A f = (f')? bicimindedir. Boylece, (4.73) ve (4.74)

r— ] (4.74)

denklemlerinden k = %[( )% — ff"] olmak iizere, Ay, (2 < @ < n) vektoriiniin

k—null dagilimina ait oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanir. U

Bu boliimiin devaminda, yukaridaki teoremler G(QF ),, manifolduna genellestirilecek
ve boyle bir katli carpim manifoldunda taban ve lif manifoldunun Ricci tensorlerinin
bilesenleri ve skaler egrilikleri ayrintili bi¢imde incelenecektir. Bunun igin M X f N
katli carpim manifolduna ait herhangi bir vektor alaninin, X € (M) ve U € x(N)
olmak iizere X +U € x (M x y N) biciminde yazilabildigi kabul edilmektedir.

Teorem 4.7. boyM = m, boyN = d > 1 olmak iizere, M X ¢ N katli ¢arpuim manifoldu

iiretecleri & ve & olan bir G(QE), manifoldu olsun. Bu durumda, taban ve lif
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manifoldlarinin Ricci tensorleri her X,Y € x(M) ve U,V € x(N) icin asagidaki gibi

vazilabilmektedir:

(1) Eger &,8 € x(M) ise,

Ric(X.Y) =ag<x,Y>+§Hessf<x,y>+bg<x,§1>g<y,~sl> (4.75)

+C[g(X751)g<Y7 &2) +g(Xa 52)g<Y7§1)]

Ric(U,V) = f? ( +%—|—df2 ||gradf]| ) 3(U,V) (4.76)
(2) Eger 1,5 € x(N) ise,
Ric(X,Y) :ag(X,Y)—i—;Hessf(X,Y) 4.77)
_ d—
Rie(U,V) = (a+ S+ o lgrad 1)U,V + b3V, £)R(V.81) 479

+ef*[a(U,£)3(V,&) +8(U,&)8(V, 61)]

(3) Eger & € x(M) ve & € x(N) ise,

Ric(X.,Y) =ag(X,Y)+ %Hessf(X,Y) +bg(X,&1)g(Y, &) (4.79)

Af d—
2 N
Ric(U,V) = f ( e L grads]] ) 2(U,V) (4.80)
(4) Eger &1 € x(N) ve & € x(M) ise,
Ric(X,Y):ag(X,Y)+§Hessf(X,Y) (4.81)
] Af d— _
Rie(U,V) = £ (a+ =L P lgrads | ) g(U.v) + b0, 80)a(v.&)
(4.82)
Ispat. M x ¢ N katli garpimu bir G(QE),, manifoldu oldugundan, Ricci tensorii
Ric=ag+bAR A+ c[A® B+ B®A| (4.83)

kosulunu saglamaktadir. Burada, A ve B 1-formlarin iireten &; ve &, iireteglerinin, M
ve N alt manifoldlari tizerindeki bilesenleri sirasiyla &y ve Eiy, & ve &y olarak
secilirse, i = 1,2 i¢in & = &y + &y yazilabilir. Dolayisiyla, incelenmesi gereken
asagidaki dort durum ortaya ¢ikar:
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1. Durum: Eger &; ve &, bilegenlerinin her ikisi de taban manifolduna teget ise, her

X € x(M) igin, A ve B 1-formlari

A<X) :g(X7€1) :g(Xaél) ve B(X) :g<X’€2) :g(X7€2) (4.34)

biciminde yazilabilir. Bu durumda, (4.84) denklemi ve g metrigi, (4.83) denkleminde
kullanilirsa, her X,Y € (M) i¢in

R;C(X,Y) = Clg(X,Y) +bg(X7§1)g(Y7§1) +C[g(X7€1>g(Ya§2) +g(X752)g(Y>§1)]
(4.85)
elde edilir. (4.85) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(1)’de kullanilirsa, taban

manifoldunun Ricci tensorii (4.75) formunda olur. Benzer sekilde, her U € x(N) igin
A(U) =3(U,&1) =0 ve B(U) =2(U,&) =0 (4.86)

biciminde yazilabilir. Bu durumda, (4.86) denklemi ve g metrigi, (4.83) denkleminde
kullanilirsa, her U,V € x(N) i¢in

Ric(U,V)=af?*3(U,V) (4.87)
elde edilir. (4.87) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(3)’de kullanilirsa, lif manifoldunun

Ricci tensorii (4.76) forumunda olur.

2. Durum: Eger & ve & bilesenlerinin her ikisi de lif manifolduna teget ise, her

X € x(M) igin, A ve B 1-formlar1

AX)=8(X,&) =0 ve B(X)=§(X,&)=0 (4.88)

biciminde yazilabilir. Bu durumda (4.88) denklemi ve g metrigi, (4.83) denkleminde
kullanilirsa, her X,Y € (M) i¢in

Ric(X,Y) = ag(X,Y) (4.89)

elde edilir. (4.89) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(1)’de kullanilirsa, taban
manifoldunun Ricci tensorii (4.77) denklemindeki gibi bulunur. Benzer sekilde, her

U € x(N) i¢in

A(U) = g(Uvél) = fzg(Uagl) ve B(U) = g(U7§2) = fzg(Uv 52) (4.90)

72



yazilabilir. Bu durumda, (4.90) denklemi ve ¢ metrigi (4.83) denkleminde yerine
yazilirsa, her U,V € x(N) i¢in
Ric(U,V) =af*3(U.V)+bf*3(U.£D)3(V.&1) (4.91)

+Cf4 [g(U> él)g(v> 62) + g(U7 éZ)g(Vv él)]

bulunur. (4.91) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(3)’de kullanilirsa, lif manifoldunun

Ricci tensorii (4.78)’deki gibi bulunur.

3. Durum: Simdi de, &; bileseni taban manifolduna, &, bileseni ise lif manifolduna

teget olsun. O halde A ve B 1-formlari, her X € y (M) igin,
AX) =8(X,81) =g(X,&1) ve B(X) =g(X,5) =0 (4.92)

biciminde yazilir. (4.92) denklemi ve § metrigi (4.83) denkleminde yerine yazilirsa,

her X,Y € (M) i¢in,
Ric(X,Y) = ag(X,Y) +bg(X,&1)g(Y, &) (4.93)

bulunur. (4.93) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(1)’de kullanilirsa, taban manifoldunun

Ricci tensorii (4.79)’deki gibi bulunur. Benzer sekilde, her U € x(N) igin

AU)=§(U,&) =0 ve BU)=3(U,&) = f3(U,&) (4.94)

yazilabilir. Bu durumda da, (4.94) denklemi ve g metrigi, (4.83) denkleminde
kullanilarak,her U,V € x(N) i¢in

Ric(U,V) =af?g(U,V) (4.95)
bulunur. (4.95) denklemi Yardimci Teorem 4.3-(3)’de kullanilarak, lif manifoldunun
Ricci tensor (4.80) biciminde elde edilir.

4. Durum: Son olarak &; bilegeni lif manifolduna ve &, bileseni de taban manifolduna

teget secilebilir. Bu durumda, A ve B 1-formlar1 her X € y (M) igin,

A(X)=g(X,&1) =0 ve B(X)=g(X,&) =g(X,&) (4.96)

biciminde yazilabilir. (4.96) denklemi ve g metrigi, (4.83) denkleminde yerine
yazilirsa, her X, Y € (M) igin,
Ric(X,Y)=ag(X,Y) (4.97)
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bulunur. Dolayisiyla (4.97) denklemi ve Yardimci Teorem 4.3-(1)’den, taban
manifoldunun Ricci tensorii (4.81) biciminde elde edilir. Benzer gekilde her U € x(N)
icin

AU)=g(U.&) = f*5(U,&) ve BU)=§(U,&)=0 (4.98)

yazilabilir. Dolayisiyla (4.98) denklemi ve § metrigi, (4.83) denkleminde yerine
yazilirsa, her U,V € x(N) i¢in

RNiC<U7V) - afZg(U7V) + bf4g<U= él)go/v 51) (499)

bulunur.  Sonug¢ olarak (4.99) denklemi ve Yardimci Teorem 4.3-(3)’den, lif

manifoldunun Ricci tensorii (4.82) forumunda elde edilir. U

Ayrica, M xy N Kath carpim manifoldu ayni zamanda bir G(QE), manifoldu
oldugundan, &;, (i = 1,2) iiretecleri g(§;,&;) = 1 ve §(&1,&) = 0 bagmtilarini saglar.
Bu durumda, eger & € x(M), (i = 1,2) ise, g(&,&) = 1 ve eger & € x(N) ise,
fzg(éi, &) = I’dir. O halde, Teorem 4.7°de verilen taban ve lif manifoldlarinin Ricci
tensorlerinin izi alinarak, skaler egirlikleri kolayca elde edilebilir. Boylece asagidaki

sonug elde edilmis olur:

Sonug 4.1. boyM = m, boyN = d > 1 olmak iizere, M X ¢ N katli ¢arpim manifoldu
iiretecleri & ve & olan bir G(QE), manifoldu olsun. Bu durumda, M X ;N
katly ¢arpinumin skaler egriligi ¥ = (m + d)a + b bicimindedir. M taban ve N lif

manifoldlarimin skaler egirlikleri ise asagidaki gibi elde edilir:

(1) Eger &1,8 € x(M) veya &y € x(M) ve & € x(N) ise,

r:ma+;Af+b ve f:df2<a+%+d—_21|]gmdf||2) (4.100)
(2) Eger&1,E € x(N)veya &y € x(N) ve & € x(M) ise,
r:ma+€Af ve f:df2<a+g+d_1]\gradf]]2>+bf2 (4.101)
f [ f?

Boliim 3-Teorem 3.12°de ingaa edilen metri8in aynt zamanda katli carpim metrik
yapisina sahip oldugu asagidaki ornekte gosterilecektir:
Ornek 4.2. M* = {(x", 22,3 x*) e R*: x* € (=1 - V7,1 = V3)U(-1+ V7,1 +
\/§)} C R* acik alt kiimesi iizerinde,
ds* = gijdx‘dx’) = (ez"z‘)(dxl)2 + (M) [(dx?)? + (dx)?] + (dx*)?
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Riemann metri8i ile verilen manifoldun, sabitten farkli r = & + % + 2 skaler

egriligine sahip bir genellestirilmis yar1 Einstein manifoldu oldugu kanitlanmistir.

Bu G(QE)4 manifoldu iizerinde katli ¢arpim yapisi tammlamak icin, f : R® — R¥,
flx2,x3,x4) = e biciminde pozitif tanimli ve diferansiyellenebilen fonksiyonu ele
alinsin. Bu durumda, R3 taban manifoldu ve R fiber manifoldu olmak iizere R3 x ot R

manifoldu tizerideki metrik

-

ds* = gijdx'dx’ = (x*)*(dx®)? + () (dx)? + (dx*)? e (dx')? (4.102)
~ ~ \_\,__/
=g =
biciminde yazilabilit. Boylece § = g + f2g metrigi, f, = Viof, [f* = fpg"%,
a,b,c,d,... € {2,3,4} olmak iizere

=T Ty = =% Tlo=2¢ 1l =1, (4.103)
Rica = Ricas  Rinp = —}Vdfb (4.104)

Ricp. = Ricp. + %(Vc f») Ricey =0, Ricyy = f(Af) (4.105)
F=r+ %p (4.106)

denklemlerini saglar. O halde, M* = R3 X R manifoldu (4.102) metrigi ile iiretilen
ve f(xp,x3,X4) = e bi¢iminde tamimli f : R? — R carpim fonksiyonu ile verilen bir

G(QE)4 kath carpim manifoldudur.

Bu boliimde simdi de, bir G(QE), manifoldu iizerindeki katli ¢arpim metriginin,
bir Riemann carpimina indirgenmesine, yani f carpim fonksiyonunun sabit olmasina
neden olan bazi durumlar arastirilacaktir. Dolayisiyla, Teorem 4.7°e benzer sekilde

yine dort durum s6z konusu olacaktir.

1. Kabul: "&; ve &, iirete¢lerinin her ikisinin de taban manifolduna teget oldugu" veya
"€, iiretecinin taban manifolduna, &, iiretecinin ise lif manifolduna teget oldugu" kabul

edilsin.

Simdi, 1. kabul altinda asagidaki teorem ispatalanacaktir:

Teorem 4.8. M x ;N (boyM = m, boyN = d) katli ¢arpim manifoldu kompakt,
yonlendirilebilir ve simrsiz olmak iizere & ve & iiretecleri 1. kabuldeki kosullart

saglayan, a,b, c ilgili skalerlerine sahip bir G(QE), manifoldu olsun. Bu durumda,
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(a) Egerm=1veyad=1vea, b ilgili skalerleri pozitifise M X ¢ N bir Riemann ¢arpim

manifoldudur.

(b) Eger m,d > 1 ve a > 0 ve asagidaki durumlardan herhangi biri saglaniyor ise,

M x ¢ N bir Riemann ¢arpum manifoldudur:

(i) r—F =0 ise,
(ii) M taban manifoldu negatif skaler egrilige sahip ve b > 0 ise,

(iii) 7> r+ f—z ise.

Ispat. (a) Eger boyM = m = 1 ise r = 0 olur ve Sonug 4.1-(1)’den, Af = —f[%]
bulunur. a ve b ilgili skalerleri pozitif oldugundan Af < O bulunur ve bdylece Bochner
Lemma’dan f sabit olur. Benzer sekilde, eger boyN = d = 1 ise ¥ = 0 olur ve Sonug
4.1-(1)’den, a+ % = 0 elde edilir. Dolayisiyla yine laplasyenin isareti daima negatiftir

ve f sabit bulunur.

(b) Simdi de, boyM = m > 1, boyN =d > 1 ve a > 0 olsun.

(i) Eger r — 7 > 0 ise Sonug 4.1-(1)’den, r — 7 = dATf —da > 0 olur ve dolayisiyla

Af = af > 0 bulunur. Bu durumda, a > 0 ve f > 0 oldugundan, f sabit olur.

(ii) Eger r < 0 ise Sonug¢ 4.1-(1)’den, ma—f—dATf + b < 0 olur ve boylece a,b > 0
oldugundan Af < —g(ma +b) < 0 olacaktir. Dolayisiyla f sabittir.

(1) Eger7>r+ fL2 ise Yardimci1 Teorem 4.4 kullanilarak —2d Aj—f >d(d— I)Hgn}#.H2 >

0 oldugu goriiliir. O halde Af < O olur ve f sabittir.
0

2. Kabul: " & ve &, iireteclerinin her ikisi de lif manifolduna teget" yada "&; lif

manifolduna &, ise taban manifolduna teget olsun."”

Simdi de, Teorem 4.8’ e benzer sekilde, 2. kabul altinda asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 4.9. M Xy N (boyM = m,boyN = d) katli ¢carpim manifoldu kompakt,
yonlendirilebilir ve simrsiz olmak iizere & ve &, iiretecleri 2. kabuldeki kosullart
saglayan, a,b, c ilgili skalerlerine sahip bir G(QE), manifoldu ve a,b > 0 olsun. Bu

durumda,
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(a) Eger m = 1veyad = 1ise, M X y N Riemann ¢arpum manifoldudur.

(b) Eger m,d > 1 ise, asagidaki durumlardan herhangi biri saglaniyor ise, M X y N bir

Riemann ¢arpim manifoldudur:

(i) N lif manifoldu negatif skaler egrilikli ise,

(ii) A:=a-+b +F olmak iizere A < ise,

(iii) A, (ii) sikkindaki gibi olmak iizere r < 2ma — mA ise,

Ispat. (a) Bger boyM = m = 1 ise, r = 0 olur ve Sonug 4.1-(2)’den, a -l—dA—f =0 olur
ve dolayisiyla a,b > 0 oldugundan Af = “f < 0 elde edilir. Bu durumda Bochner
Lemma’dan f sabit olur. Benzer sekilde, eger boyN = d = 1 ise ¥ = 0 olur ve Sonug
4.1-(2)’den, f > 0 oldugundan, a + Af + b = 0 elde edilir. Boylece, a ve b her ikisi de

S
pozitif iken Af = —(a+ b) f < 0 bulunur ve f sabit olur.

(b) Simdi de boyM = m > 1, boyN =d > 1 ve a > 0 olsun.

(i) Eger 7 < 0 ve a,b > 0 ise Sonug 4.1-(2)’den, Af < 0 olur ve dolayisiyla f sabittir.

(ii) boyN =d > 1 oldugundan, Sonug 4.1-(2)’den
Af  (d-1)

F>fatb+ =2+ gradf|?
::/l
elde edilir. Bu durumda, eger A < (dle) ||grad f||*> bagimtis1 gercekleniyorsa, a +
b+A7f:7L— < 0 olur ve boylece Af < —f(a+ b) < 0 bulunur.

Dolayisiyla, f sabittir.

Af

(iii)) A —a— Af =b > 0 oldugundan, mA > ma + m=r olur. Sonug

4.1-(2) den r=ma —|— d Tf oldugundan son iki denklem kullanilarak

r+miA > 2ma—|—A7f(m+d)

elde edilir. Bu durumda, r < 2ma — mA bagimntisi gergeklendiginden Af < 0 olur ve

yine f sabit bulunur. ]

Yukaridaki iki teoremde elde edilen katli ¢carpim metrik yapisinin varligini engelleyen
durumlar, G(QF),, manifoldunun ve bilesenlerinin skaler egrilikleri veya manifoldun

ilgili fonksiyonlar iizerine koyulabilecek olan farkli kogullar ile ¢ogaltilabilir.
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Bu boliimde, son olarak genellestirilmis yari-sabit egrilikli manifoldlar tizerindeki katl

carpim yapist incelenecektir.

Genellestirilmis yari-sabit egrilikli manifold kavrami, G(QF), manifoldu kavraminin

bir 6zel durum olarak M. C. Chaki tarafindan [8] numarali ¢calismada tanimlanmistir:

Tamm 4.3. Diiz olmayan n-boyutlu (n > 3), (M",g) Riemann manifoldunda, o, B,y

stfirdan farkl skaler fonksiyonlar, ¢ ve y sirasiyla, birim P ve Q vektorlerinin
g(X.P)=(X), g(X,0)=w(X)veg(P,Q)=0 (4.107)

biciminde tamumlanan sifirdan farkli dual 1-formlart olmak iizere, (0,4)-tipindeki

Riemann egrilik tensorii

RIX.Y,ZW) =« [g(Y,Z)g(X,W) —g(X,Z)g(Y,W)] (4.108)
+B [fP(Y)(P(Z)g(X,W) —0(X)9(Z2)g(Y, W)+ 9(X)p(W)g(Y,Z) — ¢(Y)¢(W)8(Xaz)}
+Y[g(Y7Z){¢(X)‘I/(W) +oW)y(X)} =X, Z){o(Y)y(W)+o(W)y(Y)}

X, WH{o()w(Z)+o(2)y(Y)} — (Y, W){o(X)y(Z) + ¢(Z)1V(X)}]

kosulunu sagliryorsa, M’e genellestirilmis yari-sabit egrilikli manifold denir ve kisaca
G(QQC), ile gisterilir. Ozel olarak, y =0 ise, (M",g) manifolduna yari-sabit egrilikli
manifold; y= B = 0 ise, (M",g) manifolduna sabit egrilikli manifold adi verilir.

S. Guha [3] calisgmasinda, her G(QE)3; manifoldunun G(QC)3 manifoldu oldugunu
ve her konformal diiz G(QE),, (n > 3) manifoldunun G(QC), manifoldu oldugunu
kamitlamistir. Tersine, her G(QC),,, (n > 3) manifoldu G(QE), manifoldudur.

Teorem 4.10. (M, g), g—boyutlu (1 < g < n) tam baglantili bir Riemann manifoldu ve
(N,g), (n— q)—boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere, M X f N manifoldu P ve
Q iireteclerine ve ., 3,y skaler fonksiyonlar sahip bir G(QC), katli carpum manifoldu
olsun. Eger [ carpum fonksiyonunun Hessiani g metrigi ile orantili ise, asagidakiler

gerceklenir:

(1) Eger P,Q € x(M) ve B+ oaqg <0 ise, M taban manifoldu 2-boyutlu bir Einstein

manifoldudur. Dahasi, M X N manifoldu bir Riemann ¢carpinudir.

(2) Eger P€ x(M) ve Q€ x(N) ise, M taban manifoldu yine 2-boyutlu bir Einstein
manifoldudur.
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(3) Eger P,Q € x(N)veya P € x(N), Q€ x(M) ise, M skaler egriligi r = aq(q—1)

olan bir Einstein manifoldudur.

Ispat. M x; N manifoldu G(QC), oldugundan, Riemann egrilik tensorii, her
X,Y,Z,W € x(M) icin agagidaki kosulu saglamaktadir:

RX,Y,Z,W)=al|3(Y,2)g(X, W) —&(X,Z)3(Y,W) (4.109)
+B[0(V)0(2)3(X, W) — 9(X)9(2)3(Y, W) + 6 (X)6 (W) (Y, Z) — 9(¥)9 (W)3(X, 2)]
12 Z2){0 W W) + 9(W)W(X)} — (X, 2) {9 (1 W(W) + 9 (W) ()}
HECW{O0N)W(Z) +0(2)W(¥)} ~ 5 WO (X)W (Z) + 9(2)w(X)}]

P ve Q iireteclerinin taban ve lif manifoldlar iizerindeki bilesenleri sirasiyla, Py ile Py

ve Oy ile Qn olmak lizere
P=Py+Py ve Q=0u+0On (4.110)

kabul edilsin. Bu durumda, asagidaki dort alt durum meydana gelmektedir:

1. Durum: iIk olarak P ve Q vektorlerinin taban manifolduna teget olduklari kabul

edilsin, yani P,Q € (M) olsun. Bu durumda, her Y € x (M) igin,

olur. Ayrica, P ve Q vektorleri ortonormal vektorler oldugundan, g(Py, Q) = 0 ve
2(Py,Py) = 1 bulunur. O halde, Yardimci Teorem 4.8 ve (4.111) denklemi, (4.109)
denkleminde kullanilarak her X,Y,Z,W € x (M) igin

RIX,Y,Z,W) =« [g(Y,Z)g(X,W) —g(X,Z)g(Y,W)] 4.112)
+ﬁ[ (Y, Pm)g(Z,Pu)g(X, W) — 8(X,Pu)8(Z, Pp)g(Y, W) + g(X, Pp)g(W, Ps)g (Y, Z)
—8(¥.Pu)g(W. Pu)g(X,Z)| +7|8(.Z{8(X, Pu)g(W. Qu) + (W, Pur)g(X. Onr)}
—8(X, Z){g(Y,Pr)g(W,0m) + (W, Pu)8(Y,0m) } + (X, W){g(Y,Ps)8(Z,0m)

)
+8(Z,Pu)g(Y,Om)} — (Y, W){g(X,Pu)g(Z,0m) +&(Z,Ps)g(X,0m)}

elde edilir. (4.112) denklemi X ve W {izerinde daraltilirsa,

Ric(Y,Z) = [a(q—1)+Blg(Y,Z2)+B(q—2)9(Y)¢(Z)+1(¢=2) [0 (V) w(2) +¢(Z) y(Y)]
(4.113)
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bulunur. (4.113) denklemi Y ve Z iizerinde daraltilirsa, r skaler egriligi
r=(qg—1)(ag+2p) (4.114)

bigiminde elde edilir. j = 1,2,...,n; i¢in {e;} € x(M) ve s =n; +1,...,n icin
{es} € x(N) olmak iizere, {e,e2,...,e,}, M x ¢ N Kkath carpimi i¢in bir ortonormal
catr alam olsun. M x ¢ N katli carpimi G(QC),, manifold oldugunda, (4.10) ve (4.112)

denklemleri kullanilarak, kesitsel egrilik

< A o
ZK(ej/\es):—f: a+p (4.115)
Jj<s f 2
biciminde elde edilir. f fonksiyonunun Hessian’1 g metrigi ile orantili oldugundan,
Af
Hessf(X,Y) = —g(X,Y) (4.116)
q

yazilabilir. Bu durumda, (4.114) ve (4.115) denklemleri, (4.116) denkleminde
kullanilirsa

Hessf(X,Y)+ fKg(X,Y)=0 (4.117)

elde edilir. Burada K = 4-UPC" bigiminde elde edilir.

Obata’nin [51] numarali makalesine gore, iki veya daha biiyiik boyutlu, tam baglantili
M" Riemann manifoldunun Vydf = —c?>fX (yani Hessf(X,Y)+c*fg(X,Y) = 0)
kosulunu saglayan, sabitten farkli bir f fonksiyonuna sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul M’in (n + 1)—boyutlu Euclid uzayinda % yaricapli §"(c) kiiresine izometrik
olmasidir.

Bu durumda, (4.117) denkleminden, eger B + g < 0 ise, K > 0 olur ve bdylece M,
(¢ + 1)-boyutlu Euclid uzayinda, \/Lf yaricaph bir kiireye izometriktir. Bu ise, M’nin
bir Einstein manifoldu oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, 3,7 # 0 oldugundan (4.113)
denkleminden g = 2 elde edilir.

Ayrica, B + ag < 0 oldugundan, (4.115) denkleminden Af < O bulunur ve Bochner

Teoreminden f sabit olur ve M x N Riemann ¢arpimina indirgenmis olur.

2. Durum: Simdi de, P,Q € x(N) oldugu kabul edilsin. Bu durumda her Y € y (M)
icin

oY) =3g(Y,P)=0 ve y(¥Y)=g(¥,0)=0 (4.118)
olacagindan (4.109) ve (4.118) denklemlerinden her X,Y,Z,W € x(M)

RX,Y,Z,W) = a[3(Y,2)(X, W) —§(X,Z)3(Y,W)] (4.119)
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elde edilir. Yardimci Teorem 4.8 ve (4.119) denklemi kullanilarak

RX,Y,ZW)=0og(Y,2)g(X,W)—g(X,Z)g(Y,W)] (4.120)
bulunur. (4.120) denklemi X ve W iizerinde daraltilirsa

Ric(Y,Z)=o(q—1)g(Y,Z) (4.121)

elde edilir ve boylece M Einstein manifoldu olur. Ayrica, (4.121) denklemi Y ve Z,
tizerinde tekrar daraltilirsa skaler egriligi r = ag(g — 1) bi¢ciminde olur.
3. Durum: Simdi ise, P € (M) ve Q € x(N) oldugu kabul edilsin. Bu durumda ise
herY € x(M) i¢in

¢(Y)=3(Y,P)=g(Y,Py) ve y(Y)=3g(¥,0)=0 (4.122)

olur ve bu durumda Yardimci Teorem 4.8 ve (4.122) denklemi, (4.109) denkleminde
kullanilarak her X,Y,Z,W € (M) i¢in

RIX,Y,Z,W) = o [g(Y,Z)g(X,W) —g(X,Z)g(Y,W)] (4.123)
+B|8(¥, Pu)g(Z, Pu)g (X, W) — 8(X. Pur)g(Z, Pur) (Y. W)

+8(X,Pu)8(W,Pu)8(Y,Z) — g(Y,Pu)g(W, Pur)g(X ,Z)]

elde edilir. Bu da, M manifoldunun yari-sabit egrilikli manifold olmasi1 anlamina
gelir. 1. durumdaki benzer islemler tekrarlandiginda, M yine 2-boyutlu bir Einstein

manifolduna indirgenmektedir.

4. Durum: Son olarak da, P € x(N) ve Q € x(M) oldugu kabul edilsin. Bu kez her
Y € x(M) icin
oY) =g(¥,P)=0 (4.124)

olacagindan 2. durumdaki sonuglar elde edilir ve ispat tamamlanr. U

4.1.3 Pseudo-projektif olarak diiz ve pseudo-projektif olarak korunumlu

Riemann manifoldlar

Bu boliimde, oOncelikle pseudo-projektif olarak diiz ve pseudo-projektif olarak
korunumlu keyfi Riemann manifoldlar1 ve daha sonra da 6zel olarak genellestirilmis

yar1 Einstein manifoldlar: ele alinacaktir.
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Onerme 4.1. Pseudo-projektif olarak diiz her Riemann manifoldu, bir Einstein

manifoldudur.

Ispat. (M",g), n(> 2) boyutlu, pseudo-projektif olarak diiz olan bir Riemann
manifoldu olsun. Dolayisiyla, pseudo-projektif egrilik tensorii 6zdes olarak sifira

esittir. Bu durumda, (3.22) denkleminden,

aR(X,Y,Z,W)+ B[Ric(Y,Z)g(X,W) — Ric(X,Z)g(Y,W)] (4.125)
== (4 B)[8(Y. 2)g(X, W) — g(X. Z)s(¥. W)

bulunur. (4.125) denklemi X ve W iizerinde daraltilirsa
[+ B(n—1)].[Ric(Y,Z) —%g(Y,Z)] ~0. (4.126)
elde edilir. Bu durumda,
o+ pB(n—1)=0 veya Ric(Y,Z) = %g(Y,Z). (4.127)

biciminde iki durum ortaya cikar.

1. Durum: Ric(Y,Z) = 7g(Y,Z) saglaniyor ise manifoldun bir Einstein manifoldu

oldugu goriilmektedir.

2. Durum Simdi de a + B(n— 1) = 0 bagintisimin gerceklendigi kabul edilsin. Bu
durumda, B = —-%; denklemi, pseudo-projektif egrilik tensoriiniin taniminda yerine
yazilirsa, P projektif egrilik tensorii olmak iizere

P(X,Y,Z,W)=a |R(X,Y,Z,W) — ﬁ[Ric(Y,Z)g(X,W) —Ric(X,Z)g(Y,W)]

- -

=PTZY) (4.128)

bulunur. Diger taraftan manifold pseudo-projektif olarak diiz ve o # 0 oldugundan,

(4.128) denkleminden

R(X,Y,Z,W) = : C[Ric(Y,Z)g(X, W) — Ric(X, Z)g (Y, W) (4.129)

n _
elde edilir. Yani manifold sabit egriliklidir. Dolayisiyla, (4.129) denklemi Y ve Z

tizerinde daraltilarak, manifoldun yine bir Einstein manifolduna indirgendigi goriiliir.

OJ
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Onerme 4.2. (M",g), (n > 2) manifoldu pseudo-projektif olarak korunumlu ise,
(M",g) ya konformal olarak korunumludur (yani divC = 0) ya da skaler egriligi

sabittir.

Ispat. (M",g), (n > 2) pseudo-projektif olarak korunumlu (yani divP = 0) bir Riemann
manifoldu olsun. (3.22) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa
(VwP)(X,Y)Z = o(VwR)(X,Y)Z+ B[(VwRic)(Y,Z)X — (VwRic)(X,Z)Y] (4.130)

_dr(W)

(04
elde edilir. Ardindan, (4.130) denklemi W iizerinden daraltilirsa,

(divP)(X,Y)Z = a(divR)(X,Y)Z + B[(VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X,Z)]  (4.131)

L B)e(v,2)dr(X) - g(X.Z)dr(Y)]

nn—1

bulunur. Riemann egrilik tensoriiniin diverjansi
(divR)(X,Y)Z = (VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X,Z) (4.132)

oldugundan, (4.131) ve (4.132) denklemleri kullanilarak, pseudo-projektif egrilik

tensoriiniin diverjansi

(divP)(X,Y)Z =(o.+ B)[(VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X,Z)] (4.133)
1 «

—(

nn—1

+B)[e(Y,Z2)dr(X) — g(X,Z)dr(Y)]

biciminde elde edilir. Dolayisiyla, pseudo-projektif olarak korunumlu (M",g), (n > 2)
manifoldunda,

(a+B)|(VxRic)(¥,2) — (VyRic) (X,2)] = (-

+B)[g(¥,2)dr(X) — g(X, Z)dr(¥)]

(4.134)
denklemi saglanmaktadir. (4.134) denklemi Y ve Z iizerinde daraltilirsa, 2. Bianchi
Ozdesligi de kullanilarak (n > 2 oldugundan), her X € TM igin (& — B)dr(X) =0
bulunur. Bu durumda, ya a = B gerceklenir ya da manifoldun skaler egriligi sabittir.
Eger, o = B esitligi saglaniyorsa, (4.134) denklemi ve & # 0 oldugu kullanilarak

1

(VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X,Z) = m[g(

Y,Z)dr(X) —g(X,Z)dr(Y)] (4.135)

elde edilir. Bu da, C konformal egrilik tensorii olmak iizere; divC = 0 kosulunun
saglanmasina denktir. Dolayisiyla, manifold konformal olarak korunumlu olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur. O
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Not 4.1. Eger o # [ ise, bu durumda, r sabit olacagindan, (4.134) denkleminden

(a+ B)[(VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X,Z)] = 0 (4.136)

elde edilir. Bu durumda da, ya o + 8 = 0 olur ya da manifold Codazzi tipinde (bknz.

[52]) Ricci tensoriine sahip olur.

Bu boliimiin devaminda, (M",g), (n > 2) manifoldu; pseudo-projektif olarak
korunumlu ve sabit ilgili skalerlere sahip G(QE), manifoldunu temsil etmektedir.
Dolayisiyla, (2.21) denkleminden M’nin skaler egriligi r = an + b sabittir. Ayrica,
pseudo-projektif egrilik tensoriiniin tanimindaki o, B € R sayilari i¢in o # —f3 oldugu
kabul edilirse, (4.136) denkleminden, manifoldun Ricci tensorii daima Codazzi tipinde

olacaktir. Yani,
(VzRic)(X,Y) = (VxRic)(Z,Y), VYX,Y,Z€ x(M) (4.137)
denklemi saglanir. Bu durumda, asagidaki teorem kanitlanacaktir:

Teorem 4.11. (M",g), (n > 2) pseudo-projektif olarak korunumlu, ilgili skalerleri
sabit olan bir G(QE), manifoldu olsun ve dyle ki; P tensériiniin tammundaki o, € R

icin o # — P kabul edilsin. Bu durumda, asagidaki sonuglar gerceklenmektedir:

(1) ManifoldunV iireteci Vy U vektoriine ve U iireteci de VyV vektoriine diktir.
(2) Manifoldun A I1-formu diverjanssizdir.

(3) Manifoldun B 1-formunun diverjansi sifirdan farkli ise (dolayisiyla VyU 4+ VyV #0

ise),
(i) (M",g) manifoldu, ilgili skalerlerinin toplamlart sifir olan bir yar: Einstein
manifoldudur.
(ii) (M",g) manifoldunun U iireteci parallel vektor alamdur:
(iii) U iiretecinin integral egrileri jeodeziklerden ibarettir.

(iv) (M",g) manifoldu Ricci simetriktir.

Ispat. M manifoldunun (2.21) ile verilen Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi alinirsa

(VzRic)(X,Y) = b[(VzA)(X)A(Y) +A(X)(VZA)(Y)] (4.138)
+c[(VZA)(X)B(Y) +A(X)(VzB)(Y) + (VZA)(Y)B(X) +A(Y)(VzB)(X)]
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bulunur ve (4.138) denklemi, (4.137) denkleminde yerine yazilirsa
b[(VZA)(X)A(Y) +A(X)(VZA)(Y) — (VxA)(2)A(Y) —A(Z)(VxA)(Y)] (4.139)
+c[(VZA)(X)B(Y) +A(X)(VzB)(Y)+ (VZA)(Y)B(X) + A(Y)(VzB)(X)
—(VxA)(Z)B(Y) —A(Z)(VxB)(Y) — (VxA)(Y)B(Z) —A(Y)(VxB)(Z)] = 0
elde edilir. (4.139) denkleminde Y = U yazilirsa
b[(VZA)(X) — (VxA)(Z)]+c[A(X)(VzB)(U) + (VzB)(X) (4.140)
—A(Z)(VxB)(U) — (VxB)(Z)] = 0.
Benzer sekilde, (4.140) denkleminde X = U yazilirsa
—b(VyA)(Z) +c[2(VzB)(U) —A(Z)(VuB)(U) — (VuB)(Z)] = 0 (4.141)
elde edilir ve son denklemde de Z = V yazilirsa
—b(VyA) (V) +2¢(VyB)(U) =0 (4.142)
bulunur. Diger taraftan (4.139) denkleminde ¥ = Z =V ve X = U yazilirsa,
b(VyA) (V) +2¢(VyB)(U) =0 (4.143)
bulunur. Ayrica, g(U,V) = 0 oldugundan, konneksiyonun dzelliginden,
g(VyU,V)+g(U,VyV) =0 ve g(VyU,V)+g(U,VyV) =0 (4.144)

denklemleri saglanmaktadir. O halde, (4.144) denklemi, (4.142) ve (4.143)

denkleminde kullanilirsa, asagidaki denklem sistemi elde edilir:

(4.145)

—bg(VyU,V)+2cg(VyV,U) =0
—bg(VyV,U) —2cg(VyU,V) =0

Yukaridaki denklem sistemi diizenlendiginde, c[(g(VyU,V))? + (g(VyV,U))?*] =0
bulunur. O halde, (g(VyU,V))? + (g(VyV,U))? = 0 ise, bu durumda g(VyU,V) =
g(VyV,U) = 0 olmak zorundadir. Yani V iireteci Vy U vektoriine ve U tireteci de VyV

vektoriine diktir.

Eger ¢ = 0 ise, (4.145) numarali denklem sisteminden, b # 0 olmas1 gerektiginden,
g(VyU,V) =g(VyV,U) = 0 bulunur. Ciinkii, aksi takdirde b = ¢ = 0 bulunacagindan

manifold Einstein manifoldun indirgenir. Dolayisiyla, her iki durumda da,
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elde edilir. (4.140) denkleminde X =V yazilir ve (4.146) denklemi de kullanilirsa
b[(VZA)(V) = (VvA)(Z)] — (Vv B)(Z) = 0 (4.147)

bulunur. Benzer sekilde (4.139) denkleminde ¥ =V ve Z = U yazilir ve (4.146)

denklemi kullanilirsa
—b(VxA)(V)+c(VyA)(X) =0 (4.148)
elde edilir. Ayrica, (4.138) denklemi X ve Z iizerinde daraltilirsa
bldiv(A)A(Y) + (VyA)(Y)]+c[div(A)B(Y) +div(B)A(Y) (4.149)
+(VuB)(Y)+(VyA)(Y)] =0
bulunur. (4.149) denkleminde Y = U yazilir ve (4.146) denklemi kullanilirsa,
bdiv(A)+cdiv(B) =0 (4.150)

elde edilir. Benzer sekilde (4.149) denkleminde Y =V yazilirsa, cdiv(A) = 0 bulunur.
Bu durumda, ya ¢ = 0 ya da div(A) = 0 elde edilir. Eger ¢ = 0 ise, (4.150) denklemi
kullanilarak, (b # 0 olmasi gerektiginden) yine div(A) = 0 bulunur. Dolayisiyla, her iki
durumda da A 1-formu diverjanssizdir. Bu durumda, (4.150) denkleminden ya ¢ = 0

ya da div(B) = 0 seklinde iki durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Ilk olarak ¢ # 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda, div(B) = 0 olur. Ayrica,
div(A) = 0 daima saglandigindan, (4.149) denklemi

b(VyA)(Y)+c[(VuB)(Y) + (VyA)(Y)] = 0 (4.151)

formuna indirgenir. Bu durumda, (4.141) ve (4.151) denklemleri taraf tarafa toplanir

ve yine (4.146) denklemi g6zoniinde bulundurulursa
(VA (¥) = 2(VyA) (V)] =0 (4.152)

denklemi elde edilir. Yukarida ¢ # 0 kabul edildiginden, (VyA)(Y) = 2(VyA)(V)

bulunur. Son denklem (4.147) denkleminde yerine yazilirsa
b(VzA)(V)+c(VyB)(Z) =0 (4.153)

elde edilir. (4.148) ve (4.153) denklemleri taraf tarafa toplanir ve ¢ # 0 oldugu
kullanilirsa ViU + Vy'V = 0 bulunur.
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2. Durum: Diger taraftan, ¢ = 0 oldugu kabul edilirse, (4.140) denkleminden (bu

durumda b # 0 olacagindan),
(VZA)(X) = (VxA)(Z) (4.154)

bulunur. (4.139) denkleminde X = U yazilir, (4.154) denklemi ve ¢ = 0 oldugu
kullanilirsa her X,Z € TM icin

(VZA)(X) = g(VzU,X) =0 (4.155)

bulunur. Boylece, manifoldun U iireteci paralel vektor alani olur. Yani, her X € TM
icin VxU = 0 olur. Buradan da X = U yazilarak VyU = 0 bulunur. Yani, U’nun
integral egrilerinin jeodezikleriden ibaret oldugu sonucuna varilir. Ayrica, (4.155)
denkleminden, manifoldun Ricci tensorii VRic = 0 kosulunu gercekler. O halde,
bu manifold Ricci simetriktir. Dahasi, (4.155) denkleminin bir kez daha kovaryant
tiirevi alinir ve Ricci Ozdesligi kullanilirsa, her X,Y,Z € TM igin R(U,X,Y,Z) =0
bulunur. Son denklem de X ve Y iizerinden daraltilirsa, ¢ = 0 oldugundan Ric(Z,U) =
(a+ D)A(Z) = 0 bulunur ve boylece a+ b = 0 olur. Sonug¢ olarak manifold ilgili
skalerlerinin toplamu sifir olan bir yar1 Einstein manifolduna indirgenir. Boylece, ispat

tamamlanmisg olur.
O

Not 4.2. [53] (M"), (n > 2) tam Riemann manifoldu, / ve m sabit katsayilar olmak
lizere

VuVip = (—lp +m)guz, (4.156)
kosulunu saglayan bir 6zel p konsorkilir vektdr alanina sahip olsun. Eger [ =m =0
ise, M manifoldu, (n — 1)-boyutlu tam M* Riemann manifoldu ile I arahigmm M* x [

bicimindeki direk ¢arpimi olarak yazilabilir.

Bu not aslinda De Rham ayristirmasi olarak bilinen teoremin (bknz. [54]) bir 6zel
halidir. Dolayisiyla, yukaridaki not ve Teorem 4.11 yardiyla asagidaki sonug elde

edilmis olur:

Sonug 4.2. (M",g), (n > 2) tam, pseudo-projektif olarak korunumlu, ilgili skalerleri
sabit olan bir G(QE),, manifoldu olsun ve oyle ki; P tensériiniin tammundaki o, B € R
icin o0 # — B kabul edilsin. Eger U iireteci gradient ve div(B) # 0 ise, M manifoldu

(n—1)-boyutlu tam M* Riemann manifoldu ile I araligimin M* X I direk ¢arpinudir.
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4.1.3.1 Pseudo-Projektif Olarak Diiz Kath Carpim Manifoldlar:

Bu alt boliimde, pseudo-projektif olarak diiz olan bir Riemann manifoldu iizerinde 6zel
bir kath carpim yapisinin varolmast durumu incelenecektir. (N", g) taban manifoldu ve
f:N — R carpim fonksiyonu olmak iizere M = N x f R! katl1 carpim manifoldu ele
almsim. Bu durumda, h,i,j,k... € {1,2,3,...n+1} ve a,b,c,d... € {2,3,...n+
1} olmak iizere, M = N x R! katli carpim manifoldunun metrigi asagidaki gibi

yazilabilir:

5 8ab 0

<g,-j>=( 0 f2> (4.157)
(4.157) denklemi ile verilen katli carpim metriine ait Christoffel sembollerinin

sifirdan farkl tiim bilegsenleri

Ja

~ZC :1—2 ~Llll = _ffav f‘%a = 77 f‘{l :1:‘%1 (4.158)

c)
seklinde elde edilmistir. Burada, f;, = V,f, f¢= f,g"* bicimindedir.

Bu durumda, M ve N manifoldlarinin, sirasiyla R and R egrilik tensorlerinin sifirdan
farkli lokal bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

4 ~ 1

R} =R Ryp= _?Vdfb (4.159)
Dolayisiyla, M ve N manifoldlarinin sirasiyla Ric and Ric Ricci tensérlerinin sifirdan

farkli lokal bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:
. 1 . -
Ricp. = Ricp. + ?(chb) Ric.i =0, Ricy; = f(Af) (4.160)

Burada Af, f carpim fonksiyonunun g metrigine gore laplasyenini gostermektedir.

Dahasi, M ve N manifoldlarinin 7 ve r skaler egrilikleri, asagidaki bagintiy1 saglar:
F=r+— (4.161)

Teorem 4.12. M""! = N" x s R!, (n > 3) pseudo-projektif olarak diiz, katli ¢arpim
manifoldu olsun. Bu durumda, N taban manifoldu projektif olarak diiz, yani bir

Einstein manifoldudur.

Ispat. M"T! = N" x f R! pseudo-projektif olarak diiz, katli carpim manifoldu olsun.
Bu durumda, M manifoldunun P pseudo-projektif egrilik tensérii 6zdes olarak sifira
esittir. ( Dikkat edilecek olursa boyM = n+ 1.) Dolayisiyla, (3.22) denkleminden

f (04 - h o h
n+—1<; +B)[g k6" — §ik6;] (4.162)
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elde edilir. (4.159)-(4.161) denklemleri (4.162) denkleminde kullanilarak

. . ro o
QRj,, = — B[Riccq0, — RicpqO.'] + ?(— +B)[8caby — 8ba 0] (4.163)
B 2 Af «
- ?[chd@f — Vi fadd]+ ?7( +B)[gca0y — gpaO.]
bulunur. (4.163) denklemi a ve b indisleri {izerinden daraltilirsa
. n—1) o
@+ (= DPIRica =S+ Pea= G-y sy
2 A f (07
—1
i B s
bulunur. (4.164) denklemi tekrar ¢ ve d indisleri iizerinden daraltilirsa

Af
f

olur ve dolayisiyla asagidaki iki durum s6z konusu olabilir:

Ro+(n—1DB)lr—(n—-1)=%]=0 (4.165)

1. Durum : Ik olarak 2¢ + (n — 1) # olsun. Bu durumda, (4.165) denkleminden

r—(n—l)Af (4.166)
f
bulunur ve (4.166) ile (4.164) denklemlerinden
[OC + (n - I)B]Riccd :r(% +ﬁ)gcd - ?(n - 1>chd (4.167)

bagintis1 elde edilir. (4.166) ve (4.167) denklemleri (4.163) denkleminde kullanilir ve

o # 0 oldugu dikkate alinirsa

1
Riey = m[RiCcd@f — Ricpq 0] (4.168)

bulunur ki bu da N manifoldunun, (3.20) ile tanimlanan projektif egrilik tensoriiniin
sifira esit oldugu anlamina gelir. O halde N manifoldu projektif olarak diiz ve dolayisi

ile bir Einstein manifoldudur.
2. Durum : Simdi de
204+ (n—1)B=0 (4.169)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda (4.164) ve (4.169) denklemleri ve o # 0 oldugu

kullanilirsa

: 1 A 2
Ric.q = Z<r+ 2_f)gcd —=V.fu (4.170)

f f
bulunur. (4.163) ve (4.170) denklemleri yardimiyla 1. durum ile benzer sekilde (4.168)

esitligi elde edilir ve yine N manifoldu projektif olarak diiz, yani Einstein manifoldu

olur. OJ
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Onerme 4.1 ve Teorem 4.12’den, pseudo-projektif olarak diiz, M+ = N" x f R! katli
carpim manifoldu ve bu katli ¢arpimin N taban manifoldu Einstein manifoldlaridir.
Dolayisiyla, M ve N manifodlarinin Ricci tensorleri (4.160) denkleminde yerine

yazilirsa, a,b,c,d ... € {1,2,3...n} olmak tizere,

7 r 1
= - —(V 4.171
o %ab ngab+f( afb) ( )
elde edilir. (4.171) denklemi gab ile daraltilirsa
n Af
F= — 4.172
perll r+ ¥ ( )

elde edilir. Bu durumda, (4.172) denklemi (4.161) denkleminden ¢ikartilirsa

r_Af
n—l_T

bulunur. M"*!, (n > 3) ve N Einstein manifoldlari olduklarindan dolay1 7 ve r sabittir

(4.173)

ve dolayistyla (4.173) denkleminden sabit olmayan f ¢arpim fonksiyonu, ¢ = .- sabit

olmak iizere Af = cf denklemini saglar. Bu durumda, Bochner Lemma yardimiyla

asagidaki sonug elde edilmis olur:

Sonu¢ 4.3. M™! = N" x;R!, (n > 3) kompakt, yonlendirilebilir, sirsiz ve
pseudo-projektif olarak diiz katli carpum manifoldu olsun. Bu durumda, M ve N pozitif

skaler egriliklidir.

Son olarak, eger f carpim fonksiyonu sabit secilirse, M"*! = N" x f R! Riemann
carpimina indirgenir ve Af = 0 olur ve (4.170), (4.172), (4.173) denklemleri
kullanilarak M ve N manifoldlarinin R ve R egrilik tensorleri sifir bulunur. O halde,

asagidaki sonug elde edilmis olur:

Sonu¢ 4.4. M™! = N" xR (n > 3) kompakt, yonlendirilebilir, siursiz ve
pseudo-projektif olarak diiz Riemann ¢arpim manifoldu olsun. Bu durumda, M ve

N manifoldlarinin her ikisi de lokal olarak Euclid uzaydr.

4.2 D-Genel Carpim Manifoldlar:

D. Blair, [55] numarali c¢alismada, D-homotetik deformasyon, (bknz. [56]),
kavramindan faydalanarak M; keyfi bir Riemann manifoldu ve M, hemen hemen

kontakt metrik manifold (bknz. [57]) olmak iizere M| x M, ¢carpim manifoldu iizerinde
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D-garpim metrigi kavramini tammlamustir. Buna gore, (M, 1) Riemann manifoldu ile
(M>, ¢2,&>,M2,82) hemen hemen kontakt metrik manifoldunun D-¢arpim manifoldu,
f € C* (M) pozitif bir fonksiyon, & ve M, M, tizerindeki hemen hemen kontakt

metrik yapinin sirasiyla, karakteristik vektor alan1 ve onun dual formu olmak iizere,

g=g1+fe+f(f-)men, (4.174)

metrigi ile verilen (M; X Mp,g) carpim manifoldu olarak tanimlanmaktadir, [55].
Burada,

DI{XG%(MQ) ZT]Q(X) :0} 4.175)
biciminde tanimlanan D kiimesi kontakt dagilimi temsil etmektedir.

Bu boliimde, M, manifoldu iizerindeki kosul zayiflatilarak, M; x M, manifoldu
tizerindeki D-carpim metrik yapis1 genellestirilecek ve D-genel carpim metrigi

kavrami tanimlanacaktir.

Tanmm 4.4. (Mj,g;), (j = 1,2) iki Riemann manifoldu ve &, € x(M,), g, metrigine
gore dual formu M, olan herhangi bir birim vektor alani olsun. D = Kerm, olmak
iizere, (4.174) metrigi ile verilen (M} X M»,g) carpimina D-genel ¢carpim manifoldu

adi verilir.

Notasyon 4.1. Bu boliim boyunca, m; = boyM;, (j = 1,2), f fonksiyonu M, iizerinde
pozitif ve diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve & € y(M>), g» metrigine gore duali
12 olan herhangi bir birim vektor alan1 olmak iizere, (M}, g;), (j = 1,2) iki Riemann
manifoldunu temsil edecektir. Bu durumda, (M = M| X M>,g), (4.174) metrigine
sahip ve D = Kern, kosulunu saglayan D-genel ¢arpim manifoldunu gostermektedir.
Ayrica ileriki alt boliimlerde, || - || ile M tizerindeki bir vektor alaninin g; metrigine
gore uzunlugu gosterilecektir. Aksi belirtilmedik¢e, j-indisine sahip olan (veya
olmayan) her geometrik objenin M;, j = 1,2 bilesenlerine (veya M = M| X M, ¢arpim

manifolduna) ait oldugu kabul edilecektir.

(4.174) ile verilen g metriginin bilesenleri ve Tanim 4.4 kullanilarak dogrudan hesap

sonucunda, asagidaki yardimci teorem elde edilir:

Yardimer Teorem 4.5. (Mj,g;), j = 1,2 manifoldlar: iizerindeki Levi-Civita

konneksiyonlar: V/ ile gosterilmek iizere, (4.174) ile verilen g metrigine ait Levi-Civita

91



konneksiyonunun bilesenleri asagidaki gibidir:

X
Vx,Yi =Vy Y, VYo =VpX| = 12(;[) Y2+ m(2)&),
Ve Vs — V2 (f—1) V2 V2
Y2 = X2Y2+ 2f [g2( X2€2aY2)+g2( Y2§27X2)]§2 (4.176)

+ f(f = Dm(V2) (ix,d12)F + n2(X2) (iv d12)f]
—[s2(X2.12) + 2f ~)m(X)m()IV'f, X;.Y; € x(M)),j =12
Burada, i ve 4 sirastyla, her XY icin (ixdny)(Y) = dn2(X,Y) biciminde tanimlanan

ic carpim operatoriinii ve g, metrigine gore miizikal izomorfizmayt gostermektedir.

Yardimct Teorem 4.5 yardimiyla, bu boliimiin devaminda da kullanilacak olan

asagidaki sonug elde edilir:

Yardimcit Teorem 4.6. D = Kerny dagilimmmn & vektor alam dogrultusunda
kovaryant olarak invaryant kalmasi (yani her V € D icin VEZV € D olmast) igin gerekli

ve yeterli kosul asagidaki kosulun saglanmasidur:

iézan =0. (4.177)

Bu boliimiin devaminda kullanilacak olan hipotez asagidaki gibi olacaktir:

Hipotez 4.1. &, vektor alaninin g, metrigine gore paralel (yani her X, € x(M>) igin
Vg(z & = 0) oldugu kabul edilsin. Bu durumda 1, dual formu kapalidir (yani dn, =
0’dir) ve dolayisiyla (4.177) denklemi kendiliginden gercektenir.

Boylece, Yardimci Teorem 4.5 kullanilarak, asagidaki sonug elde edilir:

Yardimc1 Teorem 4.7. Hipotez 4.1 altinda, (4.174) ile verilen D-genel carpim

metrigine ait Levi-Civita konneksiyonunun bilesenleri asagidaki gibidir:

Xlz(;) [¥2+ 12 (¥2)%2); (4.178)

V.Y = Vi Vo — (02X, 1) + 2f — V(X)) m(Y)V f, XY € x(M)), j=1,2

VX1Y1 = V;(lYl, VX1Y2 = VY2X1 =

4.2.1 D-genel carpim manifoldu iizerinde harmonik fonksiyonlar

(N,h) bir Riemann manifoldu, {E£;};, N manifoldu iizerinde ortonormal bir ¢at1 ve
V, h metrigine ait Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, ¢ € C* fonksiyonunun
Laplasyeni
Ap =iz(Vde) = E;Ej(¢) — (VEE))¢. (4.179)
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biciminde tanimlanir. E8er A¢ = 0 ise, ¢’e harmonik fonksiyon denir. Bu tanima
denk olarak, Ap = div(grad@) olarak da yazilabilir. Burada, bir X € x(N) vektor
alaninin diverjansi divX = h(Vg; X, E;) denklemi ile, ¢ fonksiyonunun gradienti ise, f,
h metrigine gore miizikal izomorfizma olmak iizere gradp = Vo = (d (p)ﬁ biciminde
tanimlanir. ¢ fonksiyonunun Hessian tensorii de, her X,Y € x(N) igin Hess@(X,Y) =

h(VxVe,Y) biciminde tamimlanr.

Bu boliimiin devaminda yapilacak olan c¢alismalarda, D-genel ¢arpim manifoldu

tizerindeki taban kavramu ile ilgili asagidaki not kullanilacaktir:

Not 4.3. {Ai}x ve {u;}; swrastyla, M| manifoldu iizerinde g; metrigine gore ve D
dagilimi iizerinde g, metrigine gore ortonormal ¢ati alanlari ise, {Ay }x ve {U; = %}l
sirastyla, M| manifoldu ve D dagilimi iizerinde, her ikisi i¢in de g metrigine gore
ortonormal ¢ati alanlaridir. Dolaysiyla, {u;, &} ve {U, %}l, M> manifoldu iizerinde
sirastyla, g» ve g metriklerine gore ortonormal ¢ati alanlaridir. Boylece, {E;}; =

{Ar i U{U } U{%}, M manifoldunun g metrigine gore bir ortonormal ¢at1 alanidur.

Onerme 4.3. (M = M; x M, g) bir D-genel ¢arpum manifoldu olsun. Eger (4.177)
denklemi saglaniyorsa, herhangi bir ¢ € C*(M) fonksiyonunun Laplasyeni asagidaki

gibi bulunur:

Ap—A1p+ }Aw I;—Zf[(divzéz)(ézq’) THes @& 80 g0

+(my+1)V(Inf)e.
Ispat. Not 4.3 ve (4.179) denklemi kullanilarak
Ap =EE;(9) — (VE,E})¢ (4.181)
=AAK(@) — (Va A )@ +UiUi (@) — (Vy,Up) o + fiz[??zfzq’ —(Vg, &)l
bulunur. Son denklemde, (4.177) denklemi ve Yardimci Teorem 4.5 kullanilirsa
AQ =A@+ % [”l”l‘l) — (Vou+ %

s [ke - (Ea -2V 0],

(div2&2)e2— (m—=1DV'f)g|  @182)

elde edilir. (4.182) denklemi A, ¢ ve Hess¢ cinsinden diizenlenirse, (4.180) elde edilir.
O

Ayrica (4.180) yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir:
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Sonu¢ 4.5. (M = M| x M,,g) bir D-genel ¢arpim manifoldu olsun.  Eger
(4.177) denklemi saglaniyorsa, her @, € C*(M,) fonksiyonu icin asagidakiler

gerceklenmektedir:

(i) @) fonksiyonunun (M, g) iizerinde harmonik olmast icin gerek ve yeter kosul Ay @) =
—(my +1)V(Inf) @1 olmasidir;
(ii) Asagidaki ifadelerden herhangi ikisi saglaniyorsa, iiciinciisii de saglanir:
(a) @y fonksiyonu (M, g) iizerinde harmoniktir;
(b) @1 fonksiyonu (M1, g)) iizerinde harmoniktir,
(c) V(Inf) ve V' (¢@)) vektorleri ortogonaldir.

Sonu¢ 4.6. (M = M, x M,,g) bir D-genel ¢arpim manifoldu olsun.  Eger
(4.177) denklemi saglanmiyorsa, her @, € C*(M,) fonksiyonu icin asagidakiler

gerceklenmektedir:

(i) @ fonksiyonunun (M, g) iizerinde harmonik olmasu i¢in gerek ve yeter kogul Ay @y =

]%[(divzéz)éz + Hess@ (&, )] olmasidr.
(ii) Eger Hess@(&r,&) = 0 ve asagidaki ifadelerden herhangi ikisi saglanmiyorsa,
liciinciisii de saglanir:
(a) @) fonksiyonu (M,g) iizerinde harmoniktir;
(b) @ fonksiyonu (M, g>) iizerinde harmoniktir;

(c) ya & vektoriiniin g, metrigine gore diverjansi sifirdir yada @, fonksiyonu &,

dogrultusunda sabittir.
Tamm 4.5. Bir (N,h) Riemann manifoldu iizerinde, @ € <7,,(N) p-formunun
s'o(Xy,. ... X, 1) = (V.0) (X1, . Xp 1), VXi,..., Xp 1 €X(N).  (4.183)

seklinde tamimlanan ko-diferansiyeli sifir ise, ® ko-kapalidir. Dahasi, ® p-formu hem

kapalt hem de ko-kapali ise, harmoniktir.

Onerme 4.4. Hipotez 4.1 altinda, (M = My x M,g) D-genel ¢carpum manifoldunun
0% ko-diferansiyel operatorii ile (M}, g ;) bilesenlerinin 8%/ (j = 1,2) ko-diferansiyel
operatorleri arasindaki bagintilar asagidaki gibidir:

1
0w = 6% w +m2+

w(gradf); Yo, € o1 (M), (4.184)
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1—
f2

Ispat. Not 4.3’de verilen ortonormal cati alanlari kullanilarak, 6% asagidaki gibi

1
5 = 3% + L & (&) Ve € i (M), (4.185)

bulunur:
0w :(VEj(D)(Ej) :Ej(a)(Ej))—a)(VEjEj) (4186)
=Ak(0(Ar)) — 0(Va,Ar) + Ul(0(U))) — o(Vy,Uy)
1 &
+—c (0 —o(Ve, =).
fzéz( (&2)) — o 57 )
Yardimci Teorem 4.7, (4.186) denkleminde kullanilirsa, ispat tamamlanir. [

Boylece asagidaki iki sonug ifade edilebilir:

Teorem 4.13. Hipotez 4.1 altinda, f # 1 olmak iizere (M = My x M>,g) D-genel
carpum manifoldu iizerinde, her @ € <f\(M) I-formu igin, asagidaki ifadelerden

herhangi iicii saglantyorsa, dordiinciisii de saglantir:

(i) @ I-formu g metrigine gore ko-kapalidir;
(ii) @ I-formunun My manifolduna kisitlanisi g metrigine gore ko-kapalidir;
(iii) @ I-formunun My manifolduna kisitlanisi g, metrigine gore ko-kapalidir;

(iv) ® I-formu asagidaki esitligi gercekler:
2
0] 2
—(gradf ) = sabit =
f—1 my+1

Sonuc¢ 4.7. Hipotez 4.1 altinda, f + 1 olmak iizere (M = M| x M>,g) D-genel

&w (&) : (4.187)

carpum manifoldu iizerinde, her kapali ® € <71 (M) 1-formu igin, asagidaki ifadelerden

herhangi iicii saglantyorsa, dordiinciisii de saglanir:

(i) @ I-formu g metrigine gore harmoniktir;
(ii) @ I-formunun M| manifolduna kisitlanisi g metrigine gore harmoniktir;
(iii) @ I-formunun M, manifolduna kisitlanisi g, metrigine gore harmoniktir;

(iv) o kapalidir ve (4.187) denklemini saglar.

Not 4.4. Yukarida ifade edilen Onerme 4.4, Teorem 4.13 ve Sonug¢ 4.7 benzer

hesaplamalar ile herhangi bir p-formuna genellestirilebilir.
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4.2.2 D-genel carpim manifoldu iizerinde Einstein-benzeri kosullar

Bu boliimde, Notasyon 4.1 ve Hipotez 4.1 altinda, D-genel ¢arpim manifoldunun
Riemann ve Ricci egrilikleri ile ilgili sonuglar ifade edilecektir. Yardimci Teorem 4.7

kullanilarak, dogrudan hesaplama ile asagidaki yardimci teorem elde edilir:

Yardimci Teorem 4.8. Hipotez 4.1 altinda, (4.174) metrigi ile verilen D-genel carpim
manifoldunun Riemann egrilik tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

R(X1,Y1)Z1 = R\(X1,11)Z1, R(X1,Y1)Z2 = R(X2,Y2)Z; =0

R(X1,2)Z, = 2Hess: (Inf)(Xi ,214) + X, (Inf)Zy (Inf) v,

N 2Hess (Inf) (Xble)LjL 31 (Inf)Zi(Inf) m(1h)é

R(X1,Y2)Zy = —[g2(Y2,Z2) + (2f — )2 (Y2)M2(Z2)]Vx, (V' f)
+ w[gz(Yz,Zz) — M (Vo)ma(2)V' f

1 r112
HV2]J:H [—g(Yz,Zz)Xz — (1, 2)n2(X2)&

—(2f = 1) (Y2)N2(Z2) X2 + 82(X2, 20) Y2 + 82(X2, Z2) M2 (Y2) &2

+(2f - 1)772(X2)772(22)Y2], VX, Y, Z; € x(M;), j=1,2.

(4.188)

R(X>,Y2)Zy = Ry(X1,Y2)Z, +

Bu durumda, Yardimci Teorem 4.8 yardimi ile asagidaki onerme elde edilir:

Onerme 4.5. Hipotez 4.1 altinda, (4.174) metrigi ile verilen D-genel carpim
manifoldunun Q Ricci operatoriiile Mj’e ait Q (j = 1,2) Ricci operatorleri arasindaki

bagintilar asagidaki gibidir:

OX; = 01X+ %df(Xl)Vlf— @V}(l (VIf), VXi € x(My), (4.189)
1412
0% = L0,%, — [AI(W) +(1+2m) Y ];H }Xz
f 2 4f (4.190)
14112 :
+ [— Al(;nf) + (1 —2my) HV“-fj;H }T]z(Xz)éz, VX5 € x(M>).

Ispat. Not 4.3’de verilen ortonormal taban yardimiyla, Q Ricci operatorii
1
0oX = R(X,Ej)Ej = R(X,Ak)Ak —l—R(X,U])U] + ]TZR(X’ 52)62, (4.191)

biciminde ifade edilebilir. Hipotez 4.1 ve Yardimci Teorem 4.8 kullanilarak yapilan

uzun hesaplamalar sonucunda (4.189) ve (4.190) denklemleri elde edilir. U

96



Simdi, Bo6lim 6’da ayrintili tamimlart verilecek olan, Einstein-benzeri bazi 6zel

manifoldlar ile ilgili tanimlar verilecektir:

Tanim 4.6. [58] Bir (N, h) Riemann manifoldu iizerinde
Q-+ VgradF + udF ® gradF = Al (4.192)

kosulunu saglayan F,A € C*(N) fonksiyonlari ve u € R sabiti varsa (N,h,F)

manifolduna genellestirilmis yart Einstein manifoldu adi verilir.

Eger F sabit ise, (N,h) Einstein manifolduna; eger A sabit ise (N, g, F) manifoldu
yar1 Einstein manifolduna indirgenir, [59]. (Bilinmelidir ki, burada bahsedilen yar1
Einstein ve genellestirilmis yar1 Einstein manifoldu kavramlar1 Chaki tarafindan [2]
ve [8] numarali makalelerde tanimlanan yar1 Einstein ve genellestirilmis yar1 Einstein

manifoldu kavramlarindan farklidir. Ayrintili bilgi B6liim 6’da mevcuttur.)
(4.189) denklemi ve Tanim 4.6 kullanilarak agagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.14. boyM| > 2 olmak iizere, Hipotez 4.1 altinda, (M = M\ X M,, g) D-genel
carpum manifoldunun Q Ricci operatoriiniin My’ e kisitlanisimin Einstein denklemini
saglamasi (yani ¥ X; € x(My) icin QX = aX, olacak sekilde bir o« € C*(M)
fonksiyonunun varolmast) icin gerek ve yeter kosul F = —(my + 1)Inf, A =«
ve W= —(my+3)/2(my+1)? olmak iizere (My,g1,F) manifoldunun yar Einstein

manifoldu olmas:udr.

Ispat. F = —(my + 1)Inf olarak segilirse, Hessian tensoriiniin tanimi kullanilarak
my+1 my+1
HessF(X1,11) = — 2" Hessf (X, Y1) + 2fz df(X)df(Y1), ¥V Xi,Y1 € x(M))

(4.193)
elde edilir. O halde V X; € x(M;) icin OX; = aX; kosulu ve (4.189) denklemi
kullamilarak, (4.192) bagitisi, F potansiyel fonksiyonu, g = —(my +3)/2(my + 1)?

sabiti ve A = « i¢in gerceklenir. Benzer sekilde, teoremin tersi de ispatlanir. U
Einstein manifoldunun bir diger genellestirilmesi de asagidaki gibidir:

Tamim 4.7. (N,h) bir Riemann manifoldu, o, € C*(N), & € x(N) ve N swrasuyla,
birim vektor alant ve £’nin h metrigine gore dual I-formu ve olmak iizere, (N, h)

manifoldunun Q Ricci operatorii

O=o0l+Bn®E. (4.194)
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kosulunu saglvyor ise (N, h, &, n) manifolduna m-Einstein manifoldu denir.

Bu tanim Chaki tarafindan tanimlanan yar1 Einstein manifoldu kavraminin [2], kontakt
geometrideki analogu olarak ortaya ¢ikmistir. O halde, (4.190) denklemi ve Tanim 4.7

yardimiyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.15. Hipotez 4.1 altinda, (M = M| X My, g) D-genel ¢arpim manifoldunun
Q Ricci operatoriiniin My e kisitlanisinin Einstein denklemini saglamasi (yani ¥ X, €
X (My) icin QXo = 06X, olacak sekilde bir 6 € C*(M,) fonksiyonunun varolmast) i¢in

gerek ve yeter kosul

12112
a:6f+f@+(l+2mz)%, (4.195)
Vl 2
u:f%—(zmz—l)H 4}{” (4.196)

ilgili skalerler olmak iizere, (M3, g2,&>,M2) manifoldunun bir N,-Einstein manifoldu

olmasidrr.

Boylelikle, Teorem 4.14, Teorem 4.15 ve Onerme 4.5 yardimiyla asagidaki sonuca

ulagilir:

Sonug 4.8. Hipotez 4.1 altinda, (M = M| X M>, g) D-genel ¢carpum bir Einstein man-
ifoldu ise, (My,g1) bir yari-Einstein ve (M, g2,&>,M2) bir Ny-Einstein manifoldudur.
j=12igin rj, (M;,g;) bileseninin skaler egriligi olmak iizere, eger f = % sabit
fonksiyon ve j = 1,2 icin (Mj,g;) ler Einstein manifoldu ise, bu durumda (M =
M x My, g) D-genel ¢carpumi da Einstein manifoldudur.

4.2.3 D-genel carpim manifoldunun skaler ve kesitsel egrilikleri

Bu boliim boyunca da yine Notasyon 4.1 ve Hipotez 4.1 g6z 6niinde bulundurulacaktir.
Not 4.3°de verilen ortonormal cat1 alanlar1 yardimiyla, Onerme 4.5’de bulunan Ricci
operatOriiniin izi alinarak, D-genel carpim manifoldunun skaler egriligi asagidaki gibi

bulunur:

Onerme 4.6. Hipotez 4.1 altinda, (M = M| X My,g) D-genel carpmunmin r skaler
egriligi ile sirastyla g\ ve go metriklerine ait ry ve ry skaler egrilikleri arasindaki
baginti asagidaki gibi elde edilir:

r=r4 2o (n2 —1)C2ma + 1) IV £ - Gma+1) Af (4.197)

f 42 2 f
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Sonug 4.9. Hipotez 4.1 altinda, (M = M| X M>,g) D-genel ¢arpimumn f carpum

fonksiyonu (M, g1) iizerinde harmonik olsun. Bu durumda:

(i) Eger (Mj,g;), (j = 1,2) bilesenleri negatif skaler egrilikli manifoldlar ise, (M =
M X M, g) D-genel carpumi da negatif skaler egriliklidir.

i er =M XM, -genel carpwmu pozitif skaler egrilikli ise, ri + = >
(ii) Eger (M = My x My, g) D-genel ¢arpimu pozitif skaler egrilikli i >0

gerceklenir.

{X,Y}, g metrigine gore 2-boyutlu 6 C TM diizlemsel kesitinin ortonormal tabani
olmak iizere, D-genel carpim manifoldunun kesitsel egriligi K(o) = K(X,Y) =
g(R(X,Y)Y,X) bicimindedir. O halde, Not 4.3’de verilen D-genel ¢arpiminin

ortonormal taban1 ve Yardimci Teorem 4.8 kullanilarak, agsagidaki sonug elde edilir:

Onerme 4.7. (M = M\ x My, g) D-genel carpim manifoldunun herhangi bir 2-boyutlu
o C TM diizlemsel kesiti icin, Hipotez 4.1 altinda, g metrigine ait K kesitsel egriligi
ile gj, (j = 1,2) metriklerine ait K; kesitsel egrilikleri arasindaki iliskiler asagidaki

gibidir:

(i) © kesiti M| manifolduna teget ise,

K(o)=K;(o); (4.198)
(ii) o C D ise, -
K(G)Z%[Kz(ﬁ)—%]; (4.199)
(iii) © kesiti & vektor alamni iceriyor ve My manifolduna teget ise,
K(0) = 5 Ka(0) = V' £ (4.200)

(iv) Eger o, D dagilumina ait herhangi bir vektor ile herhangi bir A € x(M,) birim
vektorii tarafindan gerilen diizlemsel kesit ise,

1

K(o) = e [(Af)* —2fHessf(A,A)); (4.201)

(v) Eger o, herhangi bir A € x (M) birim vektorii ile &, vektor alami tarafindan gerilen
diizlemsel kesit ise,

K(o) = —;Hess f(A,A). (4.202)
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Yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak asagidakiler elde edilir:

Sonug 4.10. Hipotez 4.1 altinda, e§er (M = My X M,,g) D-genel ¢carpuminin kesitsel

egriliginin isareti sabit ise,
(i) My manifoldunun K kesitsel egriliginin de isareti sabittir;
(ii) Her A € x(My) birim vektorii icin Hessf(A,A) sabit isaretlidir;

(iii) Her A € (M) birim vektirii icin K| ve Hessf(A,A) zit isaretlidir.

D-genel carpim manifoldunun sabit kesitsel egrilikli olmasi durumunda ise asagidaki

sonug elde edilir:

Onerme 4.8. Hipotez 4.1 kosulunu saglayan (M = My x My,g) D-genel carpim

manifoldunda asagidakiler birbirine denktir:

(i) (M =M, X My, g) D-genel carpuni bir uzay-formdur;
(ii) (M =M\ X My,g) D-genel carpum diizdiir;

(iii) (Mj,g;), (j = 1,2) bilesenleri diizdiir ve f ¢arpim fonksiyonu sabittir.

Ispat. (i) = (ii), (iii): M’nin K Kesitsel egriliginin k € R sabitine esit oldugu kabul
edilsin. Bu durumda, (4.201) ve (4.202) denklemlerinden

2
A _ fk, VA€ x(My). (4.203)

f
bulunur. Eger A € Kerd f olarak alinirsa, (4.203) denkleminden k = O olarak bulunur.
(4.202) denkleminden, her A € x(M;) icin Hessf(A,A) = O bulunur. Burada,
Hessian tensoriiniin simetrik bir tensor oldugu kullanilirsa, her A,B € y(M;) i¢in
Hessf(A,B) = 0 bulunur. Boylece Hessf = 0 ve K| = 0 bulunur. Bu durumda, (4.199)
ve (4.200) denklemlerinden, sirasiyla asagidaki iki denklem elde edilir:

Vl 2
K>(c) = M, Yo CD, (4.204)
2f
K>(o)=[|Vf|?, Yo 3 & eo CTM,. (4.205)

(4.204) ve (4.205) denklemlerinde, esitliklerin sag ve sol tarafinda farkli manifoldlara

ait fonksiyonlar bulundugundan, bu fonksiyonlarin yalnizca sabit fonksiyon olmalari
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gerektigi sonucuna ulagilir. O halde, her 2-boyutlu 6 € TM, diizlemi i¢in K> (o) sabit
olacagindan f sabit fonksiyondur. Bunun sonucunda V! f =0 olur ve (4.204)-(4.205)

denklemlerinden K, = 0 elde edilir.

(ii) = (i), (iii): (ii) durumu (i) nin bir 6zel hali oldugundan, yukaridaki (i) = (ii), (iii)

ispat1 kullanilarak, dogrudan elde edilir.
(iii) = (1), (ii): (4.198)-(4.202) denklemlerinden, ispat tamamlanir. L]

Daha sonra, sabit kesitsel egrilikli Riemann manifoldu kavramina benzer sekilde,
yari-sabit kesitsel egrilikli Riemann manifoldu kavrami ortaya atilmistir. Temelde,
yari-sabit kesitsel egrilikli Riemann manifoldu iki geometrik yapu ile belirlenir. Bunlar
bir & Riemann metrigi ve bir & birim vektor alamdir, [60]. O halde tanim agagidaki

gibi verilir:

Tanim 4.8. [60-62] (N,h,&), birim & vektor alamna sahip olan bir Riemann
manifoldu, 6 C T,N 2-boyutlu bir diizlemsel kesit, p € N ve 0 ise o kesiti ile &
arasindaki ag1 (yani 0 € [0, 5] olmak iizere 0 = £(0,&)) olsun. Bu sekilde tamimlanan
her © kesiti ve p € N noktast icin, K(0) kesitsel egriligi ayn ise (yani yalnizca p € N
noktasina ve 0 agisina bagl ise), (N,h,&) manifolduna yari-sabit kesitsel egrilikli

manifold adi verilir.

Bu kavram ilk olarak Chen ve Yano tarafindan Riemann egrilik tensoriiniin saglamasi
gereken bir denklem yardimu ile tanimlanmis [61], daha sonra Boju ve Popescu
tarafindan yukaridaki gibi geometrik yorumu yapilmistir, [60]. Yakin gecmiste ise,
Ganchev ve Mihova [62] numarali ¢alismada, yari-sabit kesitsel egrilikli manifoldlarin

siniflandirilmasi ve ¢esitli orneklerin ingaasi ile ilgili sonuglar elde etmislerdir.

Bu boliimde, son olarak D-genel carpim manifoldunun yari-sabit kesitsel egrilikli

olmasi durumunda bilesen manifoldlarinin 6zellikleri incelenecektir:

Teorem 4.16. Hipotez 4.1 kosulunu saglayan, (M = My x M,g) D-genel carpim
manifoldu yari-sabit kesitsel egrilikli ise, (M},g;), j = 1,2 bilesenlerinin K; kesitsel

egrilikleri icin asagidakiler gerceklenir:

(i) f carpim fonksiyonunun M iizerindeki diizey hiperyiizeyleri tiimden umbiliktir;

(ii) (My,g1) bir uzay-formudur;

101



(iii) Her 2-boyutlu 6 C D diizlemsel kesiti icin, K> (o) sabittir;

(iv) Her 2-boyutlu & € o C TM, diizlemsel kesiti i¢in, K(0) sabittir.

Ispat. (i): (4.202) denkleminden, bir ¢ € R icin Hessf = cf esitligi gerceklenir. Bu da
fYq) = {x € My : f(x) = q} diizey hiperyiizeylerinin M, iizerinde tiimden umbilik

oldugunu gosterir.

(ii): Onerme 4.7-(4.198), (4.199), (4.201) denklemleri ve (M = M; x M,,g) D-genel
carpiminin yari-sabit kesitsel egrilikli oldugu kullanilarak, her 2-boyutlu o C TM| ve

6 C D diizlemleri ve A € (M) birim vektor alani i¢in agagidaki esitlik gerceklenir:

1 5 ViR 1
Stka(o) - D) = a2 - apmessan), @200

A € Kerdf olarak segilir ve (i)’nin ispatinda bulunan Hessf = cf denklemi

K](G) =

kullanilirsa, (i) gergeklenir.

(iii): (ii) maddesinden, (M, g) bileseninin kesitsel egriligi K| = (—c) =sabit olarak
bulunur. Bu durumda, (4.206) denklemindeki ilk esitlikten, her 2-boyutlu ¢ C D
diizlemsel kesiti i¢in K»(0) = —fc+ % olur. Esitligin sag ve sol tarafinda farkl
manifoldlara ait fonksiyonlar bulundugundan, yine bu fonksiyonlarin yalnizca sabit

fonksiyon olmalart gerektigi sonucuna ulagilir ve boylece (iii) de ispatlanmig olur.

(iv): Yine (M = My X M»,g) D-genel ¢arpiminin yari-sabit kesitsel egrilikli oldugu
ve (4.200) ile (4.202) denklemleri kullanilarak, &,’yi igeren her 2-boyutlu ¢ C TM,;

diizlemsel kesiti ve her A € (M) birim vektorii igin :

1
2
esitligi elde edilir. (i)’de elde edilen Hessf = cf denklemi de kullanilarak, yine farkli

(K2 (o) — ||V fI]?) = —%Hess f(A,A) (4.207)

manifoldlara ait fonksiyonlarin asagidaki esitligi sagladig1 goriiliir:
Ka(0) = |V f|[* = 2¢f>. (4.208)

Burada da, (iii)’e benzer sekilde, her & € 6 C TM; kesiti i¢in, K>(0) sabit bulunur.

Boylece ispat tamamlanmus olur. U

Not 4.5. Bu boliim boyunca kullanilan D-genel carpim metrigi yapisi, Riemann

ve semi-Riemann geometrisinde kullanilan klasik katli carpim metrigi kavraminin
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bir genellestirilmis formu olup, bu kavram {iizerindeki ¢alismalar devam etmektedir.
Buraya kadar elde edilen sonucglar, Riemann katli carpim manifodlarinda ele
alinan harmoniklik, Einstein-benzeri kosullar vb. problemlerin D-genel c¢arpim

manifoldlarina genellestirilmesidir.
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5. GENELLESTIRILMIS YARI EINSTEIN UZAY-ZAMANLARI VE
FiZIKSEL UYGULAMALARI

20. yiizyilin baslarina kadar, Newton tarafindan da benimsenen,zamanin hareketten
bagimsiz oldugu ve uzay boslugunu esir (veya eter) adi verilen, agirliksiz, saydam
ve siirtlinmesiz olan, varli§1 kesin olarak ispatlanamayan ve tiim maddeleri gegiren
esnek bir maddenin doldurdugu fikri kabul edilmigtir. 1905 yilinda ise, Lorentz’in
elektrodinamik teorisini en bastan yeniden yorumlayan, kabul edilen goriisiin aksine
uzay ve zaman kavramlarinin birbirinden ayr diisiiniilemeyecegini gosteren ve esirin
varhgini reddeden Einstein’in Ozel Goérelilik Teorisi yaymlanmistir, [63]. Bu teori

klasik mekanik ile ¢elisen iki 6nermeye dayanmaktadir:

(1) (Gorelilik Ilkesi) Fizik yasalari, diizgiin hareket eden tiim gozlemciler icin aynidir.

(2) Goreli hareket veya 15181n kaynaginin hareketi s6z konusu olmadiginda, bos uzayda

(vakumdaki) 15181n hizi, tiim gozlemciler i¢in aynidir.

Ortaya c¢ikan bu yeni teori, yapilan deneylerle, klasik mekanige gore, daha ¢ok uyumlu
sonuglar vermistir. Ozellikle, 20. yiizyiln en iinlii denklemi olan E = mc?’nin
ortaya ¢ikmasini saglamig, bir bagka deyisle enerji ve kiitlenin esdeger ve birbirine
doniisebilir oldugunu gostermistir. 2. dnerme ayn1 zamanda Michelson-Morley deneyi
olarak bilinen ve bulmay1 bekledikleri sonucun aksine 1s1k hizinin, tiim yonlerde ayni
oldugunun anlagilmasini saglayan calismaya dayanmaktadir. Bu deney sonucunda,
diinya ile esir arasinda karsilikli bir hareket iligkisi olduguna yonelik bir kanit
bulunamamis ve boylece Michelson ve Morley istemeden de olsa esirin varolmadigini

kanitlamiglardir.

Einstein’in Ozel Géreliliginin matematiksel modeli ise IE‘It Minkowski uzay-zamanidir.
Uzay-zaman kavrami, Einstein’in 1905’te yayinladigi Ozel Gorelilik Teorisinin bir
sonucu olarak goriilmesine ragmen, aslinda ilk olarak 1908 yilinda, H. Minkowski

tarafindan matematiksel olarak acikca Onerilmis ve daha sonra da Einstein’in
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calismalarina genisletilmigtir.  1912°de Einstein Minkowski’nin uzay-zamaninini

kullanarak, Genel Gorelilik Teorisinin temellerini atmistir.

Einstein’in Genel Gorelilik Teorisi, yercekimini bir kuvvetten ziyade, egriligi
maddenin kiitle-enerji yogunlugundan ve elektromanyetizmadan etkilenen, egrisel bir
uzay-zamanin tezahiirli olarak goriir, [64]. Bu bakimdan, Genel Goérelilik Teorisi,
Ozel Gorelilik Teorisi ile Newton’un Evrensel Cekim Teorisini birlestiren geometrik
bir kuramdir. Bu durumda, "Uzayin madde icerigi, yani enerji-momentum tensortii,
uzayin egriligi ile nasil iligkilendirilebilir?" sorusu ortaya ¢ikmaktadir. Bu soruya
cevap olarak, Einstein, Newton’un 2. Yasasi olan Dinamigin Temel Prensibini (F = ma
formiilii) kullanmig ve Kk yercekimsel sabit ve G = Ric — %rg Einstein tensorii olmak

iizere, G = kT formiiliinii 6nermistir. Boylece
1
Ric—irg: kT 3.1

bicimindeki alan denklemlerini elde etmistir. Einstein, G tensdriinii elde etmek igin,
basta Ricci tensorii olmak iizere bircok olasilik denemis; ancak sistemin korunumlu
(yani divT = 0) olmasi icin, daraltilmis ikinci Bianchi 6zdesligi araciligi ile Ricci
tensoriinden %rg terimini ¢ikarmasi gerektigini gormiistiir. Ortaya c¢ikan bu yeni
teort, kiitle-enerji-momentum tensorii olan 7y1, Ricci egrilik tensorii ve metrik tensor
ile iligkilendiren FEinstein alan denklemlerini kullanmasi bakimindan diger ¢ekim
teorilerinden ayrilir. Ozetle, Einstein alan denklemlerine gore; herhangi bir kiitlenin
bulundugu uzay-zaman egrilirken, egrilige sahip olan uzay-zamanda bulunan bir kiitle

hareket eder.

Genel Gorelilik, uzayin geometrisi, serbest diisiiste cisimlerin hareketi ve 1s181n
yayilimu ile ilgili konularda klasik fizik ile 6nemli olciide farklilik gosterir. Fizikte
uzay-zaman, genellikle 3-boyutlu uzay ile dordiincii boyut olarak rol oynayan zamani
tek bir siirekli ortam i¢inde birlestiren matematiksel bir modeldir. Euclid geometrisine
gore de, evrenin ii¢ uzay boyutu ve bir zaman boyutu vardir. Genel Gorelilik Teorisine
gore ise, uzay-zaman 4-boyutlu bir Lorentz manifoldudur. Bu teoriye gore, egriligi
Riemann egrilik tensoril ile temsil edilen bir uzay-zamanin, madde ve enerjinin varlig
ile biikiildiigli varsayilmaktadir. Ancak bir¢ok uzay-zamanin ilging fiziksel 6zellikleri
vardir. Ornegin, kompakt bir uzay-zaman, kapali ve zamansal egrileri icerir ki bu
da Nedensellik Ilkesindeki bazi genel bilinen kaliplar1 ihlal etmektedir (gelecekteki

olaylarin ge¢misteki olaylar1 etkilemesi gibi). Bu nedenle, matematiksel fizikciler
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genellikle uzay-zamanlarin sinirh altkiimelerini g6z Oniine alirlar. Bunu yapmanin
bir yolu, genel gorelilik denklemlerinin "gergek¢i" ¢oziimlerini incelemektir. Bagka
bir yol ise, baz1 ek "fiziksel olarak tutarli" geometrik kisitlamalar eklemektir. Son
yaklasim, Penrose-Hawking’in tekillik teoremleri olmak iizere bazi dnemli sonuglarin

elde edilmesini saglamigtir.

20. yiizyilin baglarina kadar, gokbilimciler evrenin boyutunun birka¢ on binlerce
151k yilindan daha fazla olmadigi kabul etmiglerdir. Einstein 1917°de [65] numarali
calismasinda, kendi tamimladigi alan denklemlerinin statik bir ¢oziimii olarak,
genislemeyen kiiresel simetrik bir modeli ileri stirmiistiir. Bu model, Einstein’1n statik
evreni olarak bilinen, uzaysal olarak sonsuz, genislemeyen ve daralmayan kozmolojik

bir modeldir.

Fiziksel kozmoloji alanina biiyiik katkilar yapan Hollandali matematikc¢i ve astronom
olan W. De Sitter, 1932’de Einstein ile birlikte evrenin egriligi ile ilgili kozmolojik
sonuclar elde etmis ve Einstein alan denklemlerinin bir bagka statik ¢6ziimii olan
de Sitter uzay-zamani kavramini ortaya atmigtir. (De Sitter uzay-zaman 5-boyutlu

Minkowski uzayinda gémiilii hiperboloid olarak diisiiniilebilir.)

Ancak, gokbilimciler, gece gokyiiziinde bulutsu (nebula) ad1 verilen 151k parcalarina
rastlamislar ve bazilari bunlarin uzak galaksiler olabilecegini diisiinmiislerdir. E.
Hubble, 1920’11 yillarda, bu bulutsularin bir¢ogunun, Samanyolu ile karsilastirilabilir
boyutta, oldukca uzak galaksiler oldugunu gézlemlemis, uzaklik arttik¢ca bulutsularin
1s1¢min artan kirmizi bir degisim gosterdigini ve tiim galaksilerin birbirlerinden
uzaklastiginm1 kamitlamistir. Boylece, evrenin genisledigi konusunda sasirtici bir kesif
yapmustir. Bu da, Einstein’in statik modelinin gercek evreni temsil etme olasiligini
ortadan kaldirmigtir. Ayrica, madde icermeyen de Sitter statik modelinin de yapilan

yeni gozlemlerle, evreni temsil edemeyecegi kanitlanmistir.

Aslinda o donemde, oldukca az sayida gokbilimcinin ilgilendigi, Einstein’in alan
denklemlerinin diger ¢oziimleri ile ilgili olarak, 1922 yilinda Rus meteorolog A.
Friedmann, statik olmayan evreni temsil edebilecek olast matematiksel c¢oziimleri
yaymnlamis ve Einstein, bu c¢oziimlerin gercekten matematiksel olarak miimkiin

oldugunu kabul etmistir.

107



Einstein alan denklemlerinin elde edilen bircok temel ¢6ziimiiniin, Boliim 4’te detayl
sekilde tanimi verilen kathi carpim manifoldu yapisina sahip oldugu goriilmektedir.
Robertson-Walker modeli olarak bilinen ¢oziimler, g; sabit k egrilikli bir Riemann
metrigi (6rnegin, 3-boyutlu Euclid metrigi veya 3-boyutlu kiire tizerindeki metrik vs.)

olmak tizere
g=—dr*+ f*(t)g (5.2)

metrigi ile tamimlanir ve bu metrik ile donatilmis uzay-zamana da Robertson-Walker
uzay-zamant adi verilir.  Robertson-Walker metrigi, bir uzay-zaman iizerindeki,
uzaysal olarak homojen (yani, her yerde aymi goriinen) ve izotropik (yani, tiim
uzaysal dogrultulart ayni) olan tek metriktir.  1930’larin sonlarindan bu yana,
Robertson-Walker uzay-zamani genisleyen evren i¢in énemli bir kozmolojik model

olarak kabul edilmektedir.

Ornek 5.1. [66] Robertson-Walker uzay-zaman modeli , {t,r, 0, ¢} koordinantlar1 ile
verilen, a(t) evrenin boyutunun zamanla nasil degistigini gosteren 6lgek faktorii (scale
factor) ve evrenin sirasiyla pozitif, sifir veya negatif egrilikli uzaysal kesitlere sahip

olmasina bagli olarak f(r) = sinr, r veya sinhr bigiminde olan
ds? = —dt* 4+ a(t)*[dr* + f*(r)(d6? + sin*0d ¢?)) (5.3)

metrigi ile verilebilir. Boylesi bir modelde, farkli konumlarda bulunan gézlemciler
{r,0,¢} = sabit dogrular1 tizerinde hareket ederler ve dolayisiyla hiz vektorleri u® =
% = §§ seklindedir. En basit durum, diiz uzay kesitlerine sahip olan ve a(r) = 12/3

Olcegi ile verilen Einstein-de Sitter modelidir.

Evrenin duragan olmayabilecegini belirten Hubble’in kizila kayma (redshift)
gozleminden sonra, Einstein da teorisinde evrenin degismedigi fikrini terk etmis ve
orjinal teorisinde bir modifikasyon yaparak kozmolojik sabit kavramini ortaya atmistir.
Boylece Einstein’in modifiye edilmis alan denklemleri, A kozmolojik sabiti gostermek
uzere

1
Ric — 578 +Ag=«T 5.4

biciminde verilmistir. (5.4) denkleminde A = 0 oldugunda, orjinal alan denklemleri
elde edilir. Burada, T stres enerji-momentum tensorii ve k yercekimsel sabittir.

Fizikte, stres enerji-momentum tensorii olarak bilinen 7 tensorii, uzay-zamandaki
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enerji ve gerilmenin varligimi ve yogunlugunu tarif etmektedir. Ricci tensorii simetrik
oldugundan, 7T de simetriktir. Ayrica, daraltilmis ikinci Bianchi 6zdegliinden, G =
Ric — %rg Einstein tensorii korunumlu (yani her a,f = 1,2,3,4 icin VaGaﬁ =0)
oldugundan, VoT% = 0dur. Ayrica, T stres-enerji momentum tensoriiniin her bir
bileseni ¢esitli fiziksel biiytikliikleri temsil etmektedir:

700 701 702 703

710 11 12 713

T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 T33

(5.5

olmak iizere, T% enerji yogunlugunu (energy density), 70!, 79 ve 79 enerji akisint
(energy flow), 710, 720 ve 739 jvme (momentum) yogunlugunu, 7'!, 7% ve 733
basinci ve diger alt ve iist iicgensel bolgede kalan terimler ise tegetsel gerilmeyi (shear

tensor) temsil etmektedir. Enerji ve gerilmenin varlig1 ise maddenin varligin1 gosterir.

* Eger T = 0 ise, alan denklemleri bos, yani maddeden yoksun olan uzay1 (vakum)
temsil etmektedir. Dolayisi ile Einstein manifoldlari, Einstein alan denklemlerinin

vakum c¢oziimlerine karsilik gelmektedir, [1].

Einstein alan denklemleri aracilii ile, Ricci tensorii uzay-zamanin bir olayindaki
madde ile dogrudan iligkili oldugundan, Ricci egrilik tensorii 6zel bir kosulu
saglayacak sekilde tanimlanan Einstein manifoldlar {izerinde yapilan arastirmalar
topolojik uzayin global karakterinin anlasilmasinda oldukg¢a yararli olmaktadir. O
halde, evrenin global karakterinin anlagilabilmesi i¢in Ricci egrilik tensorii iizerinde

yapilan bazi 6zel genellestirmeler onem kazanmaktadir.

1927 yilinda, G. Lemaitre, Friedmann’dan bagimsiz olarak benzer sonuglara ulagsmis
ve evrenin genisledigini kanitlamigtir. Baslarda Einstein tarafindan kabul edilmeyen bu
teori, daha sonralar1 kozmolojinin 6ne ¢ikan problemleri icin dahice bir ¢6ziim olarak
nitelendirilmigtir. 1931 yilina gelindiginde ise, evrenin bir baglangi¢ noktasindan
(ilkel atom denilen nokta) genislemeye bagladigini ifade eden Lemaitre’nin teorisi
giinlimiizde Biiyiik Patlama (Big Bang) seklinde anilmaktadir. Bu teoriye gore, evrenin

olusum siireci ti¢ farkli evreden meydana gelmektedir:

* Baslangi¢ evresi: Bilyiik Patlamadan hemen sonraki evredir. Bu evrede akigsmazlik

(viscosity) ve 1s1 akigi (heat flux) oldukc¢a belirgindir.
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e Ara evre: Bu evrede akismazlik artik belirgin degildir, ancak 1s1 akigi hala

mevcuttur.

» Son evre: Bu evrede ise, hem akismazlik hemde 1s1 akigt ihmal edilebilir
haldedir ve evrenin madde igerigi miikemmel akiskanli (perfect fluid) olarak kabul

edilmektedir.

Tamm 5.1. [1] M uzay-zamani tizerinde bir miikemmel akiskan, asagidaki kosullar

saglayan (U, o, p) iicliisii olarak tanimlanur:

(1) U, M uzay-zaman iizerinde, zamansal, gelecegi isaret eden birim vektor alanmidir

ve akis vektor alanm olarak isimlendirilir.

(2) 6 € C*°(M) enerji yogunluk fonksiyonu ve p € C*(M) izotropik basing

fonksiyonudur.

(3) A, U vektoriiniin dual 1-formu, yani¥ X € (M) icin g(X,U) =A(X), olmak iizere,
miikemmel akiskanli uzay-zamanin enerji-momentum tensorii asagidaki denklem ile
verilir:

T(X,Y)=pg(X,Y)+(c+pAX)A(Y) (5.6)

Dolayisiyla, (5.4) ve (5.6) denklemleri kullanarak, Genel Gorelilik Teorisinde,

mitkemmel akigskanli madde i¢eren uzay-zaman i¢in Einstein alan denklemleri:
r
olarak yazilabilir. (5.7) denkleminde a = 5 — A+ k + p ve b = k(0 + p) olarak alinirsa

Ricci egrilik tensorii
Ric(X,Y) =ag(X,Y)+DA(X)A(Y) (5.8)

biciminde ifade edilebilir ve bu da miikkemmel akiskanli madde igeren uzay-zamanin
bir yari-Einstein manifoldu oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla, yar1 Einstein
manifoldlari, ilgili vektor alani olarak, akiskanin hiz vektor alamini kabul eden

miilkemmel akigkanli uzay-zamanlara 6rnek tegkil etmektedir, [3].

* Genellikle mitkemmel bir akigkanin basing ve yogunlugu, ® mutlak sicaklifi

gostermek iizere, p = p(o,0®) formundaki bir durum denklemi ile iliskilidir.
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Durum denkleminin p = p(c) formuna indirgendigi durumda, akiskan es entropili

(isentropic) olarak adlandirilir.

Ozel olarak, p = o0 olmasi durumunda, miikkemmel akiskana kati madde (stiff
matter) denir. Enerji-momentum tensorii Ozellestirilerek, kati madde modelinin
Ric = (2k0)A ® A formunda Ricci tensoriine sahip oldugu goriilir. Bu durum
ilk olarak Zel’dovich tarafindan ortaya atilmis ve baz1 kozmolojik modellemelerde
kullanilmigtir, [67]. Ayrica, bu ¢alismada kati madde iceren uzay-zamanda, ses

hizinin 151810 hizina esit oldugu gosterilmistir.

Goreceli olmayan, basingsiz madde (dust) ¢cagi: Eger evren seyreltilmis gazla dolu

ise, basing ihmal edilebilir ve dolayisiyla p = 0’dur.

Radyasyon cag (Yiiksek goreceli parcacik): Evren, enerjileri kiitlelerinden daha
biiyiik parcaciklar ile dolu ise, bu parcaciklar kiitlesisiz gibi davranirlar ve 151k hiz1

ile hareket ederler. Bu durum ¢ = 3p durumuna karsilik gelmektedir.

Karanlik madde (dark matter) ¢agi: Eger o + p = 0 ise, daima ¢ > 0 oldugundan
p < 0 olur ve ortam maddeden yoksun demektir. Dolayisiyla bu durum vakum

enerji olarak isimlendirilir.

Gergeklik kosulu: ¢ +3p > 0 olarak kabul edilir. g < —% ise, evrenin genislemesi

D

hizlanir, = > —% ise, evrenin genislemesi yavaglar.

Genel Gorelilik Teorisinde, 1s1 akisi varolan akigkanli uzay-zamaninin madde

icerigini temsil eden enerji-momentum tensorii ise [1]
T(X,Y) = pg(X,Y)+ (0 +p)AX)A(Y)+[AX)B(Y)+A(Y)B(X)]  (5.9)

denklemi ile verilmektedir. Burada ¢ ve p sirasiyla akigkanin enerji yogunlugu ve

izotropik basinci,
A(X) = g(X,U); g(U,U) = 1 ve B(X) = g(X,V): g(V,V) >0 (5.10)

olmak iizere U zamansal akig vektor alan1 ve V 1s1 akigi vektor alanidir. Ayrica

g(U,V)=04dr.

111



Eger (5.9), Einstein alan denklemlerinde kullanilirsa, Ricci tensorii

Ric(X,Y) = (% Fkp+A)g(X,Y) + k(0 + p)AX)AY) +KAX)BY) +A(Y)B(X)]
(5.11)
formunda elde edilir. Dolayisiyla, 1s1 akisina sahip akigkanli uzay-zamani bir
genellestirilmis yari-Einstein uzay-zamanidir ve iiretegleri uzay-zamanin zamansal hiz

vektor alan1 U ve 1s1 akis1 vektor alan1 V dir.

Robertson-Walker uzay-zamanlari, klasik goreceli kozmolojik model olmasina
ragmen, liflerinin sabit egrilikli olmasi hipotezi oldukca gii¢clii bir varsayimdir. Bu
ozellik, evrenin ¢ok biiyiik 6lgekli yapist i¢in makul olsa da, daha kiiciik bir 6lgek
kullanildiginda uygun olmayacaktir. Bu nedenle, relativistik modelleri daha genel

olarak incelemek gerekmektedir.

Bu amacla, 1995 yilinda, L. J. Alias ve digerleri, tabani reel eksenin bir acik araligi,

lifi keyfi 3-boyutlu bir (M?, g3s) Riemann manifoldu olan ve

g =—dt’ ~|—f2(t)gM (5.12)

metrigine sahip olan [ Xy M? Kkath carpim manifolduna genellestirilmis
Robertson-Walker uzay-zamani (GRW) adim1 vermislerdir, [68]. O zamandan
beri, GRW uzay-zamanlar1 bircok matematik¢i ve matematiksel fizik¢i tarafindan
calisilmigtir. B.-Y. Chen [69] numarali ¢caligmasinda, "bir Lorentz manifoldunun GRW
uzay-zamani olmasi icin gerek ve yeter kosul uzay-zamanin zamansal konsorkilir bir

vektor alanina sahip olmasidir." sonucuna ulagmistir.

Bir GRW uzay-zamaninda uzaysal dilimler her zaman homotetiktir, diger bir deyisle,
metrikleri yalnizca sabit kadar farklidir. Dolayisiyla, bu bir bakima hala giiclii
bir kosuldur ve dogal olarak, genisleyen ya da biiziilen evren icin daha genel
kozmolojik modellerin iiretilip iiretilemeyecegi sorusu ortaya ¢ikmaktadir. B.-Y. Chen
bu soruya cevap olarak, GRW modelleri yerine, F' carpim fonksiyonu yalnizca t’e
degil, aym1 zamanda M> manifolduna da bagh olan g = —dt> + F?gy; metrigine
sahip uzay-zamanlarin dikkate alinmasi gerektigini ifade etmistir. Boylesi bir metrige
sahip olan I Xy M> uzay-zamanma biikiimlii carpim (twisted product) uzay-zamani
ve F fonksiyonuna da biikiim fonksiyonu adi verilir. Bu tip kozmolojik modelleri

kullanmanin avantaji uzaysal dilimler i¢in homotetik olma sartinin bulunmamasi
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ve uzaysal dilimler iizerinde bazi degisikliklere izin vermesidir. Bdylece, evrenin

genisleyen kozmolojik yapisina en uygun kozmolojik modeller iiretilmis olacaktir.

Yukarida ifade edilen ¢aligsmalarin motivasyonu ile bu boliimde, 6nceki boliimlerde
ele alinan genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlari, Lorentz metrik yapisi altinda

incelencek ve ¢esitli fiziksel uygulamalara yer verilecektir.

5.1 Genellestirilmis Yar1 Einstein Uzay-Zamammmn Baz1 Ozel Simiflari

Ilk olarak, Boliim 3’e benzer sekilde, bir genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamaninin
cesitli simetri kogullar1 altinda geometrik ozellikleri arastirilacaktir. Tanim 2.20’de
verilen (M, g) manifoldu, Ricci tensorii (2.21) denklemini saglayan, A ve B 1-formlart,
birbirine dik, zamansal birim U vektor alam1 ile birim V vektor alam1 tarafindan
iiretilen, 4-boyutlu semi-Riemann manifoldu ise, (M* g)’e genellestirilmis yar
Einstein uzay-zamani adi verilir. Dolayist ile, uzay-zamanin ilgili 1-formlar1 her

X € x(M) icin asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
A(X)=g(X,U), g(U,U)=—1; B(X)=g(X,V), g(V,V)=1ve g(U,V)=0 (5.13)
Bu durumda, (2.21) ve (5.13) denklemleri kullanilarak asagidaki bagintilar elde edilir:

Ric(Y,U)= (a—D)A(Y)—cB(Y) ve Ric(Y,V)=aB(Y)+cA(Y), VY € x(M).
(5.14)
Bu boliimiin devaminda, 4 tensorii, (0,4)-tipindeki Riemann, konformal, konsorkilir
veya W, egrilik tensoriinii temsil etmek iizere, Z(X,Y) - Ric = LgQ(g, Ric) seklindeki
simetri kosullar1 ele alinacaktir.  Elde edilen sonuglar [70] ve [71] numaral

makalelerde yayinlanmsgtir.

5.1.1 Ricci-pseudosimetrik ve konformal simetrik G(QFE), uzay-zamani

Teorem 5.1. Her Ricci-pseudosimetrik M = G(QE)4 uzay-zamani, k = Lg = %

olmak iizere bir N(k)-yart Einstein uzay-zamandir.

Ispat. Teorem 3.1’in ispatina benzer sekilde, G(QE)s uzay-zamaninin
Ricci-pseudosimetrik  olmasi icin gerek ve yeter kosul (3.10) denkleminin

saglanmasidir. Uzay-zamanin (2.21) ile verilen Ricci tensorii, (3.10) denkleminde
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kullanilirsa, asagidaki denklem elde edilir:

bA(R(X,Y)Z)A(W) +A(Z)A(R(X,Y)W)]+ c[A(R(X,Y)Z)B(W) (5.15)

( )
+AW)B(R(X,Y)Z) +A(Z)B(R(X,Y)W) +A(R(X,Y)W)B(Z)]
( (

—Ls |b{ (Y. Z)A(X)A(W) — (X, Z)A(Y)A(W) + (Y, W)A(Z)A(X)
~8(X, WIAAZ) | +c{g(r.Z) AC)BW) +AW)B(X)
~8(X,Z)IA(Y)BW) +AW)B(Y)] +g(¥, W) A(Z)B(X) + A(X)B(Z)]

~g(X, W)A(Y)B(Z) +A(Z)B(Y)]}]

(5.15) denkleminde, Z = U ve W =V alinir ve b # 0 oldugu kullanilirsa,
AR(X,Y,V)) =¢g(R(X,Y)V,U) =R(X,Y,V,U) olmak iizere,

R(X,Y,U,V) = Ls|A(Y)B(X) ~AX)B(Y)], YX.Y € x(M)  (5.16)
elde edilir. Diger taraftan, (5.15) denklemi, X ve W iizerinde daraltilirsa,

BA(R(U,Y)Z) — A(Z)Ric(Y,U)] +c[A(R(V,Y)Z) + B(R(U,Y)Z) — A(Z)Ric(Y,V)
(5.17)
—B(Z)Ric(Y,U)] = Ls{b[—g(Y,Z) _4A(Y)A(Z)] - 4c[A(Y)B(Z) +A(Z>B(Y)]}

bulunur. (5.17) denkleminde Z = U alinirsa,
bRic(Y,U)+cR(U,Y,U,V)+cRic(Y,V) = Lg[3bA(Y) +4cB(Y)] (5.18)
elde edilir. (5.14) ve (5.16) esitlikleri, (5.18) denkleminde yerine yazilirsa,
[b(a—b)+c* —3bLs|A(Y) +cla—b—3Ls|B(Y) =0 (5.19)

bulunur. (5.19) denkleminde sirasiyla, Y = U ve Y =V alimir ve (5.13) denklemi

kullanilirsa, asagidaki iki denklem elde edilir:

_ bla—b)+¢?
Ls = a5 (5.20)
cla—b—3Ls]=0 (5.21)

Boylece asagidaki iki durum elde edilir:

1. Durum: Eger ¢ = 0 ise, (5.20) denkleminden, ayn1 anda b de sifir olamayacagi icin
Lg = 52 elde edilir.

114



2. Durum: Eger ¢ # 0 ise, (5.21)’den, yine Lg = %. Bu denklemi (5.20) ile
karsilastirirsak, bu durumda da yine ¢ = O bulunur. Dolayisiyla, her iki durumda da
c=0veLs= % olarak elde edilmis olur. Bu durumda, (5.15) denkleminde ¢ = 0

oldugu kullanilir ve W = U olarak alinirsa
R(X,Y)U =Ls[A(Y)X —AX)Y], VX,Y € x(M) (5.22)

bagintist gergeklenir. O halde, U iireteci k = Lg = %—null dagilimina aittir. Boylece
uzay-zaman, k = Lg = “3;[’ olmak iizere, bir N(k)-yari Einstein uzay-zamanina
indirgenmis olur. 0

Ls = 0 alinirak, dogrudan asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 5.1. Her Ricci semisimetrik M = G(QE)s uzay-zamam ilgili skaler

fonksiyonlart esit olan bir yar: Einstein uzay-zamanidir.

Onerme 5.1. C-Ric = 0 kosulunu saglayan bir G(QE) uzay-zamanimin zamansal U

lireteci agagidaki bagintilar: gercekler:

C(X,Y,Z,U)=C(X,Y,Z,V)=0, VX,Y,Z€ x(M). (5.23)
a—>b

R(X,Y,U,V) = [A(Y)B(X)—A(X)B(Y)], VX,Y € x(M). (5.24)

3
Ispat. C-Ric = 0 kosulunu saglayan bir G(QE)4 uzay-zamaninda, her X,Y,Z, W €
x (M) igin

(C(X,Y)-Ric)(Z,W) = —Ric(C(X,Y)Z,W) —Ric(Z,C(X,Y)W) =0  (5.25)

gercekleneceginden, (2.21) denklemi (5.25) denkleminde kullanilarak asagidaki

denklem elde edilir:
DIA(C(X,Y)Z2)A(W)+A(Z)A(C(X,Y)W)]|+c[A(C(X,Y)Z)B(W) (5.26)
+A(W)B(C(X,Y)Z)+A(Z)B(C(X,Y)W)+A(C(X,Y)W)B(Z)] =0
(5.26) denkleminde Z = U ve W =V yazilir ve (5.13) denklemi ve b # 0 oldugu
kullanilirsa, C(X,Y,U,V) = 0 bulunur. Bu bagmti yardimiyla, (5.26) denkleminde,

sirastyla W = U ve W =V alarak, (5.23) numaral esitlikler elde edilir. Benzer

sekilde, (3.45) ile verilen konformal egrilik tensorii kullanilarak

R(X,Y,U,V) :% [Ric(Y,U)g(X,V) —Ric(X,U)g(Y,V)+g(Y,U)Ric(X,V) (5.27)

~g(X.U)RIc(¥, V)] - £[e(Y.U)g(X.V) ~ g(X.U)g(Y, V)]
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elde edilir. G(QF )4 uzay-zamaninin skaler egriligi r = 4a — b ve (5.14) bagntilari son

denklemde yerine yazilirsa (5.24) denklemine ulagilir. U

5.1.2 Konsorkilir ve W, Ricci-pseudosimetrik G(QF ), uzay-zamam

Teorem 5.2. Konsorkilir egrilik tensorii C - Ric = LgQ(g, Ric) kogulunu saglayan
(konsorkilir Ricci-pseudosimetrik) G(QF )4 uzay-zamani, k = Lg = a=b olmak iizere,

bir N(k)-yart Einstein uzay-zamanidur.

Ispat. Teorem 3.6’mn ispatina benzer sekilde, G(QE)4 uzay-zamanmin konsorkilir

Ricci-pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ric(C(X,Y)Z,W)+Ric(Z,C(X,Y)W) = Ls[g(Y,Z)Ric(X ,W) — g(X, Z)Ric(Y,W)

(5.28)
+g(Y,W)Ric(Z,X) — g(X,W)Ric(Y,Z)]
gerceklenmesidir. (2.21) ve (5.28) denklemlerinden
bIA(C(X,Y)Z)A(W) +A(Z)A(C(X,Y)W)] +c[A(C(X,Y)Z)B(W) (5.29)

( )
+A(W)B(C(X,Y)Z) +A(Z)B(C(X.Y)W) +A(C(X,Y)W)B(Z)] =

—Ls |b{g(Y. 2)A)AW) — (X, ZJAX)AW) + (Y, W)A(Z)A(X)
~8(X,W)A()AZ) } +e{g(¥,Z) ACOBW) + AW)B(X)]
~8(X,Z)IA(Y)BW) +AW)B(Y)| + (¥, W) A(Z)B(X) + A(X)B(Z)]

—8(X,W)IA(V)B(Z) +AZ)B(Y)] }]
elde edilir. (5.29) denkleminde, Z = U ve W =V alinir ve b # 0 oldugu kullanilirsa
C(X,Y,U,V) = Ls|A(Y)B(X) —A(X)B(Y)], VX.Y € x(M) (5.30)

elde edilir. Bu durumda, (3.52) ile verilen konsorkilir egrilik tensorii ve (5.30)

denkleminden, Riemann egrilik tensoriiniin

R(X,Y,U,V) = (= +Ls)[A(Y)B(X) —A(X)B(Y)], VX,Y € x(M) (5.31)

12
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bagintisin1 gercekledigi goriiliir. (5.29) denklemi X ve W iizerinde daraltilir ve (3.53)

denklemi kullanilirsa,

b[A(é(U Y)Z) - A(Z)[Ric(Y,U)—%g(KU)]} (5.32)
+c|A(C (C(U Y)Z) —A(Z)[Ric(Y,V) — 28 "e(y,V)]
_B(Z)[Ric(Y,U) — Z g(v, U)]]

—Lg [b[—g(y, 7) —4A(Y)A(Z)] — 4cA(Y)B(Z) +A(Z)B(Y)]}

elde edilir. (5.32) denkleminde Z = U alinirsa,

bRic(Y,U) — Z’;g(Y, U)]+c[C(U,Y,U,V) +Ric(Y,V) — Z’;g(y, V)] (5.33)
=Lg[3bA(Y) +4cB(Y)]

bulunur. (5.14) ve (5.30) denklemleri kullanilarak, (5.33) denkleminden

b(a—b) — % +¢% — 3bLs|A(Y) +[c(a — b) — %’” “3cLgB(Y)=0  (5.34)

esitligi elde edilir. (5.34) denkleminde sirasiyla, ¥ = U ve Y =V alinir ve (5.13)

denklemi kullanilirsa, asagidaki iki esitlik bulunur:

—3b% +4c% = 12bLg (5.35)
b
c(Z +Lg)=0 (5.36)

Bu durumda yine iki durum elde edilir: Eger ¢ = 0 ise, (5.35) denkleminden b = 0 veya
Ls= ;b olur. Eger b = 0 ise, uzay-zaman bir Einstein uzay-zamanina ddnugeceginden,
Lg = =L elde edilir. ¢ # 0 ise (5.36) ve (5.35) denkleminden yine Lg = “bvec=0
bulunur. Elde edilen bulgular, (5.29) denkleminde kullanilir ve W = U olarak alinirsa

a—>b
3

RX,Y)U =2"2A(r)X —AX)Y], VXY € x(M) (5.37)

elde edilir. Boylece, Teorem 5.1’e benzer sekilde, uzay-zaman k = Lg = “3;1’ biciminde

olan bir N(k)-yar1 Einstein uzay-zamanina indirgenmis olur. U

Ozel olarak Lg = 0 secilirse, b = 0 olacagindan dogrudan asagidaki sonugc elde edilmis

olur:

Sonuc 5.2. Konsorkilir Ricci semisimetrik (yani konsorkilir egrilik tensérii C - Ric = 0
kosulunu saglayan) G(QE)4 uzay-zamant mevcut degildir.
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Teorem 5.3. W-Ricci pseudosimetrik (yani W, - Ric = LsQ(g, Ric) kosulunu saglayan)
her G(QE)s4 uzay-zamani, k = Lg = “3;[’ olmak iizere, bir N(k)-yar: Einstein

uzay-zamanidir.

Ispat. W, - Ric = LsQ(g,Ric) kosulunu saglayan G(QE)4 uzay-zamaninda, her
XY, Z,W € ¥(M") i¢in;

Ric(Wo(X,Y)Z,W)+Ric(Z,W>(X,Y)W) = L[g(Y,Z)Ric(X,W) — g(X, Z)Ric(Y,W)
(5.38)

+(Y, W)Ric(Z.X) - g(X,W)Ric(¥, Z)
gerceklenir. (2.21) ve (5.38) denklemlerinden,

—(g +L)[g(Y, Z)Ric(X, W) — g(X,Z)Ric(Y,W) + g(Y,W)Ric(X,Z)  (5.39)
—g(X,W)Ric(Y,Z)] +b[A(Wr(X,Y)Z)A(W) +A(Z)A(Wo(X,Y)W)]
+e[A(Wa(X,Y)Z)B(W) +A(W)B(W»(X,Y)Z)

+A(Z) BW2(X,Y)W) +A(W2(X,Y)W)B(Z)] = 0
bulunur. (5.39) denkleminde Z = U ve W =V alinirsa,

—(g + Ls)[A(Y)Ric(X,V) — A(X)Ric(Y,V) 4+ B(Y)Ric(X,U) — B(X)Ric(Y,U)]
(5.40)
—bWs(X,Y,V,U) +c[Wo(X,Y,U,U) — W (X,Y,V,V)] =0

elde edilir. (5.14) ve (3.76) denklemlerinin yardimiyla, (5.40) denkleminden (b # 0

oldugundan), Riemann egrilik tensoriiniin

2a—b
RX,Y,U,V)= (=

FLS)A(Y)B(X) —A(X)B(Y)], VX.Y € x(M)  (5.41)

bagintisim gercekledigi goriiliir. Ayrica, (5.39) denklemi X ve W iizerinden daraltilir
ve (3.77) denklemi kullanilirsa

_(g +Ls)[rg(Y,Z) — 4Ric(Y, Z)|+bWs (U, Y, Z,U) (5.42)

+C[W2(V, Y7Z7U) +W2<U7Y7Z7V>] =0
elde edilir. (5.42) denkleminde Z = U alinirsa

—(5 +Ls)[rA(Y) — 4Ric(Y,U)[+bW2(U.Y,U,U) (5.43)

+c[Wa(V,Y,U,U) +Ws(U,Y,U,V)]| =0
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bulunur. (3.76) ile verilen W, egrilik tensorii, (5.14) ve (5.43) denklemlerinden

2 _
. 3b(‘§Z tLg)+ %]A(Y) _ [—4c(g Y L)+ % +c(2a3 b g - %) B(Y)=0
(5.44)

iligkisi bulunur. (5.44) denkleminde sirasiylaY = U ve Y =V alinir ve (5.13) denklemi
kullanilirsa,
—3ab+c?

Lg= —op ve c¢(a+3Ls) =0 (5.45)

bagnular elde edilir. Bu durumda yine ¢ = 0 veya Ly = —* seklinde iki durum elde
edilir. Eger ¢ = 0 ise, ayn1 anda b de sifir olamayacag icin (5.45) denklemindeki ilk
bagintindan, Lg = _T“ olur. Eger ¢ # 0 ise, (5.45) kullanilarak yine Lg = _T“ bulunur.
Dolayisiyla, her iki durumda da ¢ = 0 ve Lg = =* bulunur. Elde edilen bulgular, (5.39)
denkleminde kullanilir ve W = U olarak alinirsa,

a—>b
3

RX,Y)U = AY)X —A(X)Y], VXY € x(M) (5.46)

saglanir ve bunun sonuncunda uzay-zaman bir N (%)—yarl Einstein uzay-zamani olur.

0

Ozel olarak, Lg =0 secilirse, a = ¢ = 0 olacagindan, Ricci tensoriiniin
Ric(X,Y)=bA(X)A(Y), VX,Y € x(M) (5.47)

biciminde oldugu goriiliir. Ayrica, (5.47) denklemi X ve Y iizerinde daraltilirsa skaler

egrilik » = b olarak bulunur. Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 5.4. W,-Ricci semisimetrik (yani Wy - Ric = 0 kosulunu saglayan) her G(QE)4
uzay-zamani, Ricci tensorii, r skaler egrilik olmak iizere, Ric(X,Y) = rA(X)A(Y)
formunda olan ve kati madde (stiff matter) icerigine sahip bir ozel yart Einstein

uzay-zamandir.

5.1.3 W,-diiz uzay-zamamni

Bu bolimde, kozmolojik sabitli Einstein alan denklemlerini saglayan W,-diiz
uzay-zamani ele alinmaktadir. Bu durumda, W;-egrilik tensorii 6zdes olarak sifira
esitti. O halde, (3.76) denkleminden, W,-diiz bir uzay-zamanin Riemann egrilik
tensort,

R(X,Y,Z,W) = %[g(Y, Z)Ric(X W) —g(X,Z)Ric(Y,W)] (5.48)
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biciminde elde edilir. (5.48) denklemi X ve W iizerinde daraltilirsa

r

Ric(Y,Z) = 4g(Y,Z) (5.49)
bulunur ve boylece r skaler egriligi sabittir. (5.49) denklemi yardimiyla, (5.48)

denkleminden

r

R(X,Y)Z =
(7 ) 12

Boylece, her W;-diiz uzay-zaman, sabit egrilikli bir uzaydir.

Not 5.1. [72] Bir M Lorentz manifoldunda, / ve m reel degerli fonksiyonlar olmak

izere, Riemann egrilik tensorii
R(X,Y)Z=1[g(Y,2)X —g(X,Z)Y], VX,Y,Z€ U™, (5.51)

R(X,U)U =mX; ¥X e U+ (5.52)

denklemlerini sagliyorsa M, birim zamansal U vektor alanma sonsuz kiiciik

uzaysal-izotropiktir (infinitesimally spatially isotropic) denir.

Bu durumda, W,-diiz bir uzay-zamanda, U {iretecine dik olan vektorlerin olusturdugu

3-boyutlu U dagilimi dikkate alinirsa, her X,Y,Z € U icin (5.50) denklemi ve

R(X,U)U = —éx, VXeUt (5.53)

denklemi saglanir. O halde asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 5.5. Einstein alan denklemlerini saglayan, W,-diiz ve birim zamansal U vektor
alamimi iz vektor alant olarak kabul eden bir uzay-zaman, U vektor alanina sonsuz

kiiciik uzaysal-izotropiktir.

Bir uzay-zamanin simetrisi, A geometrik veya fiziksel bir biyiikliik, £ bir & vektor

alan1 dogrultusundaki Lie tiirevi ve Q bir skaler olmak iizere
LrA—2QA =0 (5.54)

denklemi ile verilir, [73]. Ozel olarak A = g; ; metrik tensoril olarak alinirsa, (5.54)
kosulu metrikten dogan simetri olarak isimlendirilir ve (5.54) denkleminden

(Leg)(X,Y) =2Qg(X,Y) (5.55)
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yazilabilir. Bu denklemde Q = 0 ise, &’ye Killing vektor alani, Q sifirdan farkli skaler
fonksiyon ise &’ye konformal Killing vektor alani ad1 verilir. Einstein alan denklemleri
ve (5.49) denkleminden

(A— g)g(x,y) = «T(X,Y) (5.56)

bulunur. (5.56) esitliginin her iki tarafinin Lie tiirevi alinir ve r skaler egriliginin sabit

oldugu hatirlanirsa
(A= (Zg)(X.Y) = K(ZT)(X.Y) (5.57)

elde edilir  Eger & is konformal Killing vektor alam ise, (5.57) ve (5.55)

denklemlerinden, € skaler fonksiyon olmak iizere
2(A— i)gg(x,y) — K(LT)(X,Y) (5.58)

bulunur. Einstein alan denklemlerini saglayan, W,-diiz uzay zamaninda, x # 0

oldugundan (5.56) ve (5.58) denklemleri yardimiyla
(.Zg; T)(X,Y)=2QT(X,Y) (5.59)

bulunur. Bu ise, enerji momentum tensoriiniin simetri 6zelligini sagladigin gosterir.
Tersine, eger (5.59) saglaniyorsa, (5.56) ve (5.57) denklemlerinden, A,k ve r sabit
oldugundan, (5.55) denklemi bir Q skaler fonksiyonu i¢in saglanir. Dolayisiyla, &
konformal Killing vektor alani olur. Eger Q = 0 olarak alinirsa, (5.58) ve (5.59)
denklemlerinden, &’nin Killing vektor alani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul enerji
momentum tensoriiniin & dogrultusundaki Lie tiirevinin sifir olmasidir. O halde

asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 5.6. Einstein alan denklemlerini saglayan, bir W-diiz uzay-zamanin

(1) & konformal Killing vektor alamina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul enerji

momentum tensoriiniin simetri ozelligini saglamasidir.

(2) & Killing vektor alamina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul enerji momentum

tensoriiniin & dogrultusundaki Lie tiirevinin sifir olmasidr.

121



5.1.4 Konformal diiz G(QE )4 uzay-zamam

Bu boliimde, Teorem 4.1 ve Teorem 4.4’de elde edilen sonuglar, birim ve
zamansal U iiretecine sahip olan, konformal diiz, Ricci semisimetrik G(QE)4
uzay-zamanina genigletilecektir. Elde edilen sonuglarin bir kismu [74] numarali

makalede yayilanmistir:

Teorem 5.7. (M* g) konformal diiz, Ricci semisimetrik bir G(QE)4 uzay-zamani

olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) U iireteci birim has, zamansal, konsorkilir vektor alanmdrr.
(2) (M4, g) Kagan anlaminda alt projektif uzay-zamanidur.
(3) (M4, g) uzay-zamanmn birinci temel formu;

ds? = —(dx')* + quzﬁdx“dxﬁ

bicimindedir. Burada (o, f3,Y,8 = 2,3,4) olmak iizere g:;ﬁ — g*a[i (x¥) yalnizca
x"’min fonksiyonlart, q¢ = q(x') sabitten farkli ve yalmzca x"’in bir fonksiyonudur.
Yani, (M4, g) uzay-zamant lokal olarak, M* 3-boyutlu bir Einstein manifoldu olmak

lizere, I X 4o M* biciminde bir katli ¢arpum manifoldudur.

(4) (M*,g), bir Robertson-Walker uzay-zamamdir.

Ispat. (1) Sonug 5.1°den, Ricci semisimetrik G(QE)4 uzay-zamaninin Ricci tensorii
Ric(X,Y) =alg(X,Y)+AX)A(Y)], VX,Y € x(M) (5.60)

bicimindedir. O halde, uzay-zamanin skaler egriligi r = 3a olarak bulunur ve
dolayisiyla
dr(X)=3da(X), VX € x(M) (5.61)

dir. Ayrica M konformal diiz oldugundan, konformal egrilik tensoriiniin diverjansi

sifirdir ve dolayisi ile

(VzRic)(X,Y) — (VyRic)(X,Z) = é[dr(Z)g(X, Y)—dr(Y)g(X,2)]  (5.62)
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denklemi saglanmaktadir. Bu durumda, (5.61) kullanilarak (5.62) denkleminden
1
(VZRic)(X.Y) = (VyRic) (X,Z) = 5 [da(Z)g(X ¥) ~da(Y)g(X,Z)]  (563)
elde edilir. (5.60) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa,

(VzRic)(X,Y) =da(Z)[g(X,Y) + AX)A(Y)] +a[(VZA)(X)A(Y) + A(X)(VZA)(Y)]
(5.64)
bulunur ve son iki denklem kullanilarak
%[da(Z)g(X, Y)—da(Y)g(X,Z)| =da(Z)g(X,Y)—da(Y)g(X,Z)+da(Z)A(X)A(Y)
—da(Y)A(X)A(Z) +a [(VZA)(X)A(Y) +AX)(VZA)(Y) (5.65)
~ (VyA)(X)A(Z) - A(X)(VyA)(2)]

elde edilir. Burada, X ve Y iizerinde daraltma yapilirsa
1
Eda(Z) =da(U)A(Z) +a.div(A)A(Z) +a(VyA)(Z) (5.66)

bulunur. Ayrica (5.65) denkleminde sirasiyla, X = U ve Y = U alinirsa asagidaki iki

denklem elde edilir:

%[A(Y)a’a(Z) —A(Z)da(Y)] = a|(VyA)(Z) — (VZA)(Y)] (5.67)

%[A(X)da(Z)—da(U)g(X,Z)] = da(Z)A(X) +da(U)A(X)A(Z)

(5.68)
+al[(VyA)(X)A(Z)+A(X)(VyA)(Z)+ (VZA)(X)]
(5.68) denkleminde X = U alinirsa
—1
T[da(Z) +A(Z)da(U)] = a(VyA)(Z) (5.69)
elde edilir. Diger taraftan, (5.66) denkleminde Z = U olarak alinirsa
3 .
Eda(U) = —a.div(A) (5.70)
bulunur. (5.70) denklemi, (5.66) denkleminde kullanilirsa
1
a(VyA)(Z) = E[da(Z) +da(U)A(Z)) (5.71)
bulunur. (5.71) ve (5.69) denklemlerinden, ¢ = —da(U) olarak alinarak,
da(Z) = 9A(Z), VZ € x(M) (5.72)
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esitligine ulagilir. Bu durumda, (5.72) bagtisi (5.67) denkleminde kullanilirsa, a # 0

oldugundan
(VyA)(Z) = (VZA)(Y), VY, Z € x(M) (5.73)

elde edilir. Bu da A 1-formunun kapali oldugu anlamina gelir. Boylece, (5.68), (5.72)
ve (5.73) denklemlerinden

(V2A)X) = 2 [o(X,2) +AK)A(Z)], ¥Y.Z € x(M) (5:74)

elde edilir. Boylece zamansal U vektor alan1 birim has konsorkilir vektor alanidir.
(2) Bir semi-Riemann manifoldunun alt projektif uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
o, p’nun bir fonksiyonu olmak iizere asagidaki ii¢c kosulun saglanmasidir [75]:

R(X,Y,Z,W)=T(X,W)g(Y,Z)+T(Y,Z)g(X,W)
—T(X,Z)g(Y,W) - T(Y,W)g(X,Z)

5.75
(VwT)(¥,Z) = (V2T (Y, W) = 0 (5-75)

Tuv = p8uv + PuOyv

Burada T tensorii asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
T(Y,2) = — (R' (¥.2) - —8 oy z)) (5.76)
T M T '
ap do

Pu = W , O = W (5.77)

(5.75) denklemindeki ilk iki kosul, manifoldun konformal egrilik tensoriiniin sifir
oldugunu, yani manifoldun konformal diiz oldugunu gostermektedir. Simdi, (5.60)
ve (5.61) denklemleri konformal egrilik tensoriinde kullanilirsa, konformal diiz Ricci

semisimetrik G(QF )4 uzay-zamaninin Riemann egrilik tensortl,

RIX,Y,Z,W) =2 [A(V)A(Z)g(X,W) — A(X)A(Z)g (Y, W) (5.78)

N

FAX)AW)(Y.Z) ~ AV )A(W)g(X, Z)]

+g :g(X7W)g(Y7Z) —g(X,Z)g(Y,W)]

biciminde bulunur. Diger taraftan, (5.60) ve (5.61) denklemleri, (5.76) denkleminde

yerine yazilirsa

+A(X)A(Y) (5.79)
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elde edilir. Boylece,

T(X,W)g(Y,Z)+T(Y,Z2)g(X,W)-T(X,Z)gY,W)—-T(Y,W)g(X,Z) (5.80)
z

Y
= 2[Ama@ex.w) —ax)a@z)s(r.w)
FAX)AW)g(Y,Z) — AV AW )g(X,2)]

(X, W)g(v.2) —g(x.2)g(r. W)

a

2

bulunur. Bu durumda, (5.78) ve (5.80) denklemleri karsilastirilirsa, (5.75)’de verilen

ilk kosulun saglandig1 goriiliir.

p = 7 ve 5A; = p; olarak alinirsa A kapali 1-form oldugundan dp da kapali olur ve

(5.75)’de verilen iigiincii kosul da saglanmis olur.

Son olarak, (5.79)’nin kovaryant tiirevi alinarak

(Vo) x.¥) - (V1) (x.2) =D [EEE) g a)]

_dalt) 505.2)
2 2
|(VZA) (OA(Y) +AX)(V24)(Y)

+A(X)A(z)] 581)

~(VrA)(X)A(Z) - ARX) (VrA)(2)]

elde edilir. Bu durumda, (5.72), (5.73)ve (5.74) denklemleri (5.81) denkleminde
kullanildiginda
(V2T)(X,Y) = (VyT)(X,2) (5.82)

denkleminin saglandig1 goriiliir. Boylece, (5.75)’de verilen ikinci kosul da saglanmis

olur. Dolayisiyla, (M*,g) alt projektif uzay-zamandur.

(3) K. Yano’nun [40] numarali ¢aligmasina benzer sekide, (—, +,+,+) isaretine sahip
Lorentz uzaylar igin de g*aﬁ = g*aﬁ (x¥) yalmzca x"’nin fonksiyonlari, (o, f,7,8 =
2,3,4), g = q(x") sabitten farkli ve yalnizca x'’in bir fonksiyonu olmak iizere, temel
kuadratik form

ds® = —(dx")* + e g} pdx"dxP (5.83)

biciminde olacak sekilde bir koordinant sistemi mevcuttur. Dolayisiyla, konformal
diiz, Ricci semisimetrik G(QFE)s4 uzay-zamani lokal olarak, (M*,g*) 3-boyutlu
semi-Rimann manifoldu olmak iizere, I X, M* biciminde bir kath carpim

manifoldudur.
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(4) Gebarowski’'nin [49] numarali ¢alismasina gore, I X ,,/» M™* Katli ¢arpim manifoldu
konformal diiz oldugundan, M* lifi Einstein manifoldudur. Bu durumda, (M*,g*)
3-boyutlu Einstein manifoldu ve dolayisiyla da sabit egrilikli manifold olur. Sonug

olarak, I x ,,;» M* katl ¢arpim1 bir Robertson-Walker uzay-zamamdr. U

5.1.5 Ricci rekiiran ve Ricci simetrik G(QF), uzay-zamanlar ve cesitli fiziksel

sonuclar

Bu boliimde, Bolim 3.2°de ele alinan Ricci rekiiran ve Ricci simetrik G(QE),
manifoldu i¢in elde edilen sonuglar, U iireteci zamansal hiz vektor alan1 olan G(QE )4
uzay-zamanlarina genisletilecek ve elde edilen sonuclarin Genel Gorelilik Teorisi ile

baglantis1 kurulacaktir.

Teorem 5.8. (M*,g) Ricci rekiiran G(QE)s uzay-zamami olsun. Bu durumda

asagidakiler gerceklenir:

(i) (M4, g)’nin U hiz vektiorii paraleldir ve U’nun integral egrileri jeodeziklerden
ibarettir.

(ii) (M*,g) skaler fonksiyonlari esit olan (QE)4 uzay-zamandur.

(iii) Einstein alan denklemlerini saglayan (M4,g) uzay-zamani miikemmel akiskanli

uzay-zamanlara bir model olusturmaktadtr.

Ispat. G(QE)4 uzay-zamanimin Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi, Tanim 3.12 ile

verilen Ricci rekiirans bagintisinda kullanilirsa, asagidaki denklem elde edilir:

O (X)Ric(Y,Z) =da(X)g(Y,Z) +db(X)A(Y)A(Z) 4+ b[(VxA)(Y)A(Z) +A(Y)(VxA)(Z)]
(5.84)

+de(X)[A(Y)B(Z) +A(Z)B(Y))]
+c[(VxA)(Y)B(Z) +A(Y)(VxB)(Z)

+(VxA)(2)B(Y) +A(Z)(VxB)(Y)]

(5.84) denkleminde Y = Z = U alinir ve U’nun zamansal hiz vektér alan1 oldugu

hatirlanirsa

(a—b)(X) = da(X) —db(X) +2c(VxB)(U) (5.85)
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elde edilir. Benzer sekilde, (5.84) denkleminde ¥ = Z =V alinir ve U ile V

ireteclerinin ortonormal olduklar1 kullanilirsa

ap(X) =da(X)+2c(VxA)(V) (5.86)
(5.85) denkleminden (5.86) denklemi ¢ikartilirsa

bo(X) =db(X)+4c(VxA)(V) (5.87)

bulunur. Son iki denklem, Ricci rekiirans bagintist ve r = 4a — b skaler egriligi

kullanilarak
4lap(X) —da(X)] =bo(X) —db(X) (5.88)
bulunur. (5.87) ve (5.88) esitlikleri yardimiyla
da(X)=a¢(X), VX € x(M) (5.89)
bagintist elde edilir. Benzer sekilde, (5.88) ve (5.89) esitlikleri yardimiyla
db(X)=b¢(X), VX € x(M) (5.90)

bulunur. Diger taraftan, (5.86) ve (5.89) denklemleri kullanilirsa ¢(VxA)(V) =0
bulunur ve bdylece iki durum s6z konusu olur: Eger ¢ = 0 ise, (5.84) denkleminde

X = U alinir ve (5.89) ile (5.90) bagintilar1 kullanilirsa (ayn1 anda b = 0 olamayacagi
i¢in),

(VxA)(Z) =0, VX,Z € x(M) (5.91)

bulunur. Benzer sekilde, eger ¢ # 0 ise, bu durumda her X € x(M) i¢in (VxA)(V) =0
saglanir. Bu durumda, (5.84) denkleminde Y = U ve Z =V alinirsa

de(X) = co(X), VX € x(M) (5.92)

bagintisinin gerceklendigi goriiliir. Boylece, (5.84) denkleminde Y = V alinarak
elde edilen denklemde, (5.89) ve (5.92) bagintilar1 kullanilirsa, yine (¢ # 0 kabul
edildiginden) her X,Z € x (M) i¢in (VxA)(Z) = 0 esitligine ulagilir ki bu da ilk durum
ile aymidir. O halde, her iki durumda da U iiretecinin paralel vektor alani oldugu elde

edilmis olur ve (i) nin ispat1 tamamlanur.
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(i)’de elde edilen paralellik kogulu yardimiyla, Boliim 3.2’de yapilan hesaplara benzer

sekilde, Ricci rekiiran G(QF )4 uzay-zamanmin Ricci tensorii
Ric(X,Y) = alg(X,Y) +AX)A(Y)], VX,Y € x(M) (5.93)

biciminde bulunur ve boylece (ii) elde edilmis olur. (5.93) denklemi Einstein alan
denkleminde yerine yazilirsa, Ricci rekiiran G(QF )4 uzay-zamanin enerji momentum

tensorti
2A—a

T(X,Y) = g(X,Y)+ %A(X)A(Y) (5.94)

biciminde elde edilir. Bu ise, M’ nin miikemmel akigkanli uzay-zamanlara model

olusturdugunu gosterir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmais olur. U

Teorem 5.8’in sonucu olarak, Ricci rekiiran G(QFE )4 uzay-zamanin skaler egriligi r =

3a’dir. Ayrica, U paralel oldugundan
(VzRic)(X.Y) = da(Z)[g(X,Y) + A(X)A(Y)] (5.95)

elde edilir. (5.95) denklemi X ve Z lizerinde daraltilir ve daraltilmig ikinci Bianchi

0zdesligi kullanilirsa
1
Eda(Y) =da(U)A(Y), VY € x(M) (5.96)

elde edilir. (5.96) denkleminde X = U yazilirsa da(U) = 0 bulunur ve bu da tekrar
(5.96) denkleminde kullanilirsa

da(Y)=0, VY € y(M) (5.97)

bulunur. Dolayisiyla, uzay-zamanin ilgili skaler fonksiyonlar1 sabittir. Dahasi,
(5.95) denkleminden, VRic = 0’dir, yani her Ricci rekiiran G(QFE)4 uzay-zamani
Ricci simetrik manifolda indirgenmis olur. Boylece dogrudan asagidaki teorem ifade

edilebilir:

Teorem 5.9. (M* g) Ricci simetrik G(QE)4 uzay-zamam olsun. Bu durumda

asagidakiler gerceklenir:

(i) (M*,g) skaler fonksiyonlart esit olan (QE )4 uzay-zamandr.

(ii) (M*,g)’nin U hz vektorii paraleldir ve U’nun integral egrileri jeodeziklerden

ibarettir.
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(iii) Einstein alan denklemlerini saglayan (M*,g) uzay-zamami miikemmel akiskanli

uzay-zamanina bir model olusturmaktadir.

(iv) Einstein alan denklemlerini saglayan (M4, g) uzay-zamaninda enerji yogunlugu ve

izotropik basing sabittir.

Ispat. Teorem 5.8’de rekiirans 1-formu sifir olarak alimirsa, (i) — (iii) agiktir. (5.6) ve
(5.94) denklemleri karsilastirilirak uzay-zamanin enerji yogunlugu ve izotropik basinci

,_3a=2A  2A-a
T e ' PT Tk

(5.98)

biciminde bulunur. Ayrica, Teorem 5.8’in bir sonucu olarak a ilgili skaleri sabit

oldugundan, o ve p sabittir. Boylece ispat tamamlanmig olur. U

Not 5.2. [1] Miikemmel akigkanli bir uzay-zaman i¢in enerji ve kuvvet denklemleri,

asagidaki gibi verilmektedir:

Uo = g(grado,U) = —(06 + p)divU (5.99)

(64 p)(VyU) = —gradp — (Up)U (5.100)

Teorem 5.9-(iv)’de elde edilen ¢ ve p’nin sabit olduklari sonucu, (5.99) ve (5.100)

denklemlerinde kullanilirsa
Uc =—(c+ p)divU =0 ve (6+p)(VyU)=0 (5.101)
bulunur. Burada, o + p # 0 gerceklik kosulu kullanilirsa, asagidaki iki ifade bulunur:
divU =0 ve VyU =0 (5.102)
bulunur.

Not 5.3. Hatirlanacak olursa, o + p = 0 olmasi durumunda, (5.4) ve (5.6)
denklemlerinden, T'(X,Y) = pg(X,Y) bulunur ki bu da Einstein alan denklemlerinin
vakum coziimlerine kargilik gelir. (Bu durum ayirca, hayali bariyer (phantom barrier)

olarak da isimlendirilir, [76].)

Not 5.4. [77] numarali ¢alismada verilen bir uzay-zamanin zamansal hiz vektor

alaninin kovaryant tiirev ifadesi yardimiyla, bu hiz vektoriiniin dualinin kovaryant
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tiirevi, her X € (M) icin hX = X + A(X)U izdiigiim vektorii (yani X vektoriiniin U

hiz vektoriine dik olan pargasi) olmak iizere, her X, Y vektor alani i¢in
(VxA)(Y) = %Gg(hX,Y) (VoA X)AY) +0(X,Y)+ o(X,Y)  (5.103)
denklemi ile verilmektedir. Burada, 8 = divU ile genlesme sabiti (expansion scalar),
o(X,¥) = %[g(VhXU,hY) — o(Vuy U, hX)] — %Gg(hX,Y) (5.104)
ile simetrik kayma tensorii(shear tensor) ve
O(X,Y) = %[g(VhXUJzY) — o(ViyU,hX)] = proj(rotU) (5.105)

ile donme tensorii (vorticity-rotation tensor) gosterilmektedir.

Teorem 5.9 — (ii)’e gore, Ricci simetrik G(QE )4 uzay-zamaninin, U hiz vektor alani
paralel oldugundan, yukaridaki notta verilen tanimlar yardimiyla asagidaki teorem elde

edilmis olur:

Teorem 5.10. Einstein alan denklemlerini saglayan her Ricci simetrik G(QF)4

uzay-zamanmn, ivme vektorii, donme tensorii, genlesme sabiti ve kayma tensorii

stfirdir.

Aciklama 5.1. Shaikh ve digerleri [7] numarali caligmada, Ricci tensorii Codazzi
tipinde olan miikemmel akigkanli yar1 Einstein uzay-zamaninin donme ve kayma
tensorlerinin sifir oldugunu gostermiglerdir. Bu sonug, Teorem 5.9°da elde edilen
sonuglar ile birlestirilirse, Einstein alan denklemlerini saglayan Ricci simetrik
G(QE)4 uzay-zamaninin, ddsnme ve kayma tensorlerinin sifir oldugu sonucuna ulagilir.
Dolayisiyla, (5.10)’da elde edilien sonuglar [7] numarali ¢alismada elde edilen

sonuglar ile uyumludur.

Tamm 5.2. [78] A simetrik (0,2)-tensorii ve her X,Y vektor alam i¢cin A(X,Y) =
g(AX,Y) seklinde tamimly </ Lie cebri endomorfizmast i¢in, Riemann egrilik tensorij,

her X,Y,Z,W vektor alani icin
R(AZX,Y,ZW)+R(AY,ZX,W)+R(AZ,X,Y,W)=0 (5.106)

denklemini sagliyorsa, A tensoriine Riemann uyumlu (Riemann compatible) veya

kisaca R-uyumlu tensor adi verilir.
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Riemann egrilik tensorii, daima Birinci Bianchi Ozdesligini sagladigindan, metrik
tensoriin Riemann uyumlu oldugu asikardir. [79] ve [80] numarali calismalarda,
her Ricci-pseudosimetrik semi-Riemann manifoldunun Riemann uyumlu oldugu
kanitlanmigtir. Ayrica, uyumluluk kavrami bagka genellestirilmis egrilik tensorlerine
de genisletilebilir. Yani, (5.106) denkleminde, Riemann egrilik tensorii yerine, Birinci
Bianchi Ozdesligini ve Riemann egrilik tensériiniin sahip oldugu simetri 6zelliklerini
saglayan bagka egrilik tensorleri (genellestirilmis egrilik tensorii olarak isimlendirilen
tensorler) de getirilebilir. Weyl konformal egrilik tensorii bunun ile ilgili en bilinen
orneklerdendir. Dolayisiyla, yukaridaki tanima benzer sekilde, simetrik A tensorii, her

X,Y,Z , W vektor alan1 i¢in
C(aX,Y,ZW)+C(AY,Z,X,W)+C(HZ,X,Y,W)=0 (5.107)

denklemini sagliyorsa A tensoriine Weyl uyumlu (Weyl compatible) tensor ad1 verilir.
Riemann ve Weyl uyumluluk kavramlari, tensorler yerine vektor alanlari iizerinde de
tanimlanabilmektedir. Uyumlu tensorlerin karakterizasyonu icin verilen (5.106) ve
(5.107) seklindeki genel formiiller, uyumlu vektorler i¢in daha giiclii ifadeler hale gelir

ve yeni karakterizasyon sonuglar1 ortaya cikar, [81]. Ornegin:

Teorem 5.11. [81] u vektor alaninin Riemann uwyumlu olmast icin gerek ve yeter kosul

u’nun Weyl uyumlu olmasi ve u[aRb}mum = 0 denklemini saglamasidir.

O halde Teorem 5.9 ve Teorem 5.11 yardimiyla asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 5.12. Einstein alan denklemlerini saglayan her Ricci simetrik G(QE)4

uzay-zaman Weyl (ve ayni zamanda Riemann) uyumludur.

Ispat. Teorem 5.9 yardimiyla, Ricci simetrik G(QE )4 uzay-zamaninin Weyl konformal

egrilik tensorii

a

C(X.Y.Z,W) =R(X,Y,Z.W) - S[A(V)A(2)g(X, W) ~A(X)A(Z)g(Y. W)  (5.108)

2

+HAX)A(W)g(Y,Z) —A(Y)A(W)g(X, 2)] - S [8(Y, Z)g(X, W) — (X, Z)g(Y, W)

seklinde bulunur. (5.108) denkleminde W = U olarak alimirsa her X,Y.Z ic¢in
C(X,Y,Z,U) = 0 olacag aciktir. Boylece, her X,Y,Z, W vektor alani i¢in

AX)C(Y,Z,W,U)+A(Y)C(Z,X,W,U)+A(Z)C(X,Y,W,U) =0 (5.109)
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denklemi saglanir ve U hiz vektor alani (dolayis: ile uzay-zaman) Weyl uyumludur.
Diger taraftan, Ricci simetrik G(QE)4 uzay-zamaninda, A[aRb]mAm = 0 kosulunun
saglandig1 da agiktir. Dolayisiyla, Teorem 5.11°den, U (ve uzay-zaman) ayni zamanda

Riemann uyumludur. U

Not 5.5. 4-boyutlu bir uzay-zamanda, Riemann egrilik tensoriiniin 20 tane, Ricci
tensoriin ise 10 tane birbirinden bagimsiz bileseni vardir. Dolayisiyla, Einstein
alan denklemlerinden, egrilik tensorii ile ilgili sadece 10 adet bilesen belirlenebilir.
Riemann egrilik tensoriiniin, izi sifir olan pargasi olarak tanimlanan, yercekimi ve
elektromanyetizma ile ilgili bilgileri iceren Weyl (konformal) egrilik tensorii ise, kalan
10 bagimsiz bileseni temsil etmektetedir. Genel Gorelilik Teorisine gore Weyl tensortl,
Einstein alan denklemlerinin tam ¢oziimlerinin siniflandirilmasinda, evrenin olusumu
hakkinda bilgiye sahip oldugu diisiiniilen kiitlecekim dalgalarinin incelenmesinde ve

uzay-zamanin asimptotik ozelliklerinin belirlenmesinde kullanilan dogal bir objedir.

Weyl tensorii, simetrik iki tensor olan elektrik ve manyetik bilesenleri tarafindan tek
tiirlii olarak belirlenir ve bu bilesenler klasik elektromanyetizma teorisindeki elektrik
ve manyetik alanlar ile benzer rol oynayan yercekimsel niceliklerdir. # zamansal, hiz

vektor alan1 olmak iizere, Weyl tensoriiniin elektirik ve magnetik bilesenleri [82], [83]
Ey = wu"Cjgim (5.110)

Hkl = ujumC_'jklm (5.111)

denklemleri ile tanimlanmaktadir. Burada, C_'jklm = %sjkrsuj u™C", ~dual tensor ve
Ejkrs 1se ters simetrik Levi-Civita semboliinii gostermektedir (yani j,k,r,s’nin gift
permiitasyonlari i¢in 41, j, k, r, s’nin tek permiitasyonlar1 i¢in —1 ve diger durumlarda
0 degerini alan anti-simetrik tensordiir). E ve H simetrik, izleri sifir olan (E! = H! =0)
ve uzaysal (yani Epu? =0, Hyu? = 0 denklemlerini saglayan) tensorlerdir. Her
ikisi de, 5 bagimsiz bilesene sahip olup, Weyl konformal egrilik tensorii tiimiiyle bu
iki tensor aracilifi ile belirlenir. Weyl tensoriiniin sirasiyla elektrik veya manyetik
bileseninin sifir olmas1 durumunda, uzay-zaman sirasiyla sadece manyetik (SM) veya
sadece elektriksel (SE) olarak isimlendirilir. Dolayisiile, E=0ve H # 0 veya E # 0

ve H = 0 olmas1 durumunda, uzay-zaman konformal diiz olmayan uzaydir.

Elektrik bileseni, Newton’un teorisindeki gel-git (tidal) tensoriiniin Genel Gorelilige

genellemesi iken [84]; manyetik bilesenin Newton un teorisinde bir analogu yoktur.
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Bu nedenle, SE alanlar Newton-benzeri ve SM alanlar ise sadece Genel Goreceli veya

anti-Newtonian olarak kabul edilmektedir, [85].

Weyl tensoriiniin bu 0zel bilesenleri araciligi ile, Weyl uyumluluk kavrami
uzay-zamanlarin Petrov smiflandirmalar1 ve Genel Gorelilik teorisi ile ilgili

uygulamalar1 hakkinda daha genel sonuclar elde edilmesini saglamaktadir.

Teorem 5.13. [86] 4-boyutlu bir uzay-zamanda zamansal bir vektoriin Weyl wyumlu
olmast icin gerek ve yeter kosul Weyl egrilik tensoriiniin magnetik bileseninin sifir

olmasidrr.

(5.109) denkleminden, Ricci simetrik G(QFE)4 uzay-zamaninda, zamansal U hiz
vektoriintin Weyl uyumlu oldugu goriilmektedir. O halde, Teorem 5.13’den Ricci
simetrik G(QF)4 uzay-zamaninin Weyl egrilik tensortiniin magnetik bileseni sifir

bulunur. Boylece, asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 5.14. Einstein alan denklemlerini saglayan her Ricci simetrik G(QE)4

uzay-zaman sadece elektiriksel (SE) uzay-zamandir, yani H = 0’dir.

Not 5.6. Weyl tensoriiniin cebirsel yapisi, Petrov siniflandirmasi olarak isimlendirilen
ve Weyl tensoriiniin 0zvektorlerinin ve 6zdegerlerinin sahip oldugu ozellikler ile
belirlenen bir teori ile karakterize edilebilir.  Diger bir degisle, ©zdegerlerin
bulunmasini saglayan polinom denkleminin derecesine baglh olarak uzay-zamanlar
siniflandirilabilir.  Farkli Petrov tipine sahip olan Weyl tensorleri, metriklerinin
farkli oldugu anlamina gelirken, metrikleri farkli olan iki uzay-zaman ayni Petrov
tipine sahip olabilir. Oyleyse farkli Petrov tipleri, iki metrik gosteriminin farkl

uzay-zamanlara ait olmasi i¢in yeterli bir kosuldur, ancak gerekli kosul degildir.

Petrov [87] a gore bir uzay-zaman, Weyl tensoriiniin esas null dogrultularinin sagladigi
baz1 ozelliklere bagh olarak, I, 11, 111, D, N ve O olmak iizere alt1 sinifa ayrilabilir.
k[gCa]bc[dkf]kbk" = 0 esitligini saglayan k¢ vektorlerine Weyl tensoriiniin esas null
dogrultulart ad1 verilir ve 4-boyutlu bir uzay-zamanda bu denklemi saglayan en ¢ok
4-null vektor bulunur. Bu tanima gore, aralarindaki muhtemel gegisler diagramdaki

gibi verilen Petrov tipleri, asagidaki gibi siniflandirilmaktadir:

e Tip I: Tiim esas null dogrultularin birbirinden farkli oldugu durumdur.
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11 D
II1 ™ O

Sekil 5.1 : Petrov Classification, A. Z. Petrov (1954)

* Tip II: Esas null dogrultulardan ikisinin cakisik, diger ikisinin farkli olmasi

durumudur.
* Tip D: Iki tane cift katl esas null dogrultunun bulunmas1 durumudur.

» Tip III: Esas null dogrultulardan {i¢iiniin ¢akisik, diger dogrultunun farkli olmasi

durumudur.
* Tip N: Dort katli esas null dogrultunun bulunmasi durumudur.

 Tip O: Weyl tensoriiniin sifir olmast durumudur; yani konformal diiz

uzay-zamanlardir.

Ornegin, Robertson-Walker kozmolojik modelleri, O Petrov tipine sahip
uzay-zamanlaridir. ~ A. Barnes [88], miikemmel akigkanli bir uzay-zamanda,
donme ile kayma tensorleri sifir olan ve akiskanin hiz vektor alanina dik olan hiper
yiizeyde enerji yogunlugu sabit olan uzay-zamanin I, D ya da O Petrov tipinde
oldugunu gostermistir. Ayrica, Weyl tensoriiniin elektrik ve magnetik bilesenleri
orantil1 olan, yani ¥y ve u skalerleri icin (Y ve p’den birinin sifir olma durumunu da
ihtiva edecek sekilde) YE = uH bagintisini saglayan uzaylara, I, D veya O Petrov tipi
uzaylar denir, [83].

O halde, yukaridaki not ve Teorem 5.14 yardimiyla, asagidaki siniflandirma teoremi

edilir:

Teorem 5.15. Einstein alan denklemlerini saglayan her Ricci simetrik G(QE)4

uzay-zamant 1, D veya O Petrov tipi uzay-zamandir.
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5.1.6 Genellestirilmis Yar1 Einstein Uzay-Zamam Ornegi

Bu béliimiin amaci, 4-boyutlu bir genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamaninin var-
ligim trivial olmayan bir Lorentz metrigi insaa ederek kanitlamaktir. Genellestirilmis
yar1 Einstein uzay-zamaninin, Ricci tensorii sifirdan farkli ve (2.21) denklemini
saglamakta ve birbirine dik, sirasiyla zamansal ve uzaysal U ve V iiretecleri (5.13)
denklemi ile verilmektedir. Dolayisiyla, simdi (2.21) ve (5.13) kosullarinin tiimiinii

saglayan 4-boyutlu bir Lorentz metrigi ingaa edilecektir.

4-boyutlu R* Reel sayilar uzayinda, {x!,x?,x3 x*} standart koordinatlar ve A, B, C
yalmzca x* degiskenine baglh olan fonksiyonlar olmak iizere; (+,+,+,—) Lorentz

isaretine sahip olan
ds? = A%(dx")? 4+ B (dx*)* + C*(dx*)? — (dx*)? (5.112)

metrigi dikkate alinsin. Bu durumda, Christoffel sembollerinin, Riemann egrilik

tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri ile skaler egrilik asagidaki

gibi elde edilir:
rl, = %, [} =AAy, T3, = %, i, = % I3, =BB;, T, =CC; (5.113)
Ri221 = —ABA4By4, Ri331 = —ACA4Cs, Risa) =AAy (5.114)
Ry330 = —BCB4Cy4, Ro4ap = BB44, R3443 = CCyy (5.115)
Ricy| = —AA;B“ - AAéC“ — AAyy (5.116)
Ricyy = —BA;“B“ _ BBéC“ — BBy (5.117)
Ricy; = —CA:C“ - CB];C“ —CCyy (5.118)
RiC44:%+%+% (5.119)

Bu durumda (1,1)-tipindeki Ricci operatoriiniin sifirdan farkli bilesenleri ve skaler
egrilik asagidaki gibidir:

AsBs  ByCy %

—_— 2:_—_—_

Ay By Cuy

3 3 G 4 A Bu
Q3_ ) Q4 A B C

(5.120)

(5.121)



A4By  A4Cy  ByCy  Asgs By  Cy
- —2[ Aag | Das | Ta 5.122
d AB T ac TBC TatBTC (5.122)

Burada ”4” alt indisi x* degiskenine gore tiirevi gostermektedir.

G(QF)4 uzay-zamaninun ilgili 1-formlari, A # 0 olmak iizere,
i (sinh(d)
Al = (—A ,0,0,cosh(?t)) (5.123)
ve
B; = (Acosh(/l),o,o,—sinh(/l)) (5.124)

olarak alinsmn. Goriildiigu iizere, (5.13) denklemi saglanmaktadir. Yani A ve B

I-formlart birbirine dik, zamansal ve uzaysal iki vektor tarafindan iiretilmektedir.

Ayrica, (2.21) denklemi, asagidaki gibi (1, 1)-tipi tensorel ifade ile yazilabilir:
0! = ad! + bAAT + c[AB + B:AT), j=1,2,3,4 (5.125)

biciminde yazilabilir. Bu durumda (5.120), (5.121) ve (5.125) denklemlerinden

asagidaki denklem sistemi elde edilir:

AsBs AsCy A
a+ bsinh®(A) + 2esinh(A)cosh(A) = ———2 _ 244 244 (5.126)

A4By  BsCy  Bay  A4Cq  BaC4  Cyy

a= A0 Darh (a4 Dat4 T (5.127)
AB BC B AC BC C
2 . Ay By Cy
a—bcosh”(A) —2csinh(A)cosh(A) = ——— — — — — (5.128)
A B C
b
c= —Etanh(Zl) (5.129)

(5.126)-(5.129) denklemleri kullanilarak

(A4 BaCy _ (BsCy Ay
b=2 ve ¢ =
A BC

mase —)tanh(Z)L) (5.130)

elde edilir.

Simdi bu sistemin bir

A=), B=C=e) (5.131)

¢oziimii dikkate alsin. Bu durumda, 4-boyutlu R* Reel Sayilar uzayindaki g Lorentz

metrigi
ds® = giidxidx) = (x*)2(dx")? + 20 [(dx?)? + (dx®)?] — (do*)? (5.132)
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biciminde yazilir ve Christoffel sembollerinin, Riemann egrilik tensoriiniin ve Ricci

tensoriiniin sifirdan farkl bilesenleri ile skaler egrilik asagidaki gibi elde edilir:

iy = (1—), Il = (h), 13y =T =1, T} =T} =) (5.133)
Rz = Rizst = 20 (%), Rozzp = —*0), (5.134)
R4z = Ragaz = &) (5.135)
anz—ﬂfyan:RmB:—¥“ﬂ5§%m3Rmmzz (5.136)
r= —2[i+3] (5.137)

(x%)

Goriildiigii tizere, uzay-zamanin skaler egriligi sabitten farkli bulunur. Dolayisiyla,

(5.126)-(5.130) denklem sisteminden ilgili skaler fonksiyonlar

B 1 r V2 -1
a 2 @, b 2, ¢ D (5.138)
ve ilgili 1-formlar
2001 .
(x*) V 20 ifi=1
Ai(x)=<¢ 0 ifi=273 (5.139)
Ll o
) ifi=4
ve o
) ifi=1
Bi(x)=4 0 ifi=2,3 (5.140)

2 —1 .o
— m ifi=4

formunda elde edilir. Burada A sifirdan farkli ve (x*) degiskenine bagli olup

.x4 -
S (1) = 5y s ve cost(2) =

kosullarin1 saglamaktadir. O halde, (daima sinh*(1) > 0 ve cosh*(A) > 1 oldugundan)

-
2(1=(x4)

% < x* < 1 kosulu saglanmalidir. Boylece, Ricci tensériiniin
1. Riciy = agi1 +bA 1A +2cA 1By
2. Ricy = agor +bArAr +2cA>B,
3. Ric3z = agi3 + bA3A3+2cA3B;3

4. Ricss = agas +DA4A4 +2cA4By
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denklemlerini sagladig1 gosterilebilir. Ayrica, (1)-(4) disinda kalan durumlarin da
saglandig1 gosterilebilmektedir. Dolayisiyla, (2.21) ve (5.13) denklemleri tiimiiyle

saglanmis olur. Boylece manifoldun skaler egriligi de

r—da—b— —2[% +3] (5.141)

bagintisin1 gercekler. Sonug olarak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 5.16. {xl,xz,x3,x4}; R* reel sayilar uzaymun standart koordinalari olmak

lizere,
ds® = gijdxdx) = (x*)2(dx")? + (e¥)[(dx?)? + (dx)?] — (dx*)?

Lorentz metrigi ile verilen M* = {(x',x*,x3x*) e R*: 1 <x* <1} CR* acik alt
kiimesi, zamansal hiz vektor alani ile 1st vektor alamt sirasiyla, (5.139) ve (5.140)
denklemleri ile verilen, sabitten farkli r = —2[% + 3] skaler egriligine sahip bir

genellestirilmis yar: Einstein uzay-zamanidur.
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6. RICCI SOLITONLAR VE GENELLESTIRMELERI

Bu boliimde, Ricci soliton kavramina giris yapilacagr i¢in, oncelikle bu kavramin
ortaya ¢cikmasini saglayan Ricci akist (flow) teorisi ile ilgili literatiir bilgisine yer
verilecektir. Ricci akisi ve Ricci soliton kavramlarinin nasil ortaya ciktigi, ne sekilde
ve hangi amaclarla tanimlandig1 hakkindaki detayl bilgi i¢in [9-12,89-91] numarali

kaynaklardan yararlanilmistir.

6.1 Ricci Akisi ve Baz1 Ozel Coziimleri

Diferansiyel geometrinin temel problemlerinden bir tanesi, herhangi bir Riemann
manifoldu iizerinde kanonik (yani sabit egrilige sahip) bir metrik bulmaktir. Bir
manifold iizerinde kanonik metrigin varlig1 ise manifoldun topolojik yapis1 hakkinda
onemli sonucglar vermektedir. Bu konuda en iyi bilinen 6rnek kapali yiizeyler icin

verilen Uniformizasyon (Tekdiizelik) Teoremi’dir, [10].

Teorem 6.1. (Uniformizasyon Teoremi) Her basit baglantili Riemann yiizeyi, acik
birim disk, kompleks diizlem yada Riemann kiiresinden herhangi birine konformal

olarak denktir. Yani bu yiizey sabit egrilikli bir Riemann metrigine sahiptir.

Ote yandan, verilen bir Riemann manifoldu iizerinde kanonik bir metrik bulmak
genellikle zor bir problemdir. Bu konu ile ilgili olarak Yamabe Problemi ortaya ¢ikmis

ve asagidaki soru ortaya atilmistir:

"n > 3 boyutlu, g Riemann metrigine sahip, kompakt diferansiyellenebilir bir M
manifoldu igin, sabit skaler egrilikli ve g metri§ine konformal olan g’ metrigi var
mudir?" Diger bir deyisle; "g’ = e/ g sabit egrilikli bir metrik olacak sekilde f € C*(M)

fonksiyonu bulunabilir mi?"

Bu bakimdan, Yamabe problemi, Uniformizasyon Teoreminin yiiksek boyutlara bir
genellemesi olarak diisiiniilebilir. Bu sorunun cevabinin olumlu oldugu diferansiyel

geometri, fonksiyonel analiz ve PDE teknikleri kullanilarak ispatlanmagtir.
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20. yiizyill matematifinin Oonemli coziilemeyen problemlerinden bir tanesi olan
Poincaré sanisi, 1900’lii yillarda Poincaré tarafindan ortaya atilmis ve 3-boyutlu kapali
ve basit baglantili bir manifoldun, kiireye (S*) izometrik olmasi gerektigi hipotezi
tizerine kurulmustur. 1970’lerde W. Thurston bu problem ile ilgili onemli bazi sonuglar
elde etmis ve 1982 yilinda, 3-boyutlu her Riemann manifoldunun benzer sekilde
siniflandirilabilecegini 6ngdren genel bir san1 ortaya atmistir. Eger ispatlanabilirse,
3-boyutlu tiim kompakt manifoldlarin siniflandirilmasini saglayacak olan Thurston’in

Geometriklestirme Sanist asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Geometriklestirme sanisi ortaya c¢ikmadan once, her kompakt, 3-boyutlu mani-
foldun baglantili toplam (connected sum) dekompozisyonu kullanilarak daha basit
manifodlara ayristirilabilecegi ispatlanmigtir. m-boyutlu iki manifoldun her birinin
icinden bir yuvar cikarip, olusan smir kiireleri (boundary spheres) birbirine
yapistirarak elde edilen manifold olarak tanimlanan baglantili toplam, kapali
yiizeylerin siniflandirilmasinda anahtar rol oynayan topolojik ve geometrik bir
modifikasyondur. Eger bir manifold baglantili toplam kullanarak trivial olmayan
bilesenlerine ayrilamiyorsa bu manifolda asal denir.  1929°da her 3-boyutlu
yonlendirilebilir, kompakt manifoldun, sonlu sayida asal bilesene ayrilabilicegi ve
bu ayrisimin tek tiirlii oldugu kanitlanmislardir. Dolayisiyla, 3-boyutlu manifoldlari
siniflandirmak ic¢in aslinda 3-boyutlu asal manifoldlarin siiflandirilmas: yeterli
olacaktir. 3-boyutlu manifoldlarin 2-boyutlu kiireler boyunca kesilmesinden ibaret
olan baglantili toplam dekompozisyonunun bir genellestirmesi, manifoldun 2-boyutlu
toruslar boyunca kesilmesi olarak yapilabileceginden, Thurston asagidaki saniy1 6ne

surmiistiir:

Thurston’in Geometriklestirme Samisi: Her kompakt, yonlendirilebilir ve asal
3-boyutlu manifold sonlu sayida birbirine gomiilmiis torus parcalar1 olarak ayristirila-
bilir ve bu parcalarin herbiri sekiz temel ve simetrik geometrik yapidan birinin

metrigine sahiptir. (Bunlardan iigii, S*, H>, R3 iizerindeki sabit egrilikli metriklerdir.)

Bu saninin 2-boyuttaki analogu, "Her kompakt, yonlendirilebilir 2-boyutlu manifold;
ya sabit pozitif egrilikli metrige sahip olan S? kiiresi, ya sifir egrilikli metrige sahip
olan T? torusu ya da bosluklu toruslarin baglantili toplamu (bu da negatif sabit egrilikli

metrik ile verilebilir) olarak ayristirilabilir." seklindedir.
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Thurston’1n elde ettigi bu siniflandirma 3-boyutlu manifoldlarin yalmizca bir 6zel sinifi
(Haken manifoldlar) icin saglanmaktadir. Bu sonucun 3-boyutlu tiim manifoldlara
genellestirebilmesi icin Hamilton 1982 yilinda Ricci akigi kavramini tanimlayarak,

Geometriklestirme Sanisinin ¢oziimil i¢in ¢181r acan bir makale yayinlamustir, [9].

Tammm 6.1. [9] go metrigi ile verilen, diferansiyellenebilen ve kapall (yani kompakt
ve stnirsiz) bir M Riemann manifoldu iizerinde metrik tensore bagl olan
{ %g(l‘) = _2Ric(g(t)) (61)
8(0) = go

kismi diferansiyel denklemine Ricci akisi (Ricci flow) denir.

Ricci akisi, g metrigini (yani M manifoldunun seklini) Ricci tensorii ile orantili olarak,
uygun sabit egrilikli (6rnegin kiiresel) bir metrige doniistiiriir ve boylece g metrigi,
Thurston’un ifade ettigi sekiz temel geometrik yapidan birinin metrigine denk olur.
Boylece, Uniformizasyon Teoreminde oldugu gibi, zaman ilerledikce manifoldun sekli

daha kiiresel bir hal almis olur.

Aciklama 6.1. Bilindigi iizere, bir demir ¢ubuk iizerindeki u(x,#) 1s1 dagiliminin

zaman icerisindeki degisimini gosteren 1s1 denklemi, A Laplace operatorii olmak iizere

% =Au (6.2)
bicimde verilen parabolik tipte kismi diferansiyel denklemidir. Ricci tensorii, metrigin
ikinci mertebe tiirevlerini icerdiginden, (e8er harmonik koordinantlar kullanilirsa)
Ric = —%Ag olarak yazilabilir. O halde Ricci tensorii, 151 denklemindeki Au teriminin
analogu olarak diisiiniilebilir ve Ricci akisi denklemi % = Ag(t) bigciminde bir
1s1 denklemi seklinde yazilabilir. Is1 denkleminin 1s1y1 uzay boyunca esit sekilde
yaymasi gibi, Ricci akisi da egriligi kompakt diferansiyellenebilen manifold boyunca

esit sekilde yayar ve boylece metrik istenildigi gibi daha sabit egrilikli hale gelmis olur.

Isi-tipi (parabolik) denklemlerin karakteristik 6zelligi, Maksimum Prensibini sagla-
malaridir. Ornegin, yukaridaki demir ¢ubuk iizerindeki 1s1 denklemi icin Maksimum
Prensibi, ¢ubuk {izerindeki en sicak noktadaki 1sinin zamanin artmayan fonksiyonu
oldugunu ve en soguk noktadaki 1sinin ise zamanin azalmayan fonksiyonu oldugunu
sOyler. Zaman ilerledikce 1s1 yayilir, nispeten sicak olan bolgeler sogutulur ve ¢cubuk

tizerindeki maksimum sicaklik azalir. Sonug olarak, zaman arttik¢a ortalama 1s1 icin bir
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sinir belirlenmis olur. Benzer sekilde Ricci akisinda da Maksimum Prensibi araciligi
ile egriligin sinirt belirlenir. Bunun ile ilgili Hamilton’un elde ettigi sonug¢ asagidaki

gibidir:

Teorem 6.2. [9] M> kesin pozitif Ricci egrilikli Riemann metrigine sahip kapali
3-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda M? ayni zamanda sabit pozitif egrilikli

metrige sahiptir.

Ayrica, Ivey tarafindan keyfi boyutlu bir Riemann manifoldu i¢in asagidaki sonug elde

edilmistir:

Teorem 6.3. [90] (M",g) tam, basit baglantili ve sabit C kesitsel egrilikli Riemann

1

manifoldu olsun. Bu durumda M manifoldu, C = 0 ise E" 6klid uzayina, C = #; ise S

1

kiiresine ve C = — 5 ise Hpy hiperbolik uzayna izometriktir.

O halde, Teorem 6.3’iin bir sonucu olarak, her 3-boyutlu basit baglantili, kapal1 ve
pozitif Ricci egrilikli metrige sahip manifold, 3-boyutlu kiireye difeomorfiktir ki bu
da Poincaré Sanmisinin dogrulugunu gosteren bir sonuctur. Ozel olarak, g baslangic
metrigi kesin pozitif Ricci egrilige sahipse, M> manifoldu Ricci akisi altinda sonlu
zaman icinde noktaya biiziilecektir. Ancak eger metrik, hacmi sabit birakan, zamana
bagh bir ¢arpan ile genisletilirse, noktaya biiziilme problemi ortadan kalkar. Dahasi,
bu yeniden 6lgeklendirilen metrik, M? iizerinde aranan sabit pozitif egrilikli metrige
de diizgiin yakinsar. 2002 ve 2003 yillarinda Perelman [91], Hamilton’un Ricci akigini
kullanarak Geometriklestirme Sanisin1 ispat eden iic makale yayinlamis ve boylece yiiz
yillik Poincaré Sanisinin ispati sona erdirilmistir. Benzer sekilde, sabit Ricci egrilikli
metrik (yani Einstein metrigi) bulma problemi de olduk¢a zor bir problem olup ¢6ziimii
icin Einstein alan denklemlerinin ¢oziilmesi gerekmektedir. [10] numarali makalede,
pozitif skaler egrilikli ve pozitif kesitsel egrilikli Einstein metrigi iiretmek icin de, yine

Ricci akis1 kavrami kullanilmustir.

Bu boliimiin devaminda, Ricci akiginin bazi 6zel ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin
davranislar1 incelenecektir. Ilk olarak, sabit egrilikli uzaylar iizerinde Ricci akiginin

cOziimleri agsagidaki gibi bulunabilir:
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Einstein Manifoldlari:

(a) g birim kiire lizerindeki standard metrigi gostermek iizere, n > 1 boyutlu r-yaricaph
kiire iizerinde, g = > metrigi verilsin. Bu durumda tiim kesitsel egrilikler r1_2 olur. O

halde her V birim vektorii i¢in

Rie(v,v) = =1 (6.3)

bulunur. Boylece Ricci tensorii

1
P (64

Ric =

seklinde elde edilir. Dolayisiyla (6.1) ile verilen Ricci akisi, (6.4) denklemi yardimiyla

asagidaki adi diferansiyel denkleme doniisiir:

d

5 =-2(-1z (65)
Bu ise % g+ rz% = —2(n—1)g biciminde yazilabileceginden,
dr?
= —2n—1) ©6)
denklemi bulunur ve ¢oziimii
r(t) = \/RE—2(n—1)t (6.7)
R§

bicimindedir. Burada R kiirenin baglangictaki yaricapidir ve t — =T yaklagimi

yapilirsa manifold tek noktaya biiziiliir, [89].

(b) Benzer sekilde, n > 1 boyutlu H" hiperbolik uzayinda, Ricci akigt

dr?

—r=2n-1) (6.8)

bicimine doniisiir ve ¢oziimii

r(t) = \/R3+2(n—1)t (6.9)

seklinde elde edilir, [89]. Bu durumda ise, ¢oziimler sonsuza kadar genislemeye devam

eder.

(c) E" iizerinde (yani diiz metrikde) ise Ricci egriligi sifirdir ve dolayisiyla ¢coziimler

Ricci flow altinda degismez kalir.
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Ayrica metrigin diiz olmasi, yani manifoldun Euclid uzayma lokal olarak izometrik
olmas i¢in, gerek ve yeter kosul Riemann egriliginin sifir olmasidir. Dolayisiyla bu
manifoldlarin Ricci egrilikleri de sifir olacagindan, bu tip metrikler trivial olmayan ve
Ricci akisi altinda de8ismez kalan ¢oziimleri verir. Bu metrikler Ricci akisinin sabit

noktalar1 (fixed points) olarak diisiiniilebilir.

Ricci Solitonlar: Ricci akisinin bir 6nceki maddedeki diizgiin sekilde biiziilen veya
genigleyen coziimlerinden cok daha genel bir formu olan, kendi kendine benzer
(self-similar) ¢oziimlerine Ricci soliton adi verilir. Ayrica bu durumda manifoldun
kompakt olma sarti da bulunmamaktadir. Bu tiir ¢oziimleri anlamak igin, bir
difeomorfizma ailesi tarafindan, akisin nasil degistigini gosteren Lie tiirevi kavramina

ithtiyac vardir:

Not 6.1. M manifoldu iizerinde verilen diferansiyellenebilen bir X vektor alani i¢in

M’den kendisine her ¢ € (—¢, €) igin,

oM — M, %:X ve @o=1d

olacak sekilde zamana baglh difeomorfizmalar ailesi tanimlansin. (Bu tip ¢;’lerin
varli1 diferansiyel denklemlerin temel varlik teoremi ile garanti altindadir.) Bu
denkleme, manifoldun X vektor alan1 dogrultusundaki akis1 denir. Ayrica, bir F' tensor

alaninin X dogrultusundaki Lie tiirevi ise

d

HF = (4

(¢ )F ) =0 (6.10)

biciminde tanimlanmaktadir, [92].

Tamm 6.2. [9] (M",g(t)) manifoldu Ricci akisinn bir ¢éziimii, @ : M" — M" zamana
bagl difeomorfizmler ailesi (py = Id) ve o (t) zamana bagl olgeklendirme ¢arpam
(oo = 1) olsun. Eger

g(t) =o(t)e g(0) (6.11)

ise (M",g(t)) Ricci soliton olarak isimlendirilir.

(6.11) denkleminin r = 0’da tiirevi alinir ve (6.1), (6.10) denklemleri kullanilirsa, V =

% olmak iizere

—2Ric(g(0)) = 6"(0)g(0) +-Zg(0) (6.12)
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bulunur. Burada ¢’(0) = 24 olarak segilirse, Ricci soliton denklemi
—2Ric =2Ag+ % g (6.13)
biciminde ifade edilebilir, [89]. O halde, asagidaki tanim elde edilmis olur:

Tanmm 6.3. [11] (M,g) Riemann manifoldu iizerinde, § € x(M) diferansiyellebilen

vektor alani ve A € R sabiti icin
o1
Ric + Efég =Ag (6.14)

denklemi saglantyorsa (M,g)’e Ricci soliton adi verili. & vektor alam ise Ricci

solitonun potansiyel vektor alani olarak isimlendirilir.

o & ozdes olarak sifir yada Killing vektor alani (yani fé g = 0) ise, Ricci soliton
trivial olarak Einstein manifolduna indirgenir. Dolayisiyla, Ricci soliton kavrami

Einstein manifoldlarinin bir dogal genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.

*A>0, A <0 ve A =0 olmasi durumunda Ricci soliton sirasiyla, genisleyen

(expanding), biiziilen (shrinking) ve sabit (steady) olarak isimlendirilir.

Ricci soliton kavrami tanimlandig: tarihten itibaren bir¢cok matematik¢i ve fizik¢inin
ilgisini ¢cekmis ve bu konuda onemli sonuglar elde edilmistir (bknz. [11], [12], [93],
[94], [95] vb.). 2-boyutta kompakt Ricci solitonun sabit egrilige sahip oldugu Hamilton
[11] tarafindan gosterilmistir ve daha sonra bu sonug¢ Ivey [12] tarafindan 3-boyutlu

manifoldlara genellestirilmisgtir.

Tanim 6.4. [11] Potensiyel vektor alant gradient (yani bir f € C* (M) fonksiyonu i¢in
& = Vf) olan Ricci soliton denklemi .,2”5 g =2Hessf olacagindan

Ric+Hessf = Ag (6.15)

denklemine doniisiir. Ricci akisimin bu tip ¢oziimlerine gradient Ricci soliton ve f

fonksiyonuna da potansiyel fonksiyon adi verilir.

Hamilton ve Ivey [11, 12], 2 ve 3-boyutta, kapali bir manifold iizerinde her biiziilen
gradient Ricci solitonun Einstein manifoldu oldugunu kanitlamiglardir. Hamilton, bu

sonucu genellestirmek icin daha sonra, kompakt pozitif egrilikli, biiziilen gradient
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Ricci solitonun Einstein olmasi gerektigi hipotezini ortaya atmis ve bunun dogrulugu
[13] numarali makalede kanitlanmistir. Bundan itibaren, hangi kosullar altinda Ricci
solitonun Einstein manifolduna indirgenecegi (yani trivial olacagi) problemi bir ¢ok
aragtirmacinin ilgisini ¢eken bir problem haline gelmistir. Perelman’in da bu konuya
onemli katkilar1 olmus ve kompakt bir manifold iizerinde her Ricci solitonun gradient

Ricci soliton oldugunu kanitlamstir, [91].

6.1.1 Soliton ornekleri

n > 4 iken, cesitli trivial olmayan kompakt gradient biiziilen solitonlar mevcuttur.
Ayrica, kompakt ve Einstein olmayan (biiziilen, genisleyen ve sabit) Ricci solitonlar

da mevuttur. Simdi asagida bu durumlara uygun bazi 6rnekler listelenecektir [89]:
Ornek 1: (Hamilton’un Cigar Solitonu)

M = R? iizerinde gy = pz(dx2 + dyz) metrigi ele alinsin. Bu durumda Gauss egriligi,

_ 9, 9 N
A=55+ )7 olmak iizere

1
K = —?Alnp (6.16)
bicimindedir ve Ricci tensérii Ric(gg) = Kgo seklinde yazilabilir. Eger p? = m
alinirsa, K = m olur ve boylece
Ric(go) = —— (6.17)
i = .
€ 80 1 +X2 _|_y2 80
saglanir. Potansiyel vektor alani
d d
V=="2x=—+y=— 6.18
(r=-+Y O—,y) (6.18)
olarak secilirse
4
A —— 6.19
v80 1 +X2 +y2 80 ( )

denklemi saglanir. (6.17) ve (6.19) denklemleri (6.14) denkleminde yerine yazilirsa g

metriginin sabit (A = 0) Ricci soliton metrigi oldugu sonucuna varilir.
go metrigi, s orjinden jeodezik uzakligi ve 8 polar koordinanti: bakimindan
g0 = ds* +tanh*sd 0 (6.20)

biciminde yazilabilir. Bu ise cigar (puroya benzer) solitonun, sonsuzda silindire benzer

sekilde acildigini1 gosterir. Ayrica bu koordinantlarda Gauss egriligi

K= 2
~ cosh?s

146

(6.21)



seklinde yazilir. Eger f = —2In(coshs) olarak secilirse V = V f olacagindan cigar

soliton gradienttir.
Ornek 2: (Bryant Soliton)

Cigar solitonun yiiksek boyuttaki analogu olan Bryant soliton, R", (n > 3) igin
rotasyonel simetrik (yani Eulid uzaylarinda tiim donmelere gore simetrik) olan bir sabit
(steady) gradient Ricci solitondur. Cigar solitonun silindire benzer sekilde acilmasina
karsilik, Bryant soliton paraboloide benzer sekilde asimptotik olarak acilir ve pozitif

kesitsel egrilige sahiptir.
Ornek 3: (Gaussian Soliton)

R" iizerinde standard diiz Euclid metrigi ile biiziilen ve genisleyen gradient Ricci

soliton, sirasiyla Gaussian biiziilmesi ve genislemesi olarak isimlendirilir.

2

(a) (R go), f = % potansiyel fonksiyonu ile Ric + Hessf = %go kosulunu saglar.

Yani genisleyen gradient Ricci solitondur.

(b) (R, g0), f= —% potansiyel fonksiyonu ile Ric + Hessf = —% go kosulunu saglar.

Yani biiziilen gradient Ricci solitondur.

Ornek 4: (Kath Carpimlar)

Literatiirde katli carpim metrigine sahip bircok Ricci soliton ve gradient Ricci soliton
ornekleri mevcuttur. Ornegin, Ivey [96], cift katli (doubly warped) ve ¢oklu kath
(multiply warped) ¢arpim metrigini kullanarak kompakt olmayan ve Bryant solitonun
bir genellestirmesi olarak sabit gradient Ricci soliton metrigi insaa etmistir. Yine
Gastel ve Kronz [97], N" (n > 2) pozitif skaler egrilikli Einstein manifoldu olmak
tizere R"*! x N iizerinde ¢ift katli carpim metrigi ile genisleyen gradient Ricci solitonu

tanimlamuglardir.

6.1.2 m-Bakry-Emery Ricci tensorii ve 6zel yar1 Einstein manifoldlari

Ricci akig1 ve Ricci solitonlar ile yakindan iligkili olmasi ve Ricci tensoriiniin dogal
bir genellemesi olmasindan dolayr Riemann geometrisinde olduk¢a 6nemli bir obje

olan m-Bakry-Emery Ricci tensorii; f, M manifoldu iizerinde diferansiyellenebilen bir
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fonksiyon ve 0 < m < oo bir tamsay1 olmak tizere
1
Ric'f = Ric+ Hessf — —df ®df (6.22)
m

biciminde tanmimlanmaktadir, [59], [91], [98]. Eger f sabit fonksiyon ise

m-Bakry-Emery Ricci tensorii klasik Ricci tensoriine indirgenir.

Daha sonra, bircok matematik¢i tarafindan m-Bakry-Emery Ricci tensoriiniin metrik
tensor ile orantili olmas1 durumunda, ¢esitli 6zel manifold tanimlar1 yapilmistir. Bu tip

manifoldlarin tanimlarina ve baz1 6zelliklerine asagida yer verilecektir:

» m-Yar1 Einstein Manifoldu: f € C*(M), A € R ve 0 < m < o bir tamsay1 olmak
lizere

1
Ric'f = Ric+Hessf — —df®df =Ag (6.23)
m

kosulunu saglayan (M, g) manifolduna m-yar: Einstein manifoldu ad1 verilir, [59].
f potansiyel fonksiyonuna sahip m-yari Einstein manifoldu kisaca (M, g, f,A) ile

gosterilir.

(i) (6.23) denkleminde m = oo olmasi durumunda manifold gradient Ricci

solitona doniismiis olur.

(i1) f sabit ise (6.23) denklemi Einstein denklemine indirgenir. Bu duruma kisaca

rijid durum ad1 verilmektedir.

[12, 93] numarali ¢alismalarda, kompakt biiziilen Ricci solitonlarin pozitif skaler
egrilige sahip oldugu ve [11, 12] numarali ¢aligmalarda, iki ve iic boyutlu kompakt
Ricci solitonlarin trivial oldugu ispatlanmisti. Bu duruma analog olarak, m-yari

Einstein manifoldlar iizerinde asagidaki sonug elde edilmistir:

Onerme 6.1. [59] (M",g, f, ) bir yart Einstein manifoldu olsun. Eger 1 < m < oo ve

A > 0 ise, M pozitif skaler egrilige sahiptir. Eger n =2 ve M kompakt ise, trivialdir.

Ardindan, Catino [58] tarafindan yar1 Einstein manifoldu kavramini genellestiren ve
Chaki tarafindan tanimlanan G(QE),, manifoldu tanimindan farkli olan, yeni ve daha

genel bir tanim ortaya atilmistir:

* Genellestirilmis Yar1 Einstein Manifoldu: (M,g), n > 3 boyutlu bir Riemann

manifoldu ve f, i, A fonksiyonlar1 M iizerinde diferansiyellenebilen ii¢ fonksiyon
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olmak tizere

Ric+Hessf —udf@df =2Ag (6.24)

kosulu saglaniyorsa, (M,g,f,A) manifolduna genellestirilmis yar:i Einstein

manifoldu adi verilir, [58].

Litaretiire bakildiginda, Ricci solitonlarin hangi sartlar altinda katli carpim metrigine
doniisecegi sorusunun oldukga ilgi ceken bir problem oldugu goriilmektedir. Trivial
Ricci solitonlarin bir genellestirmesi olarak Petersen ve Wylie [99] gradient Ricci
solitonlarin rijidlik kavramini tantmlamiglardir. N bir Einstein manifoldu, f = %\x\z
Euclidyen carpan ve & € C*(N) olmak iizere, M gradient Ricci solitonu, N xj R¥
carpim manifolduna izometrik ise M’e rijid ad1 verilir. Eger M kompakt ise, (M",g)
Ricci solitonunun rijid olmas: i¢in gerek ve yeter kosul N’nin Einstein olmasidir,
[94]. Ayrica, Catino [58], harmonic Weyl egrilik tensoriine (yani divC = 0) sahip
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldunun rijidligini incelemis ve asagidaki sonucu

elde etmistir:

Teorem 6.4. [58] (M",g), (n > 3) harmonik Weyl tensoriine sahip ve Weyl egrilik
tensorii C(Vf,.,.,.) = 0 kosulunu saglayan genellestirilmis yar: Einstein manifoldu
olsun. Bu durumda (M",g) manifoldu lokal olarak, (n — 1)-boyutlu Einstein fiberine

sahip olan I X .y M* katli carpim manifoldudur.

Genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarin bir 6zel sinifi olarak Huang ve Wei [100]

yeni bir tanim daha ortaya atmiglardir:

* (M,g), n > 3 boyutlu Riemann manifoldu, f € C*(M), r skaler egrilik ve m,p, A €
R olmak iizere

Ric-i—Hessf—%df@df:(pr-l-l)g (6.25)

kosulunu sagliyorsa (M, g, f,A)’a (m, p)—yart Einstein manifoldu ad1 verilir, [ 100].

6.2 (m,p)-Yan Einstein Manifoldlar ile Tlgili Sonuclar

Bu boliimde, genellestirilmis yar1 FEinstein manifoldlarinin bir 6zel sinifi olan
(m,p)—yart Einstein manifodlar iizerinde cesitli karakterizasyon problemleri iiz-

erinde ¢alisilmaktadir. Elde edilen sonuglar [101] numarali makalede yaymlanmugtir.
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[100] numarali ¢aligmada (m,p)—yar1 Einstein manifoldlar ile ilgili baz1 temel
bagintilar ve kompaktlik kosulunun saglanmasi durumunda c¢esitli rijidlik sonuglari

elde edilmigtir:

Yardimcr Teorem 6.1. [100] (M",g), (m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu
durumda, Ric® Ricci egrilik tensoriiniin izi sifir olan parcasi ve f1 = g/* fi olmak iizere,

asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) Amyf=Af —L|VFI? = (np— Dr+na,
2) (|IVFI[}).i=2(pr+A)fi—2Rijf' + 2||VfI|*fi

(3) 2(n712)p71ri _ _mT_lRijfi+ [(n—1)p 1]r+ n—1)A fu

(4) n lp IA — (I’l l)gn;(m‘FZ)Ver_f_%HRlcoHZ_f_ (lfngr)nrfnl [(m+(n_ 1)(1 i
np))r—n(n—1)A1],

Teorem 6.5. [100] (M",g), bir kompakt (m,p)-yart Einstein manifoldu olsun. Bu

durumda asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) Eger r skaler egriligi sabit ise (M",g) trivialdir.
(2) Eger p = ise (M",g) trivialdir.

Teorem 6.6. [100] (M",g), kompakt (m,p)-yart Einstein manifoldu olsun. Bu

durumda asagidakiler gerceklenmektedir:

n(n—1)A

Z i n-D(1—np) V@ da (M",g) trivialdir.

(1) p < )zseya/'L>0ver

(2) 2(”1—_1) <p< % ise, ya A <0ver< n(n—1)A j ya da (M",g) trivialdir.

m+(n—1)(1—np

(3) p= ( y ise (M",g) trivialdir.

(4) p = Lise (M",g) trivialdir.

(5) n=2vep < j ise (M",g) trivialdir.

Bu boliimiin temel amaci, potansiyel fonksiyonu kapali konformal veya paralel olan

(m,p)-yar1 Einstein manifoldlarini incelemektir. Bu nedenle oncelikle bazi nemli

tanim ve yardimci teoremlere yer verilecektir.
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Tamim 6.5. (M",g), n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. £y, ¢ dogrultusundaki Lie

tiirevi ve Q € C*(M) olmak iizere, ¢ vektor alam
Lyg =20g (6.26)

denklemini saglyorsa, ¢’ e konformal vektor alani ve Q’a konformal ¢carpan ad verilir.

(6.26) denkleminden Q = %div(p olarak elde edilir. Eger € sabit (ya da 0zdes olarak

sifir) ise, ¢ vektor alanina homotetik (ya da Killing) vektor alani denir. Ozel olarak ¢,
Vx¢p =QX, VX € x(M) (6.27)

kosulunu saghyorsa ¢’e kapalt konformal vektor alani denir. (6.27) denkleminde
Q = 0 olmas1 durumunda ise, ¢ paralel vektdr alan1 olur. Dogal olarak, her gradient

konformal vektor alani kapalidir, (bknz. [102] ve [103]).

Simdi, kapali konformal vektdr alanina sahip bir Riemann manifoldu iizerinde
gerceklenen ve ileride ifade edilecek olan teoremlerin ispatlarinda kullanilacak 6nemli

bir yardimci teoreme yer verilecektir:

Yardimer Teorem 6.2. [104] (M",g), trivial olmayan ve konformal ¢arpan Q olan
O kapali konformal vektor alanina sahip bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda,
(l)b ile ¢ vektor alammin dual 1-formu gosterilmek iizere ve X, Y, Z € y (M) keyfi vektor

alanlary icin, asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) ¢ vektor alammn sifirlarimin kiimesi 2 (@) ayriknir.

(2) || ¢ ||? vektor alanimin gradienti

V¢ |IP=2Q0. (6.28)

(3) || ¢ ||? vektor alanimin Hessian’t

Hess || ¢ ||*=2Q%g+2¢° @ dQ. (6.29)

(4) (M",g) manifoldunun Riemann egrilik tensorii
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(5) (M",g) manifoldunun Ricci egrilik tensorii

Ric(¢,X) =—(n—1)g(VQ,X). (6.31)

Yukaridaki yardimci teorem yardimiyla, kapali konformal vektor alanina sahip olan bir

(m,p)—yart Einstein manifoldu i¢in asagidaki yardime1 teorem ispatlanacaktir:

Yardimei Teorem 6.3. (M", g, f,A), konformal ¢carpant Q olan kapali konformal ¢ €
X (M) vektor alamina sahip bir (m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu durumda

asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) VO(f) = 3¢(f/)IVf + (n—1)VQ+ (pr+ 1) +QVf.

(2) Hess(¢(f)) = L(d(o(f)) @df + ¢(f)Hessf]+ (n—1)HessQ+ p(dr® ¢°)
+(pr+A)Qg+QHessf +dQRdf.

(3) n%d(‘f’(f)) Qdf+p(dr® ¢b) +dQdf simetrik tensordiir.

Ispat. Yardimci Teorem 6.2-(5) maddesi, (m,p)—yar1 Einstein manifoldunun (6.25)
temel denkleminde kullanilirsa, her X vektor alani icin

Hessf(9.X) = ~df(§)df(X)+ (n—1)dQX) + (pr + A)g(9.X)  (6.32)

m
bulunur.  Hessf(¢,X) = X(o(f)) — (Vx0)f = g(VxVf,¢) oldugundan, (6.32)

denklemi

1
X(9(f)) = —df(9)df(X)+(n—1)dQX) +2Ag(¢,X) +Qdf(X), VX € x(M)
(6.33)
biciminde yazilir. Son esitlik X vektor alani ile i¢ ¢carpim olmadan yazilirsa, ilk iddia

kanitlanmis olur. (6.33) denkleminin tekrar kovaryant tiirevi alinirsa,
VX)) = [ZOUNAFX) +9(NZX (] + (- DV2X(Q) (634
+dA(2)9"(X) +A(V29")(X) +dQUZ)df (X) + QV2(X(f))

bulunur.  (6.34) denkleminde Hessian tensOriiniin tanimi ve (6.31) denklemi

kullanilirsa,
Hess(9(f))(Z,X) =%[d(¢(f))(z)df(X) +0(f)Hess(f)(Z,X)] (6.35)
+(n—1)Hess(Q)(Z,X) +dA @ ¢°(Z,X) + 1Qg(Z,X)
+dQ®df(Z,X)+QHess(f)(Z,X)), VX,Z € x(M)
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elde edilir ve son denklem ile de ikinci iddia kanitlanmis olur. Son olarak, Hessian ve

metrik tensorlerinin simetrik olduklar: kullanilarak, iiclincii iddia elde edilir. U

Yardimci1 Teorem 6.3’iin bir sonucu olarak da asagidaki sonug elde edilmis olur:

Yardimcer Teorem 6.4. (M", g, f.A), paralel ¢ € (M) vektor alamina sahip

(m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) VO(f) = 20(/)VF+ (pr+A)¢.
(2) Hess(9(f)) = L{d(o(f)) @df +¢(f)Hessf] +p(dr®¢”).

(3) %d@)(f)) Qdf+p(dr® ¢°) simetrik tensordiir.

Ispat. Yardimer Teorem 6.3’iin ispatinda konformal carpan Q = 0 olarak segilirse, ¢

vektor alani paralel vektor alanina indirgenir ve boylece ispat tamamlanmig olur. [

Bir manifoldun konformal vektor alanina sahip olmasi manifoldun geometrisi ile
iligkili 6nemli sonuclar vermektedir. Ornegin, I C R bir agik aralik, f fonksiyonu /
tizerinde pozitif ve tam bir fonksiyon, F' bir Riemann manifoldu, 7; : M — I kanonik
izdiistim fonksiyonu ve ¢ parametresi / iizerindeki standard koordinant olmak iizere
M =1 x ¢ F kath carpim manifoldu, (f o 717)d; konformal vektor alanina sahiptir. Diger
taraftan p, sabit ¢ kesitsel egrilikli M Riemannian manifoldunun bir sabit noktasi olsun.
p € M noktasindan uzaklik fonksiyonu r ve y” +cy =0, y(0) =0, y’(0) = 1 diferansiyel
denkleminin ¢oziimii s olmak iizere, & = (sor)Vr, p € M noktasindan ge¢meyen bir

konformal vektor alanidir, [105].

Bu bilgilerin motivasyonu ile, asagida kapali konformal vektor alanina sahip

(m, p)—yart Einstein manifoldunun karakterizasyonu ile ilgili sonuglar verilecektir:

Teorem 6.7. (M",g,f,A), konformal ¢carpani Q olan, kapali konformal ¢ € (M)
vektor alamina sahip bir (m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, U b,
@ vektor alam dogrultusundaki U birim vektor alanimin dual 1-formu olmak iizere,

(M",g) manifoldunun Ricci tensorii asagidaki formdadir:

Ric = (pr+A)g+ (ﬁdQ(U) - (pr+7L)) U oU’ (6.36)
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Ispat. Yardimci Teorem 6.3’in birinci ve iiciincii maddesi kullanilarak, her X,Y €

x(M) i¢in

[ (pr+2)df (X) ~ pdr(X)lg(9.Y) (637)

L0 )df ()~ dQOOAF V)] = o (pr+ A)AF(Y) — pdr(Y lg(9.X)

bulunur. Burada X = ¢ alinirsa

[ (pr+ A)dF(9) ~ pdr(9)]g(9.) (638

I 40(1)d () — OIS (V)] = o (pr-+2)df (1) — pdr(¥)] | 0 P

elde edilir. Simdi U ile ¢ vektor alan1 dogrultusundaki birim vektor alan1 gosterilsin.
Bu durumda 6nceki denklemden

n+m-—1

[ (Pr+ AU ) —pU (AU )+ i

[ (pr+ A)g(V£.Y) — pg(VrY)]

m

bulunur ve boylece (6.39) denkleminden

n+m—1 mp .
Vf<1+—(pr+k)”¢HU(Q)> =U(NU+ 5 E V= U()U) (6.40)
n+m—1
Tormen Ve

bulunur. (6.39) ve (6.40) denklemleri (6.32) denkleminde kullanilirsa

1 Qe U”)(9.X)
(6.41)
elde edilir. U birim vektorii i¢in D = KerU® = {X € TM : g(X,U) = 0} olmak iizere,

Hess(6.X) = (A 9df)(9.X)+ (pr+1) (U U (0.X)+ o

M’nin teget uzaymin TM = span{U} L D seklindeki ortogonal dekompozisyonu
bulunur. Dolayisiyla, her X € TM vektor alam, X € D olmak iizere X = g(X,U)U +
XP biciminde ayristirilabilir. O halde, her X,Y € TM igin

1 1
Hessf(X,Y) = —(df@df)(X.Y)+ +(pr+A)(UU’)(X,Y)+ ﬂ(dgz@w)(x,y)
(6.42)
elde edilir. Boylece (6.42) denklemi (m,p)—yar1 Einstein manifoldunun temel

denkleminde yerine yazilirsa Ricci tensorii

Ric= (pr+A)g—U’ oU’ ]+1WTHCJQ<>_@>Ub (6.43)
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biciminde yazilabilir. Ricci ve metrik tensorler simetrik oldugundan, yukaridaki

denklemden dQ ® U” tensoriiniin de simetrik oldugu goriiliir ve boylece
dQ(X) = dQU)U’(X); VX € x(M) (6.44)

bagintis1 ger¢eklenir. Bu durumda (6.44) ve (6.43) denklemlerinden Ricci tensoriiniin

(6.36) biciminde oldugu elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. U

(6.36) denklemi U birim vektor alani ile daraltilarak, Q Ricci operatorii olmak lizere

B 1—n
el

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilmis olur:

0X dQU)X, VX € x(M) (6.45)

Sonug 6.1. (M", g, f, L), konformal ¢carpani Q olan kapali konformal ¢ € x (M) vektor
alamina sahip bir (m,p)—yar Einstein manifoldu olsun. Bu durumda ¢ vektir alam
dogrultusundaki U birim vektorii Q Ricci operatoriiniin, ﬁdQ(U ) dzdegeri ile iliskili

ozvektoriidiir.

Ayrica (6.27) ve (6.28) denklemleri kullanilarak ¢ vektor alani dogrultusundaki U

birim vektoriiniin

— H%'[X —U(X)U], VX e xM) (6.46)

denklemini sagladig1 goriiliir ve bu da U’ nun birim konsorkilir vektor alam oldugu

VxU

anlamina gelmektedir. Bu durumda, Boliim 4’de ifade edilen Yano’nun teoremi [40] ve
Gebarowski’nin [49] numarali makalesindeki Teorem 1 kullanilarak, asagidaki sonug

elde edilmis olur:

Teorem 6.8. (M",g,f, L), konformal ¢carpani Q olan kapali konformal ¢ € y (M)
vektor alamina sahip bir (m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, I C R
bir aralik, (M*,g*), (n— 1)-boyutlu Riemann manifoldu ve q, I araligi iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak iizere (M",g) manifoldu lokal olarak
I X 40 M* katl carpim manifoldudur. Buna ek olarak, eger (M",g) konformal diiz
ise (M*,g*) fiberi (n— 1)-boyutlu Einstein manifoldudur.

Teorem 6.7°de, Q konformal ¢arpani sifir olarak alinirsa, ¢ vektor alani paralel vektor

alanina indirgenir ve boylesi bir (m, p)—yar1 Einstein manifoldunda

mp
pr+A

Vf=U(f)U+ [Vr—U(r)U] (6.47)
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veE

Hessfz%df@der(prnLl)Ub@Ub (6.48)

denklemleri gerceklenir. Boylece, U b, ¢ vektor alan1 dogrultusundaki U birim vektor

alaninin dual 1-formu olmak iizere, manifoldun Ricci tensorii
Ric = (pr+A)[g—U"®U’) (6.49)

biciminde elde edilir. Ayrica, (6.49) denklemi daraltilarak skaler egrilik r = (n —
1)(pr+ A) seklinde olur. Burada p,A € R oldugundan, skaler egrilik sabittir.
Yardimcr Teorem 6.5°de ifade edilen [100] sonuca gore, bir kompakt (m,p)—yari
Einstein manifoldunun skaler egriligi sabit ise manifoldun trivial oldugu kanitlanmustir.
Dolayisiyla bu sonug, (M", g, f,A) manifoldunun kompakt olamayacagini gosterir. Bu

durumda asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 6.9. (M",g,f,A), paralel ¢p € x(M) vektor alamina sahip bir (m,p)—yart
Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, U b, ¢ vektor alam dogrultusundaki U birim

vektor alamimin dual 1-formu olmak iizere, (M", g) manifoldun Ricci tensirii
Ric = (pr+A)[g— U’ ®@U"] (6.50)

bicimindedir. Dahast (M",g,f,A) kompakt olmayan, sabit skaler egrilikli
manifolddur.

Teorem 6.9°da, gradient tipte olmasi gerekmeyen, ¢ paralel vektor alanina sahip
(m,p)—yart Einstein manifoldlar1 incelenmistir. Eger ¢ paralel vektor alaninin ayni

zamanda gradient oldugu kabul edilirse agsagidaki teorem elde edilir:

Teorem 6.10. (M",g,f,A), gradient paralel ¢ € x(M) vektor alamina sahip
(m,p)—yart Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, (M",g,f,A) manifoldu (n —
1)-boyutlu (M*,g*) tam Einstein manifoldu olmak iizere M* X R ¢carpim manifolduna
izometriktir. Dahast manifoldun f potansiyel fonksiyonu, a,b ve c keyfi skalerler olmak

lizere asagidaki iki fonksiyondan biridir:
fO)=F/—m(pr+2A)t+c (6.51)

ya da

f(t) = —mlog (cosh[ —(A+pr)
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Ispat. (M",g,f,A) manifoldu gradient paralel vektor alamina sahip oldugundan,
[53]-Teorem 2’den M" manifoldu (n — 1)—boyutlu tam (M*, g*), Riemann manifoldu
ile (1,dt?) araliginin M* x I direk ¢arpimudir. Dolayisiyla M manifoldu iizerindeki
g Riemann metrigi, g = gy~ + (dt)? biciminde yazilabilir. Boylece, Ricci tensorii
Ric = Ricy+ + Ric; seklinde ayristirilabilir. Simdi U = 0, olarak secilsin. Bu durumda
Teorem 6.9’dan

Ric = (pr+A)[g—9 9] (6.53)

saglanir. Ric; = 0 oldugundan, (6.53) denkleminden her X,Y € y(M*) vektor alant
icin,

Ricy+(X,Y) = (pr+A)gm+(X,Y) (6.54)
bulunur. Boylece M* manifoldunun sabit skaler egrilikli Einstein manifoldu olur. »’nin

sabit oldugu, (6.47) denkleminde kullanilirsa
Vf=U(f)U (6.55)

elde edilir ve boylece her X € y (M) i¢in X(f) = (3;f)d7(X) bulunur. Son esitligin
ikinci kez kovaryant tiirevi alinirsa Hessf = (97 )] ® ] bulunur. Son iki denklem
(m,p)—yar1 Einstein manifoldunun (6.25) ile verilen temel denkleminde yerine
yazilirsa

di(f)——=(af)? =pr+4; p,AeR (6.56)

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin

1
m

cOziimleri ise (6.51) ve (6.52) biciminde bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur. [

Bu boliimiin devaminda, bir (M", g) manifoldu tizerindeki (m, p)-yar1 Einstein metrik
yapisinin rijidlik durumlar ile ilgili sonuglar verilecektir. (M, g) manifoldu iizerinde

g* = e*//™g konformal metrigi ele alinsin. Bu durumda, her X € y (M) icin
1
VXU =VxU+— X(HU U)X -U(X)Vf (6.57)

bulunur. Asagidaki teoremde, g* = e/ /mg konformal dontigiimii altinda, (m,p)—yari

Einstein manifoldu yapis1 incelenmektedir:

Teorem 6.11. (M", g, f, 1), paralel ¢ € x(M) vektor alamina sahip bir (m,p)—yart
Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, (M", g, f,A) manifoldu, ¢ bir pozitif fonksiyon
ve I C R bir aralik olmak iizere, I X o F' katlt ¢carpim manifolduna konformal olarak

denktir.
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Ispat. Oncelikle (M", g) manifoldu iizerinde h potansiyel fonksiyonu ile verilen ikinci
bir (M",g,h,A) (m,p)—yar Einstein metrik yapisi ele alinsin. Simdi M manifoldu

iizerinde diferansiyellenebilen
1
¢=-—g(Vf.Vh)+pr+2a (6.58)

fonksiyonu tanimlansin. Teorem 6.9’dan skaler egrilik sabit oldugundan (6.55)
denklemi saglanir. Bu durumda (6.55) ve Yardimci Teorem 6.4’{in birinci maddesi
kullanilarak

Vo = %V( F+h) (6.59)

bulunur. Simdi ise, M iizerinde diferansiyellenebilen v = %g(V f,Vh) + pr+

l] e_(f;m fonksiyonu ele alinsin. Bu durumda, (6.59) denklemi dikkate yardimiyla,

Vy = 0 bulunur ki bu da y fonksiyonunun sabit oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla,

bir ¢ € R sabiti i¢in
f+h)

1 (
—g(Vf,.Vh)+A+pr=ce m (6.60)
m
elde edilmis olur. Burada & = f olarak segilirse, (6.60) denkleminden
1 2f
—| VI P 4+A+pr=cen (6.61)
bulunur. Ayrica, (r sabit oldugundan) (6.48) ve (6.55) denklemlerinden
1
Hessf = |— |V |? +A+pr|U’ U’ (6.62)
m
elde edilir. Son iki denklem kullanilarak
Hob b
Hessf =cemU’ @U (6.63)

bulunur. ¢ paralel vektor alan1 oldugundan, ¢ dogrultusundaki U birim vektorii de

paraleldir ve dolayisiyla her X € (M) i¢in VxU = 0 saglanur.

Ote yandan, (6.37) denkleminde © = 0 ve 7’nin sabit oldugu kullanilirsa, her Z € y (M)
icin
g(VFX)U = g(UX)Vf, VX € x(M) (6.64)

bulunur. Bu durumda (6.57) ve (6.64) denklemleri kullanilarak X € y (M) i¢in

ViU = %U(f)X, VX € x(M) (6.65)
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elde edilir. Bu ise U vektor alaninin V* konformal metrigi altinda kapali ve konformal

vektor alani oldugu anlamina gelir.

Bu noktada, U(f)’nin sabit olup olmamasina bagl olarak asagidaki iki durum s6z

konusu olacaktir:

1. Durum: Ilk olarak U (f) sabitten farkli olsun. Bu durumda, M manifoldu iizerinde
diferansiyellenebilen ®; = 1U(f); ¢ € R fonksiyonu tammlanabilir. U(f)? = ||Vf||?
oldugundan, (6.61) denklemi ve Yardimci Teorem 6.4’iin ilk maddesi kullanilarak

1 1 1
Vi = e IVU(f) = e DIVEIP +A +pr|U=U (6.66)

-

'

=1
bulunur. Yani V*®; = U oldugundan U gradient vektor alani olur.

2. Durum: Simdi de U(f) sabit olsun. Bu kez M manifoldu iizerinde

diferansiyellenebilen ®, = 2(p;—41%)U (f)e*! /m fonksiyonu tammlanabilir. 1. durum

ile benzer sekilde

-1
Vid,=—||VFl|PU 6.67
2 m(pr+/l)H fll (6.67)

elde edilir. Ayrica bu durumda, VU(f) = 0 oldugundan, Yardimci Teorem 6.4’iin
. . 1 2 o
ilk maddesi kullanilarak, —.[|Vf||* = —(pr+ A) bulunur. Son bagint1 ve (6.67)

denklemleri yardimiyla V*®, = U bulunur ve boylece U yine gradient vektor alanidir.

Dolayistyla, her iki durumda da U vektor alant (M", g*) tizerinde gradienttir. O halde,
Cheeger ve Colding’in [106] numarali ¢aligmasindan, (M", g*) manifoldu, ¢ bir pozitif
fonksiyon ve I C R bir aralik olmak lizere, I X  F Kath ¢arpimina izometriktir. Boylece

ispat tamamlanmisg olur. O

Not 6.2. Teorem 6.11°de, birim U vektor alani, V* konformal metrigi altinda kapalt

konformal ve gradienttir. Yani, (6.65) denkleminden, ®;, (i = 1,2) olmak iizere

VyV'd,=QX;, Q= M (6.68)
m

saglanmaktadir. (6.68) denklemi ise ®; vektor alanlarinin konsorkilir skaler alan
oldugu anlamina gelmektedir, [53]. N, ®; (veya ®;) konsorkilir skaler alaninin izole
noktalarinin sayisini gostersin. Bu durumda, [53] numarali ¢alismadaki siniflandirma

teoremi kullanilarak asagidaki teorem elde edilmis olur:
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Teorem 6.12. (M",g, f,A), paralel ¢ € x(M) vektor alamina sahip tam (m,p)—yart
Einstein manifoldu olsun. Bu durumda N < 2’dir ve (M",g), asagidaki manifoldlardan

bir tanesine konformaldir:

(1) Eger N =0ise, V (n— 1)-boyutlu Riemann manifoldu ve J acik aralik olmak iizere,
V x J direk ¢carpimina,

(2) Eger N =1 ise, (n— 1)-boyutlu kiire icerisindeki n-boyutlu Euclidyen bélgeye, yani
n-boyutlu hiperbolik uzaya,

(3) Eger N =2 ise, n-boyutlu kiiresel uzaya konformaldir.

Bu boliimiin devaminda ise genel bir katli carpim metrik yapist ile verilen (m, p)—yari
Einstein manifoldunun ozellikleri incelenecektir. Oncelikle, M” manifoldu iizerinde

0—cn fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda, VO = _WOV f olacaktir ve
m 1
5Hess@ = —Hessf+—df@df (6.69)
m

bulunur. (6.69) denklemi kullanilarak, (m, p)—yar1 Einstein manifoldunun (6.25) ile
verilen temel denklemi

Ric — %Hess@ = (pr+2)g (6.70)

bi¢iminde ifade edilir. Goriilduigii iizere, (m, p)—yar1 Einstein manifoldu iizerinde katlh
carpim yapisinin incelenmesi i¢in, (6.70) denklemini kullanmak cok daha elverislidir.
Simdi, Boliim 4’de verilen katli ¢carpim metrik yapisi kullanilarak, asagidaki teorem

ispatlanacaktir:

Teorem 6.13. (M" =B x, F,g, f,A) bir (m,p)—yart Einstein katli carpum manifoldu
olsun. Bu durumda f potansiyel fonksiyonu yalnizca (B,g) taban manifoldu iizerinde

tamumlidrr.

Ispat. (M",g,f,A) (m,p)—yar Einstein manifoldu, 6 = ew veh:B— R* carpim
fonksiyonu olmak iizere, M = B x,, F iizerindeki katli carpim metrigi § = g + h%g

biciminde olsun. Bu durumda (6.70) denklemi kullanilarak,

Ric — %Hésse = (pr+A)g 6.71)
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temel denklemi saglanir. (4.2) denklemi ile verilen katli carpim metriginin tanimindan,
her X € x(B) ve her V € x(F) igin, §(X,V) = 0 ve Ric(X,V) = 0’dir. Bu durumda,
m # 0 oldugundan, (6.71) denklemi kullanilarak

Hess(0)(X,V)=0,VX € x(B)veVV € x(F) (6.72)

bulunur.  Ayrica, (4.1) ile verilen kath carpim iizerindeki V konneksiyonunun

ozellikleri kullanilarak, (6.72) denklemi

Hess(6)(X,V) =g(Vx(grad;8),V) (6.73)
=g(Vxtan(grad;0),V) + §(Vxnor(grad;0),V)
=g(Vxtan(grads0),V) + )%g(nor(gmdge), V)

=hX (h)g(nor(gradsz0),V) =0

biciminde yazilir. s katli carpim fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan (6.73) denklemi
kullanilarak, ya her X € x(B) i¢in X (h) = 0 ya da nor(gradz6) = 0 olabilir. Eger her
X € x(B) i¢in X(h) = 0 ise, h sabit olur ve katli carpim metrigi Riemann ¢arpimina
indirgenir. Dolayisiyla, X (k) # 0 ve nor(gradz0) = 0 olmalidir. Bu ise 6’nin ve
dolayisiyla f potansiyel fonksiyonunun yalnizca taban manifoldu iizerinde taniml

oldugu anlamina gelir. U

Sonug 6.2. (M" = B x, F,§, f,A) manifoldu bir (m,p)—yart Einstein katli carpim

manifoldu olsun. Bu durumda (F,g) fiberi Einstein manifoldudur.
Ispat. (6.70) denkleminden her U,V € x(F) i¢in
Ric(U,V) — %Héss(e)(U,V) = (pr+A)g(U,V) (6.74)

bulunur. Teorem 6.13’den, tan(grad;0) = grad,0, nor(gradz6) = 0 ve dolayisiyla

Yardimci Teorem 4.3 yardimiyla

- ~ d,0(h
Hess(0)(U,V) = §(Vy(grad,8),V) = %g(u,\/) — hgrad,(h)g(U,V)
(6.75)
elde edilir. Ayrica, Yardimct Teorem 4.3’den, d = dimF olmak iizere
N _ Ah Vh||?
Ric(U,V) =Ric(U,V) — 7 +(d— 1)% gu,v) (6.76)
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dir. (6.75) ve (6.76) denklemleri (6.74) denkleminde yerine yazilirsa her U,V € x(F)
icin
_ mh
Ric(U,V) = Fgmdge(h) +h2(pr+7t) +hAh+ (d —1)||Vh| |2 gu,v) (6.77)
bulunur ve dolayisiyla F bir Einstein manifoldudur. U

Bu boliimde son olarak, Boliim 4-Teorem 4.7°de elde edilen, bir genellestirilmis yari
Einstein katli carpim manifoldunun taban ve lif manifoldlarinin Ricci tensorleri ile, bir
onceki boliimde ifade edilen Case, Catino ve Huang [58,59,100] tarafindan tanimlanan
manifoldlarin Ricci tensorleri arasinda iligki kurulmaya c¢alisilacaktir. Burada elde

edilen sonuclar [107] numarali ¢alismanin bir parcasidir.

Teorem 6.14. boyM = m, boyN = n > 1 olmak iizere, M X ¢ N katli ¢carpim manifoldu
iiretecleri &y ve & olan bir G(QE )+, manifoldu ve h = —nlnf olsun. Bu durumda,

asagidakiler gerceklenmektedir:

(1) Eger &1,E € x(M) dyle ki E; = Vh, her X € x(M) icin g(Vx&E1,Vf) =0ve Af =
%\ \V£||? ise, (M, g) iiretecleri &, Vh ve ilgili tensirii Hess(h) olan bir karisik siiper

yart Einstein manifoldu, (N, g) Einstein manifoldudur.

(2) Eger &,& € x(N) ise, (M,g,h,a) Case anlaminda n—yart Einstein manifoldu,
(N,3) ise iiretecleri & = f& ve L = f& olan Chaki anlaminda genellestirilmis

yart Einstein manifoldudur.

(3) Eger & € x(M), & € x(N) ve & = Vh ise, (M,g,h,a) Catino anlaminda

genellestirilmis yari Einstein manifoldu, (N, g) Einstein manifoldudur.

(4) Eger & € x(N) ve & € x(M) ise, (M,g,h,a) Case anlanunda n-yari Einstein
manifoldu, (N,g) ise iireteci E = f& olan Chaki anlaminda yari Einstein

manifoldudur.

Ispat. Teorem 4.7’in ispatinda oldugu gibi, G(QE )+, manifoldunun iireteclerinin
taban yada lif manifolduna ait olmasina bagl olarak agagidaki dort durum s6z konusu

olacaktir:

1. Durum: ilk olarak &;,&, € y(M) oldugu durum ele almsimn. &; ve & birbirine dik

vektor alanlart oldugundan, (4.2) katli ¢carpim metriginin tanimi kullanilarak

8(61,61) =8(&2,62) =1 ve g(61,6) =0 (6.78)
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olur. Simdi

h=—nilnf ve & =Vh (6.79)

olarak tanimlansin. Bu durumda

Hess(h)(X,Y) =Hess(—ninf)(X,Y) = —g(VxV(nlnf),Y) (6.80)
— 18 (VxVFY )+ X(Dg(VF.Y)

Zdf(X)df(Y)

fz
Boylece (6.79) ve (6.80) denklemleri (4.75) denkleminde yerine yazilirsa Ricci tensorii

= %Hess(f)(X,Y) +

Ric(X,Y) =ag(X,Y) — Hess(h)(X,Y) + %dh(X)dh(Y) FRAX)A(Y) (681

+AX)dh(Y)+A(Y)dh(X)]
biciminde yazilir.

8(61,62) =8(5,Vh) =0 = &i(h) =0 ve §(f)=0 (6.82)

bulunur. D =: Hess(h) olarak tanimlanir ve her X € y (M) igin g(Vx&;,Vf) =0 oldugu
kabul edilirse, (6.82) denkleminden

D(X.&) =0, VX € x(M) (6.83)

bagintis1 saglanir. Ote yandan, i fonksiyonunun Laplasyeni

n
f
bi¢imindedir. Dolayisiyla eger Af = %||V f||* kosulunun saglandig1 kabul edilirse
D tensoriiniin izi iz(D) = 0 olur. O halde (6.81), (6.83) ve (6.84) denklemlerinden,

Ah = Af+]%||ny|2 (6.84)

M taban manifoldu karisik siiper yari-Einstein manifoldudur. Diger taraftan, (4.76)

denkleminden N fiber manifoldu Einstein manifoldudur.

2. Durum: Simdi &;,&; € x(N) oldugu durum ele alinsin. 1. durum ile benzer sekilde
h = —nlnf donilistimii yapilarak elde edilen (6.80) denklemi (4.77) denkleminde yerine
yazilirsa

1
Ric+Hessh— —-dh®dh = ag (6.85)
n

bulunur. a € C*(M) oldugundan, M taban manifoldu Catino’nun verdigi tanima gore

h = —ninf potansiyel fonksiyonuna sahip n-yar1 Einstein manifoldu olur.
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Diger taraftan, &;,&, € x(N) iken

F28(EL8) =86, 6) =1 ve f2g(&1,6) =0 (6.86)

olur.
E=f& ve n=r& (6.87)

olarak tanimlanirsa

g &) =g(p.m)=1 ve g& m)=0 (6.88)

elde edilir. Bu durumda her U € y(N) icin A(U) = g(€,U) ve B(U) = g(j1,U) olarak

tamimlanirsa, (4.78) denklemi

_ Af n—1 . y o
Ric:f2<a+Tf—|—n?||gmdf||2>g+bf2A®A+cf2[A®B—i—B®A]

biciminde yazilir ve boylece N fiberi Chaki anlaminda genellestirilmis yar1 Einstein

manifoldudur.

3. Durum: Simdi de & € (M) ve & € x(N) olsun. Benzer sekilde
h= —ninf ve & =Vh (6.89)
olarak tanimlanirsa (4.79) denklemi
Ric+ Hess(h) — (% +b)dh®dh = ag (6.90)

bicimine doniisiir. a,b € C*(M) oldugundan, son denklem taban manifoldunun Catino
anlaminda genellestirilmis yar1 Einstein manifoldu oldugunu sdyler. Diger taraftan,

&1 € x(M) ve & € x(N) iken (4.80) denkleminden fiber bir Einstein manifoldudur.

4. Durum: Son olarak &; € x(N) ve & € (M) olsun. 2. durum ile benzer sekilde
taban manifoldu n-yar1 Einstein manifoldu olur. Fiber manifoldu i¢in ise, benzer
sekilde & = f&; olarak tamimlanir ve (4.2) katli carpim metrigi kullanilirsa, (&, &) =1
bagmtist saglanir. Her U € x(N) i¢in A(U) = g(U,&) 1-formu tanimlanarak (4.82)

denklemi
_ A n—1 _
Ric:f2<a+7f+7Hgmdf||2>g+bf2A®A (6.91)
biciminde yazilir. O halde N Chaki anlaminda yar1 Einstein manifoldudur. U
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6.2.1 (m,p)-yar1 Einstein manifoldu 6rnegi

Bu boliimde (m, p)—yar1 Einstein manifoldunun varligin1 kanitlayan trivial olmayan

somut bir 6rnek ingaa edilecektir.

M, (t,x,y) lokal koordinantlar1 ile verilen, {d;, dy,dy} lokal ¢at1 alanina sahip olan ve

f yalnizca t’e bagh diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak iizere

gf = (6.92)

- O O
S == O

1
0
f()
metrigine sahip olan 3-boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, (M, gy)

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonunun ve egrilik tensoriiniin sifirdan farkli olan

bilesenleri agagidaki gibidir:
1 1 1
V&, ay = Eftat» Vayay = Efftat ™ Eftay (6.93)

1 1 1
R(33)0k =5 fudes RO = —51fudi+5fudy (699
Dolayisiyla, Ricci tensorii

0 0 3fu
Ric=| 0 00 . (6.95)
e O Sffa

bicimindedir. Ayrica skaler egrilik r = f;; olarak elde edilir.

(M, g r) manifoldu tizerinde (m, p)—yar1 Einstein metrik yapis1 insaa edilebilmesi i¢in
1
Ricij+/’lij—;1hihj=(pr-i—l)gij, i,j=1,2,3 (6.96)

temel denklemini saglayan bir 4 potansiyel fonksiyonunun varoldugu gosterilmelidir.
(6.96) denkleminde Ricci tensoriiniin bilesenleri kullanilarak asagidaki diferansiyel

denklem sistemi elde edilir:
hye — %(hzy =0, hyx — %hthx =0, %ftt +hty - %hthy =P fu +A

hxx_%a/lx)z:pftt_"l, hxy_%hxhy:(h %fftt‘i_hyy_%(hy)z:(pflt_kﬂ')f

Burada indisler 7, x ve y degiskenlerine gore kovaryant tiirevleri gostermektedir.

Bu denklem sisteminin uygun ¢6ziimlerinin bulunabilmesi icin 4 fonksiyonunun baglh

oldugu degiskene gore asagidaki durumlar ele alinabilir:
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1. Durum: Ilk olarak /i fonksiyonunun yalnizca t’e bagh oldugu kabul edilsin. Bu

durumda, yukaridaki denklem sistemi asagidaki bi¢imde yazilabilir:

h// o %(h/)z — O, f// — f/h/, pf”+/l —0 (6.97)

99/99

Burada ise 7', t’e gore kismi tiirevi gostermektedir. w = e~ /™ doniisiimii yapilirsa
w’ = 0 lineer homojen denklemi elde edilir ve bunun da ¢oziimii o, B € R olmak iizere
w = at + B bicimindedir. Boylece & potansiyel fonksiyonu ve f asagidaki gibi bulunur:
(ot +B)~"!

h(t) = —min|at+B|, f(t) = a(—m+1)

, m#—1 (6.98)

2. Durum: Simdi, i fonksiyonunun yalnizca x’e bagh oldugu kabul edilsin. Ik durum

ile benzer sekilde asagidaki denklem sistemi elde edilir:

M= (b =pf" 44, 31" =pf"+ A (699)

99/99

Burada ise ™7, t’e gore kismi tiirevi ve alt indisler ise x’e gore kismi tiirevi
gostermektedir. (6.99) denklemindeki ilk esitligin sag ve sol tarafi farkli degiskenlere
baglh oldugundan, esitligin saglanabilmesi i¢in, bu ifadelerin aym sabite esit olmalari
gerekir. Boylece, bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimii de k,/, p,c,c1,c2 € R olmak
lizere f(t) = kt> +1t +p ve

_mln<c1sinh(x VI5|) +cacosh(x / ]%\)) ; <0,
h(x) =< —mlin|c; + cox| ; ¢=0, (6.100)

—mln(clsin(xw/\%|)—|—62c0s(x\/|n%])> ; ¢>0,
biciminde elde edilir.

3. Durum: Son olarak, 4 fonksiyonunun yalnizca y’e bagli oldugu kabul edilsin. Bu

durumda da asagidaki denklem sistemi elde edilir:

1 1
by =~ (1) + 51y =0, pf'+A=0, f'=0 (6.101)

99/99

Burada ise 7, t’e gore kismi tiirevi ve alt indisler ise y’e gore kismi tiirevi

gostermektedir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ise cq,cy,k,l € R olmak iizere
h(y) =coy+ci1, f(t)=kt+1 (6.102)

biciminde elde edilir.

166



Goriildiigii tizere 2. durumda elde edilen (6.100) denklemi ile verilen & potansiyel
fonksiyonu (m, p)—yar1 Einstein metrik yapisin1 saglamaktadir. 1. ve 3. durumlarda
ise pf” +A = 0 oldugundan bu iki durum da ozel (m,p)—yar Einstein metrik

yapisindadir. Sonug olarak asagidaki teorem elde edilmis olur:

Teorem 6.15. M, (t,x,y) lokal koordinantlaru ile verilen, {0;,dy,dy} lokal ¢atr alanina
sahip olan ve f(t) = kt> + 1t + p; k,l,p € R olmak iizere gy = 2dtdy + (dx)* +
f(t)(dy)? metrigine sahip bir semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda (6.100)
denklemi ile verilen ve yalnizca x degiskenine bagli olan h potansiyel fonksiyonuna
sahip (M3, g¢,h,A) manifoldu bir (m,p)—yart Einstein manifoldudur. Burada, k € R
olmak iizere A = k(1 —2p)’dur.

Dahasi, ilgili skaler fonksiyonlar a ve b

1
azif,,:—b (6.103)
biciminde ve ilgili 1-form A
1, i=2
Ai(x) = { 0. i%2 (6.104)

seklinde tanimlanirsa, (M, g ) manifoldunun Ricci tensoriiniin
Rij=agij+bAA;, g'AA;=1; Vi, j=1,2,3 (6.105)

denklemini sagladig1 goriiliir. Dolayisiyla (M,gr) aym zamanda ilgili skalerlerinin
toplamu sifir olan, Chaki’nin tantmlamis oldugu (J. Case’in tamimindan farkli olarak)
yar1 Einstein manifoldudur. Ayrica (6.104) denkleminden, A 1-formunu iireten birim
vektor alaninin da paralel oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla (6.105) denkleminden,
Ricci tensdriiniin (6.50) kosulunu sagladig1 goriiliir. Boylece bu drnek ile (M3, g 0 M)
manifoldunun Teorem 6.9’u gercekledigi ispatlanmig olur. Bunlara ek olarak,
(M3,gf,h,7t) manifoldu konformal diizdiir. Dolayisiyla harmonik ve radyali sifir
olan Weyl tensoriine sahiptir. Bu durumda Catino’nun [58] numarali calismasina
gore, (M3,g¢,h,A) manifoldu (n— 1)-boyutlu Einstein fiberine sahip katli ¢arpim

manifoldudur. Boylece Teorem 6.11 de gerceklenmis olur.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Einstein manifoldlarinin genellestirmeleri olan 6zel yar1 Einstein
manifoldlar iizerinde, ¢esitli simetri kosullar1 ve 6zel carpim metrik yapilari ¢aligsilmig

ve soz konusu manifoldlar ile ilgili ¢esitli ornekler ingaa edilmistir.

Ilk olarak, baz1 egrilik tensérlerinin ¢esitli simetri kogullarin1 saglanmasi durumunda,
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin, sahip oldugu geometrik oOzellikler
aragtirilmig ve bu tip manifoldlarin bir N(k)-yar1 Einstein veya yari Einstein
manifolduna indirgendigi gosterilmistir. Daha sonra, genellestirilmis yar1 Einstein
manifoldunun, ¢carpim metrigi yapisina sahip olabilmesi i¢in baz1 gerekli kosullar elde
edilmeye calisiimistir. Konformal yada pseudo-projektif egrilik tensorlerinin, 6zdes
olarak sifir olmalar1 yada diverjanslarinin sifir olmasi1 durumunda, genellestirilmis yar1

Einstein manifoldunun ¢arpim manifoldlari ile iligkilendirilebilecegi goriilmiistiir.

Ardindan, yeni bir ¢arpim yapis1 olan D-genel carpimlari tantmlanmis ve bu tip carpim
manifoldlarinin Levi-Civita konneksiyonu, Riemann egrilik tensorii, Ricci tensord,
kesitsel ve skaler egrilikleri hesaplanarak, bilesenlerinin Einstein-benzeri manifoldlar
ile iligkileri aragtirllmistir. Buraya kadar elde edilen sonuglar, Riemann kath ¢carpim
manifodlarinda ele alinan harmoniklik, Einstein-benzeri kosullar vb. problemlerin
D-genel carpim manifoldlarina genellestirilmesidir. Ileride, bu yeni ¢arpim metrigi
tizerinde de, genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin karakterizasyonu yapilabilir
ve D-genel carpiminin ayni zamanda bir genellestirilmis yari1 Einstein manifoldu
olmasi durumunda, manifoldun iiretecleri yardimiyla, taban ve lifler iizerinde benzeri

siniflandirmalar yapilabilir.

Ayrica tez calismasinda, elde edilen sonuclar Genel Gorelilik Teorisindeki onemli
sonuglarla karsilastirlarak, cesitli fiziksel yorumlar yapilmistir.  Einstein alan
denklemlerini saglayan, 4-boyutlu, Ricci simetrik, genellestirilmis yart Einstein
uzay-zamaninin, sabit enerji yogunluguna ve izotropik basinca sahip oldugu, genlesme
sabiti ve ivme vektorii sifir olan, hiz vektor alan1 manifoldun iireteci olan mitkemmel

akigskanli modellere 6rnek oldugu kanmitlanmistir. Boylece, bu tip bir uzay-zamanin 7,
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D veya O Petrov tipinde bir kozmolojik yapiya sahip oldugu sonucuna ulagilmigtir.
Boylece, genellestirilmis yar1 Einstein uzay-zamanlarinin, Genel Gorelilik Teorisin-
deki aracglar yardimiyla 6zel kozmolojik modellerle iligskilendirilmesi saglanmustir.
Literatiirde Riemann veya semi-Riemann metrigine sahip, genellestirilmis yar1
Einstein manifoldlarinin varlifina dair cok fazla ornek bulunmamakta ve varolan
orneklerin uzayin baz1 6zelliklerini ger¢eklemedigi goriilmektedir. Tez ¢alismasinda
genellestirilmis yar1 Einstein manifoldlarinin varlifim1 somut 6rneklerle kanitlayan,

trivial olmayan, Riemann ve Lorentz metrikleri insaa edilmistir.

Diger taraftan, semi-Riemann geometrisinde bircok uygulamast olan
Robertson-Walker ve genellestirilmis Robertson-Walker uzay-zamanlar1 da aslinda
birer katli carpim manifoldu oldugundan, bundan sonraki adimda, D-genel carpim
metrik yapis1 Lorentz geometrisine genisletilerek, Genel Gorelilik ve Kozmoloji ile

ilgili uygulamalar elde edilmeye ¢alisilabilir.

Tez ¢alismasinin son kisminda, Einstein manifoldlarinin farkli genellestirmeleri olan,
(m, p)-yar1 Einstein manifoldlari iizerine ¢alisilmistir. Kapali konformal vektor alanina
sahip olan bir (m,p)-yar1 Einstein manifoldunun, bir katli ¢carpim manifoldu oldugu
ispatlanmistir. Daha sonra bu durum paralel vektor alanlarina dogrudan indirgenerek

Ricci tensoriiniin klasik yar1 Einstein manifoldu yapisina sahip oldugu gosterilmistir.

Bu sonug¢ oOnceki boliimlerde ele alinan 6zel yari Einstein manifoldlar ile Ricci
solitonlarin bazi genellestirmeleri arasinda baglantilarin oldugunu gostermektedir.
Benzer caligmalar Ricci solitonlarin daha farkli genellestirmeleri iizerinde, farkl
vektor alanlar1 dikkate alinarak yapilabilir ve boylece smiflandirma teoremleri

gelistirilebilir.
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