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Kendime ve Can’ a






ONSOZ

1998 yilinda kazandi@im yiiksek lisans programimi o zamanin kosullarinda devam
edememistim. Dogru zaman ve dogru tez konusuyla basladigim isimi bitirmek icin
egitim hayatima geri dondiim. Beni destekleyenlere; "Okumanin yagst yok" diyerek
beni motive edenlere, "Okumak isteyene kapimiz ac¢ik" diyenlere, bana "Hocam" diye
hitap edip, beni giiliimseten kantin gorevlilerine, kiitiiphane ¢alisanlarina, ¢cok degerli
hocalarima, ders arkadaglarima ve aileme tesekkiir ederim.

Calismak istedigim konu olan origamide bana yol gosteren Atabey Kaygun’a,
caligmalarimda birlikte ilerledigimiz damisman hocam Ergiin Yaraneri’ ne sonsuz
tesekkiir ederim.

Burcu SANSAN

vii






ICINDEKILER

Sayfa

ONSOZ ....... ssssmssansssamssssmessaasesaes e Vi
ICINDEKILER... - - - . X
SEMBOLLER..... .o Xi
SEKIL LISTESI.. . Xiii
OZET e XV
SUMMARY <. XVil
1. GEOMETRIK CIZIMLER N |
1.1 Temel CIZIMIET .....coouiiiiiieiiiieiie ettt et 1
1.2 CAzilebilit SQY11ar........coovveiiiieiiie ettt e 2
1.3 4 Ana Geometrik Problem...........c.ccccooiiiiiiiiiiiiiiiieec e 8
1.3.1 Dairenin alanina esit alanli kare ¢izebilmek ...........ccocceeviiiiiniinnnnen. 8

1.3.2 Verilen bir kiipiin 2 katina esit yeni bir kiip ¢izmek .........cccccoceerueenne. 9

1.3.3 Herhangi bir ac1y1 3 esit parcaya ayirmak ........ccccocceevvveeciieneenieencneenneens 9

1.3.4 Diizgiin Poligon Cizilmesi ........cccceevveerriiiniiiieniieniieeiieeciee e 11

2. ORIGAMI CIZIMLER - . 13
2.1 Origami AKSTYOMIATIT.......ooiiiiiiiiiiiiieiiieeteeee e 13
2.2 Origami ile Yapilan Temel Cizimler..........c.ccooveeviieriiieeniieeiieesiee e 16
2.3 Origami Cizilebilir Say1lar .........coooiiiiiiiiiiiiiiiiceeeee e 16
2.4 Geometrik Sorulart Origami ile Coziimlemek ...........cccoceevviieniieeniieenieennne. 28
2.4.1 Aciy1 3 esit par¢aya aylrmak .........cccueeeeueeerieeenieeeniieeenreesieeeneeessseeennnens 28
2.4.2 Kiipiin ki Katina Esit Kiip Yapmak...........ccccoooevmuevevereceerenceeeennene. 31
2.4.3 POIZONIAT ..coeiiiiiiiiiiieiiee ettt 33

2.5 Kiip Kok Isleminde KapaltliK.............cocoeveviveveveeeeeeeeeeeeeeeeceeeeeeeeee e, 35

3. KATLANABILIR ORIGAMI w 37
3.1 Katlanabilit Origami........ccccueeeriieriiieeniieeiieesiee ettt e s e 37
3.1.1 Katlanabilir Origami Teoremleri ...........ccooceeevieiniiinniieniieinieeeeeeee. 38

4. SONUC. . 43
KAYNAKLAR....... . . . . .. 45
OZGECMIS . 47

ix






SEMBOLLER

: Rasyonel Sayilar

: Reel Sayilar Kiimesi

: Dogal Sayilar

: Geometrik Cizilebilir Sayilar

: Origami Cizilebilir Sayilar
|AB| : A ve B noktalari aras1 uzunluk
IRAI'|| IBSI  : IRAI ve IBSI paraleldir

cCazZRO

xi






SEKIL LISTESI

Sekil 1.1
Sekil 1.2
Sekil 1.3
Sekil 1.4
Sekil 1.5
Sekil 2.1
Sekil 2.2
Sekil 2.3
Sekil 2.4
Sekil 2.5
Sekil 2.6
Sekil 2.7
Sekil 2.8
Sekil 2.9
Sekil 2.10
Sekil 2.11
Sekil 2.12
Sekil 2.13
Sekil 2.14
Sekil 2.15
Sekil 2.16
Sekil 2.17
Sekil 2.18
Sekil 2.19
Sekil 2.20
Sekil 2.21
Sekil 2.22
Sekil 2.23
Sekil 2.24
Sekil 2.25
Sekil 2.26
Sekil 2.27
Sekil 2.28
Sekil 2.29
Sekil 2.30
Sekil 3.1
Sekil 3.2

Sayfa
¢ Geometrik gekillerde toplama ..........coocceeevieeiniiiniieeniieiiceeeeeiee 2
¢ Geometrik gekillerde ¢1karma ..........ccocceevviieniiiiniieeniieenee e, 3
¢ Geometrik sekillerde Carpma ..........ccoceeeiieiiiiiiniieeniiceeeeeeeeee 3
¢ Geometrik gekillerde BOIUM ..........cccooviiiniiiniiiiniiiiiceeeeieee, 4
: Geometrik sekillerde Koklii Say1 Bulmak .........cccccoeiiiiiiiiininnne, 5
¢ Al: 1. Origami Aksiyomu Diyagrami ........ccocceevveeriieiniieennieenneen. 13
¢ A2: 2. Origami Aksiyomu Diyagrami ........ccocceevceeeriiieenieennieenneenn, 14
: A3: 3. Origami Aksiyomu Diyagrami ........cccccceevvieeenieeniieeenieenneenns 14
¢ A4: 4. Origami Aksiyomu Diyagrami ........cccccceevvieennieinieennieenneen, 14
: AS: 5. Origami Aksiyomu Diyagrami ........coecceeevvieeeiieeniieennieenieenn, 15
: A6: 6. Origami Aksiyomu Diyagrami - 1 .......ccccccevvviiiniieenieennen, 15
¢ A6: 6. Origami Aksiyomu Diyagrami- 2 .........ccocceevieiniienniennnneen. 15
: A7:7. Origami Aksiyomu Diyagrami( Justin/ Hatori aksiyomu) .... 16
: Origami ile Paralel dogru ¢izmek..........cccccveveviiieiiiieiniieniieeieeeie, 16
¢ Koordinat Sistemini Olusturma ............ccooceeevieinieeiiieiiieeieeneee 17
¢ Origami Aksiyomlari ile Paralel ¢izmek ...........ccoccoviiiiiiiiininnnnnn, 18
: Toplama Islemi Katlamalart ............cocccooeevevevieeveeeeeeeeeeeeeeeceeenes 18
: Cikarma Islemi Katlamalart ..............ccooevrueveveeveveneerceeieceece e 18
: Bolme Islemi Katlamalart .............ccooevevevevevereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenenns 19
$ LS UZUNIUZU oo 19
: Karekok Formunda Say1 Olusturma .........c..ccoceeeeieiieenienienneenneenee. 20
: P fokus noktasindan / dogrutmanina esit uzakliktaki noktalar-.......... 20
: Belli bir noktadaki dogrularin biiyiitiilmiis hali ............cccceevveenneenn. 21
: A6, Py ile [} ve P> nin uygulanmast .......cocceeeeiiieenieeniiieenieeeiieeniees 23
2 Pr(3,0) KUDIK @8T1ST.uuvieeiiiieiiieeiieeieeeiee ettt 23
DB 26
: Herhangi dar ag1y1 3 esit ayirma diyagrami..........cecceeveerveenueenneennne. 29
: Origami nokta ve dogrularin geometrik sekli.........cccccceeviierniennnnnnn. 29
¢ Dik A¢inin 3 esit par¢aya ayrilmast .......cceeeeeeevieeeniieeeeniieeeenieeeenns 30
: Dik acidaki Origami nokta ve dogrularin geometrik sekli ................ 30
: Karenin bir kenarini 3 esit parcaya ayirmaki...........cceccveeveveeeneeennennn. 31
¢ Karenin bir kenarini n esit pargaya ayirmaki.........ooccveeeeeiiieeiniieennns 32
/2 origami diyagrami .........co.coooovuerveeuerueeeeeeeeeeeeseeseeeeseseeeeenaens 32
V2 ESPALL oot 33
DS ASPALL ettt 35
¢ Tepe/ Vadi Katlamast ......ccccoeeeriiiiiinieniiiiecicecceeeceeeeeeee e 37
: Katlanabilir modelin Tepe/Vadi deseni ..........cccceecveeerieeniiieenieennenns 38

xiil



Sekil 3.3
Sekil 3.4
Sekil 3.5
Sekil 3.6
Sekil 3.7

: Katlanabilir modelin Tepe/Vadi deseni ve renklendirilmesi ............. 38
: Origami noktasindaki agilarin Kesigimi .......cccccecceevveeciieneeneennennnen. 39
¢ Katlanmig hali.......oooiiiiiiiiii e 39
: Acisina gore Katlanabilir kosedeki Tepe/Vadi deseni -1................... 41
: Acisina gore Katlanabilir kosedeki Tepe/Vadi deseni-2 ................... 42

Xiv



CIiSIM GENISLEMELERI VE ORIGAMI CIZIMLERI

OZET

Japonca bir kelime olan "origami"; oru - katlamak ve kami- kagit birlesiminden
olusur. Kagit ile yapildigi i¢in kagidin icadiyla dogal olarak ortaya ¢iktig1 diisiiniilityor.
Goglerle birlikte kagit ve kagit katlama Cin’ den Japonya’ ya, Kore’ ye; ipek yoluyla
Avrupa’ ya yayilmis. Origaminin canlanmast 20. yy da yasayan Akire Yoshizawa (
1911-2005) tarafindan katlama isaretlerini gelistirmesiyle hiz kazandi. Bilinen klasik
origami haricinde daha karmagsik modeller iiretilmeye baglandi. Dekorasyondan giines
panellerine, robotikten hava yastiklarina kadar bir¢cok katlama giinliik hayatta yerini
aliyor.

1990 yillarindan sonra modern origami matematikgilerin de ilgisini cekmeye bagladi.
Bu donemde gelistirilen origami aksiyomlar1 ile geometrik, cebirsel, denklem
coziimleri, hata pay1 fonksiyonlar1 gibi detaylarda akademik caligmalar yapilmaya
baglanmusgtir.

Robert Lang tarafindan gelistirilen treemaker yazilimi ile origami modellerindeki
katlamalarin izlerinin algoritmasi coziimlenmistir.  Bu sayede daha karmagsik
modellerin yapilmasi artmis; diger yandan da teknolojik ve endiistriyel tasarimlarin
iretilmesine yol a¢cmustir.  Japon bilgisayar miihendisi Tomohiro Tachi, OSME
6 sempozyumundaki konugmasinda herseyin origamisi yapilir m1 sorusuna uzun
aragtirmalardan sonra evet cevabini vermis, peki herseyi origami ile yapan makine
olur mu sorusuna da diistinmeden evet cevabin1 vermistir. Origaminin geldigi noktay1
kisaca bu ciimle 6zetliyor.

Origami, giiniimiizde ¢esitli branglarda ele alintyor. Matematik, iirlin tasarimlari, uzay
aragtirmalar1, mimari, tekstil, biyoloji gibi ana basliklar verebiliriz.

Bu tez, bir inceleme calismasi olup, pergel cetvel ¢izimleri ve cisim geniglemeleri
arasindaki iligkilerin benzerlerinin, kagit katlamalar1 ve cisim genislemeleri arasinda
da oldugunu gostermeyi amacliyor.Tez calismasinda geometrik cizimler sorularina
origami ile ¢oziim aradik.

Ik boliimde Yunanli matematikgilerin geometrik sorularim ele aldik. Pergel-cetvel
ile hangi sekil ve ¢izimlerin yapilabildigi, hangisinin imkansiz oldugunu nedenleriyle
inceledik.

Ikinci boliimde benzer sorularin origami ile ¢oziimlerini arastirdik. Huzita
aksiyomlarint kullanarak pergel-cetvel ile yapilan geometrik sekilleri olusturduk.
Origami cizilebilir sayilar1 tanimladik ve bunlari cisim genislemeleri ile iligkilendirdik.

Uciincii boliimde katlanabilir origami hakkinda gelistirilen origami teoremlerine yer
verdik. Katlanabilir origami kavrami genellikle hareketli tasarimlarin alt yapisini
olusturuyor.

XV



Tez okuyucusuna cebirsel olarak bilgi verecek olan bu calisma ile origami ile diger
acik sorulara ¢6ziim bulma firsat1 verebilir.
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FIELD EXTENSIONS AND ORIGAMI CONSTRUCTIONS

SUMMARY

Origami is a Japanese compound word, from oru meaning “folding” and kami meaning
“paper,” and refers to the art of paper folding. Japanese origami crane is most famous
of all origami models, international symbol of peace. It is believed that it originated
naturally following the invention of paper. Paper and paper-folding spread from China
to Japan and Korea and, via the Silk Road, to Europe through migrations. The
revitalization of origami accelerated when a system of notation for origami ( dotted
lines and arrows) was developed by Akira Yoshizawa (1911 - 2005) in the 20th century.
The standard for origami instructions in which valley folds are indicated by dashes line
and mountain folds are indicated by chain line. These origami instructions are known
by world widely and become origami language. This led to the creation of complicated
models that go beyond conventional origami, and many such folds enter daily life in a
range of areas from decoration to solar panels to robotics to airbags today.

In the 1990s, modern origami began to strike the attention of mathematicians.
The origami axioms developed during this period enabled the conduct of academic
study relating to details such as geometry, solutions of algebraic equations and
approximation method of error functions. Origami has an real geometry that s natural
subject of study. The oldest origami math book was 1840 by Rev. Dionysius Lardner,
which demonstrated geometric rules by folding paper. Other book was 1893 by Sundra
Row, which was more impacted by compass, ruler and paper folding. In 1936, origami
was analyzed in terms of geometric constructions, using compass and ruler according
to set of axioms by Piazzolla. This study might be first contribution to "origami
mathematics". In 1985 Humiaki Huzita and Benedetto Scimemi presented origami
6 axioms at the First International Meeting of Origami Science and Technology. Those
six operations became known as the Huzita axioms. The Huzita axioms provided the
first formal description of what types of geometric constructions were possible with
origami.

The algorithms of folding patterns in origami models were analyzed using TreeMaker,
a software developed by Robert Lang. This not only allowed for more complicated
models to come into abundance, but at the same time it brought about the production
of technological and industrial designs. In a speech he delivered during the 6th OSME
symposium, Japanese computer scientist Tomohiro Tachi answered yes in reference
to his long research on whether it is possible to make origami out of everything and
a definite yes to the question of whether a machine is possible that does everything
through origami. This briefly summarizes the current state of origami. Origami is
covered in a variety of areas such as mathematics, product design, space research,
architecture, textiles, and biology today.

This is a survey thesis and it aims to show that relationships that resemble those
between compass and ruler constructions and field extensions hold between paper folds
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and field extensions. The present thesis seeks for answers to questions about geometric
constructions through origami.

The first chapter covers the geometrical problems of Greek mathematicians. It
examines which shapes and drawings are possible using the compass and the ruler and
which are not and why. Three geometrical problems in particular, often referred to as
the Four Classical Problems, and all to be solved by purely geometric means using only
a straight edge and a compass. They were “the squaring of the circle”, “the doubling of
the cube”, “the trisection of an angle” and "regular polygon". These problem’ s actual
solutions had to wait until the 19th Century. In 1837 Wantzel showed that trisecting
an angle and doubling a cube by straightedge and compass were not always possible.
In 1882 Lindemann showed that squaring the circle was impossible with straightedge
and compass when he showed that 7 transcendental over Q .

The second chapter searches for solutions to similar problems through origami. The
results are surprisingly different from ruler and compass geometry. Firstly we give
basic definitions and theorems of field theory. It uses the Huzita axioms to form
geometrical shapes otherwise drawn using the compass and the ruler. Six main folding
method were developed by Huzita- Justin which allow constructions with circles and
lines. We showed that Three Classical Problems are solvable by Origami axioms. The
ability to trisect an angle shows that origami axioms are stronger than compass and
ruler. 5th axiom folds a point to a line over a crease. Because the point reflects across
the crease, its distance to the crease is the same as the distance from the crease to
reflected point. This shows that the crease is tangent to the parabola whose focus is
point and whose directrix is the line. We can use a parabola to construct square roots
with origami. It is clear that the creases in 6th axiom is tangent to two parabolas.
Finding a common tangent between two parabolas can be equivalent as solving cubic
equations. By the way we showed that 5th axiom and 6th axiom are not available
at special conditions. Additionally dividing n equal part method is explained. We
show that cubic equations can be solved using origami folding. It defines origami
construction numbers and associates them with field extensions.

The third chapter deals with the theorems of origami that have been proposed regarding
flat foldable origami. The concept of flat foldable origami lays the groundwork
for moving designs. What is the difference between with origami and flat foldable
origami? Origami models could be 1D, 2D or 3D. But flat foladable origami has some
special differences which are its paper is zero thickness and the folded form is flat.
They called this model of origami flat foldable origami. Flat foldable origami has
also been applied to other fields such as science and technology. Flat foldable origami
methods are used at solar panels in space, airbag at cars, self moving cells, robotic
engineering, furniture designs, enlarging fabric by body, architectural surfaces. It has
also been the inspiration of mathematical research into the properties of folded shapes.
Toshikazu Kawasaki, Jacques Justin and Jun Maekawa established several fundamental
theorems for single flat folded vertex. These theorems are introduced in this chapter.

The conclusions part, we give some future researches by add new opportunities.
Origami doesn’t allow to cutting, using glue. We can give further studies by cutting
paper or using tracing paper. These ways make origami solutions more powerful than
traditional origami solutions.

The present study offers an algebraic account of origami and may provide an
opportunity for finding solutions to other open questions. In addition, origami is worth

Xviii



studying and exploring in other math related fields. For example, there is a connection
between origami and topology, differential geometry, even to graph theory, something
that we don’t usually assume origami would associate with.
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1. GEOMETRIK CIZIMLER
Yunanli matematik¢iler Euclid uzayinda problem c¢oziimlerini pergel ve cetvel (

Olciisiiz cetvel, cetvel olarak ifade edildi ) kullanarak ¢o6ztimliiyordu. Bu tip sorular
genel anlamda geometrik ¢izim problemleri olarak bilinir. Ancak bazi sorularin pergel
ve cetvel ile ¢cozemediler. Buradan yola cikarak 4 ana ¢oziilemeyen soru olustu.

Bunlar1 bu boliimde inceleyecegiz.

Kaynakca kisminda yer alan [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] numarali ¢alismalardan

faydalanilmistir.

1.1 Temel Cizimler

Pergel-cetvel cizimlerinde ilk olarak iki nokta verilir. Verilen O ve P noktalariyla

T1. Iki noktadan gegen bir dogru cizilebilir.

T2. Merkezi O olan ve P noktasindan gecen bir ¢cember c¢izilebilir.

Bu iki temel iglemi kullanarak bagka noktalar elde edilir. Bunlar;

N1. iki ayrik dogrunun kesisiminden bir nokta bulunur.
N2. Bir cember ve dogrunun kesisiminden noktalar elde edilir.

N3. Iki cemberin kesisiminden noktalar elde edilir.

Tanmm 1.1.1 71, T2 ve NI, N2, N3 kullanarak cesitli cizilebilir noktalar elde

edilebiliriz. Sonlu adimda bu elde ettigimiz bu noktalara cizilebilir nokta denir.

Pergel-Cetvel ile yapilan temel cizimler

e Verilen bir dogruya verilen bir noktadan gecen dik c¢izilebilir.

e Verilen bir dogruya verilen bir noktadan gecen paralel bir dogru ¢izilebilir.

1



e Verilen iki tane paralel olmayan dogrularin kesisim acisinin, agiortay1 bulunur.

1.2 Cizilebilir Sayilar

Tanim 1.2.1 Bir r reel sayist icin eger sonlu adimda birbirine uzakligr |rl olan iki

nokta cizilebiliyorsa, r reel sayisina ¢izilebilir sayt denir.

Verilen bir diizlemde pergel-cetvel ile koordinat sistemini olusturabiliriz.

Onerme: o € R verilsin. « cizilebilir sayidir ancak ve ancak - ¢ ¢izilebilir sayidir.

Tammm 1.2.2 Bir pozitif reel sayiya uzunluk denir.

Teorem 1.2.3 o, B iki ¢izilebilir sayi verilsin. oo + B, o -B, a. B, a/B (B #0
kosuluyla ) cizilebilirdir.

ispat:

Toplama o + 3

o+ B
Sekil 1.1 : Geometrik sekillerde toplama

Herhangi bir uzunluk ¢izelim.

Bu uzunlugun bir noktasindan « yarigapli cember ¢izelim.

Dogruyu kesen ¢ember iizerindeki noktayr merkez alarak 8 yaricapli ¢ember

cizelim.

Cemberlerin yari¢ap uzunlugu o + 8 olarak bulunur.

Cikarma o -



a-p
Sekil 1.2 : Ge'o_'metrik sekillerde ¢ikarma

Herhangi bir uzunluk ¢izelim.
Bu uzunlugun bir noktasindan & yarigapl cember ¢izelim.

Dogruyu kesen ¢ember iizerindeki noktayr merkez alarak P yaricapli ¢ember

cizelim.

Cemberlerin yarigaplari farkinin uzunlugu o — 8 olarak bulunur.

Carpma o 8

O 18l
Sekil 1.3 : Geometrik sekillerde Carpma

|81 uzunlugunda IOAl alalim . O noktasindan rastgele agiyla [ dogrusu ¢izelim. |OBI

uzunlugu lal olarak bir uzunluk ve IORI = 1 birim olsun. [RAI || IBSI

Benzer tiggenler kuralindan;

(OR| _[0B] __ [1] _ 1B
[0A]|OS] -~ |af  |OS]

Sonug olarak « B ¢izilebilir oldugu gosterilir.
Bolme o / 3

Simdi de o / B, B # O ¢izilebilir oldugunu gosterelim. Benzer sekli kullanarak

uzunluk degerlerini degistirelim.



0f—"" B

Sekil 1.4 : Geometrik sekillerde Boliim

IOBl=lal, 10SI=IBI, IORI=1 olsun.
IRAI || IBSI

Benzer iliggenlerden;

OR| _|0A] __ 1] _ o]
OR| _ 1081 _, T _ 1941 _ |04 = |/18) (1.2)
08| ~ 03] " o] ~ IBl

elde edilir.
Sonug olarak | o | /181, B # 0 iken ¢izilebilir oldugu gosterilir.

Pergel ve cetvel kullanarak diizlemde ¢izilebilir sayilarin nasil bulundugunu

gosterdik.

Teorem 1.2.4 o € R cizilebilir ise, \/a., & > 0 kosuluyla cizilebilirdir.

ispat:
Cap1 a +1 olan bir cember ¢izelim.
IOMI=a+1, I0SI=a, ISMI|=1 olsun.

OPS ile PSM dik ticgen kuralindan benzer tiggenlerdir.

pS| [0S __ [PS] _ e

= = = => PSP =a=>|PS|=va  (1.3)
|SM|  |PS| 11 [PS]

IPS| uzunlugu 6lgiilebilir. Dolayisiyla /a da dlgiilebilir sayidir. Boylece o , B €

Z olmak lizere tiim tamsayilarin ¢izilebilir oldugu anlasiliyor.



.
0(0,0) lal C S 11] M (at+1,0)

Sekil 1.5 : Geometrik sekillerde Koklii Say1 Bulmak
Sonuc¢: «,f cizilebilir reel sayilar ise a + f,a — B, o.f3, %, Va cizilebilir reel
sayilardir.

Onceki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug: Cizilebilir reel sayilar kiimesi, R nin alt cismidir.
Sonugc: Her rasyonel sayilar kiimesi ¢izilebilirdir.

Ispat: Tamsayilarin cizilebilir oldugunu gordiikk. Bdylece tiim rasyonel sayilar
cizilebilir oldugu onceki teoremden asikardir.

G ile ¢izilebilir reel sayilarin kiimesini gosterelim.

Teorem 1.2.5 E R nin bir alt cismi olsun. O halde;
1. Koordinatlart F de olan ve iki noktadan gecen dogrunun denklemi ax+by+c
=0dirvea, b,c €F.

2. Merkezinin koordinatlari ve yaricapinin karesi F olan bir cemberin denklemi

X+ +rx+sy+t=0dirver,s,t €F  seklindedir.

Ispat:

(1) Dogru iizerindeki iki noktanin koordinatlart (x;,y;) ve  (x2,y2) olsun ve

X1,Y1,X2,y2 € F. Eger x| # x; ise dogru denklemi;

V1=
X1 —Xx2

Y= (x—x1)

Iki tarafi da tekrar diizenlersek;



Y= Y=
(== (=
X1 —X2 X1 —X2

Jxi+y1=0

F’ in cisim olmasi ve x,y1,x2,y2 € F nedeniyle; her bir katsay1, F* in elemanidir.

(2) (x1,y1) ¢emberin merkezi ve k yaricap olsun oyle ki x;,x2,k € F dir. O halde

cemberin denklemi;

(x=x1)’ + (y—y1)? =&

Denklemi tekrar diizenlersek;

4y = 2xx =2y +xF +y KA =0

F in cisim olmasi ve x1,x;,k € F nedeniyle; her bir katsay1 F in elemanidir.

Cizilebilir noktalar1 iki dogrunun kesisimi, dogru ve cemberin kesigsimi veya iki

cemberin kesisimi olarak siniflandirabiliriz.
Teorem 1.2.6 F rastgele alinan R nin alt cismi olsun. 11, I, € F|x,y| dogrular

ve «c¢1,cy € Flx,y| cemberleri verilsin. O halde

1. Egerly, I, kesisiyorsa; kesisim noktasinin koordinatlart F nin elemanidrr.

2. Eger i, c kesisiyorsa; kesisim noktalarinin koordinatlart F nin elemanidir

veya F(\/c_l) gibi bir cisim genislemesinin elemanidir.

3. Eger cy, c; kesisiyorsa; kesisim noktalaruimin koordinatlart F nin elemanidir

veya F(\/E) gibi bir cisim genislemesinin elemanidir.
ispat:
1. [y ve [l dogrularinin denklemi;
Lh:aix+byy+c; =0

Iy :ayx+byy+cy;=0

Katsayilar a;,b;,c; € F. Bu linear denklemin ¢6ziimii de F i¢indedir. Bu
nedenle /; ve I, dogrularinin kesisim noktalarinin koordinatlar1 da F’ nin

elemanidir.



2. 1l; v e ¢ denklemlerti;
L:aix+biy+c; =0
C1 :x2+y2+r1x+s1y+t1 =0
Katsayilar ay,by,cy,r1,51,t1 € F . Bu denklemlerin ¢6ziimii, tiim katsayilari
F de olan kuadratik denklemi verir. Bundan dolay1 ¢éziim F(v/d) cisim

formunda olur. Bu nedenle /; ve c¢; denklerimin kesisim noktalarinin

koordinatlar1 F(v/d) nin elemamdur.

3. Eger ¢ ve ¢ denklemleri;
.12 2 _
1 X +y +rix+s1y+t =0

o :x2+y2+r2x+s2y+t2 =0

Katsayilar a;,b;,c; € F . ¢ ve ¢; denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak, linear

denkleme ulagiriz.
(r1—r)x+(s1—s2)y+(t1—t)=0

Bu denklemin ¢oziimii, tiim katsayilar1 F de olan kuadratik denklemi verir.
Bundan dolay1 ¢éziim F(v/d) cisim formunda olur. Bu nedenle ¢ ve c¢»

denklerimin kesisim noktalarinin koordinatlar1 F(1/d) nin elemandir.

Teorem 1.2.7 r € R olsun. O halde r sayisi cizilebilirdir ancak ve ancak Q = Fy C
FiChC---CF,CRve[F;:F_1|=2 r€F,, olacak sekilde sonlu bir F; cisim

dizisi vardir.

ispat:

(=) r sayisi cizilebilir olsun. Tamm 1.1.1 gordiiiimiiz iizere r sayisimin
cizilebilir olmasi icin pergel-cetvel ile N1, N2, N3 islemleri kullanilir. Teorem
1.2.6 dan ; pergel-cetvel kullanilarak olusturulan cisim genislemesinin derecesi 1
veya 2 dir. Tiimevarimdan r sayisinin ¢izilebilir olmasi icin sonlu cisim siralamasi

vardir
Q=FkCF CFkhC---CF, CRvereF,, [E'ZE',l]ZZ dir.
(<) Q=FhcH CFKRC---CF,CRvereF,, [F:F_1]=2 olsun.
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O halde F; = F,_1[V/d;] d; € F; olur.

n=0i¢cinr € Fp = Q ve Q C G . F, herhangi bir elemaninin n=k-1 oldugunda
¢izilebilir oldugunu farz edelim. O halde herhangi bir d), € F;_; gizilebilir olmas1 v/dy
¢izilebilir olmasini gerektirir. Bundan dolay1 herhangi bir elemam F, = F,_[\/d}] de

cizilebilirdir. Tiimevarim prensibinden herhangi r € F,, de cizilebilirdir.

Sonug: « , cizilebilir sayrise [Q (@ ): Q]=2", n>0dir.
ispat: Teorem 1.2.7 den; r ¢izilebilir ise sonlu cisim siralamasi vardir

Q=FKRCFCFC---CF,CQvereF,, [F:F_i]=2 dir. Zincir kuraindan

[F,: Q| = [Fy: Fu][Fue1 : Fua] ... [F1 - ) =2". (1.4)
O halde Q C Q(r) C F, ile zincir kuralini tekrar edersek; [Q(r) : Q][F, : Q] =2", eger
r cizilebilir ise [Q (x ): Q=2 kx>0

Buradan sonug olarak her ¢izilebilir say1 Q iizerinde cebirseldir ve minimal polinomun

derecesi QQ iizerinde 2 nin kuvvetidir.

Uyan: Inceledigimiz bu sonucun tersi dogru degildir. Yani [Q(c ):Q] =2" In >0

oldugunda « ¢izilemeyebilir.

1.3 4 Ana Geometrik Problem

1.3.1 Dairenin alanina esit alanh kare cizebilmek
Bir dairenin alanina esit alanli kare, pergel- cetvel yardimiyla ¢izilemez.
ispat:

Dairenin yarigapi r= 1 olsun. Alan1 da 7 olur. Karenin alaninin 7 olmasi i¢in kenarinin
VT olmas1 gerekir. Teoreme gore cizilebilir olmasi icin [Q(v/7 ): Q] =2/, /&

cebirsel olmas1 gerekir.

Fakat 1882’de Lindemann tarafindan gosterildigi gibi 7 sayis1 QQ iizerinde cebirsel

degildir. Sonug olarak 7 sayis1 transandantal oldugundan ¢izilemez.

1.3.2 Verilen bir Kkiipiin 2 katina esit yeni bir kiip ¢izmek
8



Pergel ve cetvel kullanarak kiipiin hacminin iki katina esit yeni bir kiip cizilemez.

Ispat: Kiipiin bir kenar uzunlugu 1 birim olsun. Kiipiin hacmi 1 birim? olur. Hacmi

iki kat1 olan kiipiin kenar uzunlugu v/2 olmalidur.
Ancak [Q(v/2):Q]=3.

3, 2 nin kuvveti olmadigindan /2 cizilemez. Teoreme gore ¢izilebilir olmasi icin

[Q(+/2):Q] = 2! olmahdur.

1.3.3 Herhangi bir aciy1 3 esit parcaya ayirmak

Genel olarak pergel ve cetvel kullanarak bir aciy1 3 esit parcaya ayirmak miimkiin
degildir. (7/2 ve m harig)
ispat:

De Moivre’s Teoremini

(Cos® +iSin@)* = Cos36 + iSin36 (1.5)

(CosO +iSinB)* = Cos>0 — 3Cos0Sin> 0 + iCos*0Sin6 — iSin’ 0 (1.6)

Cos*0 + Sin’0 = 1 1.7)

Bu ifadeyi De Moivre denklemi ile eslestirirsek;

Cos30 = 4Cos°0 —3Cos0 (1.8)

Sin30 = —Sin>0 +3Cos*0Sind (1.9)

elde ederiz.
Sonuc :

0 acisinin ¢izilebilir olmasi Cos 0 uzunlugunun ¢izilebilir olmasim gerektirir.

Ornek : 60° acis1 3 esit parcaya ayrihr mi? Coziim :



0 =20 ve Cos20 = x olsun.

Cos 30 = 4 Cos>0 - 3 Cos6 da yerine koyarsak

Cos60 = 4C0s°20 — 3C0s20

1
5:4x3—3»c:>8x3—6x —-1=0

Bu durumda & = Co0s20, 8x> —6x — 1 polinomunun bir kokiidiir ve bu polinom Q
iizerinde [Q(a) : Q] = 3 # 2! oldugu igin indirgenemez. Dolayisiyla 60° , pergel ve

cetvel ile 3 esit parcaya ayrilamaz.

Ornek : 90° acisi, 3 esit parcaya ayrilir mi?
Coziim :

Cos30 = @ = Q(+/3) oldugu icin
Q=Ko CKi=Q(V3)C=R

[K; : Ko] =2 ve @ € K; olur. Bu durumda Teorem 1.2.7 den ¢ nin ¢izilebilir oldugunu

goriiriiz. Dolayisiyla 30° cizilebilirdir. Sonug olarak 90°, 3 esit parcaya boliinebilir.

Ornek : 42° ¢izilebilir mi?
Coziim : Geometrik cizilebilir sayilar; toplama, cikarma, ¢carpma, bolmeye gore
kapali oldugundan 42° = 72° — 30° olarak ¢ozebiliriz. 30° ¢izilebilir oldugunu 6nceki

orneklerde inceledik. 72° yi inceleyelim.

2
Cos?jr = CosT2

Cos%” + iSin%” kutupsal koordinatlari x> — 1 = 0 denklemin kokiidiir.

X —1=x-1)*+>+x2+x+1)

Cos%’r + iSin%’r # 1, yani x-1 in kokii degildir.Bu nedenle (x*+x* 4+ x% +x+ 1) in kokii

olmalidir.
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2 2 2 2
(Cos?yr + iSin?ﬂ)4 = Cos?yr - iSin??r
2 2
2= Cos?ﬂ: + ism?’t
olsun.
Taraf tarafa toplarsak;
2
2+t = 2Cos?7r

o= 2C0s2?7r diyelim.

= a?+ o —1 =0 elde edilir.

o > 0 olacagindan o = 2Cos2?” = #

Sonug olarak 72° cizilebilir oldugu aciktir. Bununla birlikte 42° cizilebilir oldugu
cikar.

1.3.4 Diizgiin Poligon Cizilmesi

Bir diizgiin n koseli cokgenin ¢izilmesi ancak ve ancak cos%” sayisinin ¢izilebilmesi
ile miimkiindiir. Herhangi bir n-gen ¢izilebilmesi i¢in
2
[Qcos=) : Q) =2"

olmasidir. Bir asal say1 eger p = 22" + 1 seklinde yazilabiliyor ise p ye Fermat asali

denir.

Gauss gostermistir ki: Bir diizgiin n>2 koseli cokgen c¢izilebilir ancak ve ancak n =

2°p1p> ... py dir ve bazi Fermat asallar1 @1, @2, ..., ¢, ve baz1 s > 0 tamsayisi i¢in.

11






2. ORIGAMI CIZIMLER
Bu boliimde geometrik sekillerin ¢izimlerini, origami aksiyomlar: ile karsilastirip

inceleyecegiz.

Kaynakc¢a kisminda yer alan [8], [1], [9], [2], [10], [11], [3], [4], [5], [12], [13], [14],
[15], [16], [17], [18] numaral1 calismalardan faydalanilmustir.

Origami ¢izimleri, kagit tizerindeki katlamalarin serisidir. Elimizde sonsuz genislikte
kagit ve lizerinde farkli iki nokta verilmis olsun. Bu iki noktadan gececek sekilde
katlayarak dogru elde ederiz. Iki noktadan baslayarak yapilan kat izleri, bir sonraki
katlama adimina referans olusturur. Her bir katlamada, kat izi olusturur. Bunlara
origami ¢izilebilir dogru denir. Bu dogrularin kesisiminden origami ¢izilebilir noktalar

olusur.

Bu boliimde kullanilan ¢izilebilir ifadesi origami ¢izilebilir olarak alinmalidir.

2.1 Origami Aksiyomlari

Origami aksiyomlar1, temel matematiksel katlama yontemlerinin kurallar1 olarak
bilinir. 1989 yilinda origami aksiyomlar1 Humiaki Huzita tarafindan bulundu ve
1991 yilinda First International Conference on Origami in Education and Therapy de

sunuldu.

Bu 6 aksiyom Huzita aksiyomlart olarak bilinir. 2001 yilinda Koshiro Hatori 7.

aksiyomu tanimlamigir.

A1 Verilen iki nokta P; ve P> olsun. Bu iki noktadan gecen bir dogru katlanabilir.

P: —
-—
_
Sekil 2.1 : Al: 1. Origami Aksiyomu Diyagrami
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P2

\ /
Sekil 2.2 : A2: 2. Origami Aksiyomu Diyagrami

A2 Verilen iki nokta P; ve P, olsun. P; noktasi, P> noktasi iizerine katlanabilir.

( Bu durumda kat izi, P{ P> dogru pargasinin orta dikmesi olur.)

A3 [} ve [, iki dogru olsun./;y dogrusu, I/, dogrusu iizerine katlanabilir.( Bu

durumda kat izi, /1 ve [, dogrular1 arasindaki aginin agrortay olur.)

Sekil 2.3 : A3: 3. Origami Aksiyomu Diyagrami

A4 P noktasi ve [ dogrusu verilsin. P noktasindan gecen ve [ ye dik olan dogru

katlayabiliriz.

Sekil 2.4 : A4: 4. Origami Aksiyomu Diyagrami
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AS P, ve P, noktalar ile [ dogrusu verilsin. P; noktasim1 [/ dogrusu {iizerine

katlayabiliriz ve olusan kat izi , P, noktasindan geger.

P1

— —
— e —
— —
— — —

Sekil 2.5 : AS: 5. Origami Aksiyomu Diyagrami

A6 P, ve P, noktalari ile [ ve [, dogrulari verilsin. P; noktasini /; dogrusu {izerine

ve P> noktasini [, lizerine gotiiren bir katlama yapabiliriz.

Sekil 2.7 : A6: 6. Origami Aksiyomu Diyagrami- 2

Bu 6 aksiyom Huzita aksiyomlar: olarak bilinir.

A7 P noktasiile /1 ve [, dogrulart verilsin. Py noktasi /; iizerine gelecek sekilde [,

dogrusuna dik dogru katlayabiliriz.

Bu aksiyom, Justin/ Hatori aksiyomu olarak adlandirilir.

2.2 Origami ile Yapilan Temel Cizimler
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b

Sekil 2.8 : A7: 7. Origami Aksiyomu Diyagrami( Justin/ Hatori aksiyomu)

Pergel-cetvel ile yapilan ( dik, paralel, agiortay) ornegin dik ¢izmek ve agiortay
islemleri A3 ve A4 origami aksiyomlarina denktir. Verilen bir noktadan gegcen ve

verilen bir dogruya paralel ¢izmek icin iki kez A4 uygulayabiliriz.

P noktasindan | dogrusuna

paralel yapmak Ad le dik dogru olusur Adile dik n dogrusu olusur.

n//1
Sekil 2.9 : Origami ile Paralel dogru ¢izmek

2.3 Origami Cizilebilir Sayilar

Tanim 2.3.1 Sonsuz genislikta kagit iizerinde O ve P noktalart verilsin. O ve
P noktalarina A1-A7 origami aksiyomlarint uygulayarak yeni dogrular (kat izleri)
bulabiliriz.  Yeni ve eski dogrularin birbirleriyle kesisimleri O ve P haricinde
fazladan noktalar verecektir. Al-A7 origami aksiyomlarini var olan tiim nokta ve
dogrulara uygulayarak bu prosediire devam edebiliriz. Bu prosediiriin sonlu defa

uygulanmasindan elde edilen bir dogruya origami cizilebilir dogru denir.

Tamm 2.3.2 Origami ¢izilebilir dogrularin kesisimlerine de origami ¢izilebilir nokta

denir.

Tamm 2.3.3 Aralarinda |rl uzaklik olan iki origami ¢izilebilir nokta bulabilirsek, r

reel sayisina origami ¢izilebilir sayi denir.
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Origami ile diizlemde xy koordinat sistemini olusturabiliriz. (Sekil 2.10 )

Elimizde iki farkl1 nokta, O ve P olsun. Oncelikle merkez noktay1 O ile belirleyip IOPI
yi 1 birim alalim. Al islemiyle O ve P noktalar1 arasinda olusan dogru, x eksenini

olusturur. A4 ile O noktasinda x eksenine dik dogru yapilarak y ekseni olugur.

O o
@

.
.
.
.
. 4 -

X

0(0,0) . P(1,0)

Sekil 2.10 : Koordinat Sistenﬁni Olugsturma

A4 ile P noktasinda x eksenine dik dogru olusturarak x = 1 dogrusu olusur. Ardindan
AS ile O noktasin1 x= 1 dogrusu iizerinde katlayan ve P noktasindan gecen yeni dogru
elde ederiz. Boylece O'(1,1) noktast bulunur. Bu yeni dogrunun y eksenini kestigi yer
( 0,1) noktasidir. Boylece iki noktadan baslayarak ve Huzita aksiyomlarini kullanarak
koordinat diizlemi ve (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) nokta ¢iftlerini buluruz.

Onerme: (a,b) origami ¢izilebilirdir ancak ve ancak a ve b origami ¢izilebilir reel

sayilardir.

Onerme: r € R origami cizilebilirdir ancak ve ancak Irl ¢izilebilir reel sayilardur.

Teorem 2.3.4 Origami cizilebilir reel sayilar , R nin bir alt cismidir.

Origami ¢izilebilir 1] ve I ( > 0, € R ) uzunluklari verilsin. Bunlart kullanarak 1| + I

-1, 1. b, 1 /b ve VI uzunluklaring origami aksiyomlart ile cizebiliriz.

ispat:
Origami sayilar; toplama, c¢ikarma, carpma, bolme, karekok islemleri altinda

kapalidir. Sirasiyla bu islemler altinda kapali oldugunu gésterelim. Oncelikle origami

aksiyomlart ile paralel olusturma yontemini inceleyelim ( Sekil 2.11).

1. Q noktasinda A4 kullanarak n dogrusu olusturulur.
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I;

Sekil 2.11 : Origami Aksiyomlari ile Paralel ¢cizmek

2. n dogrusundan A4 kullanarak P noktasindan gecen dik dogru olusturulur.
3. P noktasinda A4 kullanarak m dogrusu olusturulur.

4. m dogrusundan A4 kullanarak Q noktasindan gecen dik dogru olusturulur.

Toplama /1 ve /5 uzunluklar verilsin. /; + l> uzunlugu da origami ¢izilebilir sayidir.
Paraleller cizerek toplamanin kapalilik 6zelligini gosterelim (Sekil 2.12).

Sekil 2.12 : Toplama Islemi Katlamalari

1. [y ile [ dogrularindan Sekil 2.11 deki katlamalarla paralel dogrular ¢izelim. Yeni
olusan dogrular /{ ve I olsun.

2. A5 Aksiyomu ile R noktasindan gecen ve P noktasini S noktasina gotiiren dogru
cizebiliriz. Boylece 1/1/ dogrusu olusur.

3. I} + I{ nin origami ¢izilebilir say1 oldugu goriiliir.

Cikarma [/, ve [, uzunluklar verilsin. /i - [, uzunlugu da origami ¢izilebilirdir

P

[}
]
[}
L)

I}'
Sekil 2.13 : Cikarma Islemi Katlamalari
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1. [j ile [ dogrularindan Sekil 2.11 deki katlamalarla paralel dogrular ¢izelim. Yeni

olusan dogrular /{ ve I; olsun. IQRI =15 ve IPRI =]  dir.

2. A5 Aksiyomu ile R noktasindan gecen ve P noktasim1 C noktasina gotiiren dogru

cizebiliriz. Boylece 1/1/ dogrusu olusur.
3. 1} - I{ nin origami ¢izilebilir say1 oldugu goriiliir. (5, > 1] )

Carpma / Bolme /; ve [, , [y < I uzunluklar verilsin. [y / [, uzunlugu da origami

cizilebilirdir.

/ ’, V.

I I oS

I | I:

Sekil 2.14 : Bolme Islemi Katlamalari

1. [, dogrusunu I, ye gelecek sekilde paralel yapalim. Bunu /] ile gosterelim.
2. Al ile I{ son noktasi ve I, dogrusu son noktasindan gegen bir dogru olusturalim.

3. Olusan dogruya paralel 1 birimlik noktadan gecen paralel olusturalim.

Benzer iiggenler kuralindan ¢ikan denklemden x= [{ / [, nin origami ¢izilebilir say1

oldugu goriiliir ( Benzer geometrik cizimler gegerlidir Sekil 1.4).

Benzer sekilde ¢arpmanin da origami cizilebilir sayr oldugu gosterilir. ( Benzer

geometrik ¢izimler gecerlidir Sekil 1.3).

Karekok

s uzunlugu verilsin.

[ I
01+5Q

Sekil 2.15: 1 + s Uzunlugu

1. Toplamada kapalilik 6zelliginden 1 + s uzunlugu c¢izilebilir.(Sekil 2.15)
2. A4 ile 1 ve s arasinda dik olacak sekilde m dogrusu olusturulur. (Sekil 2.16 )

3. A2 ile 1+s uzunlugunda orta noktasi R den gecen / dogrusu olusturulur.
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4. AS ile O noktasin1 m dogrusu iizerine gotiiren ve R noktasindan gecen kat izi
dogrusu bulunur. Bu dogruya n diyelim. O noktasinin m dogrusuna diisen

noktasina O’ diyelim.

5. Alile O ve O noktalarindan gecen bir kat izi dogrusu vardir. Olugan / dogru ile

n dogrusu diktir.

6. A4 ile O noktasindan gecen / dogrusuna dik olan bir dogru cizilebilir. Olusan

bu dogrunun 1 + s uzunlugunu kestigi nokta Q noktasidir.

OO'P ticgeni ile O'PQ ticgenleri benzer iicgendir. 1.Boliimde pergel cetvel
cizilebilir sayilardaki benzer iglemlerle IPQ| = /s oldugu goriiliir. ( Sekil 1.5)

m 1l ¢/
m ' n
| |
| |
| I
| |
1 |
1 1
o P Q O PR Q 07 PR Q
A4 A2 AlileO’
Adile Q

Sekil 2.16 : Karekok Formunda Say1 Olusturma

5. Aksiyomu biraz cebirsel olarak ele alalim. Iki nokta ve bir dogru verilsin. Verilen bir
noktay1, verilen dogruya diisiiren ve verilen diger noktadan gecen yeni kat izi olusur.
AS ile; verilen sabit bir P noktas1 ve sabit bir / dogrusunu kullanalim. P noktasini, /

dogrusu iizerinde katlayabilecegimiz sonsuz sayida P’ noktas1 vardir . ( Sekil 2.17)

W

Sekil 2.17 : P fokus noktasindan / ogrutmamna esit uzakliktaki noktalar

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.
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Teorem 2.3.5 Belli bir P noktasini, verilen bir [ dogrusuna katlayan dogrular, P fokus

ve | dogrultmani olan parabolaya tegettir. ( Sekil 2.18)

Ispat :

Genel yapidan uzaklagmadan kartezyen diizleminde P(0,1) ve

l: y = —1 dogrusu

alalim. O halde P’ noktasi; P nin [ iizerine katlandig1 nokta ( t, -1) , t € R olsun.

’
Y né’
/
/
/
7
& Teg 5
< 7 -.\ 7
At2,07~
/ T
’ ~
Y b ’
7 — \}\_ P (t!'l)
; y=-1
a'f m
P m egimi =-1/n egimi

4
7
£

Sekil 2.18 : Belli bir noktadaki dogrularin biiyiitiilmiis hali

P ve P’ noktalarina sirastyla Al ve A2 yi uygulayalim. A2 ile IPP'| uzunlugunun orta

dikmesini elde ederiz. Orta noktanin koordinati ( t/2, 0) ve IPP'| egimi _72 olur. Dik

olarak kesen n dogrusunun egimi % dir. A5 ile olugan n dogrusunun denklemi ;

( t/2, 0) noktasini yerine yazarak ;

elde ederiz.

t
y—§x+u
12
= —X— —
Y 4

2.1

(2.2)

Q noktasi, n dogrusu ile ve P’ noktasindan / dogrusuna ¢izilen dikmenin kesisimi olsun.

Bu durumda Q noktas1 P ve P’ noktalarina esit uzakliktadir. Tim Q tipinde noktalarin

birlesimi, P fokus ve 1 dogrultman olan parabolay1 olusturur. Bu nedenle, Q noktas1
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P fokus ve [ dogrultmam olan parabola iizerindedir. x= t yazarak Q ( t, %) olarak
bulunur. Q formundaki noktalarinin birlesiminden olan bu egrinin kuadratik esitligi y
= XZZ denkleminde paraboldur. Ayrica n dogrusu y = ’572 paraboliine x = t de ( yani Q

noktasinda ) tegettir. Elde ettigimiz son denklemi tekrar diizenlersek;

=0 (2.3)
4 2T '
X x\2
5+ (j) -y
o=V 2 " (2.4)

1/2

t12 € R olmasi i¢in %2 —y>0=y< %2 kosulu ortaya ¢ikar. Ozellikle paraboliin
tizerindeki tiim noktalar

)’:Z

saglar. Diizlemdeki P, noktalar1 y< %2 oldugunda teget dogrusundan gecer. O halde

P noktalar1 paraboliin icinde oldugunda 5. aksiyom saglanmaz.

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.

Teorem 2.3.6 P, ve P, noktalart ile 1y ve I dogrulart verilsin. P, noktasim [,
dogrusuna ve P> noktasini Iy dogrusu iizerine gotiiren kat izi, iki parabolun ortak teget

dogrusudur.

Ispat: Sabit olarak Py, P, ve 1| dogrulari verilsin. Py = (0,1), P, = (a,b) vel; : y = —1
olsun. Py noktasini 1; dogrusuna katlarken P, noktas1 da P/2 noktasina gelecektir. P/2

noktasina (x,y) olsun. ( Sekil 2.19)

Bir 6nceki teoremde P; noktasi fokus, /; dogrusu dogrultmani olan parabolun teget
dogrusunu bulduk. Ayni teget dogrusu, P, fokusu ve 1, dogrultmani olan 2. parabol
icin de gecerlidir. Bu nedenle n dogrusu iki ayrik parabolun ortak teget dogrusudur.
Ayrica n dogrusu IPzPél diktir ve Q noktast IPzPél " nin orta noktasidir. Q noktasini

koordinatlar1 (43%, l%) olarak bulunur.

n dogrusunun Q noktasindaki egimi;

) (2.5)



"
|’
+

4
£
/

Sekil 219" A6, P ile /1 ve P> nin uygulanmasi

2 . 9 . .
Q noktasi, n: y = %x — IZ tizerinde oldugundan fonksiyonda yerine yazarsak;

2 2 )y 256)
Bu denklemde t yi yerine yazarsak;
y+b = x—a atx = x—a,
(r+b)(y—b)* = —(x*—a®)(y—b) —2(x—a)* 2.8)

kiibik denklemini verir. Sonug olarak olasi Pl2 noktalar1 kiibik egrinin iizerindedir. P/l
olas1 yerine gore P/2 yeri degisir ve bu noktalar kiimesi kiibik egrisini olusturur. ( Sekil

2.20)

Sekil 2.20 : P5(3,0) kiibik egrisi
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P>, noktasini [, ye katladigimizda yerlerinin pozisyonuna gore kiibik egriyi keser.
Iste bu kesim noktalar 3.derece denklemin belirli noktalardaki ¢oziimiine denktir.
Robert Lang calismasina gore bu kiibik egrilerinin 6nemli 6zellikleri var. Birincisi
P, noktasindan gecen bir dongiisii vardir. Ikincisi de herhangi 1, dogrusu, egriyi iic

noktada keser.

l; ve I, dogrulart paralel ve iki nokta bu dogrularin arasindayken 6.Aksiyom

gerceklesmez.

Parabol denklemi hatirlatma:

(y — k)> = 4p(x — h) formundaki paraboliin merkezi (h+p.,k) , fokus noktas (p, k) ve

dogrultmani x=h-p den olusur.

(x —h)? = 4p(y — k) formundaki paraboliin merkezi (h,k+p) , fokus noktas1 (h, k+p)

ve dogrultmani y = k-p den olusur.

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.

Teorem 2.3.7 Katsayilari origami cizilebilir sayilardan olusan herhangi kiibik

denklemin kokleri de origami ¢izilebilirdir.

Ispat: Genel olarak kiibik denklemini

Crat+bxtce=0

olarak yazabiliriz. Buradaki a, b, ¢ katsayilar1 origami ¢izilebilirdir. x= X- 5 olarak

yerine yazarsak ;

3 3

a 27c+2a’ —9ab

X3+ (b—=)X =
+( 3) + >

0 2.9

Katsayilari a,b,c origami cizilebilir olan denklemi x° + px+¢=0 p,q € O formuna

ulagiriz. iki parabol ele alalim.



Ik parabolun merkezi (0, 4 ), fokus noktasi ( £, 5 ), dogrultman: da x=-% .

D=

Ikinci parabolun merkezi (0, 0 ), fokus noktasi ( 0, % ), dogrultmani da y= -

Onceki teoremden ( %, g ) noktasini x= —g iizerine ve ( O, % ) noktasini y= —% dogrusuna

gotiiren bir kat izi dogrusu vardir ve bu f dogrusu iki parabole tegettir.

Bu teget dogrusunun egimi m olsun.

Bu egim m’ nin , x> + px + ¢ = 0 denkleminin kokii oldugunu gosterelim.
(y— g)z = 2¢x paraboliinde f dogrusuna teget noktasi (xj,y;) ve

y= -%2 paraboliinde f dogrusuna teget noktasi (x;,y,) olsun. Denklemlerin tiirevlerini

alip; her iki noktay: tiirevlerde yerine yazarsak % esit olmalidir.

11— g)z = 2qgx; (2.10)
2
X
=== (2.11)
m=—4 oy =41 (2.12)
y1—735 2 m
yerine yazarsak;
q
elde edilir.
Islemlerden
2q
——T =M =X (2.14)
2(y—5)
olur. Buradan da
)
Y2 = 5
Egim :
m* _(p. 4
— = — (£ + =Z
_ 027N _ 2 <2q n) (2.15)
X2 — X1 m—s
Islemleri devam ettirirsek:
m +pm—+qg=0 (2.16)



Elde ederiz. m bu kiibik denklemin kokiidiir ve m € . Diger taraftan f teget
dogrusunun egimini m degerini basit origami ¢izilebilir aksiyomlarla da bulabiliriz.
f dogrusundan; x eksenine paralel 1 birim uzunlukta dogru alarak ve y eksenine
paralel dogru alarak m uzunluguna ulagiriz ( Sekil 2.21). Boylece katsayilar1 origami

cizilebilir olan bir denklemin kokleri de origami ¢izilebilir oldugunu gostermis olduk.

‘m Egim=m

/op

Sekil 2.21 : Egim

Ispat( Alternatif) :

Genel olarak kubik denklemini

ax3—|—bx2+cx+d:O

olarak yazabiliriz. Buradaki a, b, ¢, d katsayilar1 origami cizilebilirdir. 3. derece

denklemin ¢oziimiinii bulmak i¢in Cardano Formiiliinii kullanalim.

Formiile gore denklemin koklert;

Formiildeki S, T;



Formiildeki Q, R;

0= 3ac — b?
942
9abc —27a*d — 2b°
R =
54a3

Teorem 2.3.4 ve Teorem 2.3.6 a gore S, R, Q, R origami c¢izilebilir sayilardir. Yine

ayn1 teoremlere gore kiibik denklemin kokleri de x1,x,,x3 origami cizilebilir sayidir.

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.

Teorem 2.3.8 r € R olsun. r origami ¢izilebilir sayidir ancak ve ancak

Q=FCFCkhC...F,CR

sonlu sayida cisim siralamast vardir éyle ki r € F,, ve her bir i icin [F; : F;_1]= 2 veya

Jolur.(1<i<n)

ispat:

(= )r € O oldugunu farz edelim. r nin origami ¢izilebilir olmasi A1-A7 aksiyomlariyla
miimkiindiir. A1-A7 aksiyomlarindan yalnizca birini kullandigimizda elde ettigimiz
yeni origami ¢izilebilen yeni saymin 1. , 2. , 3. derece ( katsayilar1 origami ¢izilebilir
sayilar ) bir polinomun kokii oldugunu gozlemledik. Bu sonucu kullanarak r nin
cizilebilir olmast i¢in sonlu cisim siralamast olmasit gerekir. Q = Fy C F] C F, C

...F,CRoyleki[F;: F,_j]=2V3

(<)

Q=FKCcFCFC...F,CR
oyle ki [ F;: F;_1] =2V 3 oldugunu farz edelim.
O halde F; = F;_[\/d; ] veyaF, = F,_{[Vd; ], d; € F,.
n=0 oldugu zamandar € Fy =Q ve Q C O dir.

n = k-1 i¢in F,, nin herhangi bir elemaninin origami cizilebilir oldugunu farz edelim.
O halde d; € F;_; origami ¢izilebilirdir. 2.3.4 ve 2.3.7 den \/d) ve v/d cizilebilir
demektir. Bu ylizden F; nin herhangi bir elemani origami ¢izilebilir. Tiimevarim

prensibinden r € F;, nin origami ¢izilebilir oldugu ¢ikar.
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Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.

Teorem 2.3.9 r( r € Q ) origami cizilebilir ise [Q(r) : Q] = 23" a,b>0

ispat:
Teorem 2.3.8 kullanarak r origami cizilebilirse , Q = Fp C F; CF, C ... F, C R sonlu
sayida cisim geniglemesi vardir ve 6yle kir € F, ve heri=0,1, ..., nigin [ F;: F;_j] =

2 veya 3 diyebiliriz. Zincir Kural1 ;

[Fr: Q| = [F,: F—1]...[F1 : K
ni kullanarak [F, : Q] = 2¥3! oldugunu gériiriiz.
Q C Q(r) C F, oldugu i¢in
[Q(r) : Q] say1st [F;, : Q] yu bolmelidir. Bu durumda [Q(r) : Q] =2%3”  u, v >0 olur.

Not: Teorem 2.3.9 nin tersi dogru degildir.

2.4 Geometrik Sorular1 Origami ile Coziimlemek

Bir onceki boliimde pergel ve cetvelle sadece ikinci derece denklemleri ¢6ziimiiniin
bulunabildigini inceledik. Aciy1 3 esit parcaya ayirmak ve ikinin kiip kokiinii pergel ve
cetvelle bulmak imkansizdi. Bagka bir ifadeyle pergel-cetvel araclari, kiibik denklem
cOziimiinde yetersiz kaliyordu. Bu boliimde incelemelerimizde origaminin kiibik
denklem ¢oziimiinde yeterli oldugunu gosterdik( Teorem 2.3.7 ) . Kiipiin iki katinin

kiip kokiinii bulmak, ac1y1 3 esit par¢aya ayirmak origami aksiyomlari ile yapilabiliyor.

2.4.1 Aciy13 esit parcaya ayirmak

Hisashi Abe, 1980 yilinda origami kullanarak agiy1 3 esit parcaya ayirma methodunu
ortaya koydu. Herhangi bir kare kagit kullanarak, Huzita aksiyomlariyla bu methodu

inceleyelim ( Sekil 2.22 ) . Karenin bir kosesinde ¢ keyfi bir a¢1 alalim.

0< ¢ < /2 durumunda ;
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2 & 3
o
P1
P’z
— e I
&) =

o

1

4 5

{l\

) ’
P2_ - P g

F’z"—’ - @/3 P2 @/3

Sekil 2.22 : Herhangi dar agiy1 3 esit ayirma diyagrami

1. A3 ile alt ve iist kenarlar1 katlayip acalim.
2. A3ile alt kenar ve orta kat izi iist iiste katlayip geri acalim. /; dogrusu olusur.

3. A6 ile P; noktasim1 /; dogrusuna ve P, noktasini /, dogrusuna gelecek sekilde

katlay1p geri acalim.

4. Al ile P, noktasi ile yeni olugan origami ¢izilebilir Pé noktasindan gecen bir kat izi
yapalim.

S. A3ile P{P;Pgl acisini, iki dogruyu iist iiste katlayip geri acalim.

Boylece ¢ /3 bulunur.

ispat:

Sekil 2.23 : Origami nokta ve dogrularin geometrik sekli

Karenin bir kenar1 4 birim olsun. 2. adimdan dolay1; |Pib| = |P,b| = 1 birim olur.

3. adimdan, I0XI dogrusu OP>x ve OPéx in simetrik ekseni olur. Benzen iicgenlerden
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PZ/P2X ile PzP;X acilar esittir. Ayn1 zamanda paralel kenar kuralindan Pész acisi ile

b/PzP/2 acis1 esitir. Dolayisiyla P2P/2x , o agis1 olarak bulunur.

Acilarin esit olarak katlandigindan ( 5. adim ) P{ P,b vedb P, P/2 acilar1 o oldugu

asikardir.

¢ = /2 durumunda ;

' @/3
Sekil 2.24 : Dik Acinin 3 esit parcaya ayrilmasi

Dik acg1y1 3 esit parcaya ayirma yontemi, dar aginin yontemleriyle aymidir. Sekil 2.22

deki adimlarin dik aciya uygunlanmis diyagramlar1 Sekil 2.24 ile gosterildi.

o

Sekil 2.25 : Dik acidaki Origami nokta ve dogrularin geometrik sekli

¢ > /2 durumunda ;
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m/2 + B olacak sekilde ayirarak ayni yontemle aciy1 3 esit parcaya ayirabiliriz.

2.4.2 Kiipiin Iki Katina Esit Kiip Yapmak

Bu kisimdan 6nce 3 esit parcaya ve n esit par¢aya ayirma yontemini vermekte fayda

olacaktir.

Kenar esit n parcaya ayirma yontemi
Sekil 2.26 ve Sekil 2.27 da Fujimoto yontemini kullaniyoruz. [9] .Elimizde sonlu

biiyiikliikte kare kagit olsun. Sirasiyla asagidaki origami aksiyomlarini uygulayalim.

3 esit parcaya ayirmak

A D

~1 s c P
P T
-
-~
B R
1. 2 3 |cT|=|TR|=|DR|/3

Sekil 2.26 : Karenin bir kenarini 3 esit parcaya ayirmak

1. A2 ile bir kenarin orta noktasini bulalim.
2. Al ile kars1 iki kose noktasini katlayarak kdsegen olusur.

3. Al ile 1. adimda bulunan nokta ve kars1 noktasindan gecen dogru olusturulur.
ACB ve RCP benzer ii¢genlerden
_ lac |AR|

AB|  |AC|
Tl sy T S oR = 2 2.17
PR~ |CR| cr| = CRI=3 .17)

Ayn1 benzerlikten

DR
ISC| =2|CT|, |CT|=|TR|, |TR|= |3—| bulunur.

n esit parcaya ayirmak

Her buldugumuz yeni nokta iizerinden 2. ve 3. adimlar1 uygularsak ‘keZ—ar' bulunur.
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D D D
1 T T 3
51 T1 S, 1, 5
Sn-3 an3
B R R R
[DR|/3 devam ederek |DR|/4 devam ederek Ayni yéntemle; |DR|/n-1 devam ederek
IT:R|=|DR]| /4 |T:R|=|DR]|/5 | T-sR|=| DR| /n

Sekil 2.27 : Karenin bir kenarini n esit par¢aya ayirmak

V/2 sayisimn origami ¢izilebilir oldugu 1986 yillarinda Lang, Hull, Peter Messer
tarafindan ortaya cikarilmigtir. Diizgiin bir kare kagit ile aksiyomlar1 kullanarak

baslayalim. Oncelikle karenin kenarin1 3 esit parcaya ayiralim.

1 2 3 A
I 4
‘\/\ x
(4] /
_o—
7 \
o) ,’ : P1
Pz “ I! L
/
) ® A
P4 P1 O

Sekil 2.28 : v/2 origami diyagrami

1. Karenin kenarin1 3 esit pargaya ayiralim. ( Sekil 2.26)

2. A6 ile P; noktasimi /; dogrusu ve P, noktasini /, dogrusu iizerine gelecek sekilde

katlayalim. ( Sekil 2.28)
3. IAP;| degeri v/2 olur.

ispat:

Bunu gostermek i¢in IAP;| = x , IOP;| = 1 birim , 0S| = y diyelim.

P, 0S iiggeninde hipoteniis kuralindan

14+y? = (x+1—y)? (2.18)
X2+ 2x
- 2.1
YTt ) (2.19)
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|P1B|=x-(x+1)/3

|P1S|=x+1-y Olarak bulunur.

A
. |AO| = x+1
B
|P1P2]= (x+1)/3
C

O\T’/s

Sekil 2.29 : v/2 ispati
elde edilir.

P BP, ve SOP; benzer iicgenlerden ;

_ xtl

X 2x—1
i = 3 2 bulunur.
x+1—y ol x+1
(2.19) deki y degerini yazalim.
x% +2x C 2x—1

2+ 1) (x+1—-y)  x+1

Denkleminin ¢oziimiinden

=
)

I

[\®]

§a|

bulunur.

2.4.3 Poligonlar

Bu boliimde diizgiin n-gen sekillerin origami ¢izilebilir olmasin inceleyecegiz.

Tanim 2.4.1 Origami cizilebilir poligon, sonlu sayida origami ¢izilebilir dogrularin
cevreledigi konvekstir.  Origami ¢izilebilir diizgiin poligon, origami c¢izilebilir

poligonun her bir kenari esit ve her kenar segmentin i¢ agisi egit olan halidir.
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Origami c¢izilebilir poligonun koseleri ve i¢ acilari, origami ¢izilebilir dogrularin A3

aksiyomuyla kesisiminden olusur ve i¢ agis1 6 = 27” dir.

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinmustir.

Teorem 2.4.2 Diizgiin n-gen origami ¢izilebilirdir ancak ve ancak n=2%3"pp, - - p,,
olacak sekilde a,b > 0 tamsayilart ve herbiri p; = 2°3% + 1 formatinda olan farkl:

P1, P2 n asal sayilart vardir.

ispat:

Diizgiin poligonun origami ¢izilebilir oldugunu kabul edelim. Bu poligonu, merkezi
0 ve kogesi 1 noktasinda olacak sekilde kartezyen diizlemine yerlestirebiliriz. O
halde n-geni, her biri n tane origami ¢izilebilir olan birimlerden olusturabiliriz. Ilk
kose noktasini kompleks say1 olarak aldigimizda kose p, = ¢’ olur ve koordinatlart

(Cos%’t,Sin%’r) olur.

(= ) Origami aksiyomlarim kullanarak diger koseleri p2,p;--- de olusturabiliriz.
Kisacast n-gen origami c¢izilebilir olmasi ancak ve ancak p, kompleks sayisi
(yani C‘os%’r,Sin%’r noktasinin ) ¢izilebilir olmasidir. Cisim teorisinden [Q(p,) : Q]

= ¢ (n) oldugunu biliyoruz. ¢ (n) = 2*3/ olmasi icin n =2%3p; --- p, olmalidur.

(<=)n=2%3"ppy---p, rE€Noldugunuve p; =2394-1; a,b,c,d > 0farz edelim.

Bu durumda;

¢(n) = 9(2)9(3")9(P1)9(p2) .- 9(Pn)pr (2.20)
=213 (p = 1) (pr—1).. . (p,—1) =2/3" (2.21)

¢ (n) = 23" oldugunda G = Gal(Q(p,)/Q) mertebesi 23" olan bir abelyan gruptur.
Ohalde 1 =Gy < G; < Gy < --- < G, =G ve G;/G;_1 =2 veya 3 olacak sekilde bir
alt grup seviyesi vardir. Herbir G; , alt grubu G de normal oldugu i¢in K ; = Fix(G;)
bize Q nun bir Galois genislemesini verir ki [K; : K;_1] = [G; : G;—1] = 2 veya 3 olur.
Yani Q = Ky CK; C ---Ky = Q(pn) CR ve p, € Ky, olur. Teorem 2.3.8 gére p,

cizilebilirdir.
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2.5 Kiip Kok Isleminde Kapalihk

Asagidaki teorem kaynak [8] den alinnustir.
Teorem 2.5.1 Origami cizilebilir sayilar kiimesi kiip kok islemi altinda kapalidir.

Ispat:

Herhangi bir say1 r olsun. Elimizde iki nokta ve iki dogru olsun. ( Sekil 2.30 ) A = (
-1,00 ,B=(0,-r)vel;iciny =1, [ icin x= 1 dogrularin1 alalim. A6 aksiyomunu
kullanarak; A noktasin /5 , B noktasini /; iizerine gotiiren bir dogru olusturabiliriz. A2
aksiyomunu kullanarak; A noktasi ile A’ ve B noktasi ile B noktalarindan gecen kat

1zi dogrusu olusturabiliriz.

Bu olusan kat izleri , A6 ile olusan kat izine diktir. ( A1, A2 aksiyomunun sonuglart)

~ ~
~ Al ~
I~ y=r Lo~
N ~ ~ ' N N ’
~ B . B
~ ~
h Y 3
~ ~
~ ~
~ ~
~ ~
AN
. o LY ®
® < ®
A s A
~
~
~
I I,
B B
~ ~
~ ~
~ ~
~ v ~ v
, ~ Al B’ ! ~ Al
1 ~ 4 1 ~ s
a3 'S ~ 1S
~ - ~ s
~ . ~ N ".‘ Vi B’
~ S
/
A 1‘5
~ ~ ‘1' ~ N
L o N -
~ P ~ 5
¥ e
' 0 S Q o '\r
~
A ~ A - Y
~ . ~
~ ~
”
» »
B A B I

Sekil 2.30 : /s ispati

OAX,0XY,0Y B benzer iicgen kuralindan;
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Buradan

l0oX| |oy| |OB|
|OA| — |0X|  |OY|

0Y | 2
OX | = —> [0X|? = |oY
0X| = | 0t = 0= ov]
or| _ In
|oX| |OY|

|0Y|? = r|OX| => |OX|* = r|OX| => r = /|OX|
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3. KATLANABILIR ORIGAMI
Origami ile modeller yapildiktan sonra bazilar1 2 veya 3 boyutlu olur. Bu

boliimde 2 boyutlu olmasinin sebeplerini matematiksel teoremlerle analiz edecegiz.
Katlanabilir/acilabilir endiistriyel iiriinlerin gelistirilmesinde bu methodlar pratiklik ve

islevsellik saglar.

Kaynak¢a kisminda yer alan [11], [10] numarali calismalardan faydalaniimisgtir.

3.1 Katlanabilir Origami

Tamim 3.1.1 Olusan modelin kagit kalinligi sifir ve modelin formu diiz ise bu tarz

modellere diiz katlanabilir origami olarak isimlendirebiliriz.

Tamim 3.1.2 Origami aksiyomlart kullanarak olusturulan katlama hareketi on tarafa
dogru yapilirsa vadi katlama olarak adlandirihir.  Kagit iizerindeki izi ¢ukurumsu

Sformdadir.( Sekil 3.1 )

Vadi Katlama Tepe E%tlama

Sekil 3.1 : Tepe/ Vadi Katlamasi

Tamim 3.1.3 Origami aksiyomlart kullanarak olusturulan katlama hareketi geri tarafa
dogru yapilirsa tepe katlama olarak adlandirilin.  Kagit iizerindeki izi yiikselti

formdadir. ( Sekil 3.1 )

Vadi katlama ve tepe katlama islemleri kagit ylizeyine gore birbirinin ters yonlii
hareketidir. Kat izleri birbirinin tersidir. Katlanabilir origami modelinin bir 6rnegini
inceleyelim. Sekil 3.2 de 1. kisimda, katlanabilir modelin tepe/ vadi katlama desenini
gosteriyor. Kat izlerinin kesisimi olan nokta veya koselerde katlanabilir hareketi

yapilabilir. Sekil 3.2 de 2. kisimda tepe/vadi katlamalar arasindaki segmentlerde
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Vadi katlamalar kirmizi 2 Renklendirme

Tepe katlamalar mavi

Sekil 3.2 : Katlanabilir modelin Tepe/Vadi deseni

renklendirme; birbirine degmeyecek sekilde yapilabilir.  Katlanabilir origamide

katlamaya esas olan kat izleri arasindaki yiizeylerde ikili renklendirme yapilabilir.

Katlanabilir origami
modelinin on ylizii modelinin arka yiizii

Katlanabilir origami

3 4

Sekil 3.3 : Katlanabilir modelin Tepe/Vadi deseni ve renklendirilmesi

Sekil 3.3 de 1. kisimda katlanabilir modelin 6n yiiziiniin tamaminda tek renk

goriliniirken 2. kisimda ise arka yiiziinde ise diger renk oldugu goriiniiyor.

3.1.1 Katlanabilir Origami Teoremleri

Kawasaki - Justin Teoremi 1980 yilinda ortaya atildi. Japon kokenli Kawasaki ve
Fransiz Justin tarafindan ele alindi. Bir origami noktasindaki kesisimleri inceleyelim.

Katlanmisg bir kagitta kat izleri ve o kat izlerinin kesisim noktalar1 vardir.

Katlanabilir origami noktasindaki kat izlerinin tipi ve aralarindaki acilarla ilgili

teoremleri inceleyelim.

Teorem 3.1.4 ( Kawasaki - Justin Teoremi ) Bu origami dogrularinin kesistigi bir
origami noktast alalim. Kat izlerinin aralarindaki ardisik agilara 6,,6,,...,0,

diyelim. Sekil 3.4 gore n sayida kat izi alirsak ( n ¢ift sayi);

0 +6+ - +6,=2m
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Yo~ Y o

i tek i cift

ise bu noktadaki origami noktasi katlanabilir formdadir.

Katlanabilir noktadaki acilar ve Katlanabilir noktadaki arasi agilarin ve
yonlerinin acik hali yonlerinin kapali hali

Sekil 3.4 : Origami noktasindaki agilarin kesisimi

Teorem 3.1.5 Kose, origami katlamalarda kesisim noktasi olsun. 01,0,,...,0, bu
kosedeki ardisik agilar ve n ¢ift sayt olsun. Bu kosenin katlanabilir olmast 01 — 0, +

63—--—06,=0 dmr

Sekil 3.5 : Katlanmis hali
Teoremde gecen n sayisi kat izlerinin sayidir. Buna kdsenin derecesi de denir. Bir
dairesel islemde baslangi¢ yerine ulagmak i¢in ¢ift sayida hareket yapmak gerekir.

Kawasaki-Justin teoremi degisik varyasyonlarla ele alinabilir. En uygun varyasyon

olan1 agagidadir.

Teorem 3.1.6 Kose, origami katlamalarin kesisim noktast olsun.
01,6,,...,0, bu kosedeki ardisik acilar ve n ¢ift sayt olsun.

Bu késenin katlanabilir olmast

0,+6:4+ - +6, | =60+6+--+6,=7
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ile iliskilidir.

Teorem 3.1.7 ( Maekawa - Justin Teoremi ) Katlanabilir herhangi bir kosedeki
acilarin toplami 0y + 6, + --- 4+ 6, = 27 olmak iizere; vadi katlamalarin sayisi ile
tepe katlamalarin sayiar farki 2 dir. T, tepe katlamalart sayist ve V, vadi katlamalari

sayisini gosterir.

T-V=%x2

ispat:

Katlanmig kagidin sinirlari tizerinden gittigimizi farz edelim. Bu harekette saat yoniine
giderken; ac1 + isaretli, saat yonii tersine ise - isaretli olsun. Iki asamali olarak bu

cevrimsel aciy1 hesaplayabiliriz.
Birinci agsamada bir tam dairesel harekette acilarin yonleriyle toplamlarini ele alalim.

Bu toplama A diyelim.

A=Y (-1)6 € (0,2m,—27)

-

i=1

Ikinci kistmda kat izlerindeki agilarin dénme yoniiyle yaptig1 islemin genel toplan
olarak ele alalim. Her bir tepe kat1 aciya 7 degeri verirken, vadi katlama islemi de
aclyl1 —7 kadar geri dondiiriir. V ile tim vadi katlarinin sayisi , T ile de tim tepe

katlamalarin sayis1 demistik. Sonug olarak toplam doniis agisina 7 dersek;

T=A+(Tn—-Vn)=A+n(T-V)

Tam doniis yaptiginda 7 de8eri £ degerine esit olur.
Eger A = 0 oldugunda her iki tarafi & ye bolersek T - V = £2 elde edilir.

Eger A = +mise

olur.

T=A=A+n(T-V)=T-V=0
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ise bu kosulda katlanabilir olmaz.

Teorem 3.1.8 (Biiyiik-Kiiciik-Biiyiik A¢ct Teoremi : ) Katlanabilir herhangi bir
kosedeki en kiiciik act 6; ( 6;—1 > 0; < 0;11 ) olsun. Bu acumin ¢evreledigi kat izleri

vadi veya tepe katlama tipindedir.

Sekil 3.6 Teorem kriterlerine gore katlanabilir formdadir.

O2< 01 Katlanir

03

B2« 01
02< B

Sekil 3.6 : Acisina gore Katlanabilir kosedeki Tepe/Vadi deseni -1

Katlanir

Ancak $Sekil 3.7 Teorem kriterlerine gore katlanabilir formda degildir. Kosedeki en
kiiciik acinin ¢evreledigi kat izleri vadi katlama tipindedir. Teoreme gore zit tipli

olmasi gerekir.
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O2< O1 P2 Enkiiciik agt olmasindan

B2< g dolayi katlanamiyor.

Sekil 3.7 : Acisina gore Katlanabilir kosedeki Tepe/Vadi deseni-2
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4. SONUC

Calisnigim tez konumda pergel-cetvel cizimlerini, ardindan origami sayilarini ve
cizimlerini inceledim. Origami ¢izimlerinin, geometrik ¢izimlere gore daha giiclii
oldugunu cisim genislemelerini baz alarak cesitli teoremlerle ispatladik ve gosterdik.
Ayrica ek olarak en son bolimde katlanabilir origamiye iligkin bilinen savlari

inceledik. Gelecek ¢alismalarda incelemek iizere 3 konu ele alabiliriz.

[Origami Aksiyomlarmma Ek araclar Eklemek] Bircok origami teorisyeni, yeni
geometrik araglar saglayarak ( kagit kesme, seffaf kagit kullanarak katlamalar, isaretli
cetvel ) geleneksel tek katlamali islem kiimesini genisletmistir. [4] "Origami ve
pergel Aksiyomlar1" olarak adlandirdiklari iic yeni operasyon sundu ve genisletilmis
aksiyomlarin kiimesinin elipslere veya hiperbollere ortak teget ¢izgiler olusturmasina
izin verdigini gostermistir. Ek olarak, belirli bir a¢inin iice ayrilmasi i¢in yeni bir
yontem gosterdiler ve 4. derece denklemlerini ¢c6zmenin ilging bir yolunu sunduklarim
acikladilar. Konik boliimler iireten katlama aksiyomu ortaya ¢ikarildi. Ozel olarak
bir noktay1 dogru iizerine, diger noktay1 ise konik kisma gotiiren ek katlama islemi
sunuldu. Bu yeni genisletilmis katlama aksiyomu 6.dereceye kadar polinomlar
tirettigini kanmitladilar. Bu katlama islemlerinin gelecekteki arastirmalar i¢in 5. ve 6.

derece denklemlerin tiimiinii ¢oziip ¢ozmeyecegi sorusunu biraktilar.

[Origami Cizimlerde Kesme Yapilmasi Durumu] Tipik olarak origamide kesime
izin verilmez. Origami teorisinin bir bagka olas1 uzantist olarak, kesime izin verilirse
ne olacagi sorusunu ortaya c¢ikar. Bu fikri arastirmak icin, kagit kesildikten sonra
kesimin ne anlama geldigi ve ne tiir kivrimlara izin verildigine dair bir agiklama
yapilmasi gerekecektir. Ornegin, kagidin iki origami tarafindan olusturulabilir noktay1
birlestiren dogrular veya dogru pargalart boyunca kesmesine izin verildiginde bir
durumu diistinebiliriz. Kagidin bir dogru boyunca iki ayrilabilir parcaya kesilmesi
durumunda, bir parcayr digerinin iizerine yerlestirmeyi ve c¢izilebilir noktalar1 ve

dogrular1 bir katmandan digerine bindirmeyi diislinebiliriz. Ayrica kagidin bir dogru
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boyunca kesilmesi, ancak iki parcaya tamamen ayrilmamasi durumunda, kagidin

kesim etrafinda katlanmasinin ¢esitli yollarini diisiinebiliriz.

[Origami ve Ikili konikler] [12] Origami ve koniklerin kesisimi kompleks sayilar
kiimesini olusturur. Origamide parabolun teget dogrusu olusturdugundan koniklerin
kesim noktalari ile arasindaki iligki incelenebilir. Bagka bir ifadeyle ikili koniklerin

kesisimleriyle olusan iki paraboliin teget dogrular1 arasindaki baglant1 ¢oziilebilir.
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