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LINEER OLMAYAN BAZI DALGA DENKLEMLERIN COZUMLERININ
PATLAMASI UZERINE

OZET

Patlama konusu 1940°’larda ve 1950’lerde Semenov’un “Zincir Reaksiyon Teorisi” ile
ortaya ¢ikmustir. 1960’larda ozellikle S. Kaplan, H. Fujita, A. Friedman ve R. T.
Glassey tarafindan bu konuda daha kapsamli ¢alismalar yapilmistir. Lineer olmayan
evrim denklemlerinin ¢éziimlerinin davranist ve ozellikle patlamasinin 6grenilmesi
uygulama ve teorik agidan 6nem arzetmektedir.

Bu baglamda evrim denklemlerinin dalga ¢6ziimleri bir¢ok arastirmacinin yogun
ilgisine neden olmustur.

Tezimizde iki konu lizerinde yogunlasacagiz. Birinci konu quasilinear (sanki lineer)
hiperbolik denklemler i¢in ¢esitli problemlerin ¢éziimlerinin patlama olayidir. Ikinci
konu olarak sig su denklemler sistemi i¢in ¢6zlimiin patlamasi ele alinmistir.

Hiperbolik quasilinear kismi diferansiyel denklemler i¢in yazilmis baglangi¢-sinir
deger problemleri, fizik, mekanik ve miihendislik bilimlerine yonelik bircok
uygulamada ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklemlere yonelik ¢oziimlerin niteligi ¢esitli
yollarla arastirilmastir.

Tezimiz giris bolimii dahil bes boliimden olusmakta ve tez ¢alismamizdan {iretilen
uluslararasi dergilerde yaymlanmig dort makale mevcuttur.

Tezin ikinci ve tgilincii bolimlerinde farkli sinir kosullari altinda Quasilinear
Hiperbolik Denklemlerinin patlamasina ait sonuglar yer almaktadir. Ikinci bdliimde
sinir sartlarinda soniim terimi iceren iki quasilinear hiperbolik baslangi¢-sinir deger
problemi incelenmektedir. Ugiincii boliimde ise sinir sartlarinda soniim terimi iceren
bir quasilinear hiperbolik baslangig-sinir deger problemi dort siir sarti igin
incelenmektedir. Bu sonuglar V. K. Kalantarov ve A. Ladyzhenskaya tarafindan
verilen genellestirilmis igbiikeylik yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Tezimizin dordiincii boliimiinde ise bir model problem {izerinde ¢alisma yapilmistir.
Model problem olarak iskele diregi problemi secilmistir. Bu calismada, denklemde
dissipative terimiyle birlikte quasilinear hiperbolik sinir-deger probleminin global
¢oziimlerinin yoklugu incelenmistir. Bir boyutlu uzayda bu baslangic siir-deger
problemi, dalgalarin ve akimin etkilerinden dolay1 titresen bir iskele direginin
davranisint modellemektedir.

Ikinci ve iigiincii boliimde Genellestirilmis I¢biikeylik yontemi, dérdiincii bdliimde
Levine tarafindan gelistirilen I¢biikeylik Yontemi kullanilarak incelenen problemler
icin sonuglar elde edilmistir. Bu yontemlerde, problemin iirettigi bir fonksiyonel ele
almarak bu fonksiyonelin, I¢biikeylik Yontemi veya Genellestirilmis Icbiikeylik
yonteminde istenilen satlari sagladigi ispatlanmaktadir. Bu vesile ile Global Coztiimiin
mevcut olmadigini gostermis oluyoruz.
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Dordiincii boliimde akinti ve dalga etkisinde iskele direginin titresimleri ifade eden
model problem c¢alisilmis ve ¢Oziimiin belli kosullar altinda patlama olay1
incelenmistir. Bu sonuglar H. A. Levine tarafindan verilen icbiikeylik yontemi
kullanilarak elde edilmistir.

Tezimizin ikinci tglincii ve dordiincii bolimlerinde ilgili baslangig-sinir deger
problemler i¢in c¢esitli O6rnekler inceledik ve c¢oziimiilerinn patlamasi iizerine
degerlendirmeler yaptik.

Tezin besinci boliimiinde ise son yirmi yilda aragtirmacilarin yogun ilgisini ¢eken s1g
su problemlerinin ¢6ziimlerinin patlama kosullart arastirilmistir. Bu boliimde
genellestirilmis Camassa-Holm denklemini igeren iki bilesenli denklem sistemi igin
patlama (Blow-Up) olay1 incelenmektedir. Belirli dogal baslangi¢ sartlari altinda
uzaya gore yerel patlama kriterleri formiilize edilmektedir. Burada Johnson,
Constantin ve Ivanov un olusturdugu iki bilesenli sistemlerin genellesmesi i¢in; daha
once Brandolese, Cortez ve Novruzov un makalelerinde sunulmus olan lineer olmayan
dispersive denklem i¢in uzaya gore yerel patlama kosullarina benzer kosullar elde
edilmistir.

Tezimizde yukarida referans verdigimiz sonuglara dayanarak iki bilesenli
genellestirilmis Camassa-Holm denklemler sistemi incelenmistir.

Ele alinan problemlerin hem teorik hemde pratik agidan Onemli oldugunu
diisiiniiyoruz.
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BLOW-UP PHENOMENA FOR SOME NONLINEAR WAVE EQUATIONS

SUMMARY

The subject, blow-up come out in the 1940s and 1950s with Semenov's "Chain
Reaction Theory". In the 1960s, widespread studies were carried out by S. Kaplan, H.
Fujita, A. Friedman and R. T. Glassey. Studying the behavior and especially the blow-
up of the solutions for nonlinear evolution equations is of practical and theoretical
importance. Many researchers have attracted by the wave solutions of evolution
equations and they have given attention for the study in this field.

In our thesis we have studied on two issues. The first issue is the blow-up of the
solutions of various initial-boundary value problems for some quasilinear hyperbolic
equations. Secondly, the blow-up of the solution for the system of shallow water
equations have been investigated.

Initial-boundary value problems written for hyperbolic quasilinear partial differential
equations emerged in several applications to physics, mechanics and engineering
sciences. Natures of the solutions to these equations have been investigated by several
means.

The thesis consists of five chapters, including the introductory chapter, and there are
four articles produced from our thesis and published in international journals.

In the second and third chapters of our thesis, the results of the blow-up of the
Quasilinear Hyperbolic Equations under different boundary conditions are included.

In the second chapter, we have examined below two quasilinear hyperbolic initial-
boundary value problems with the damping terms in the boundary conditions.

Uy + A%u = f(w) (t,x) €[0,T) x Q
u=0, Mu+a@It=0, (tx)€[0,T)xT

u(0,x) = uy(x), u:(0,x) = uy (x), x € Q)
and

U + A%u = f(Au) (t,x) €[0,T) x Q

ou 0Au
E_O' W-I‘IB(X)AULL—O, (t,x) €[0,T) xT
u(0,x) = uy(x), u:(0,x) = uy(x), x € QO

In the third chapter, we have examined below quasilinear hyperbolic initial-boundary
value problem with the damping term in the boundary conditions. The problem is
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examined for four different boundary conditions. These results are obtained using the
Generalized Concavity Method given by V. K. Kalantarov and A. Ladyzhenskaya.

Uy — Au + A%u = f(—Au) (t,x) €[0,T) x (QU Q)
u(0,x) = uy(x), u:(0,x) = uy (x), x € QO

Problem with weak damping term on the boundary

Mu=0,  ZE—Au=0, (tx)€[0,T)x 00
Problem with strong damping term on the boundary

Ju dAu
5—0, E+Aut—0, (t,x) €[0,T) x 0Q

Additional problem with strong damping term on the boundary

u=0, o+ hu =0, (%) €[0,T) x 00

Additional problem with weak damping term on the boundary
dAu

ou
> 0, E-Hlf_o’ (t,x) €[0,T) X 00

In the fourth chapter of our thesis, a model problem is studied. The Riser problem is
chosen as the model problem. In this work, the nonexistence of the global solutions of
below quasilinear hyperbolic initial-boundary value problem with dissipative term in
the equation is considered in the one-dimensional space. This initial-boundary value
problem models is the behaviour of a riser vibrating due to the effects of waves and
current.

Uee + Uty + 2Blrne — 2[(@x + DY)y + & (D) —

[(ax + b)ugl, — B (Wixu)x = f(w)  (t,x) € (0,T) x[0,1]
u(t,0) = u(t,l) = 0,uy, (t,0) = up, (t, 1) = bf(—Au), t€(0,T)
u(0,x) = up(x), u(0,x) = uy(x), x€/[0,1]

For the blow-up proofs we have achieved by the use of the so-called the Generalized
Concavity Method given by V. K. Kalantarov and A. Ladyzhenskaya in second and
third chapter and the Concavity Method given by H. A. Levine in the fourth chapter.

For the Concavity Method, it is required to prov that the functional which is produced
by the initial-boundary value problem satisfy below inequality and the hypothesis of
Levine lemma.

PP - A+ =0
For the Concavity Method, it is required to prov that the functional which is produced

by the initial-boundary value problem satisfy below inequality and the hypothesis of
V. K. Kalantarov and A. Ladyzhenskaya.
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P'OWY(E) - A+ [P O] = —2C, PO () — CWA(1)

We hereby prove that the global solution is not available.

In the second and third chapters of our thesis, we considered various examples of
related initial-boundary value problems and examined the blow-up of solutions.

In the fifth chapter of the thesis, the blow-up conditions of the solutions of shallow
water equations system which have attracted the attention of researchers in the last two
decades are investigated. In this chapter we have studied the Blow-Up phenomena for
a two-component system of equations including the generalized Camassa-Holm
equation. Under certain natural initial conditions, local-in-space blow-up criteria are
formulated. We have obtained the similar conditions presented by Brandolese, Cortez
and Novruzov for nonlinear dispersive equations for the generalization of two-
component systems initially formulated by Johnson, Constantin and lvanov. A two-
component generalized system of Camassa-Holm equations is examined based on the
results we refer to above.

In this chapter we have considered the following two-component Cauchy problem for
the generalized Camassa-Holm equation.

Up — Ugyer T Ul — Ullyey — 2Up Uy + [gW)] + ppyx =0
pe + (pu) =0

u(x,0) = up(x)

p(x,0) = po(x)

where u(x, t) denotes the horizontal velocity of the fluid and p(x,t) is a parameter
related to the free surface elevation from equilibrium (or scaler density). When g(u) =
ku and p(x,t) = 0 the first equation becomes the Camassa-Holm equation, where k
is a dispersive coefficient related to the critical shallow water speed.

We have established a “local-in-space” blow-up criteria for two-components initial-
boundary value equations system. The presented results extend and specify the earlier
blow-up criteria for such type of the system.

By our opinion the results obtained from the problems studied in this thesis are
important both in theoretical and practical terms.
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1. GIRIS

1.1 Tezin Anlami, Onemi ve Literatiir Ozeti

Patlama konusu 1940’larda ve 1950°lerde Semenov’un ”Zincir Reaksiyon Teorisi” ile
ortaya ¢cikmistir. 1960°larda 6zellikle S.Kaplan [1], H.Fujita [2], A. Friedman [3] ve
R. T. Glassey [4] tarafindan bu konuda daha kapsamli ¢alismalar yapilmistir. Lineer
olmayan evrim denklemlerinin ¢oziimlerinin davranisi ve oOzellikle patlamasinin

Ogrenilmesi uygulama ve teorik acidan 6nem arzetmektedir.

Bu baglamda evrim denklemlerinin dalga ¢6ziimleri birgok arastirmacinin yogun
ilgisine neden olmustur. Tezimizde iki konu iizerinde yogunlasacagiz. Birinci konu
quasilinear hiperbolik denklemler igin gesitli problemlerin ¢oziimlerinin patlamasi
olayidir. Ikinci konu olarak sig su denklemler sistemi icin ¢dziimiin patlamas: ele

alinmustir.

Smir kosullarinda sonlim terimi bulunmayan, soniim terimi iceren hiperbolik
denklemlerin global ¢oziimlerinin yoklugu iizerindeki caligmalar, Lions [5] tarafindan

verilmistir. Bu konuda Glassey [4] 6nemli sonuglar elde etmistir. Levine [6]'de
Puy + Ajuy + Au = f(u)

seklinde soniim terimi denklemin i¢inde bulunan bir baglangi¢-sinir deger problemi
siifi i¢in yokluk ve kararsizlik iizerine sonuclar elde etmistir. Burada P, A; ve A
Hilbert uzaymin yogun bir alt uzayinda tanimlanmig pozitif dogrusal operatorler ve
f(u) potansiyeli F(u) olan bir gradyant operatoriidiir. Ayn1 zamanda (u, f(u)) =
F(u) esitsizliginin f(u) nun tanim kiimesindeki her u i¢in gegerli olacagi kabul

edilmistir.
Levine [7]’da ise sonlim terimi sinirda bulunan,
Puy + A(t)u = F(u)

seklinde diferansiyel operator denklemleri i¢in yazilmis genis bir baslangig-sinir
deger problemi sinifi i¢in benzer yokluk ve kararsizlik teoremleri ispatlamak igin,

"I¢biikeylik Yontemi" denilen giiglii bir ydntem gelistirilmistir. Burada u, t’ nin



Hilbert uzay1 degerli bir fonksiyonu, A(t) her t > 0 i¢in tanimli, negatif olmayan bir
lineer simetrik operatoér, P bir kesin pozitif simetrik operator ve F verilmis bir

dogrusal olmayan potansiyeldir.

Levine global ¢6ziimiin yoklugunu 6grenerek asagidaki sonucu elde etti. Eger
baslangi¢ enerjisi negatif ise genel ¢oziim yoktur. Bu sonu¢ [6] de A; = 0igin
ispatlanan sonugla aymidir. Bu calismalar bilindigi kadariyla dogrusal olmayan

soniimlii dalga denklemleri igin ilk genel ¢oziimiin yoklugu teoremiydi.

J. L. Lions [5], Jorgens [8], Keller [9] ve Settinger [10], Glassey [4], Ladyzhenskaya
ve Kalantarov [11] bir, iki ve ii¢ boyutlu klasik dogrusal olmayan bazi dalga denklemi
i¢in yazilmis, baslangi¢ ya da baslangig-sinir deger problemlerinin ¢6ziimlerinin, keyfi
baslangi¢ verisi ve keyfi nonlineerlikler i¢cin zamana gore kararli olmayacaklarini

gostermislerdir.

Ayrica, bu ¢alismalarda L Laplace operatorii olmak tizere, us, + Lu = f(u) tipli
denklemler i¢in yazilmig baslangi¢-sinir deger problemlerinin ¢ézlimlerinin patlamasi

icin yeter kosullar verilmistir.

Knops, Levine ve Payne [12], Levine [6,13], Levine ve Payne [14], Straughan [15],
V. Bayrak ve M. Can [16] calismalarinda Levine'in igbilikeylik yoOntemini
uygulamiglardir. V. K. Kalantarov ve A. Ladyzhenskaya tarafindan [11] de verilen
"genellestirilmis i¢bilikeylik yontemi”, yeni bir arastirma dizisi baglatmis oldu. V. K.
Kalantarov [17,18], F. G. Maksudov ve F. A. Aliyev [19], S. K. Turitsyn [20], H. A.
Levine ve J. Serrin [21], M. Kirane, S. Kouachi ve N. Tartar [22], M. Kirane ve N.
Tartar [23-25], M. Can, S. R. Park ve F. A. Aliev [26], V. Bayrak ve M. Can [27-28]
caligmalarinda bu genellestirilmis i¢biikeylik yontemini uygulayarak esas kismi lineer
olmayan operator diferansiyel denklemleri, soniim terimli ikinci basamak operator
diferansiyel denklemleri, sinir kosullar1 dogrusal olmayan, kendileri dogrusal,
parabolik ve hiperbolik denklemler ve siirekli ortam mekaniginden gelme daha bir¢ok

denklem ve denklem sistemi icin global yokluk sonuglar1 elde edilmistir.

Bu tezin ikinci ve tglincli boliimlerinde V. K. Kalantarov ve A. Ladyzhenskaya
tarafindan [11]’de verilen "genellestirilmis i¢cbiikeylik yontemi" nin baz1 uygulamalar
yer almaktadir. Incelenen biitiin problemlerde, ¢oziimlerin davranislar1 incelenecek
hiperbolik denklemlerle yazilmis baslangi¢c-sinir deger problemlerinde, sinir

sartlarinda soniim tiirti terimler bulunmaktadir. Smir sartlarinda soniim terimleri



bulunmasi, bu tezde incelenen problemleri, daha 6nce J. L. Lions [5], J. Ball [29],
Georgiev ve Todorova [30], Glassey [4], H. A. Levine [6,13-14,21], V. K. Kalantarov
[17,18], F. G. Maksudov ve F. A. Aliev [19] ve diger arastirmacilar tarafindan ele

alinan problemlerden ayirmaktadir.

Arastirmacilarin yogunlastig1 diger alanlarindan biri de s1§ su denklemleri i¢in patlama

problemleridir.

1990’11 yillarin baglarinda R. Camassa ve D. Holm. s1g sularda olusan tekil dalgalarin
hareketleri tizerine yeni bir model 6nermislerdir. Camassa-Holm denklemi olarak
bilinen bu denklem suyun sig yerlerinde dalga hareketi i¢in alternatif bir modeldir.
Denklemin ¢oziim fonksiyonu, dibi diiz bir yapiya sahip olan zemin {izerindeki suyun

t zamaninda ve x konumundaki yiiksekligi, olarak tanimlanmigtir [31-32].

Camassa-Holm Denklemin tekil dalgalar1 zirve noktasina sahiptir ve tekil dalga
¢oziimleri diizgiin solitonlar olup bu ¢6ziimler kararlidir [32], [33], [34]. Camassa-
Holm Denklemi bi-hamilton yapiya sahiptir ve tamamen integrallenebilirdir [32], [35].
Camassa-Holm Denkleminin Hamilton yapisi ile ilgili olan en genis kapsamli ¢alisma

A. Constantin tarafindan gergeklestirilmistir [36].

A. Constantin ve J. Escher baslangi¢c kosulunun genis bir sinifi i¢in Camassa-Holm
denkleminin Cauchy problemi i¢in global ¢oziimiiniin varligini ve ¢oziimiin patlama
olaymi arastirarak yeni sonuglar elde etmislerdir. Ayrica yaptiklari ¢aligmalarda

Camassa-Holm denkleminin zayif ¢6ziimiinii 6grenmislerdir. [37], [38], [39].

A. Constantin, J. Escher ve L. Molinet Cauchy probleminin global ¢dziimiin varligi
ve ¢Oziimiin sonlu bir zamanda patlamasi lizerine 6nemli arastirmalar yapmislardir.
Caligmalarinin sonucunda herhangi bir T > 0 pozitif reel sayist ile birlikte verilen u,
baslangi¢ kosulu igin uy € H*(R) olmak iizere y,(x) = uq(x) — uo, (x) ifadesinin
pozitif olmas1 durumunda u € C ([0, T], HX(R)) olacak sekilde global zayif ¢6ziimiin
varlig1 gosterilmistir. Bununla birlikte, uy(x) € H3(R) ve uy(x) tek fonksiyon olmak
lizere eger u, (0) < 0 sart1 saglaniyorsa Cauchy problemi igin u, baslangic kosulu ile
incelenen ¢oziimiin sonlu bir zamanda patladig1 tespit edilmistir. [37], [40].

2000 yilinda, A. A. Himonas ve G. Misiolek Camassa-Holm denkleminin bir

modifikasyonu olan periyodik Cauchy probleminin yerel ¢6ziimiin varligimi ve

tekligini ayrica ayni problemin global ¢6ziimiiniin varligini da ispatlamislardir [41].



Y. A. Li, P. J. Olver ve G. Misiolek s > % olmak tizere H® Sobolev uzayinda sig su

dalgalarina bir model olarak ortaya ¢ikan nonlineer dispersiv dalga denkleminde yerel
¢Ozlimiin varligini ve tekligini ispatlamislar ve problemin kuvvetli ¢6zlimlerinin sonlu
bir zamanda patlamasina neden olan baslangic kosullar1 iizerine c¢alismalar

yapmiglardir [42], [43].

Ayrica L. Tian, G. Gui, Y. Liu ve Y. Zhou, Camassa-Holm denkleminin bir
modifikasyonu olan Dullin, Gottwald ve Holm (DGH) Denklemi iizerine ¢alismalar

yaparak elde ettikleri sonuglari [44], [45] ¢alismalarinda yayilamislardir.

E. Novruzov, [46-47] calismalarinda zayif disipatif Camassa-Holm denklemi ile zay1f
disipatif Dullin—-Gottwald—Holm (DGH) denklemi i¢in Cauchy probleminin pozitif

kuvvetli ¢dzlimlerinin sonlu bir zamanda patlamasi i¢in yeterli kosullar elde etmistir.

A. A. Himonas ve C. Holliman, (k+1). mertebeden lineer olmayan genellestirilmis

Camassa-Holm Denkleminin baslangi¢ deger problemi iizerinde c¢alismalar yaparak
s > % icin H® Sobolev uzayinda, problemin yerel ¢6ziimiin varligin1 géstermislerdir
[48].

E. Novruzov ve A. Hagverdiyev [49], ¢alismalarinda keyfi dispersiyon katsayili ve
kompakt destekli baglangi¢ degere sahip olan disipatif Camassa-Holm denkleminin
global ¢oziimiiniin varligini garanti edecek ve ¢ozlimiin sonlu bir zamanda patlamasini

saglayacak basit kosullar elde etmislerdir.

Sonraki yillarda A.A. Himonas ve G. Misiolek, Y.A.Li, P.J. Olver, Z. Yin, Y. Zhou,
L. Brandolese, H. Holden, E. Novruzov ve digerleri tarafindan farkli sig su
Denklemleri i¢in yerel ve yerel olmayan patlama kosullari altinda ¢6ziimlerin patladig:

gosterilmisti.

Camassa-Holm denklemi i¢in iki bilesenli model ilk olarak [50] da olusturuldu ve
Olusturulan bu model sig su teorisinde 6nemli bir modeldir. [51, 52, 53]. [51] ve [52]
daki makalelerdeki stvi modelleri vorticity icermektedirler. [54] de, pertiirbatif simetri
yaklagimi kullanilarak integrallenebilir iki bilesenli denklem sistemlerinin
siniflandirilmasi yapilmistir [51] 'te yazarlar diizgiin ¢6ziimlerde tekilliklerin ortaya
c¢ikmasinin tek yolunun dalga kirilmasi ile oldugunu ve dolayisiyla u nun smirh
kaldigini, ancak u, m zaman ic¢inde smirli kalmadigimi gostermektedirler. Uygun

tanimlanmis baslangi¢ verileri i¢in dalga kirilma olay1 gergeklesir. Dahasi, [51] 'de



uygun azalma hizina sahip baslangi¢ kosullar1 i¢in (5.1)-(5.4)" in kiigiik ve biiyilik
amplitiitlere sahip gezen dalga ¢6ziimlerinin global varligi kanitlanmistir. Bu
arastirmanin ilging sonuglarindan biri soliton dalgalarin diizgiin olmasidir. Boylece iki
bilesenli Camassa-Holm genellesmesi i¢in zirve c¢oziimlerinin mevcut olmadigi
anlagilir. [55] de baslangig verileri (U(ug, po — 1) € HS(R) x HS"1(R) ve s > 2
olmak iizere iki bilesenli Camassa-Holm sistemi igin yerel iyi konumluluk [56] da
verilen Kato Teoremi uygulanarak arastirilmis ve sistemin kuvvetli ¢oziimler i¢in bazi
kesin patlama senaryolari elde edilmistir. Besov uzaylarinda iyi konumluluk Gui ve
Liu tarafindan incelenmistir [57], ve ayni zamanda yazarlar, sonlu zamanda
patlamanin birinci bilesenin egimi veya ikinci bilesenin egimi ile belirlendigini
gostermistir (ayrica bakiniz [51, 55]). Patlama kriteri [58] 'de daha belirgin hale
getirilmistir, burada yazarlar sonlu zamanda dalga kirilmasinin sadece u nun egimine
bagli oldugunu gostermislerdir. Modifiye edilmis iki bilesenli Camassa-Holm
sisteminin 6zellikleri de bir¢ok ¢alismada incelenmistir, 6rnegin; [58-65]. Camassa-
Holm denkleminin hidrodinamik teorisi agisindan olan 6nemi ile ilgili detaylar [66]
'da Constantin ve Lannes tarafindan matematiksel olarak titizlikle tanimlanmuistir.
(Daha o6nce Johnson [67] Camassa-Holm denklemini asimtotik analiz kullanarak
tiretmigstir); ek olarak, yazarlar, ele alinan modeller i¢in dalga kirilma olayimi
incelemiglerdir. Denklem bi-Hamiltonian bir yapiya sahiptir [68] ve tamamen
integrallenebilirdir [32,69-72]. k = 0 oldugunda, Camassa-Holm denklemi “zirve” /
“peakon” olarak adlandirilan siireksiz birinci tiirevlere sahip tekil dalgalar tiretir ([31]).
Bressan ve Constantin [73] de dalga kirildiktan sonra, Camassa-Holm denkleminin
¢Oziimii global conservative veya global dissipative ¢oziim seklinde genisletilebilir ve
bu ¢oziimiin genislemesi tektir. Diizgiin, kompakt degerli baslangi¢ degerlere sahip
¢oziimlerin tekilliklerinin sadece dalga kirilmasi seklinde olusacagi dalga teorisi
acisindan Ozellikle ilgi gekicidir [74]. [38, 42, 75] 'de dalga kirilimi baslangig
verilerinin genis bir sinifi igin belirlenmistir. kK =0 durumunda Camassa-Holm
denklemi i¢in (ve bunun iki bilesenli genislemesi i¢in) sonsuz yayilma hizi 6zelligi

incelenmistir [76- 80]. (k # 0 i¢in ayrica [49]' de inceleme yapilmustir).

Ayrica, sifirdan farkli dispersion katsayili Camassa-Holm denklemi i¢in genis problem
yelpazesi [42, 47, 49, 81] 'da incelenmistir. Ozellikle, ilgili ¢dziimiin global varligin
veya sonlu bir zamanda patladigin1 garanti eden baglangi¢ verileri iizerine belirli

kosullar elde edilmistir. Bu denklemin 6zel bir hali Dai tarafindan tanitilan



hiperelastik ¢ubuk dalga denklemi olur [82, 83]. (5.1) denklemi igin Cauchy
probleminin yerel olarak iyi konumlu oldugu dikkate alinmistir [84] (ayrica bkz. [85,
86, 87, 88]). Bu tiir denklemler i¢in patlama kriterlerinin sistematik sekilde bazi1 global
nicelikleri, global kosullar1 veya potansiyel i¢in anti simetri varsayimlar1 ve isaret
kosullar1 dikkat ¢ekmektedir. Bu baglamda daha once bilinen patlama kriterlerinin
aksine Brandolese ve Cortez ¢alismasinda ug(x,) ve uy(x,) fonksiyonlarmin tek bir
Xo noktasinda degerlerini i¢eren uzaya gore yerel kosulunun 6nerilmesi ilgingtir. [89]
de yazar, [90] da elde edilen patlama kosulunu kesinlestirmistir. Yukarida belirtilen
[88- 91] makalelerin motivasyonu ile, (5.1) - (5.4) te verilen iki bilesenli denklem
sistemi i¢in “uzaya gore yerel” bir patlama kriteri olusturacagiz. Boliim 5.2'de, elde
edilecek yeni patlama sonucunun ispati i¢in ¢ok énemli olan bazi yararl bilgiler yer
alacak. Bu bilgilerden yararlanarak elde edilecek yeni patlama kriterlerinin ispati

Boliim 5.3'te yapilacak.

1.2 On Bilgiler.
Bu kisimda, gelecek béliimlerde kullanilacak yararli bazi 6n bilgiler ve esitsizlikler
yer alacaktir.

Tanim 1.1: (C™(2) uzay1) 2 c R™ de bir bolge ve m = 0 ve tamsay1 olsun. 2
tizerinde tanimlanmus siirekli, sinirli ve |@| < m olmak tizere (D%*¢) kismi tiirevleri

stirekli ve sinirli olan tim ¢ fonksiyonlarini igeren vektor uzayr C™(£2) ile gosterilir.

Bu vektor uzay1 tizerinde asagidaki bigimde bir norm tanimlanmigtir [92].
Vo € C™(Q) icin Il ¢ llemay= Tt sup ¢ (1) (11)
XEN ’

Tanim 1.2: (C*(2) uzay1) Q c R™ bir bolge olsun. 2 {izerinde tanimli, siirekli ve
sonsuz (her mertebeden) siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlardan olusan vektor

uzay1 C*(2) uzayi ile gosteilir. Yani C*(2) = Ny=o C™(2) gosterimi saglanir [92].

Tanim 1.3: ((LP(2) uzay1) Q ¢ R™ de bir bolge, p > 0 ve p € R igin,

fﬂlu(x)l’”dx <o (1.2)



kosulunu saglayan u: 2 — R 6lgiilebilir fonksiyonlarindan olusan vektor uzayi LP (2)
ile gosterilir. LP () vektor uzay: lizerinde p = 1 igin asagidaki bigimde bir norm

tanimlanmistir [92]

1/p
lwllpay = <f |u(x)|pdx> (1.3
0

Tanim 1.4: (Esasli Supremum) 2 c R" bir bolge ve u:2 — R olgiilebilir bir
fonksiyon olsun. Eger Q iizerinde hemen hemen her yerde |u(x)| < K esitsizligini
saglayan bir K > 0 sayis1 bulunabiliyorsa u fonksiyonuna 2 {izerinde esas sinirli
(essentially bounded) fonksiyon denir. Boyle K'larin infimumuna da u fonksiyonunun

esaslt supremumu denir ve

esssuplu(x)| = inf{K: [uC)l < K, h.h.y.} (1.4)

ile gosterilir [92].

Tanim 1.5: (L*(2) uzay1) 2 € R™ bir bolge olmak {izere 2 ilizerinde 6lgiilebilir ve
hemen hemen her yerde sinirli olan fonksiyonlardan olusan uzaya L (£2) uzay1 denir.

Bu vektor uzay1 tizerinde asagidaki bigimde bir norm tanimlanmigtir [92].

ltll oy = esssuplu(o)] w5

xen
Teorem 1.1: p € [1, o]igin LP (£2) Banach uzayidir [92].

Tanim 1.6: ( Zayif Tiirev ) 2 € R™ bir bdlge, u, v € L;,.(2) ve a multi indeks olsun.
Eger her ¢ € C°(£2) igin

JyuD*¢pdx = (=11 [ ¢pvdx (1.6)

esitligi saglaniyorsa v fonksiyonuna u fonksiyonunun Q bolgesinde a. mertebeden
zayif tiirevi denir ve D*u = v ile gosterilir [93].

Tanim 1.7: ( Sobolev Uzay1 ) 2 c R" bir bolge, 1 < p < oo ve k negatif olmayan bir
tam say1 olsun. || < k olmak iizere her o multiindeksi i¢in D%u zayif tiirevi var ve
L? () uzayna ait olan u € Lj,.(2) fonksiyonlarmin olusturdugu uzaya Sobolev uzay1

denir ve WP () ile gosterilir. Yani bu uzay

WkP(Q) = {u € Lj, ()| D*u € LP(2), 0 < |a| <k} (1.7)



seklindedir. WP () uzay1 normlu bir lineer uzaydir ve bu uzay iizerinde tanimlanmis

norm 1 < p < oo i¢in;

1/p
”u“Wk:P(Q) - <205|a|SkL|Dau|pdx> =

1/p
(Zostai=llDulTp ) (18)
Ve p = o i¢in;

”ullwkrw(_()) = Zos|a|sk esssuplDaul = Zos|a|sk”Dau”Lw([2) (1 9)
XEN '

seklindedir [93].

Teorem 1.2: 1<p <o ve k=1,2,.. olmak iizere W*P(Q) uzay1 iizerindeki

Il lyy k.0 () normuna gdre Banach uzayidir [93].

Teorem 1.3: W*2(2) uzay: bir Hilbert uzayidir ve H*(Q) ile gosterilir. Bu uzay

lizerindeki i¢ carpim u, v € W*2(2) olmak iizere
(W, V) 2y = Zoslalsk Jo DT ulx)D¥v(x)dx (1.10)

seklinde tanimlanmustir [93].
Tanim 1.8: X, Y normlu lineer uzay olsunlar. Bu durumda

i) XcvY
i) Vf € Xicin ||f|ly < C||f]lx olacak sekilde C > 0 vardur.

kosullart saglanirsa X uzay1 Y uzayna siirekli gomiiliir denir ve X — Y ile isaret edilir.
[92].

Teorem 1.4: Q c R™ smurh bir bolge olsun. 1 < p < q < o igin LI(2) c LP ()
dogrudur. Ayrica u € L1(£2) igin

Q1P ull ey < 1214l ooy (L.11)
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

L1(2) - LP () (1.12)

stirekli gomiilmesi gegerlidir [92].



Teorem 1.5: m > 1 tamsay1 ve 1 < p < oo olmak lizere asagidaki stirekli gdmiilmeler

gecerlidir.

i Sor - _ ™ g L_1_m.. mp (Rn apn
i) Egerp n>0 ise ~ =~ nlqan (R™) c L1(R™),

i) Eger-—2=0 ise Vq€ [po) icin WM™P(R™) c LI(RM),

n

=

iii) Eger %— <0 ise WMP(R™) © L*(R™).

iii) durumunda

n n
|- 5” , el
n n (1.13)
m— ; — 1 den kiigiik pozitif tamsay;, E EZL
Ve
k=m -2 o=(m-2)—k
‘[’”‘;”' ‘(’”‘;)‘ (114)
olmak iizere
k, —¢L
— p
Y = n n (1.15)
m——-—1, —€Z
p p
seklinde tanimlanirsa
ID%ullo(eny < Cliullympgeny, Vel <y (1.16)
ve ayrica
ID“u(x) — D*u()| < Clx = y|°lullympny h.hy., lal=y (1.17)
olur. Dolayistyla
lulley(zny < Cillullympany (1.18)
saglanir [94].
Tanim 1.9: (Konvoliisyon) f,g € L}(R™) ve x € R™ olmak iizere,
h(x) = [ o f(x —y)g(y)dy (1.19)

seklinde tanimlanmis olan 4(x) fonksiyonuna f ve g fonksiyonunun konvoliisyonu

denir ve



h=fxg (1.20)

ile gosterilir [94].
Teorem 1.6: f,g € LY(R™) olsun. f ve g fonksiyonunun konvoliisyonu degisme

ozelligine sahiptir [119]:

frg=g*f (1.21)

Tanim 1.10:( Iyi Tanimlilik ) Bir kismi diferansiyel denklem i¢in verilen bir problemin
tek bir ¢Oziimii varsa ve bu ¢Oziim baslangic degerlerine siirekli bagliysa verilen
probleme iyi tanimlidir denir [93].

Tanim 1.11: (Coziimiin Patlamasi) Bir baslangi¢ sinir deger probleminde 2 c R™ agik
bolge , T > 0 olmak tizere £2 X [0, T)’de ¢oziimiin var oldugu T'lerin supremumuna
¢Oziimiin varlik araligi denir ve T ile gosterilir. Eger T* = +o0o ise globa ¢6ziim

vardir, T* < 400 ise ¢ozlim sonlu bir zamanda patlar denir.

I¢cbiikeylik Yontemi:

Cauchy probleminin yerel ¢6ziimii cinsinden yazilmis, ¥(0) > 0,%'(0) > 0
Ozelligine sahip bir ¥ (t) fonksiyonelini bulmaya ve onun bir diferansiyel esitsizligi

sagladigin1 gostermeye dayanir ve asagida bir lemma olarak verilmektedir [7,11-12].

Lemmal.l

Y(t) fonksiyonu, t > 0 oldugunda bir y > 0 sayist i¢in;

PP -1+ =0 (1.22)

esitsizligini saglayan, iki kere diferansiyellenebilen, pozitif bir fonksiyon olsun.

Y(0)>0 ¥'(0)>0 (1.23)
ise,
t; < +(0) (1.24)
y¥'(0)
Olmak tizere,
t ->t; icin  W(t) - oo (1.25)

10



Bu lemma'y1 kullanarak global yokluk teoremi ispatlayan arastirmacilar, bu lemma'nin
uygulanamayacagi bir¢cok problemle de karsilastilar. Levine'in [6]'de de bahsettigi gibi
yukaridaki lemma'nin uygulanabilmesi i¢in A operatoriiniin simetrikligi ve negatif
olmayis1 ¢ok onemliydi. V. K. Kalantarov ve A. Ladyzhenskaya [11] tarafindan
verilen ve "Genellestirilmis I¢biikeylik Yontemi" denilen bir genisletme, bu zorlugun
asilmasina yardimci oldu. Bu genisletme, Levine'in lemmasini da bir 6zel hal olarak

iceriyordu:

Lemma 1.2
Bir W(t) € C?, ¥(t) =0 fonksiyonuy >0, C;,C, =0 reel sayilar igin;

POYE) - 1+ V'O = —2C,P@OW' () - CP2 (D) (1.26)

esitsizligini saglarsa

a)
Y1 =—-C + C12 +yC,
5 (1.27)
Y2 =—C; —Cf +7vC,
olmak tizere
w(0) >0, ¥'(0)>y,y 'W(0), C;+C;>0 (1.28)

olmasi halinde t, sayisi;

1 1% (0)+y¥’' (0)

n !

formiiliinden hesaplanmak iizere dyle bir t; < t, pozitif reel sayis1 vardir ki,

t2:

t -t icin P(t) » o (1.30)
Olur.

b)
Y(0) >0, ¥(0)>0 ve C; =C, =0 olmasi halinde t, sayisi;

¥(0)
= ) (1.31)

formiiliinden hesaplanmak tizere Gyle bir t; < t, pozitif reel sayis1 vardir ki,

11



t > t;icinW(t) - oo (1.32)
Olur.

Esitsizlikler:

Cauchy Ejsitsizligi [96]:

a’?> b?
b<—+—
ab < — + (1.33)
Young Esitsizligi [95]:
ab S%p+l;—q a,b>0 ab € R ve
1411 1< < o
p g Sba (1.34)
Holder Esitsizligi [95]:
[ tuvlax < el ol
U
lyl=1,1<p g
poa (1.35)
u€ LP(U), ve Li(U)

12



2. DOGRUSAL OLMAYAN PETROVSKY DENKLEMi iCiN BAZI
BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMLERININ GLOBAL COZUMUN
YOKLUGUNUN INCELENMESI

2.1 Simirda Zayif Soniim Terimi Iceren Baslangic-Simir Deger Problemi

Bu boliimde asagida (2.1)-(2.3) ile verilen Problemin ¢oziimiiniin patlamasi

incelenmistir.
U +A%u=f(w) (t,x) €[0,T) xQ (2.1)
u=0, Au+ a(x)% =0, (tx)e[0,T)xT (2.2)
U,(O, .X') = 'U.O(.X'), ut(oi x) = ul(x)' x € Q (23)

burada Q c R"™ sinurl1 ve yeterince diizgiin T’ sinirina sahip bir bolge, T > 0 herhangi
bir reel say1 v dis dogrultudaki normal ve a(x) = 0, Q bolgesinin sinirinda verilmis

diizgiin bir fonksiyondur.

f(u) Fonksiyonu ilkeli F(u) = fouf(f)df olan ve asagidaki esitsizligi V u € R"

fonksiyonuvey > 0, C, > 0 reel sayilari i¢in saglayan bir fonksiyon olsun.

fw)-u=2Qy+ 1DF) —C, (2.4)

Bu verilerle (2.1)-(2.3) Baslangi¢-Sinir Deger Probleminin genel ¢6ziimiiniin yoklugu

hakkindaki agagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 2.1:

uy(x) ve uy(x) asagidaki esitsizlikleri saglasinlar.

fuozdx >0 (2.5)
q .
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Qy+1) (2 f F(ug)dx — f u 2dx — f (Auo)zdx> —ColQ =0 (2.6)
Q Q Q

fn ug?dx + fra(x) (%)2 dxl

f a(x) (auo) (2.7)

Zf Ugudx > 2y (1 +y)
Q

¥1=0y,=-2(1+y) (2.8)
5 du, 2
A= f U dx+fa(x) (6_1/) dx (2.9)
Q r
du, 2
B = 2]/.’— UgUqdx +yf a(x) (6_) dx (2.10)
Q r v
ve
ty = —— In—
2= 304y A48 (2.11)

Olmak {izere 3 t; < t, reel sayis1 vardir Ki,
. 2 t ou 2
girtr: (fnu dx + fO fra(x) (5) dx dt) - 400 2.12)

Ispat:

Teoremi ispatlamak igin asagidaki fonksiyonun Ladyzhenskaya-Kalantarov

Lemmasindaki hipotezleri sagladigini géstermek yeterli olacaktir.

Y(t) = fﬂuzdx + fotfra(x) (Z_u)

Bu amaca ulasabilmek i¢in asagidaki esitlikler kullanilacak.

ax—u%dxd
ff (x)

ffa(x)— — dxdt=

14

2 2

dx dt + fr a(x) (%) dx (2.13)



2 2

dx — f a(x) <8u0) dx (2.14)

- [0 (@

Bu esitliklerden asagidaki denklem elde edilir.

2

J.a(x) dx— 2[ fa(x)——dxdt+fa(x) (%) dx (2.15)

Yukarida elde edilen denklemden yararlanarak W' (t) ve W" (t) tirevleri hesaplanacak

olursa;
Y'(t) =
dug\>

f uudx + Zf ja(x)——dx dt + j a(x) (W) dx (2.16)

Y'(t) tirevi elde edilir ve bundan,
uou,;
Y (t) = 2] (u,)?dx + 2 j U dx + ZJ a(x)——d (2.17)
Q Q
(2.1) denklemi kullanilarak asagidaki denklem elde edilir.
f Upeudx = f fudx — f (A%uw)udx (2.18)
Q Q Q '

f(u) fonksiyonunun sagladigi (2.4) esitsizligi ve (2.2) de verilen sinir sarti
kullanilarak W' (t) igin asagidaki esitsizlik elde edilir

wr(t) = Zf (up)?dx + fo(u)udx - Zf (A%u)udx
Q Q Q

ou du,
+2 f a(x)a—a—d

=2 fﬂ(ut)zdx + 2 Jﬂf(u)udx -2 JQ(Au)de

15



>2 L(ut)zdx +4Q2y +1) fQF(u)dx — 2G| =2 fQ(Au)de (2.19)

Denklemi elde edilir. W' (t) igin bir alt sinir elde edebilmek amaciyla karakteri

hakkinda bir sey sdylenemeyen | Q (A%u)u dx integralinin yerine davranisi daha belirli
olan fQ(Au)de integrali alinmigtir. Bu islem asagida verilecek olan Green-Gauss

0zdesliginden yararlanilarak yapilmistir.

av du
J. (uAv —vAu)dx = f (u— — v—) dx
Q r\ ov ov

(2.1) denkleminin her iki tarafi u, ile garpilip Q iizerinde integre edilerek asagidaki

denklem elde edilir.

1d

——f (u)%dx +1ij- (Au)?dx +
2dt )yt 2dt ),

J;a(x) (%)2 dx — %jﬂF(u)dx =0 (2.20)

Enerji ifadesi olarak asagidaki denklemi tanimlayalim.
1 1
E(t) = —f (u)%dx +—f (Au)?dx — f F(u)dx (2.21)
2J)q 2J)q Q '

Eger (2.20) denkleminin her iki tarafi [0, t] araliginda t ye gore integre edilir ve E (t)

nin tanimi1 kullanilirsa agagidaki denklem elde edilir.

%fﬂ(ut)zdx +%fQ(Au)2dx — fQF(u)dx =

Uy

E(0) — fo t fr a(x) (Z—V>de dt (2.22)

Simdi E(t) fonksiyonu kullanilarak W'’ (t) i¢in bir alt sinir elde edilebilir.

du;

W(E) = 4(2y + 1) [ fo t fr a(x) (E)z dx dt — E(O)l

+4yj (Aw)?dx + 4(y + 1)[ (up)?dx — 2C,|Q| =
Q Q
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4y fQ(Au)de +4(y +1) U:fra(x) (%)2 dx dt + fﬂ(ut)zdxl

t ou 2
+4y.f f a(x) (a_vt) dx dt — 42y + 1)E(0) — 2C,|Q] (2.23)
oJr
yukaridaki esitsizlikte pozitif olan bazi sag taraf terimleri esitsizlikten ¢ikarilarak

$'(t)=4(y+1) U:fra(x) (%)2 dx dt + fn(ut)del

—4(2y + DE(0) — 26, (2.24)

esitsizligi elde edilir. Eger (2.6) de verilen teoremin sart1 ve E(t) fonksiyonu goz

Ontine alinarak yukaridaki esitsizlige bakilirsa,

t Q)
P'(t)=4(y+1) f fa(x) (—t) dx dt + f (uy)?dx (2.25)

0o Jr dv Q
oldugu goriiliir. (2.25) esitsizliginden W''(t) > 0, V t = 0 olacag asikardir. (2.7)
esitsizliginden,

g\
vY'(0) = ZJ UgUydx + J a(x) (—) dx >0
Q r av

elde edilir. Yazilan son iki esitsizlikten V t = 0 i¢in W'(t) = 0 sonucuna varilr.

Simdi asagidaki denklem i¢in bir alt sinir arayalim.

x@® =¥"O¥® - A +NY'O)° (2.26)

(2.26) esitligindeki W(t), W' (t) ve W' (t) yerine sirasiyla (2.13), (2.16) ve (2.25)

denklemlerindeki esitleri alinirsa,

x(@) =4y +1) {Uotfra(x) (%)2 dx dt + fn(ut)zdxl
X fﬂ u?dx + j:j;a(x) (g—ﬁ)z dx dt + fra(x) (%)2 dxl
[f uutdx+f fa(x)aa—dxdtr
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| [ar s [ [ a0 Ze e «

[ a0 (2 - f a(22) 4 2} _

A+ D) {[ [ [« (24) ax ae + [ wras

[ [ oo s o2 -
[ones [ Latm 2% ara

% fr a(x) (%)2 dx X ‘P’(t)} 2.27)

X

Bu asamadan sonra (2.27) esitsizliginin ilk {i¢ satirinda goriilen iki terimin

toplaminin negatif olamayacagi gosterilecektir.

Asagida verilen Holder esitsizliginden yararlanarak,

[hu-vtae = ([ ) ([ )

asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

jﬂ|uut|dx < <] uzdx>% <] (ut)zdxf.
Q Q

aua

N[ =

Uot jr (a%(x) %)2 dx dtr . Uot JF (a%(x) %>2 n dtr

yukaridaki iki esitsizlik taraf tarafa toplandiktan sonra her iki tarafin karesi alinarak

asagidaki esitsizlik elde edili

18



uudx + a(x) —uﬁ dx dt 2
e+ [ f a0 55 5ana
< <fﬂu2dx>%- <fﬂ(ut)2dx>% +

U:fr(a%(x) Z_Z)Z dx dtl; : U:j;(a%(x) %)2 N dtl;
= Unude * jotjra(x) <g_1:>z dx dtl
fﬂu?dx d fotj;a(x) (%)2 dx dt]

yukaridaki esitsizligin son kismi reel sayilar igin gegerli olan asagidaki esitsizlikten

yararlanilarak elde edilmistir.
(ayby + azby)? < (af + a3)(bi + b3)

simdi (2.27) esitsizliginin ilk {i¢ satirinda goriilen iki terimin toplami i¢in bir alt sinir

[ JO t JF a(x) (%)2 dx dt + fﬂ(ut)de
lfﬂuzdx + j:fra(x) (Z—Z)Z dx dt + fra(x) (%)2 dxl —
Uuutdx+f fa(x)ga—dxd r =
Uotjra(x) (%)2 dx dt + fn(ut)zdx
Uﬂuzdx + J:fra(x) (3_1:)2 dx dtl _
[f uutdx+f fa(x)——dxdtr+

olusturulabilir.

X

X

19



av

Uot fr a(x) (%)2 dx dt + fn(ut)zdx
U:fra(x) (%)2 dx dt + fﬂ(ut)de

dolayisiyla y(t) i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.

X fra(x) (%f dx >

X fr a(x) (%)de =0 (2.28)

2

dugy
() =20y + 1)f a(x) (%) dx X P'(t)
r

>-2(y+1) Uotjra(x) (3—1:) dxdt + jﬂuzdx +]Fa(x) (%) dxl (1)

= 20y + DWOW'(D) (2.29)

sonug olarak y(t) icin bir alt sinir elde edilmis olur.

x@® =¥"OP®) - A+ O =
—2(y + DY OY' () (2.30)

Ve Dboylece C; =14y, C, =0 olmak iizere Ladyzhenskaya-Kalantarov
Lemmasindaki hipotezler saglanir ve dolayisiyla Teorem 2.1 in ispati tamamlanmis

olur.

Ornek 2.1:

Yukaridaki probleme ilk 6rnek olarak asagida (2.31)-(2.33) ile verilen Problemin

¢ozlimiiniin patlamasi incelenmistir.

Upr + Uy = U3 (E,x) € [0,T) % [0,1] (2.31)

ou,
u=0, uxx+a=0, t €[0,7), x=0ve x=1 (2.32)
'U,(O, X') = uo(x), ut(ot X) = ul(x), X € [0'1] (233)

Bir boyutlu uzayda verilsin. Burada Q. ¢ R® [0,1] araligina karsilik gelmektedir.

Problemde sag taraf fonksiyonu ve ilkeli,
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1
f) =, Fw) = gu' (2.34)

olarak alinmistir. y = 0,5 reel sayis1 icin ve her u € R! icin (2.4) esitsizligi

saglanmaktadir. y = 0,5 i¢in C, =1, C;, = 1,5 ve C, =0 olmaktadir.

uy(x) ve uy(x) fonksiyonlari asagidaki esitsizlikleri saglamalidirlar.

1
f u§dx >0, (2.35)
0
1 1 L/ d2uy (%) 2
4 2

fouodx—ZJ;) uldx—Zj;< Tx? >dx—120 (2.36)

1 1
2] UgU,dx > 6] u dx (2.37)

0 0

Ornegin asagidaki fonksiyonlar bu esitsizlikleri saglamaktadirlar.
ug(x) = 20 sin(mx) u; (x) = 100 sin?(mx) (2.38)

Dolayisiyla (2.31)-(2.33) baslangi¢-sinir deger probleminin genel ¢éziimiiniin yoklugu

icin yukarida verilen teoremin sartlar1 bu problem i¢in saglanmaktadir.

Y1=0, Y2=-3 (2.39)
Olmak tuzere,
f01 Uy dX
t,==In n T = 0,4090331099 (2.40)
3 -3 [ ufdx + [ uoudx

olarak hesaplanir ve dyle bir t; < 0,4090331099 sayis1 vardir ki

1

- 2
th_)r?l ) u“dx - +oo (2.41)
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Ornek 2.2:

Yukaridaki probleme ikinci 6rnek olarak Ornek 2.1°deki problemde sadece sag taraf
fonksiyonu f(u) = u* olarak degistirelim, sinir sartlarini ve baslangic fonksiyonlarimni
aynen alalim.

Olusturulan bu yeni baglangi¢-sinir deger probleminin genel ¢dziimiiniin yoklugu i¢in
Teorem 2.1 de verilen gerekli sartlar saglanmaktadir. Bu 6rnekte. y = % icin Cyp =1,

C, =175 ve C, =0 olmaktadir. Bu degerlere karsilik;

¥1=0, Y2 =35 (2.42)
Olmak tizere,
1
1 2y | - upuq dx
t, = —1In . Jy ot . = 0,2280045918 (2.43)
35 35 J, ubdx + 2y [ uousdx

olarak hesaplanir ve dyle bit t; < 0,2280045918 sayis: vardir ki

1

: 2
L Ou dx > +oo (2.44)

Ornek 2.3:

Yukaridaki probleme iigiincii 6rnek olarak Ornek 2.2°de yaptigimiz gibi problemde

sadece sag taraf fonksiyonu f(u) = u'ls olarak degistirelim, sinir sartlarin1 ve

baslangi¢ fonksiyonlarini aynen alalim.
Olusturulan bu yeni baslangi¢-sinir deger probleminin genel ¢6ziimiiniin yoklugu igin

(2.4) esitsizligini saglayacak herhangi bir y > 0 sayis1 bulunamamaktadir.

Ornek 2.4:

Yukaridaki probleme dordiincii drnek olarak Ornek 2.1°de verilen baslangig-sinir
deger problemini, baslangi¢ fonksiyonlarini asagida verilen sekliyle gbz 6niine

alalim.

uy(x) = 0,01 sin(mx) u;(x) =0 (2.45)
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Olusturulan bu yeni baslangi¢-sinir deger probleminin genel ¢éziimiiniin yoklugu
icin secilen yeni baslangic fonksiyonlari Teorem 2.1 de verilen (2.6) esitsizligini

saglamamaktadir.

2.2 Simirda Giiglii Soniim Terimi Iceren Baslangic-Simir Deger Problemi

Bu bolimde asagida (2.46)-(2.48) ile verilen Problemin ¢6ziimiiniin patlamasi

incelenmistir.
U + A%u = f(Au)(t,x) € [0,T) X Q (2.46)
o 0,2 4 Bt = 0,(6,2) € [0,7) xT (2.47)
v av
u(0,x) = up(x), u(0,x)=u;(x), x€ Q (2.48)

burada Q c R" siirl ve yeterince diizgiin I sinirina sahip bir bolge , T > 0 herhangi
bir reel say1 v dig dogrultudaki normal ve S(x) = 0, Q bolgesinin sinirinda verilmis

diizgiin bir fonksiyondur.
f(u) Fonksiyonu ilkeli F(u) = fouf(f)df olan ve asagidaki esitsizligi V u € R"
fonksiyonu ve y > 0 reel sayisi igin saglayan bir fonksiyon olsun.

fu <22y + 1F(w) (2.49)

Bu verilerle (2.46)-(2.48) Baslangig-Sinir Deger Probleminin genel ¢6ziimiiniin

yoklugu hakkindaki asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 2.2:

Baglangi¢ fonksiyonlart uy(x) ve u;(x) asagidaki esitsizlikleri saglasinlar.

fQIVuOIde >0 (2.50)

1 1
EJQIVullzdx + EfQIVAuolzdx + JQF(Auo)dx <0 (2.51)
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Zf VuoVudx > 2(1+y™1) U |Vug|?dx + f,B(x)(Auo)zdxl
Q Q r

(2.52)
- | e @ugyax
r
Y1=0y,=-2(1+y) (2.53)
A= f |Vuo|?dx + f B (x) (Aug)*dx (2.54)
Q r
B =2y [ VugTudx +y [ pO (8w ax (255)
o) r
ve
. . 1 ; B
272 +y) "V,A+B (2.56)
olmak iizere 3 t; < t, reel sayis1 vardir ki,
t
lim (f |Vu|?dx +j- fﬁ(x)(Au)zdx dt +> - +0o0 (2.57)
t-t, Q 0 Jr i

ispat:

Teoremi ispatlamak igin asagidaki fonksiyonun Ladyzhenskaya-Kalantarov

Lemmasindaki hipotezleri sagladigini gostermek yeterli olacaktir.

t
Y(t) = f |Vu|?dx +f fﬁ(x)(Au)zdx dt +fﬁ(x)(Au0)2dx (2.58)
Q 0o Jr r
olarak alahm. W'(t) ve W' (t) tiirevleri hesaplanacak olursa;

W) = zf

VuVu,d Au)*d
) uVu x+frﬁ(x)( u)“dx (2.59)

Kullanimda kolaylik saglayacagi i¢in (2.59) denkleminin sag tarafindaki ikinci

integral yerine asagida hesaplanacak olan esitini alalim.
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2 | t [ peosuuardc =
J:Lﬁ(x)%mu)zdxdr _

f BG)BW2[Thdx =
r

- f B0 (b 2dx — f B(0) ()2 dx (2.60)
r r
Bu denklemden ;
J.B()(Aw)?dx =
7 fot fF,B(x)AuAutdxdt + frﬁ(x)(AuO)zdx (2.61)

denklemi elde edilir. Bu ifade denklem (2.59) de yerine yazilarak,

Y(t) = 2] VuVu,dx
Q

; (2.62)
+ Zf fﬁ(x)AuAutdxdt+f,8(x)(AuO)2dx
0 Jr r
Y'(t) tiirevi elde edilir ve bundan
Y (t) = Zf |Vue|2dx + 2f VuVu dx + Zfﬁ(x)AuAutdx (2.63)
Q Q r

Denklemi elde edilir. W' (t) igin bir alt sinir elde edebilmek amaciyla karekterleri
hakkinda bir sey sOylenemeyen integrallerin yerine davranislar: daha belirli integraller

yazmak i¢in, Green-Gauss teoreminden ;

Ju
f VuVu, dx = —f Auug dx + f Uy —dx (2.64)
Q Q ro ov '

Z—Z L= 0, oldugundan (2.64) denkleminin sag tarafindaki ii¢iincii integral,
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f 6ud _ 0
Futtav X =

olur. (2.46) denkleminin her iki tarafi — Au ile ¢arpilip (1 {izerinde integre edilerek

(2.64) denkleminin sag tarafindaki birinci integral i¢in asagidaki denklem yazilabilir.
— f Auudx = f AuA*udx — f f(Au)Audx (2.65)
Q Q Q '

yukaridaki denklemin sag tarafindaki birinci integral yerine Green-Gauss teoreminden
esiti yazilarak;
pugdx = — [ [vauPdx + [ auZ2tq Au)Aud
_Quutt x——QI ul x+FuW x—ﬂf(u)ux (2.66)

elde edilir. Bulunan bu deger (2.63) de yerine yazilarak,

Pr(t) = 2f |Vu,|?dx + Zfﬁ(x)AuAutdx —Zf |VAu|?dx +
Q r Q

zanAud 2] (Aw)Aud
y u———dx Qf u)Audx (2.67)
elde edilir. (2.47) denklemindeki ilk sinir sartin1 kullanarak,
Y = Zf |Vu,|?dx —2[ |VAu|?dx — 2ff(Au)Audx (2.68)
Q Q Q '

elde edilir.

f (u) fonksiyonu i¢in yazilan (2.49) esitsizliginden,
wr(t) > ZJ |Vu,|2dx — ZJ |[VAu|?dx — 42y + 1) J F(Auw)dx (2.69)
Q Q Q '
(2.69) denklemindeki son integral yerine davranisi daha belirli bir ifade bulabilmek
amaciyla (2.46) denkleminin her iki tarafi — Au, ile carpip () iizerinde integre edilerek

asagidaki denklem elde edilir.

—jf(Au)Autdx = —f Aupugdx —fAutAzudx (2.70)
Q Q Q
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(2.70) denkleminin sagindaki integraller yerine Green-Gauss teoreminden esitleri

yazilirsa denklemin sag tarafi asagidaki gibi olur.

Ju, dAu
fQ Vu,Vus dx — fr Ust de + fn VAu,VAudx — fr Au, de (2.71)
(2.47) deki sinir sartindan,
ou, dx = d du dy =
Lutt% X = Luttag X = O (272)
0Au
=, = F0Mu (2.73)

olarak yazilirlar. Asagida tanimlanan E (t) fonksiyonu kullanilarak (2.75) elde edilir.

1 1
E(t) = —j |Vu,|2dx +—j IVAulzdx+jF(Au)dx (2.74)
2)q 2)q Q '

d 2
O = = | peuydx 2.75)

(2.75) denkleminin iki tarafi [0, t] de t ye gore integre edilerek asagidaki ifade elde

edilir.
E(t) = E(0) — f f B (Bup)?dxdr (2.76)
0 r

Bu ifade ve E(t) nin tanimi kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

—4Qy + 1) ] F(Auw)dx =2y + 1) U |Vu,|?dx + f IVAuIdel
Q Q Q
. (2.77)
+42y + 1) l—E(O) + f f,B(x)(Aut)zdxdTl
0 Jr

Simdi (2.69) denkleminde verilen W"' (t) i¢in bir alt sinir elde edilebilir.
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$I(E) 4yf VAu|2dx + 4(y + 1)f Vi, |dx — 4(2y + 1)E(0)
Q Q

t (2.78)
+ 42y +1) f f B(x) (Auy)2dxdr
0 Jr

Yukaridaki denklemin iigiincii terimi Teorem 2.2 nin (2.51) denklem numarasi ile
verilen hipotezine gore negatif olmayan bir biiyiikliiktiir, dolayisiyla denklemin sag
tarafindaki birinci ve li¢lincii terimler tamamen dordiincii terim kismen kaldirilarak

asagidaki denklem elde edilir.

t
w10 240+ 0 | [ Wultdr+ | [ pooeu)?dxde 2.79)
Q 0oJr
Simdi asagidaki denklem i¢in bir alt sinir arayalim.
x(@®) =" (OP(E) - A+ [V © (2.80)
t
A= f |Vu|?dx, B = j j[)’(x)(Au)zdxdr,
Q 0oJr
C = Jﬁ(x)(Auo)zdx (2.81)
r
t
A = f VuVu,dx, B, = f f B (x)AulAu,dxdt (2.82)
Q o/r
t
A= 1Wwldn B = [ | pGo@udrdr (2.83)
Q 0o/r
olmak tizere,
Y(it)=A+B+C
W(E) = 4(y + 1)(A, + By) (2.84)

Olur ve y(t) asagidaki gibi yazilabilir.
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x@®) =41 +y)A, +B)(A+B+C)— (1+y)(24, + 2B, + C)?

=41+ p[(Az +B)(A+B) — (A1 + By?] = 2(1 +y)CY' (1)
+4(1+y)(A, + B,)C+ (1 +y)C? (2.85)

Esitsizligin sag tarafindaki son iki terimin negatif olamayacagi asikardir. Lemma 2.1
de koseli parantez i¢indeki ifadenin pozitif oldugu gosterilecektir. Dolayisiyla

asagidaki esitsizlik elde edilir.

YO Y - A+ OF 2 20+ YO ©®) (2.86)

Lemma 1.2 de C; = (1 +y), C, = 0 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik elde edilir
ve Ladyzhenskaya-Kalantarov Lemmasi saglanmis olur ve sonug olarak (2.56) ve

(2.57) elde edilerek Teorem 2.2°nin ispati tamamlanmais olur.

Lemma 2.1:

(2.81), (2.82) ve (2.83) denklemleri ile tanimlanan A,B,C, A, B;,A, ve B, igin
asagidaki esitsizlik elde edilebilir.

(A2 +B2)(A+B)— (4, +B1)?* 20 (2.87)
ispat:
Holder esitsizliginden asagidaki esitsizliklerin yazilabilecegi asikardir.
A,A > A? ve B,B > B? (2.88)
Bu esitsizliklerden ve Schwarz esitsizliginden yararlanarak,

(VA4; +JBE,) = (4, + By (2.89)

Ve buradan,
(A, +B,)(A+B) =0,

dort pozitif say1 i¢in esitsizlik elde edilir ve Lemma 2.1 in ispati tamamlanir.

29



Ornek 2.5:

Yukaridaki probleme o6rnek olarak asagida (2.90)-(2.92) ile verilen problemin

¢Ozlimiiniin patlamas1 ingelenmistir.

Ut + Unxrx = (Uxx)? (&, %) € [0,T) X [0,1] (2.90)

ou d3u
a—x=0, uxxx+m:0, te[0,T), x=0vex =1 (2.91)
u(0,x) =up(x), u(0,x) =uy(x), x€ [01] (2.92)

Bir boyutlu uzayda verilsin. Burada Q c R™ [0,1] araligina karsilik gelmektedir.

Problemde sag taraf fonksiyonu ve ilkeli

1
f@) =u* F) = zu? (2.93)

olarak almmustir. y = 0,25 reel sayis1 igin ve her u € R! icin (2.49) esitsizligi
saglanmaktadir. y = 0,25 i¢in C; = 1,25 ve C, = 0 olmaktadir.

uy(x) ve u;(x) fonksiyonlar: asagidaki esitsizlikleri saglamalidirlar.

2

! |dug (x)
fo | dx>0, (2.94)
1f1 du, (x)|? N 1[1 d3uy ()|
2J)y | dx 2J)y | dx3
1 (Y (dPuy ()
+§f0 < Ix? > dx <0 (2.95)
Ydug (x) duy (x) s [ ]due () 2
Zfo Ix Tx dx>21+ vy )j;) Ix dx (2.96)

Ornegin asagidaki fonksiyonlar bu esitsizlikleri saglamaktadirlar.

1

1 1
ug(x) = §x2 - Ex3 up (x) = Zx(x +1) (2.97)
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Dolayisiyla (2.90)-(2.92) baslangi¢-sinir deger probleminin genel ¢éziimiiniin yoklugu

icin yukarida verilen teoremin sartlar1 bu problem i¢in saglanmaktadir.

¥, =0, Y2 = —2,5 (2.98)
Olmak tizere,
1, 2h e
s ERY e g R 0
= (0,2772588722 (2.99)

olarak hesaplanir ve oyle bir t; < 0,2772588722 sayis1 vardir ki

2

dx - 400 (2.100)

du(x)

dx

lim
t-tq

0
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3. QUASILINEAR HIPERBOLIK DENKLEM iCIN BASLANGIC-SINIR
DEGER PROBLEMININ CESIiTLi SINIR SARTLARI ALTINDA GLOBAL
COZUMUN YOKLUGUNUN iNCELENMESI

3.1 Simirda Zayif Séniim Terimi Iceren Problem

e — Au+ A%u = f(—Au) (t,x) € [0,T) x (QU Q) (3.1)
=0, T_pu—o, el xon (3.2)
u(0,x) = uy(x), u(0,x) =u;(x), x€Q (3.3)

Burada Q c R" sinirh ve yeterince diizglin ' = dQ sinirina sahip bir bolge, T > 0, v,

' sinirina dis dogrultudaki normal.
f(u) Fonksiyonu ilkeli F(u) = fouf(f)df olan ve asagidaki esitsizligi vV s € R"

fonksiyonu ve y > 0 reel sayisi i¢in saglayan bir fonksiyon olsun.

fO =0, Sf(s) 222y + DF(s) (3.4)

Y(t) fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

troou\?
w(e) =J|Vu|2dx+f f(—) dx dt
Q o Jr \ov

; fr (%)de (35)

(3.5) denklemini t ye gore tiireterek,

Ju du,
WY(t) = ZIVuVutdx+ Z.f ——dxd
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[ (5o a @9

elde edilir. Bulunan bu ifadenin t ye gore bir daha tiirevi alinarak,

Ju du;
() = ZJ. |Vu,|2dx + ZfVuVuttdx+ Zf——dx (3.7)

olur. Green-Gauss Teoremini kullanarak ve (3.1) denklemini sinirda géz 6niine alarak
(3.7) denkleminin sag tarafindaki ikinci ve {igiincli integraller doniistiiriilerek

asagidaki ifade elde edilir.

W (t) = 2 f

Q|Vut|2dx — 2 jﬂuttAudx (3.8)

U, yerine denklem (3.1) den esiti alinarak ve (3.4) esitsizligi kullanilarak,
P(t) =2 f |Vu,|?dx — 2 f (Au)?dx — 2 f (VAu)?dx +
Q Q Q
42y +1) f F(—Au) dx (3.9)
Q
esitsizligi elde edilir. Sistemin toplam enerjisi asagidaki gibi tanimlansin.

E(t) = j IVutIde+j(Au)zdx+f|VAu|2dx—
Q Q Q

2 jQF(—Au) dx (3.10)

(3.1) denkleminin her iki tarafi —2Au, ile ¢arpilip Q tlizerinde integre edilirse

ai—it) = —ZJF<%)2 dx (3.11)

elde edilir ve
E(t) <E(0), VvVt=0 (3.12)

elde edilir. Baslangi¢ fonksiyonlar1 asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde secilsinler.
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E(0) = f |Vu1|2dx+f(Au0)2dx+fIVAuOIde -
Q Q Q

2 fQF(—Auo) dx <0, (313)

Ju,

2(2y + 1) lE(t) —E(0) + 2 ] t ] (W)Z dxdtl — 0
0 Jr

ifadesini (3.9) denkleminin sag tarafina ekleyip pozitif terimlerin bazilar ¢ikartilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir.

t 0 2
W) > 4(1 +7) U IVutIde+J j(ﬁ) dxdt
Q o Jr\ov

(3.14)
Ozetlersek,
l'l”(t) = Xl + Y1 + Z;
Yi(t) =2X,+2Y,+ Z,
Y() 241 +y)(X3 +Ya) (3.15)

burada X;,Y;,C,X,,Y,, X5 veY; degerleri (3.5), (3.6) ve (3.14) denklemlerindeki

integrallere karsilik gelen ifadelerdir. LK lemmasinda
YOPE® - A+ YO =2

4A+ YK+ )X+ +2) - (X + Y, +Z/2)%] =
41 +p)[H-YOY'(0)/2] (3.16)
Burada,
H=X;+Y)X;+Y) - X, +¥,)*=0 (3.17)

Esitsizligi Holder esitsizliginden yararlanarak gosterilebilir. Dolayisiyla Cq =
(1 +y) ve C, = 0 alinarak LK lemmasinin hipotezleri saglanmis olur ve dolayisiyla

asagidaki verilen Teorem 3.1 ispatlanmis olur.
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Teorem 3.1:

uy(x) ve u,(x) asagidaki 6zellikleri saglayan iki fonksiyon olsun ve f(u) fonksiyonu

(3.4) esitsizligini saglasin,

1) LK lemmasinda W ve W' i¢in verilen (1.28) esitsizlikleri saglansin,

2) (3.13) de verilen baslangig enerjisi E(0) < 0 olsun.

Eger t, > 0 (1.29) de verilen say1 ise o halde 6yle bir pozitifreel t; < t, sayist vardir
Ki

t— tl’ l'p(t) — 400

3.2 Simirda Giiclii Séniim Terimi iceren Problem

Ikinci problem olarak (3.1)-(3.3) de verilen problemdeki sinir sartin1 asagidaki gibi

degistirelim.
ou JdAu
= = 0, — + Au, =0 (t,x) € [0,T) x 0Q (3.18)

Y(t) fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

t
Y(t) = ]QIVuIde +j0 JF(Au)de dt + L(Auo)zdx (3.19)

daha 6nce oldugu gibi f(u) fonksiyonu (3.4) esitsizligini saglasin. (3.19) denklemini

t ye gore tiireterek

t
Y(t) =2 j VuVu.dx + 2] JAuAutdx dt +
Q o Jr

f(AuO)de (3.20)
r
elde edilir. Bulunan bu ifadenin t ye gore bir daha tiirevi alinarak,

P (t) = zf |Vu,|?dx + 2 f VuVugdx + 2 fAuAutdx (3.21)
Q Q r
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olur. Green-Gauss Teoremini kullanarak ve (3.1) denklemini sinirda géz 6niine alarak
(3.21) denkleminin sag tarafindaki ikinci integral doniistiiriilerek asagidaki ifade elde

edilir.
Y'(t) = 2[ |Vu|2dx — 2 f U Audx + 2 fAuAutdx (3.22)
Q Q r '

u; yerine denklem (3.1) den esiti alinarak ve (3.4) esitsizligi kullanilarak,

wr(t) = 2f IVutIde—Zf (Au)zdx—Zf |[VAu|?dx
Q Q Q

+42y + 1) fQF(—Au)dx (3.23)

esitsizligi elde edilir. Sistemin toplam enerjisi asagidaki gibi tanimlansin.

E(t) = j IVutIde+j(Au)2dx+jIVAuIde—
Q Q Q

2 LF (—Au) dx (3.24)

(3.1) denkleminin her iki tarafi —2Au, ile ¢arpilip € lizerinde integre edilirse

0E(t) 5
T fr (VAu,)*dx (3.25)
elde edilir ve
E(t) <E(0), Vt=0 (3.26)

elde edilir. Baglangi¢ fonksiyonlar1 asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde secilsinler.

E(0) = f |Vu1|2dx+f(Au0)2dx+JIVAuOIde
Q Q Q

-2 JQF(—AuO) dx <0, (3.27)

2(2y + D(E() — E(0)) + 2 f; [.(VAu,)?dxdt=0
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ifadesini (3.23) denkleminin sag tarafina ekleyip pozitif terimlerin bazilar1 ¢ikartilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir.

() =41 +y) fIVutIde +f f(Aut)dedtl (3.28)
Q 0 Jr

Ozetlersek,
l'p(t) = A1 + B1 + C;

W' (t) =24, + 2B, + C,
W(t) = 4(1+y)(A3 + Bs) (3.29)

Burada A;, By, C, A, By, A3 ve Bs degerleri (3.19), (3.20) ve (3.28) denklemlerindeki
integrallere karsilik gelen ifadelerdir. LK lemmasinda bu ifadeler dikkate alinarak

ispatin bu kisimdan sonras1 bir 6nceki problemle aynidir.

Dolayisiyla C; = (1 +y) ve C, = 0 alinarak LK lemmasinin hipotezleri saglanmis
olur. Lemma nin sonucu olarak asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.2:

f(u) fonksiyonu (3.4) esitsizligini saglasin, ug(x) ve uy(x) asagidaki 6zellikleri

saglayan iki fonksiyon olsun,
1) LK lemmasinda W ve W' i¢in verilen (1.28) esitsizlikleri saglansin,
2) (3.27) de verilen baslangig enerjisi E(0) < 0 olsun.

Eger t, > 0 (1.29) de verilen say1 ise o halde 6yle bir pozitif reel t; < t, sayist vardir
Ki

t—- tll lp(t) — 400
3.3 ilave Problemler

3.3.1 Simirda giiclii soniim terimi iceren problem

Ucgiincii problem olarak (3.1)-(3.3) de verilen problemdeki sinir sartin1 asagidaki gibi

degistirelim.

38



0Au
u=0, o + Au; =0, (t,x) €[0,T) x 0Q (3.30)

Y(t) fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

t
Y(t) = fﬂ|vu|2dx+fO fF(Au)zdxdt+fr(Auo)2dx (3.31)

daha 6nce oldugu gibi f(u) fonksiyonu (3.4) esitsizligini saglasin. (3.31) denklemini

t ye gore tiireterek

Yi(t) =2 f VuVu,dx +
Q

t
Zf fAuAutdx dt + f(AuO)de (3.32)
o Jr r
elde edilir. Bulunan bu ifadenin t ye gore bir daha tiirevi alinarak,
P (t) = zf |Vue|2dx + 2 j- VuVug dx + 2 fAuAutdx (3.33)
Q Q r

elde edilir. Green-Gauss Teoremini kullanarak ve (3.1) denklemini sinirda g6z oniine
alarak (3.33) denkleminin sag tarafindaki ikinci integral doniistiiriilerek asagidaki

ifade elde edilir.
Y'(t) = ZJ |Vu|2dx — 2 J U Audx + 2 JAuAutdx (3.34)
Q Q r ’

u;; yerine denklem (3.1) den esiti alinarak ve (3.4) esitsizligi kullanilarak,

wr(t) > 2] IVutlzdx—ZJ (Au)zdx—Zf |VAu|?dx
Q Q Q

+4(2y + 1) JQF(—Au)dx (3.35)

esitsizligi elde edilir. Sistemin toplam enerjisi agagidaki gibi tanimlansin.
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E(t) = f IVutIde+f(Au)2dx+fIVAuIde—
Q Q Q

2 fQF(—Au) dx (336)

(3.1) denkleminin her iki tarafi —2Au, ile ¢arpilip Q iizerinde integre edilirse

JE(t)

— = -2 fr(Aut)de (3.37)
elde edilir ve

E(t) <E(0), Vvt=0 (3.38)

elde edilir. Baslangi¢ fonksiyonlari (3.27) esitsizligini saglayacak sekilde segilsinler.
202y + 1) [E(t) ~E(0) +2]) fF(Aut)dedt] =0

ifadesini (3.35) denkleminin sag tarafina ekleyip pozitif terimlerin bazilar1 ¢ikartilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir.

t
P(t) = 4(1+7y) U |Vu,|2dx +j J(Aut)zdxdtl (3.39)
Q 0 Jr

Bir onceki problemde oldugu gibi aynen sonuca gidilir. C; = (14+y) ve C, =0
almarak LK lemmasinin hipotezleri saglanmig olur. Lemmanin sonucu olarak
problemde sinir sart1 degistirildigi halde Teorem 3.2 nin bdyle bir problem i¢inde

gecerli oldugu ispatlanmis olur.

3.3.2 Sinirda zayif soniim terimi igeren problem
Dordiincii problem olarak (3.1)-(3.3) de verilen problemdeki siir sartin1 asagidaki

gibi degistirelim.

dAu Ju
W =0, a +u, =0, (t, X) € [O' T) X 00 (340)
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Y(t) fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim.

t
Y(t) = f IVuIde+f futzdxdt+fufdx (3.41)
o o Jr r

daha 6nce oldugu gibi f(u) fonksiyonu (3.4) esitsizligini saglasin. (3.41) denklemini

t ye gore tiireterek
t
w(t) =2 f VuVu,dx + 2f fututtdx dt + fufdx (3.42)
Q 0Jr r
elde edilir. Bulunan bu ifadenin t ye gore bir daha tiirevi alinarak,
Y (t) = 2[ |Vu,|?dx + 2 j VuVu dx + 2 jututtdx (3.43)
Q Q r
olur. Green-Gauss Teoremini kullanarak ve (3.1) denklemini sinirda géz 6niine alarak
(3.43) denkleminin sag tarafindaki ikinci integral doniistiiriilerek asagidaki ifade elde
edilir.
Pr(t) = Zf |Vu,|?dx — 2 f U Audx (3.44)
Q Q '
u; yerine denklem (3.1) den esiti alinarak ve (3.4) esitsizligi kullanilarak,
wr(t) = Zf |Vu,|?dx — Zf (Au)?dx — 2[ |VAu|?dx +
Q Q Q

42y + 1) fQF(—Au)dx (3.45)

esitsizligi elde edilir. Sistemin toplam enerjisi asagidaki gibi tanimlansin.

E(t) = f IVutIde+f(Au)2dx+fIVAuIde—
Q Q Q

2 fQF(—Au) dx (346)

(3.1) denkleminin her iki tarafi —2Au, ile ¢arpilip Q iizerinde integre edilirse
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J0E(t)

5 - -2 L(utt)zdx (3.47)
elde edilir ve

E(t) <E(0), Vt=0 (3.48)

elde edilir. Baslangi¢ fonksiyonlar1 asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde secilsinler.

E(0) =f|Vu1|2dx+f(Au0)2dx+fIVAuOIde—
Q Q Q

2 jﬂF(—Auo) dx <0 (3.49)

22y + 1) lE(t) —E(0) +2 ftf(utt)zdxdtl =0
0 YTl

ifadesini (3.45) denkleminin sag tarafina ekleyip pozitif terimlerin bazilar1 ¢ikartilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir.

t
P(t) = 4(1+7y) U |Vu,|%dx +j J(utt)zdxdt (3.50)
Q 0 Jr
Ozetlersek,
l'p(t) = Al +Bl + C,
WI(t) = 24, + 2B, + C,
W) =41 +y)(43 + B3) (3.51)

Burada A,, By, C, A,, By, A3 ve Bs degerleri (3.41), (3.42) ve (3.50) denklemlerindeki
integrallere karsilik gelen ifadelerdir. LK lemmasinda bu ifadeler dikkate alinarak

ispatin bu kisimdan sonras1 daha 6nceki problemlerde oldugu gibi tamamlanir.

Dolayisiyla C; = (1 +y) ve C, = 0 alinarak LK lemmasinin hipotezleri saglanmis

olur. Lemmanin sonucu olarak asagidaki teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 3.3:

f(u) fonksiyonu (3.4) esitsizligini saglasin, ug(x) ve wu;(x) asagidaki ozellikleri

saglayan iki fonksiyon olsun,

1) LK lemmasinda W ve W' i¢in verilen (1.28) esitsizlikleri saglansin,

2) (3.49) da verilen baslangig enerjisi E(0) < 0 olsun.

Eger t, > 0 (1.29) de verilen say1 ise o halde 6yle bir pozitif reel t; < t, sayis1 vardir
Ki

t—- tl’ lp(t) — 400
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4. iISKELE DIiREGi PROBLEMI

Bu bdliimde denklem iginde soniim terimi igeren bir quasilinear hiperbolik baslangic-
sinir deger problemi incelendi. Bu baglangi¢-sinir deger problemi bir boyutlu uzayda

akint1 ve dalgalanma etkisinde iskele diregi problemidir.

4.1 Problemin Tanimlanmasi

Asagidaki baslangic-sinir deger probleminin yerel klasik ¢oziimiiniin varligini kabul

edelim.
e + 1t + 2B — 20+ DYl + 5 () — B (Bt)s -
[(ax + b)ull, = f(w) (t,x) € (0,T)x[0,1] (4.1)
u(t,0) =u(t,l) =0, Usre (£,0) = Uy (£, 1) = 0 te(0,T) (4.2)
w(0,%) = ug(x), 1,(0,%) = uy (x) x € [0,1] (4.3)

Burada T > 0 keyfi bir say1, @, 8, a ve b negatif olmayan sayilardir. (4.1) denklemi
akint1 ve dalgalanma etkisindeki bir iskele direginin bir boyutlu uzaydaki modelinin
denklemidir [95].

Simdi (4.1) — (4.3) baslangig-sinir deger probleminin f(u), u, ve u, tizerindeki
bazi sartlar altinda genel ¢ozlimiiniin olamayacagi igbiikeylik metodu kullanilarak

gosterilecektir.
f (w) fonksiyonu ilkeli F(u) = fouf(f)df olan ve asagidaki esitsizligi V s € R?
fonksiyonu ve y > 0 reel sayisi igin saglayan bir fonksiyon olsun.

sf(s) =>4 (2)/ + % + 1) F(s) (4.4)

yukarida tanimlanan problemin genel ¢6zlimiiniin yoklugu i¢in asagida verilen teoremi

ispatlayabiliriz.
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4.2 Genel Coziimiin Yoklugu

Teorem4.1:

ug(x) ve uy(x) asagidaki esitsizlikleri saglasinlar.

!
f uy(x)u,(x)dx > 0
0
L 2 2 L 2
J. (u(’)(x)) (u(’)’(x)) dx + f (ul(x)) dx +

1 (! 4 ! 2
Ef (ax + b)(u(’)(x)) dx +2f (ax+b)(u6(x)) dx +
0 0

l l
n 2
ZBJ (ug (x)) dx — Zf F(uo(x))dx <0 (4.5)

0 0
y asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde secilmesi ile f(u) fonksiyonu (4.4) sartini
saglasin.

S a l1+a
T T

2
Burada u, Dirichlet sartin1 saglayan — 667 operatOriiniin en kiiciik 6zdegeridir.

t, degerini asagida tanimlanan deger olarak alirsak,

_ fol(uo (x))zdx
J; o () (x)dx

2

(4.6)

t; < t, olmakiizere bir t; sayist vardir ve bu sayiya bagli olarak agagidaki sonug elde

edilir.
! 2
lim JO (u(x))"dx > +o (4.7)
Ispat 4.1:
!
Y(t) = J u?(t, x)dx (4.8)
0
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o) =[YOIY (4.9)

(4.8) ve (4.9) denklemleri t ye gore iki kez tiiretilerek asagidaki esitlikler elde edilir.
¢'(t) = —y[POI77'W(0) =

l

=2y [PO17 [ 0 x)ds (4.10)
0

¢" () =y + DI¥YOI "2 [V' O —y[YOI ¥ (@)
¢" () = —y[YOI P OP() - ¢ + DV O]} (4.11)
Simdi asagidaki esitsizlikleri ispatlayahm.
¢'(0) <0, ve ¢"(t)<0, Vt =0 (4.12)

(4.10) kullanilarak asagidaki denklem elde edilir.

l
#'(©) == 2y[¥ 17" [ (0,00, )dx (4.13)

0

Teorem 4.1 deki hipotezler kullanilarak ¢'(0) < 0 esitsizliginin elde edilecegi
kolaylikla goriilebilir. ¢ (t) < 0 esitsizligini ispatlamak igin bu esitsizlige es olan

asagidaki esitsizligi ispatlayalim.
H=YP"(t)Y{t)—(1+vy) [W'(t)]z >0 (4.14)

Yukaridaki esitsizligi ispatlamak icin ilk olarak W'(t) ve W'(t) tiirevlerini

hesaplayalim.
!
() = Zf u(t, x)u.(t, x)dx (4.15)
0
l 1
Y'(t) = 2[ u(t, x)ug (t, x)dx + ZJ [u(t, x)]?dx (4.16)
0 0

Bu iki esitlik (4.14) de yerlerine konulursa,
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l

H=4(1 +y){flu2(t,x)dxf

0

l 2
[ut(tl x)]de - [f u(tF x)utt(t, x)dx l }
0
l l
+2¥(t) [.f u(t, X)ug (t, x)dx — (1 + 2y) f [u.(t, x)]zdxl (4.17)
0 0
Holder esitsizliginden (4.17) denkleminin sag tarafinda kiime parantezi icindeki

ifadenin negatif olamayacag1 goriilmektedir. O halde (4.14) esitsizliginin ispati i¢in

asagidaki esitsizligi ispatlamak yeterli olacaktir.

l l
G(t) = ] u(t, X)ue (¢, x)dx — (1 + 2y) f [ue(t, x)]?dx = 0 (4.18)
0 0

(4.1) denkleminin her iki tarafi u(t, x) ile ¢arpilip [0,[] araliginda integrallenerek ve

gerekli kismr integraller alinarak asagidaki denklem elde edilir.

1 1 1
fu(t,x)utt(t,x)dx = —aj u(t, x)u.(t, x)dx — Z,BJ [ty (8, )% dx -
0 0 0
1 1
2B f [t (£, )] [y (£, X)[2dx — 2 f (ax + b)[u,(t, x)]*dx
0 0

! !
—f (ax + b)[u, (t, x)]*dx + Zf u(t, x)f (u(t,x))dx
0 0

1 2
f lu(tz'x) —ut(t,x)l dx = 0 (4.19)
0

esitsizliginden yararlanarak asagidaki esitsizlik kolaylikla yazilabilir.

l

! !
—fo u(t, x)u(t, x)dx > —%L [u(t,x)]?dx — f [u,(t, x)]?dx

0

Bulunan bu ifadeler (4.18) de kullanilarak

l l

[u(t,x)]?dx — 2 (Zy + %+ 1)[0 [u,(t, x)]?dx

G(t)z—%f

0

l l
28 j [t (£, 1) ]2dx — 28 f [t (6, )2 [ (2, ) 2
0 0
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! !
—2.[- (ax + b)[u,(t, x)]*dx —f (ax + b)[u,(t, x)]*dx

l
+f0u(t,x)f(u(t,x))dx (4.20)

Elde edilir. Simdi (4.1) denklemi u,(t,x) ile ¢arpilip [0,[] araliginda x’e ve [0, t]

araliginda t’ye gore integrallenerck asagidaki denklem elde edilir.

l t ,l l
f (11, (t, x)]2dx = —2a f f [, (t, x)]2dxdt — 28 f (11, (¢, X)) 2dx—

l

l
28 f [t (3012 [aty (£, ) — 2 f (a@x + D)[ue (&, 0)]2dx —
0

0

J (ax + b)[u,(t, x)]*dx — Zf F(u(t,x))dx + Z,BJ ug (x)]%dx +

Zﬁf o )P [up(x))%dx + 2] (ax + b)[ug(x)]?dx + = J (ax + b)[uy(x)]*dx

l l
+f [u; (x)]%dx + Zf F(uo(x))dx (4.21)
0 0

Bulunan bu ifade (4.20) denkleminde yerine yazilip ve bazi pozitif terimler esitsizligin

sag tarafindan ¢ikarilarak asagidaki ifade elde edilir.

! !
G(t) = —%j [u(t, x)%dx + 2B(4y + a+ 1) | [ue(t, x)])%dx
0

0
l l

+f u(t,x)f(u(t,x))dx 24y + a+ 2)[ F(u(t,x))dx

-y + a+2) [2ﬁf o ()])%dx + ﬁf ()12 [uh ()] 2dx

+2f (ax + b)[uy(x)])?dx + lf (ax + b)[ugy(x)]*dx
. 0 2), 0

! !
+f [u, ()]%dx + 2[ F(uo(x))dxl (4.22)
0 0

Teorem 4.1 deki hipotezler kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.
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l

!
G(t) = —%f [u(t,x))*dx + 284y + a + 1)[ [yr (8, x)]?dx (4.23)

0

2

uq Dirichlet sartin1 saglayan —% operatdriiniin en kii¢iik 6zdegeri oldugundan

Courant-Weil teoreminden asagidaki esitsizlik yazilabilir.

l l
[ TuCe0Pdx < [ e 0P dx (4.24)

0
Bu esitsizlikle (4.23) esitsizligine gidilerek asagidaki esitsizlik elde edilir.

l

G(O) 2 [26 1 Chy +a+ 1) = a/4] [ Tue, 0] dx (4.25)
0

Teorem 4.1 de yapilan kabule gore
202 (4y+a+1)—a/4>0
oldugunda,
G(t)=0

esitsizligi saglanir ve boylece Teorem 4.1 ispatlanmis olur.
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5. IKi BILESENLI LINEER OLMAYAN DISPERSIVE DALGA
DENKLEMLER SISTEMi ICIN UZAYA GORE YEREL PATLAMA
KRIiTERLERI

Bu boliimde genellestirilmis Camassa-Holm denklemini i¢eren iki bilesenli denklem
sistemi i¢in patlama (Blow-Up) olay1 incelenecektir. Belirli dogal baslangi¢ sartlari
altinda uzaya gore yerel patlama kriterleri formiilize edilecektir. Burada Johnson,
Constantin ve Ivanovun un olusturdugu iki bilesenli sistemler i¢in; daha 6nce [88-89].
Brandolese, Cortez ve Novruzov un makalelerinde sunulmus olan genellestirilmis
Camassa-Holm denklemi i¢in uzaya gore yerel patlama kosullarina; benzer kosullar

elde edilmistir.

5.1 Problemin Tanim

Bu boliimde genellestirilmis Camassa-Holm denklemi i¢in asagidaki iki bilesenli

Cauchy problemini inceledik.

U = Uyxe + Ul — Ulhyyey — 2Uyplye + [g(W] + ppx =0 (5.1)
pe + (pu)yx =0 (5.2)
u(x, 0) = uo(x) (5.3)
p(x,0) = po(x) (5.4)

Burada u(x, t) sivinin yatay hizin1 ifade etmekte, p(x, t) ise sivinin denge durumuna
gore yiikseklige bagli bir parametredir. (veya Skaler yogunlugu ifade eden bir
parametredir.) Eger g(u) = ku olarak almirsa (5.1) denklemi Camassa-Holm

denklemine doniistir.
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Up — Upyr + KUy + 33Ul + POy = 2Up Uy + Ullyyy,
(t>0,x €R) (5.5)

Burada k kritik s1g su hizina bagli bir dispersive katsayisidir.

5.2 On Hazirhk

Bu boéliimde, amacimiza ulasmak i¢in yerel iyi konumluluk sonucunu, dogrusal
olmayan dispersive dalga denkleminin kesin patlama senaryosunu ve [90] den elde
edilen bir sonucu sunuyoruz. (5.1) deki Cauchy probleminin yerel iyi tanimli oldugu
[84,87] de [56] daki klasik Kato teoremi ile ispatlanmistir. Asagidaki teoremin ispati
[55, 60, 64] da elde edilen sonuglara benzerdir ve [87] deki Teorem 3.1 in ispatini
kullanarak kolayca elde edilir

(5.1) =(5.4) denklem sistemi i¢in asagidaki teorem den yararlanacagiz

Theorem 5.1: [84,87]

geEC®R), s > ; olmak iizere (ug, po — 1) € HS(R) X H"1(R) olsun. Oyle

bir T = T (ug, py,g) > 0 ve (5.1) -(5.4) Cauchy probleminin tek ¢6ziimii vardir ki,

(u,p— 1) € C([0,T*),H* (R) x HS"Y(R)) n €*([0,T*), HS™* (R) X HS"%(R))

Ayrica, ¢oziim baslangi¢ verilerine siirekli baglhdir.

Ayrica standart yolla agsagidakileri elde ederiz.

Lemma 5.1:

(u, p) cifti (ug,pg—1) € H(R) X H"1(R), s > g, baslangig verilerine karsilik

gelen, (5.1) — (5.4) sisteminin ¢6ziimii ve T ¢0zlimiin var oldugu maksimum zaman

olsun.

Bu durumda t € [0, T) i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.
j W?+ul+(p—-1%dx = f (u3 + uh® + (pg — 1)?)dx (5.6)
R R

[55] 'de benzer bir sistem igin yapilan galismalara benzer sekilde, asagidaki sonucun

gecerli oldugu gosterilebilir.
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Theorem 5.2:

g EC®(R) ve (u,p) cifti (ug,pp—1) € H(R) X H"1(R), s > ; baslangic

kosullarina karsilik gelen (5.1)-(5.4) sisteminin ¢6ziimii ve T* > 0 olsun,

(u, p) ¢6ziimiiniin sonlu zamanda patlamasi i¢in asagidaki kosul gerekli ve yeterlidir.
tlerTl inf {xiggg [u, (x, t)]} - — 00

Son olarak ilerde kullanacagimiz asagidaki faydali lemma y1 hatirlayalim.

Lemma 5.2:

f,9g1€C”(R) ve f">=y > 0 olmak iizere 1g4 iki indicator/ gosterge

fonksiyonlarindan (1x+ veya 1z-) biri olsun [90].

(i) 6yle bir ¢ € Rvarki m = g,(c) = mRin g, olur.

0 < K <1 olmak tizere,

Q= f(gly;m) ile verilen ¢:R — R fonksiyonu K — Lipschitz fonksiyonu olsun. Bu

durumda asagidaki esitsizlik gecerlidir.

plpy * (gl(u) + fT(u)u,%> >2 (g1 (W) —m)) +% (5.7)

Burada,
p(x) = %e"’” ve a = #(m— 1)
(ii) 6yle bir ¢ € Rvarki M = g,(c) = max g, olur.
0 < K < 1/v/8 olmak iizere,
Y = (M+gl) ile verilen : R — R fonksiyonu K—Lipschitz fonksiyonu olsun. Bu

durumda asagidaki esitsizlik gecerlidir.

fw
2

) a M
Plrs * (91(“) + ux) = > ((g1(w) —M)) + > (5.8)
Burada,
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@ = (1—\/1—81(2)

" 4K?
Sabit bir fonksiyon i¢in g; = m = M olur (bu da K = 0’a karsilik gelir) ve yukaridaki

esitsizlik agsagidaki gibi yazilir.

e (004 o

5.3 Esas Teorem
Simdi ¢calisma sonuglarimizi ispatlamaya ve formiilize etmeye haziriz.

Teorem 5.3:

g E€EC”(R), s > ; ve (u,p) cifti (ug,po —1) € HS(R) X HS"1(R), baslangic
degerine  karsiik gelen  (5.1)—(5.4) sisteminin  ¢ozimii  olsun.(u, p) €
c([0,T*),H® (R)) n C*([0,T*), HS~1 (R) x HS"%(R))¢dziimiiniin  T* maksimal

zamani asagidaki (i) veya (ii) kosullarindan birisi sagladigi zaman sonlu olur.

(i)- g1(s) = s? + g(s) fonksiyonu i¢in Syle bir c € R vardir ki m = g,(c) =
m]Rgn 91

- 0< K <1 olmak tizere ¢ =./(g;—m) ile verilen ¢:R - R fonksiyonu
K-Lipschitz dir.

-3 X eER Oyle ki po(xO) = 0ve

1
(o) < = (V1 + 8K2 = 1) (o (o)) (5.9)

2K
(i)- Veya Diger durumda

- 9,(s) = s% + g(s) fonksiyonu i¢in dyle bir c € R vardirki M = g,(c) = m]Rgn g1

-0 < K <1/v/8 olmak iizere 1 =./(M — g,) ile verilen :R — R fonksiyonu

K—Lipschitz fonksiyonu olsun.

-3 X € Royle ki po(XO) =0ve
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ug(xo) < —i(l - V1 - 8K2) l/)(uo(xo)) (5.10)

2K

Ispat:
Asagidaki notasyonu kullalim

Y=U—Uy Ve

q(xo,t)
Ego=j' eEy (£, 1) de .

Burada q(x,, t) asagidaki problemin ¢6ziimudiir.

qr = u(q(x,0),t),q(x,0) = 0 (5.11)

u iizerine konulan kosullardan dolay1 g € C*([0,T*) X R, R) fonksiyonu tiim [0, T*)
zaman araliginda tanmimhdir [74, 87, 90]. Bu durumda E;(t) in tiirevini alarak

asagidaki ifadeyi elde ediliriz.

dE;(t) y
dt

Q(xott)
f ety (§,t) d§ + e1%eDy(q(xo, t), £)q¢ (X0, t) (5.12)
Kismi integral alinarak agagidaki ifadeleri elde ederiz.

CI(xOlt)
| etnoas -
q(xo,t)
] ef(_Buxu + Ul xx + 2uxxux - [g(u)]x — PPy ) df =
q(xo,t)
] ef(_ Uyu + Ul xx + 2uxxux - [g(u) + uz]x - ppx) d’f =

fc:xo,t) eé (_ EuZ]x + [ut]y — [ W]y + Eui]x _ sz]) ds =

q(xo,t)

1 1 1
[_E et u? + efuuy, + > efu? — efg;(w) — > efpz] +

— 00

1 q(XO,t) q(xOIt) Q(xolt)
£ 2 ; ! 2
Ef e udf—f e uuxxdf—if ef u2dé +

— 00
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q(xo,t) q(xo,t)
[ et qag g et pras =

1 1 q(xo,t) q(xo,t)
[_E ef u? + efuu,, — > efpz] + [E et u— efg(w) — efuux] +

— 00

1 q(xOrt) q(xOrt) Q(xo,t) 1 q(tht)
Ef es u?d¢ +f e$ uu,dé +f et uzdé — > J e$ u2dé +

q(xOrt) 1 q(tht)
| et ds ey [ et pras -
1 q(xo,t)
[— et u? — efuux] +

q(xo,t)

1 1 1
[_E et u? + efuuy, + > et u? — efg;(w) —a efpz] +

— 00

1 a&ot) 1 9&ot) 1 4&ot)
Ef es ud¢ _Ef et u?dé > j et u2dé +

— 00

q(xo,t) 1 4&o.t)
[ et qag +5 et pras =

— 00

Q(xo't)
+

— 00

axet)  [1 1
[efutu = u||"5 + [5 e ud = efu (u — ) — 6 ) — 5 %p?]

—00

1 9%t q(xo,t) 1 9&o0t)
Ef et uldé +f et g, (w)dé +§f et p2dé =

—o0 —00
q(xOIt)

1 1
[egu (w—uy) — efuy + > et u— ef(gi(w)—m) — > efpz] +

—00

1 q(xo,t) q(xo,t)
> f et uZd¢ +f et (g,(w) —m)dé +

— 00

1 q(xo,t)
> f et p2d¢ (5.13)

Simdi (5.13) ii (5.12) de kullanarak asagidaki ifadeler elde edilir.

dE,(t) q(xo,t)
;t = j sy (£, 1) d€ + e1%oDy(q(xo, 1), 1) g (xo, 1) =
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Q(xo't)

1 1
[egu (w—uy) — efuy + > et uz — ef(g.(w) —m) — > efpz] +
q(xo,t)
100y (g0, 0,00 o ) 5 [ ef uddg +
q(xOrt) 1 Q(xo;t)
| e e -mds +5 [ et pra
(5.11) esitligini dikkate alarak agagidaki esitsizligi elde ederiz.
dE t 1 1 q(xO:t)
1(t) > [efu (u—uy) +=eSu2— ef(gi(w)—m) —= efpz] +
dt 2 2 —o
1 [2Got) q(xo.t)
> f et u2dé + j et (g1 (w) —m)dé +
1 9&o0t)
> f et p2d¢ (5.14)

(5.14) esitsizligini e~ 1ot) jle carparak asagidaki esitsizlik elde edilir.

e dEd_t(” > [u =) +3 1~ (920 ~m) | (a0, 0) +

1 q(xo.t) q(xo.t)
Ee_q(xO!t)f ef u}zcdf + e_q(xOIt)f ef (gl(u) J— m)df —

— 00

q(xo,t)
%pzl‘_’i’é"'” + %e“ﬂxo'”} et prag

Son esitsizligin sag ve sol tarafina — g, (x,, t)e "1 E, (t) ifadesini ekleyip ve (5.11)

den yararlanarak asagidaki ifade elde edilir.

dE,(t
— q¢(xo, t)e~1oOE, (t) 4+ e~1%od) d;f) > — q¢(xo, t)e 4% DE (t) +

1 1
|1 (w0 + 5 1 = (u@) = m) = 297 | (@000, ) +

1 Q(xOIt) q(xO:t)
Ee‘q(XO't)f e u2dé + e‘Q(xﬂ’t)f et (g,(w) —m)d¢ +

—00

1 q(xo,t)
Ee_q(xwt)f ef pzdf
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Bununla birlikte asagidaki esitligin dogru oldugu aciktir..

q(xo,t)
Ei(t) = f ety (&, ) d§ = e100D(u(q(xo, £), 8) — uy (q(x0, 1), 1))
Dolayisiyla,

% (e—Q(xo;t)El(t)) >

q(xo,t)
1 5 0

1
Suz(q(xo, 1), ) — (91(u(q(x0, 1), 1)) —m) — = p?

— 00

1 q(xo,t) q(xo.t)
+ Ee“’("o't)f et ud¢ + e“I("O't)f et (g1 (w) — m)dé

— 00

1 Q(xo't)
+§e—Q(Xo,t)j ef pzdé

(5.7) kullamlarak (tam olarak [90] daki (3.5) esitsizligi) f(s) = %52 ve g;(s) = s? +

g(s) i¢in asagidaki ifade elde edilir.

il (e—q(XO,t)E1 (t)) >

dt
12 t),t 1 —1 1+8K2—-1
Su2(q(x0, 0,0 = (1 - (V1+8K2 - 1)) x
(I(xo't)

(91 (ulq (o, ), ) —m) =5 p?

— 00

1 q(xOIt)
+ Ee“’("o't)f et p?dé >

1 2 1
_(uJZC(CI(XO! t)! t) T2 (KZ - = (\/ 1+ 8K? — 1)) (gl(u(Q(xO' t)' t)) - m)) -

2 K2 4

q(x()!t)
2

q(xo,t)
5P + S eabod) f es p2dé

— 00

Asagidaki esitligin saglandig agiktir.

2K K? 4

(T )= [ (1o (7w -1)

Burdan,
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(0B, ) = L@l 0,0~ wal0,0) =

1 2
—(UX(Q(XO, t) t) ( (V 1+8K?%— ) (P(U(Q(xo' t)' t))) )

_(gl(u(q(in t)r t)) —-—m)— —p

(xo,t) 1 Q(xo't)
_l_ _e_q(xOlt) J ef pzdf >
2 2 _Oo =

q(xo,t)

= p?

q(x(]it)
> + 5eT1tod f et pd¢ (5.15)

—00

Simdi asagida verilen integral igin benzer esitsizligi elde edelim.

o)

BO= [  etycod
q(xo,t)
Tiirev alarak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

dE,(t)
dt

- f ety (§,t) d§ — e~ 100D y(q(xo, 1), £)qe (xo, ) (5.16)
q(xo,t)

Kismi integrasyon kullanarak,

f Sy, (£,8) dE =
(I(xo't)

[ el oo - ] -

1 1
[—Ee Su? +e” fuuxx+ze ‘uZ —e Szgl(u)——e Sz/o]

q(xo,t)

(0]

© 1 © 1
] —eSu?dé + j e~% uu,, d& +—f e uZdé —
4Gxot) 4Geot) 2 Jqxon

(o] 1 (o]
J e~%g1(w) d§ — —J e~ p?dé =
(x0,) 2 )40t

[1 1 1 1
q(xo,t)

“u?—efg(u) +e” fuux—ze fu? +Ze‘5ux —5e fp]

1 o0 o0 1 o0
. j eEu2dg — f e g, () dE ~ f e€ p2df =
q(xOIt) q(xOIt) q(xO:t)
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1 1 *
[e‘f u(u+u,) —eduy—e g (u) + Ee_q(xo't)ufc — Ee_f pz]

q(x(]!t)

(0]

1 f @ 1
Z -$ 2 - 3 S -£ 52
e * uzpdé f e °g.(u)dé f e~* pcdé
2 JqGeot) > a(xo,t) ' 2Jq0x00 (5.17)

(0]

Elde edilir.
Ayrica (5.16) ve (5.17) ye gore,

dE,(t) _
dt

— f e 4y (&,t) dé + e 1xoDy(q(xo, 1), £)qe (X0, t) =
q(xo;t)

e—CI(xo't)y(q(xO, t),)qe(xo, t) +

1
| w1 = e~fuy + 18 = (02 — m)| @G0, 0,0) +

5 e c*uzdé + e s (g1(w) —m)dé +
q(xo,t) q(xo,t)

1 r v 4

TR BCRTaT
q(xOIt)

Elde edilir.

(5.11) kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

—ed(x0,t) dEZ_(t) >
e —

[0e]

1 o8]
EeQ(xO't) j e S u2d¢ + e1%ot) J e $(g1(w) —m)d¢ +
q(xo,t) q(xo,t)

1
| uu+ 1) + 5 = (0.0 = m)| (@G0 0,00 +

1 1 @
Z p2|® Z 0q(xot) -& 52

Pl g(ee ) T 5770 f e™ peds 1
2 7o 2 q(x()Jt) (5. 8)

Kismi integrasyon kullanilarak

o)

&®=f()fW®wﬁ=eﬂ%%mmmﬂﬁ+%mmwm»
q(xo,t

Elde edilir.
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(5.18) esitsizliginin her iki tarafina g, (x,, t)e?®DE, (t) ifadesini ekleyip, (5.11)
ve (5.7) yardimiyla asagidaki ifade elde edilir.

d (45D E, (1))
dt =

1
Suz(@Cro, 0),6) = (92 (u(qCxo, 1), 0)) — m) +

o

1 (00}
Eeq(-XOrt) f e_f u)zcdf _.|_ eCI(xO!t) .l- e_f(gl(u) — m) df —_
q(xO't) q(tht)

1 219 (x0,t) 1 —q(xo,t) Aot & 2 1 2
Ep |—oo +§€ o e p df Ziux(CI(xo,t),t)—

(1 — L(\/ 1+ 8K?— 1)> (gl(u(q(xo,t),t)) — m) +

4K?

1 1 [ee]
Zp2|® Z pq(xo,t) -& 2

P lg(xe ) T 5770 f e™ p°ds
2 P 2 q(xo,t)

(5.2) ve (5.11) kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.

d
ap(Q(xO' t), t) = Pt(CI(XO; t), t)+ Px(CI(xo; t), t)q,(xo' t) =

p:(q(xo, £), £) + px(q(xo, 1), )u(q(x0,7), T)
= —p(q(xo, 1), )u,(q(x0,7),7)
Dolayisiyla,
p(aCro, ) = po(g)els ~x(aCame
ve po(xo) = 0 oldugundan tiim t degerleri i¢in p(q(xq, t),t) = 0 olur

Boylece,

d
at —u(q(xg, t),t) — u(q(xo,t), t)) >

2 2K

1 1, —— :
Y <u326(q(x0i t), t) - <_( 1+ 8K2 - 1) (P(u(q(xo' t), t))) > (519)

Bununla birlikte, (5.15) kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.
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d
E (u(CI(Xo; t),t) — u,(q(xy t), t)) >

2
1 1
Dolayisiyla, asagidaki gibi tanimlanan R, (t) and R, (t) fonksiyonlari
R1() = ulq(xo, 1), t) — ur(qxo, 1), t)
RZ (t) = - u(q(xo, t)) t) - ux(CI(xo, t), t)

asagida tamimlanan JV; (t) fonksiyonu pozitif kaldik¢a monoton artan fonksiyonlardir.

1
My(®) = = (@0, 0,8) = 7 (V1 +8K2 = 1) o(u(q(xo, 1), ) > 0

Teorem 5.3’deki (5.9) denkleminden yararlanilarak asagidaki ifade elde edilir.

1
M1(0) = ~u (o) = 5 (V1+8K2 ~ 1) p(uo (xo)) > 0

N;(t) in siirekliliginden R;(t) ve R,(t) fonksiyonlarmin [0,T;) araliginda artan
olduklart gorilir. Bunun anlami  R,(t;) = R (t;) ve R,(t;) = R,(t;)

t; <t, < T; veyaesdeger olarak
(—ur(q(x0, t2), t2)) — (= ue(q(xo, t1), 1)) =
— (u(q(xo, t2), t2) — u(q(xe, t1), t1)),
(~ux(@(xo, t2), £2)) = (—ux(@(xo, 1), t1)) 2
u(q (o, t2), £) = (o, 1), )
Burada,
(— ur(q(xo, t2), t5)) — (— ur(q(xo, t1), t1)) =
[u(q(ro, t2),t2) = u(gCxo, t), )]
elde edilir.
Bununla birlikte Teorem 3.1 in kosulundan,
|0 (ula (o, t2),2)) = 9 (g (o, 1), )] <
Klu(q(xo, t2), t2) — ulq(xo, t1), t1)l,

elde edilir.
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Burada K < 1 dir. Boylece asagidaki ifadeye ulagilir.

(_ ux(q(xo, t2), tz)) - (_ U, (q(xq, t1), tl)) =
1
K |<p(u(q(x0, ta), tZ)) - ‘P(u(q (x0, t1), tl))l >

— (VI +8KZ - 1)|0(u(q(xo, t2), 2)) = 0 (u(q(xo, t2), 1))):

Bunun anlamu,
Mi(tz) = Ni(t1) >0 (5.20)

Ayni zamanda asagidaki gibi tamimlanan N (t) fonksiyonunun [0,T;) araliginda

monoton artan oldugu goriiliir

1
M (©) = (= @0, 0,0)) + 7 (VI + 8K2 = 1) 9 (u(q (x0, ), D)

Boylece N;(t), N,(t) ve N;(t)N,(t) fonksiyonlari [0,T;) araliginda artandir.
Bununla birlikte (5.20) nin yardimiyla N;(T;) > 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
yukarida kullanilan argiimanlar benzer sekilde kullanilarak R, (t), R,(t), N;(t) ve

N, (t) fonksiyonlari tiim t > T, igin monoton artan olduklari kolaylikla goriilebilir.

Dolayisiyla,
N (DN, () = N;(0)V2(0)

oldugundan, asagidaki esitsizlik yazilabilir.

d
dt (u(q(xo, £), 1) — uy(q(xo, 1), 1)) =

(— u, (q(xo,t), t))2 — <% (\/ 1+ 8K? — 1) (p(u(q(xo, ), t))) >

(= ue (x5, 0))” — <i (V1+8K2 1) p(ulx, 0))> =1>0 (521

2K

Benzer sekilde,
d
a - u(Q(xO; t)) t) - ux(q('x01 t)l t)) = l (522)

(5.21) ve (5.22) esitsizliklerinin toplamindan asagidaki esitsizlik elde edilir.
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d
75 (C (@G0 0),0) = 1
Dolayistyla,

— Uy (q(x0, 1), 1) = — u(x0,0) + It

Ancak (5.6) dan asagidaki esitsizlik goriilebir.

hellye < Sl < % \/fR(ug +up® + (pp — D2)dx  [74]

Bu da u(q(xo, t),t) nin (ve dolaysiyla ¢(u(q(xo,t),t)) nin) simrl oldugunu

gostermektedir. Dolayistyla asagidaki esitsizligi saglayacak yeterince biiytik t, vardir.

1
3 U, (q(xg, £o), to) = (\/ 1+8K2— 1) lu(q(xo,t0), to) — ¢

Boylece, (5.21) ve (5.22) den asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

d 1 2
E ( U(Q(xO; t), t) i ux(CI(xo; t), t)) > Z (_ ux(CI(xOﬂ t), t))

ve
d 1 2
27 (= (g0, 0),8) = ux(q(x0, 1), ) = 7 (= ux(q(x0,0), 1))
t >ty icin.
Buradan,
%( —u, (q(x0, 1), 1)) = %(— 1w, (q(x0,0),0))°
Bu durumda,

d -1 1
_a(_ux(q(xo: t)'t)) ZZ

Bu ifadeyi (t,, T + t,) araliginda integre ederek,

_( — Uy (q(xo, T+ t), T + to))_l + ( — Uy (q(xq, to), to))_1 =

RIS
=

Elde edilir, Esitsizlik diizenlenerek,

-1 1
( - ux(q(xO; to), to)) — ZT >
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(= we(qCeo T+ o), T+ )
ve
— U, (q(xo, T+ tp), T+ ty) =
1

( — Uy (q(xq, to), to))_l — %T

elde edilir. Boylece

T — 4 (( —u,(q(xg, to), to))_l)
oldugunda,

— U (q(x9, T+ tp), T+ ty) — ©
elde edilir.

Boylece, Teorem 5.3, (i) kosulu i¢in ispatlanmis olur.

Teoremin (ii) kismini ispatlamak igin (i) kisminda bazi gerekli basit degisiklikler

yapmak yeterlidir. Bu durumda, (5.15) ve (5.19) yerine (5.8) kullanilarak asagidaki

esitsizlikler elde edilir.

d
(g0, 0,0) = (g0, 0,0)) 2

l<u§|q(xo’t) _ < ! (1 - V1 - 8K2) ¢(u(q(x0,t),t))> )

2 2K
ve
d
E - u(CI(xOﬁ t), t) - ux(Q(xO' t), t)) >
%(uilq(xo,@ - (21 - VT = 8K (u(q0,0,) )
elde edilir.

Ispatin kalan kismi igin (5.10) kullanilarak ve ayni1 yol kullamilir tamamlanir.
Boylece Teorem in ispat1 tamamlanmis olur.

Thorem 5.3 in ispatindan kolaylikla asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonug 1:

g € C*(R), p =0 olsun ve u € C([0,), HS(R)),s > g (5.1) -(5.3) de verilen

problemin global diizgiin ¢6ziimii olsun, ayrica asagida verilen (i) veya (ii)

kosullarindan en az bir tanesi saglansin.
(i)- g.1(s) = s? + g(s) olmak iizere g, (s) fonksiyonu igin dyle bir ¢ € R vardir Ki
m=g,(c) = min g
- ¢: R - R olmak iizere ¢ = \/m ile tanimli, ¢ dontigimii, 0 < K < 1 i¢in
K—Lipschitz dir.
(ii)- veya,
- g1(s) = s? + g(s) olmak iizere g,(s) fonksiyonu i¢in dyle bir ¢ € R vardir ki
M = g,(c) = max g,
- ¥: R = R olmak iizere = m ile taniml ;i) doniisiimii, 0 < K < % icin
K—Lipschitz dir.
Buradan, tim ¢t > 0 i¢in asagida (i') ve (i") nde verilen iki sonug elde edilir:

(i")- (i) Kosulu altinda,

Uy (x, ) > L (w/1 + 8K2 — 1) o(ulx, ) =

2K

J1+8K2 — 1) lu(x, t) — cl;

- 3% (

(i") — veya (ii) kosulu altinda,

w, (x,t) > i(1 — V1 - 8K2) y(u(x, 1) =

2K

_i(1—\/1—8K2) lu(x, t) —cl,

2K

Sonug 2:
Sonu¢ 1deki kosullar altinda,
(i) ¢ < 0 olmast halinde , tim x € R, u = ¢ olur.

(i") ¢ > 0 olmasi halinde, tim x € R, u < ¢ olur.
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Ispat: Eger sabit t icin [a, b] aralig1 iizerinde u(x,t) —c > 0 olursa (5.23) (veya

(5.24)) e gore asagidaki ifadeler yazilabilir.

b b
—yf e (u(x,t) — c)dx < f e u, (x,t)dx =
a a

b
e’ (u(b,t) —c) —e"*(u(a,t) — c) — )/f e (u(x,t) — c)dx

Burada,
y =>(VI+8KZ—1) (Sonug 1 deki (i) durumunda)
veya,
y =-(1-VI—8KZ) (Sonug 1 deki (i) durumunda)
Buradan asagidaki ifade elde edilir.
0 < e (u(a,t) —c) <e’(u(b,t) —c)

Dolayisiyla, a dan biiyiik tim b degerleri i¢in, u(b,t) > c olur. (a, t) noktasinin sol
komsulugunun herhangi bir noktasinda u(x,t) <c olsun. Omegin p <a

icin u(p,t) <c.

Bu durumda,

P P
yj e " (u(x,t) —c)dx < J e " u,(x, t)dx =
S S

e " (u(p,t) —c) — e’ (u(s,t) —c) +y fpe‘yx (u(x,t) — c)dx

olur ve bunun sonucu olarak,
e VS(u(s,t) —c) <e "P(u(p,t) —¢c) <0
elde edilir.

Ancak, ¢ < 0 oldugu i¢in s = —oo olmak iizere , u(s,t) — 0 olur. Buradan belli bir
s < p i¢in son esitsizligin sol tarafi pozitif olur. Diger yandan u(s,t) —c <0 .

Boylece bir ¢eliski elde ediyoruz. Bu da u(x,t) —c > 0 V x € R i¢gin demektir.

Benzer sekilde, (i") ifadesinin gegerliligini ispatlayabiliriz. Bdylece Sonug 2 saglanir.
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Not: Teorem 5.3 aymi zamanda ¢ € (0,3) olmak iizere asagidaki genellestirilmis

hiperelastik-cubuk dalga denklem sistem igin de gecerlidir.
Up = Uygr + 3Uptl — C(Ulyery + 2Uyry) + [gW]x + ppx =0
pe + (cpu)y =0
u(x,0) = up(x)
p(x,0) = po(x)

Ispat, gerekli kiiciik degisikliklerle ve ayn1 yontemle yapilir.
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6. SONUC

Tezimizde Levine tarafindan [6-7]’de verilen "I¢biikeylik Yontemi" ve V. K.
Kalantarov ve A. Ladyzhenskaya tarafindan [9]’da verilen "Genellestirilmis
Icbiikeylik Yontemi" kullanilarak bazi dalga denklemler: igin; smir kosullarinin
sonliim terimini igerdigi durumlar da giiz Oniine alinarak; baslangic sinir deger
problemlerinin ¢oziimlerinin patlamasi ve genellestirilmis Camassa-Holm denklemler
sistemi i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiiniin patlama kosullar1 aragtiritlmis ve

incelenen problemlerde ¢oziimlerin patlamas ile ilgili kriterler elde edilmistir.

Elde edilen sonuglar hem teorik hemde pratik agidan dnemlidir. Ozellikle bu tiir
denklemler i¢in basit ve kolay yoklanabilecek patlama kosullarinin elde edilmesi 6nem

arzetmektedir.

Tezimiz bu alanda ¢alismakta olan diger arastirmacilarin farkli problemlerin degisik

sartlar altinda ¢oziimlerinin incelenmesinde faydalanabilecekleri bir ¢aligmadir.
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