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önünde başarı ile sunmuştur.
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GENELLEŞTİRİLMİŞ RİCCİ REKÜRANT
RİEMANN VE WEYL MANİFOLDLARI

ÖZET

Bu çalışmada, ilk olarak genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann manifoldları ile
ilgili literatürde yapılmış olan çalışmalar ayrıntılı olarak incelenmiş, daha sonra
genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldları ele alınmış ve bazı yeni sonuçlar
elde edilmiştir.

Genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann ve Weyl manifoldlarının ele alındığı bu tez
çalışması, beş bölümden oluşmaktadır.

Tez çalışmasının ilk bölümünde, geometrinin tarihi gelişiminden ve Öklid geometrisin-
den bahsedilerek, Riemann ve Weyl manifoldları ile ilgili bilgiler verilmiştir. Weyl
manifoldları 1918 yılında H. Weyl tarafından fizikteki birleşik alanlar teorisini formüle
etmek için tanımlanmıştır. Weyl manifoldları, fizikçiler ve matematikçiler tarafından
ilgi görmüş ve bu alanda birçok çalışmalar yapılmıştır.

Simetrik bir ∇ konneksiyonuna ve bu konneksiyon tarafından korunan simetrik
konform g metrik tensörüne sahip n-boyutlu bir Wn manifolduna Weyl manifoldu denir.
Buna göre,

∇kgi j = 2gi jTk

uygunluk koşulunu sağlayan bir Tk kovaryant vektör alanı (komplemanter vektör alanı)
mevcuttur.

İkinci bölümde, Riemann, Weyl, Einstein ve yarı-Einstein manifoldlarının tanımları ile
bu çalışmada geçen bazı temel tanımlara yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde, ilk olarak genelleştirilmiş Ricci rekürant manifoldları göz önüne
alınmıştır. Düz olmayan bir Riemann manifoldunun Ricci tensörü

∇kRi j = AkRi j

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda Ricci rekürant Riemann manifoldu denir. Burada A,
sıfırdan farklı bir vektör alanıdır.

Eğer Ricci tensörü, A ve B sıfır olmayan 1-form olmak üzere

∇kRi j = AkRi j +Bkgi j

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann manifoldu
denir.

Ricci rekürant manifold ilk olarak Patterson [1] tarafından ortaya atılmış ve daha sonra
Ricci rekürant manifoldlar konusu bir çok yazar tarafından çalışılmıştır [2], [3], [4].
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Eğer Ricci tensörü

∇kRi j = ∇ jRik

bağıntısını sağlıyorsa, Ricci tensörü simetrik ise Codazzi tipindendir denir.

Daha sonra bu bölümde, [5] numaralı çalışmada yer alan teoremler incelenmiş ve
global şekilde yapılmış olan teoremler lokal koordinatlarda yeniden ispatlanmıştır.
Genelleştirimiş Ricci rekürant Riemann manifoldunun konform olarak düz (C = 0)
ve Codazzi tipinde Ricci tensörüne sahip olması ile ilgili teoremler ispatlanmıştır.
Ayrıca, devirli paralel Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann
manifoldunun bir Einstein manifoldu olduğu ispatlanmıştır.

Dördüncü bölümde, [6] numaralı çalışmada yer alan pseudo devirli Ricci simetrik
Riemann manifoldları ile ilgili global şekilde yapılmış olan teoremler lokal
koordinatlarda ispatlanmıştır.

Eğer Riemann manifoldunun Ricci tensörü,

∇kRi j +∇iR jk +∇ jRki = 2AkRi j +AiR jk +A jRki

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldu
denir. Burada, A sıfırdan farklı 1-formdur.

Bu bölümde, pseudo devirli Ricci simetrik bir Riemann manifoldunun özel tipte bir
yarı-Einstein manifoldu olduğu gösterilmiştir.

Beşinci bölümde, Weyl manifoldları göz önüne alınarak, tezin önceki bölümlerinde
genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann manifoldları için elde edilen teoremlere
benzer olarak, genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldları için bazı yeni sonuçlar
elde edilmiştir. Bu çeşit manifoldlarla ilgili olarak aşağıdaki teoremler ispatlanmıştır.

Teorem: Temel vektör alanları aynı doğrultuda olan konform olarak düz
genelleştirilmiş Ricci rekürent Wn(g,T ), (n > 3) Weyl manifoldu

g jpAi∇̇p(∇[kTj])+g jpAp∇̇k(∇[iTj]) = 0

koşulu altında bir yarı-Einstein Weyl manifoldudur.

Teorem: Eğer Tk komplemanter vektörü lokal gradient (∇[iTk] = 0) ise temel vektör
alanları aynı doğrultuda olan konform düz genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl
manifoldu yarı sabit eğriliklidir.

Teorem: Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl
manifoldunun Einstein-Weyl manifold olması için gerek ve yeter koşul skaler eğriliğin
genelleştirilmiş kovaryant olarak sabit olmasıdır.
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GENERALIZED RICCI RECURRENT
RIEMANNIAN AND WEYL MANIFOLDS

SUMMARY

In this work, firstly we have widely examined the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifolds in existing literature. Then, we have considered the generalized
Ricci recurrent Weyl manifolds and obtained some new results.

This thesis contains five chapters.

In the first chapter, we have briefly dealt with the historical developments of geometry.
We have given the basic knowledge on Euclidean geometry, Riemannian and Weyl
manifolds.

Weyl geometry was introduced by Hermann Weyl. H. Weyl generalized Riemannian
geometry by introducing scale freedom of the underlying metric. He formulated
unified field theory in 1918.

Weyl geometry was taken up explicitly in different research fields of theoretical physics
during the second half of the 20th century.

A differantiable manifold Wn of dimension n having a symmetric connection ∇ and
a conformal metric tensor g preserved by ∇ is called a Weyl manifold. In local
coordinates, there exists a covariant vector field T (complementary vector field) such
that the condition

∇kgi j = 2gi jTk

holds. Under the renormalization ḡ = λ 2g of the metric tensor, the vector field T is
transformed into by

T̄k = Tk +∂k(lnλ ).

In the second chapter, we have stated the definition of Riemannian, Weyl, Einstein
and quasi-Einstein manifolds and given the main definitions related by the thesis.
Firstly, we have defined the properties of the n-dimensional topological manifold,
the differentiable manifold, Riemannian metric, and Levi-Civita connection. Then,
we have mentioned the Riemannian curvature tensor, scalar curvature, Einstein and
quasi-Einstein manifolds. Later on, we have reviewed the fundamental definitions
concerning Weyl manifolds.

In the third chapter, firstly, we have considered the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifolds.

A non-flat Riemannian manifold is a Ricci recurrent manifold if its Ricci tensor Ri j
satisfies the condition

∇kRi j = AkRi j
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where A is non-zero 1-form.

A non-flat Riemannian manifold is a generalized Ricci recurrent manifold if its Ricci
tensor Ri j satisfies the condition

∇kRi j = AkRi j +Bkgi j

where A and B are 1-forms, and B is non-zero.

The idea of Ricci recurrent manifold was introduced by Patterson [1]. Then, Ricci
recurrent manifolds have been studied by many authors [2], [3], [4].

In 1995, De, Guha and Kamilya [7] introduced and studied the generalized
Ricci-recurrent Riemannian manifolds for (n > 2).

In this chapter, we have studied some theorems given in [5]. These theorems
have already studied in global form, we studied and proved these theorems in local
coordinates. The following theorems concerning such spaces are proved:

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Riemannian manifold
provided the basic vector fields are co-directional, is a quasi-Einstein manifold [5].

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Riemannian manifold
provided the basic vector fields co-directional, is a manifold of quasi-constant
curvature [5].

Theorem: A generalized Ricci recurrent Riemannian manifold having Codazzi type
of Ricci tensor is an Einstein manifold.

Theorem: A generalized Ricci recurrent Riemannian manifold having cyclic parallel
Ricci tensor is an Einstein manifold.

Also, at the end of this chapter an example for the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifold is given.

In fourth chapter, we have considered pseudo Ricci symmetric and pseudo cyclic Ricci
symmetric Riemannian manifolds. We have studied and proved some theorems given
in [6]. A Riemannian manifold is called pseudo Ricci symmetric manifold if its Ricci
tensor Ri j satisfies the condition

∇kRi j = 2AkRi j +AiR jk +A jRki

where A is non-zero 1-form. A Riemannian manifold is called pseudo cyclic Ricci
symmetric manifold if its Ricci tensor Ri j satisfies the condition

∇kRi j = AkRi j +Bkgi j

where A and B are 1-forms and they are not identically zero. A Riemannian manifold is
called the generalized pseudo Ricci symmetric manifold if its Ricci tensor Ri j satisfies
the condition

∇kRi j = 2AkRi j +BiR jk +D jRki

where A, B and D are not identically zero.

In this section, It is shown that a pseudo cyclic Ricci symmetric Riemannian manifold
is a special quasi-Einstein manifold.
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In the last chapter, Weyl manifolds are examined. The definitions of Ricci recurrent
and generalized Ricci recurrent Weyl manifolds are given. Also, the condition is given
for a Weyl manifold satisfying Codazzi type of Ricci tensor. Based on these definitions,
some original results are obtained on the generalized Ricci recurrent Weyl manifolds.
The following theorems are proved:

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Weyl manifold (n > 3)
provided the basic vector fields are co-directional, will be a quasi-Einstein Weyl
manifold if the condition

g jpAi∇̇p(∇[kTj])+g jpAp∇̇k(∇[iTj]) = 0

holds true.

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Weyl manifold (n > 3)
provided the basic vector fields are co-directional, will have a quasi-constant curvature
tensor if the complementary vector field T is locally a gradient.

Theorem: A necessary and sufficient condition for a generalized Ricci recurrent Weyl
manifold satisfying Codazzi type of Ricci tensor to be an Einstein-Weyl manifold is
that its scalar curvature is prolonged covariant constant.
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1. GİRİŞ

Geometrinin ilk sistematik çalışması M.Ö. 300 yıllarında Öklid (Euclid) tarafından

yazılmış olan 13 ciltten oluşan ” Öğeler” adlı eserde yer alan tanım ve postulatlardır.

Bu eserle geometrinin temelleri atılmıştır. Öklid’in tanımladığı postulatlar uzun yıllar

geometride başvuru kaynağı olarak kullanılmıştır ve hala da kullanılmaktadır.

19. yüzyıla kadar rakipsiz kalan Öklid geometrisi 1827 yılında Carl Friedrich Gauss’un

Theorema Egregium çalışmasında, yüzeyin eğriliğini ölçmek için günümüzde Gauss

eğriliği denilen bir ölçümün varlığını ortaya koydu. Bu ölçümün yüzey üzerindeki

eğrilere bağlı olduğunu gösterdi. Gauss, diferansiyel geometri ve manifold kavramının

oluşmasında temel olacak çalışmalar yaptı.

Gauss’un doktora öğrencisi olan Georg Friedrich Bernhard Riemann, Öklid dışı

geometrinin varlığını ileri sürmüş ve manifold kavramı ile geometri için yeni bir bakış

açısı getirmiştir. Manifold kavramı, izafiyet teorisi ve uzay-zaman yapısının temelini

oluşturmuştur.

Riemann, manifold üzerinde çeşitli işlemlerin yapıldığı n-boyutlu nokta kümesini

tanımladı. Öklid uzayında tanımlanan uzunluk kavramını, Riemann manifoldlar

üzerinde tanımladı. Riemann eğrilik tensörü ismini verdiği ölçüyü tanımladı.

Riemann’ın ileri sürdüğü bu bakış açısı ile Einstein izafiyet teorisinin uzay-zaman

kavramının temelini attı.

1918 yılında Hermann Weyl, Riemann geometrisinin daha geneli olan Weyl

geometrisini tanımlamıştır. Bu geometriyi fizikteki birleşik alan teorisini formule

etmek için ortaya koymuştur. Weyl’in tanıttığı Gauge (ölçer) değişmezlikleri günümüz

kuantum fiziğinin dönüm noktalarından biri olarak kabul edilmektedir.

Elektromanyetik kuvvet, kütle çekim kuvveti, güçlü nükleer kuvvet ve zayıf nükleer

kuvvet olmak üzere evreni yöneten 4 temel kuvvetin; tek bir kuvvetin farklı

görünümleri olduğu teorisine süper birleşik alan teorisi denir. Birleşik alan teorisi,

evreni tanımlamak için kolaylık sağlar. Weyl manifoldları, 1918 yılında H. Weyl
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tarafından fizikteki birleşik alanlar teorisini formüle etmek için tanımlanmıştır [8].

Bu teori başta fizikçiler tarafından kabul görmemesine rağmen daha sonra Weyl

manifoldları, hem fizikçilerin hem de matematikçilerin birçok çalışmalarında yardımcı

olmuştur.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanımlar

Bu bölümde tez çalışmamızda geçen temel tanımlara ve teoremlere yer verilmiştir.

Tanım 2.1.1 M, topolojik bir uzay olsun. M, aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa M’ye

n-boyutlu topolojik manifold denir.

i) M, bir Hausdorff uzayıdır.

ii) M’nin her açık alt kümesi n-boyutlu öklid uzayı En’e veya En’nin bir açık alt

kümesine homeomorftur.

iii) M sayılabilir çoklukta açık kümelerle örtülür.

Tanım 2.1.2 M, n-boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde Ck sınıfından

diferansiyellenebilir bir yapı tanımlanabiliyorsa, M manifolduna Ck sınıfından

diferansiyellenebilir manifold denir.

Tanım 2.1.3 M, n-boyutlu topolojik manifold olsun. M manifolduna ait bir p

noktasının teğet uzayı TpM olmak üzere, M üzerinde v vektör alanı,

v : M → TpM

kuralı ile her p ∈M için,

p → v(p) = vp

bir vp teğet vektörü karşı getiren bir dönüşümdür. M manifoldu üzerinde

diferansiyellenebilen vektör alanların kümesi χ(M) ile gösterilir.

Tanım 2.1.4 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M’nin her p noktasına

g : TpM×TpM→ R

bir iç çarpım karşı getiren g dönüşümüne M üzerinde Riemann metriği denir.

g Riemann metriği simetrik, pozitif tanımlı, (2,0) tensör alanıdır. Riemann metriği

X ,Y ∈ TpM olmak üzere,
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1. g(X ,Y ) = g(Y,X) (simetrik)

2. g(X +Y,Z) = g(X ,Y )+g(Y,Z)

g(aX ,Y ) = ag(X ,Y ) (2-lineer)

3. g(X ,X)≥ 0 (her x için)

g(X ,X) = 0 ⇐⇒ x = 0 (pozitif tanımlı)

şartlarını sağlar. Bir g Riemann metriği tanımlanmış olan diferansiyellenebilir M

manifolduna Riemann manifoldu denir ve genellikle (M,g) ikilisi ile gösterilir, [9].

Tanım 2.1.5 M, C∞(M) sınıfından n- boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun.

M üzerinde,

∇ : χ(M)×χ(M)−→ χ(M)

dönüşümü ∀ f ,g ∈C∞(M,R) ve ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) ve a,b ∈ R sabitleri için;

1. ∇X(aY +bZ) = a∇XY +b∇X Z

2. ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z

3. ∇X fY = (X f )Y + f ∇XY

şartlarını sağlıyorsa, ∇ operatörüne M üzerinde lineer konneksiyon denir, [9].

Tanım 2.1.6 Mn diferansiyellenebilir manifold üzerinde

τ(X ,Y ) = ∇XY −∇Y X− [X ,Y ], ∀X ,Y ∈ χ(M)

şeklinde tanımlanan τ tensörüne ∇ lineer konneksiyonuna göre Mn manifoldunun

burulma tensörü denir. ∀X ,Y ∈ χ(M) için τ(X ,Y ) = 0 ise Mn manifoldu, burulmasız

manifold olarak adlandırılır, [9].

Tanım 2.1.7 ∇ lineer konneksiyonu (Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde tanımlansın.

∀X ,Y,Z ∈ χ(M) olmak üzere,

∇ dönüşümü:

i) τ(X ,Y ) = 0

ii) Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇X Z)
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koşullarını sağlıyor ise, ∇ lineer konneksiyonuna M nin Levi-Civita konneksiyonu adı

verilir, [9].

Tanım 2.1.8 (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve ∇ lineer konneksiyonu, M üzerinde

Levi-Civita konneksiyonu olsun.

R(X ,Y )Z = ∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M)

olarak tanımlanan M üzerinde (1,3)-tensör alanı olan R fonksiyonuna, M nin Riemann

eğrilik tensörü denir. Öte yandan R(X ,Y,Z,W ) = g(R(X ,Y )Z,W ) tensörü, M nin

Riemann-Christoffel eğrilik tensörü olarak adlandırılır.

Levi-Civita konneksiyonu ∇ nın katsayıları lokal koordinatlarda{
k
i j

}
=

1
2

gkm
(

∂ig jm +∂ jgim−∂mgi j

)
şeklindedir. Buradan lokal koordinatlarda Riemann eğrilik tensörü

Ri
jkl = ∂k

{
i
jl

}
−∂l

{
i
jk

}
+

{
h
jl

}{
i

hk

}
−
{

h
jk

}{
i

hl

}
şeklinde ifade edilir.

(Mn,g) Riemann manifoldunda Ricci tensörü Ri j, simetrik bir tensördür. Ri j nın lokal

koordinatlarda gösterimi,

Ri j = Rk
i jk = ghkRhi jk (2.1)

şeklindedir.

R skaler eğriliği,

R = gi jRi j (2.2)

şeklinde tanımlanır, [9].

Diğer taraftan,

Rh jkl = ghpRp
jkl (2.3)

eşitliği mevcuttur.

Tanım 2.1.9 (0,2) tipinde simetrik Ri j tensörü Codazzi tipinde olsun. Öyleyse,

∇kRi j = ∇ jRik (2.4)
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eşitliği sağlanır.

Tanım 2.1.10 (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun.Eğer manifoldun Ricci tensörü

Ri j = αgi j +βAiA j (2.5)

koşulunu sağlıyorsa, Mn manifolduna yarı Einstein manifoldu adı verilir. Burada α ve

β , Mn üzerinde reel değerli fonksiyonlardır. U , manifold üzerinde birim teğet vektör

alanı olmak üzere A

A(X) = g(X ,U) olarak tanımlanan 1-formdur, [10].

Tanım 2.1.11 (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer manifoldun Ricci tensörü

Ri j =
R
n

gi j (2.6)

koşulunu sağlıyorsa, Mn manifolduna Einstein manifoldu adı verilir, [11].

Tanım 2.1.12 λ sıfırdan farklı bir reel sayı olsun. A ve B sıfır olmayan 1− f orm olmak

üzere aralarında,

Bk = λAk (2.7)

bağıntısı varsa Ak ile Bk birbirine paraleldir.

Tanım 2.1.13 (Mn,g) Riemann manifoldunda konform eğrilik tensörü;

Ch
i jk = Rh

i jk−
1

n−2

(
δ

h
k Ri j−δ

h
j Rik+Rh

kgi j−Rh
jgik

)
(2.8)

+
R

(n−1)(n−2)

(
gi jδ

h
k −gikδ

h
j

)
olarak tanımlanır, [12].

Tanım 2.1.14 (Mn,g) Riemann manifoldunun konform olarak düz olması için gerek

ve yeter şart

Ch
i jk = 0 (2.9)

olmalıdır, [12].
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2.2 Weyl Manifoldları

Tanım 2.2.1 ∇ simetrik konneksiyonuna ve konform bir gi j metrik tensörüne sahip n−

boyutlu bir Wn manifoldunda gi j metrik tensörü ile konneksiyon arasında

∇kgi j−2gi jTk = 0 (2.10)

uygunluk şartı mevcut ise, Wn manifolduna bir Weyl uzayı denir. Weyl uzayı, Wn(g,T )

şeklinde ifade edilir. Burada Tk kovaryant vektörüne, Weyl uzayının komplemanter

vektörü denir.

λ > 0 skaler fonksiyonu için gi j metrik tensörünün

ḡi j = λ
2 gi j (2.11)

şeklindeki dönüşümü altında Tk komplemanter vektörü,

T̄k = Tk +∂k(lnλ ) (2.12)

eşitliğine uygun bir şekilde dönüşür, [13].

(2.11) ve (2.12) yardımıyla (gi j,Tk) tensör çiftine karşı gelen (ḡi j, T̄k) tensör çiftini

oluşturan dönüşüm, gauge dönüşümü olarak adlandırılır.{
i

kl

}
Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları ve ∇ simetrik konneksiyonunun Γi

kl

katsayıları için (2.10) denkleminden

Γ
i
kl =

{
i

kl

}
−gim(gmkTl +gmlTk−gklTm). (2.13)

elde edilir.

Öyleyse, (2.10) denklemini sağlayan Tk kovaryant vektörü ve gi j metrik tensörü

bulunuyorsa, (2.13) bağıntısı simetrik konneksiyonu tanımlar.

Tanım 2.2.2 Bir A büyüklüğü, (2.11) dönüşümü altında

Ā = λ
pA (2.14)

şeklindeyse, A ya gi j tensörünün {p} ağırlıklı bir uydusu denir. gi j tensörünün {p}

ağırlıklı A uydusunun genelleştirilmiş türevi ∂̇kA ile ifade edilir ve

∂̇kA = ∂kA− pTkA (2.15)
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formülü tanımlanır, [14], genelleştirilmiş kovaryant türevi ise

∇̇kA = ∇kA− pTkA (2.16)

şeklindedir ve genelleştirilmiş türev ile genelleştirilmiş kovaryant türev uyduların

ağırlıklarını korur.

Tanım 2.2.3 Wn manifolduna ait eğrilik tensörü ve Ricci tensörünün lokal kordinat

sistemindeki bileşenleri,

Ri
jkl = ∂kΓ

i
jl−∂lΓ

i
jk +Γ

i
hkΓ

h
jl−Γ

i
hlΓ

h
jk (2.17)

Ri j = Ra
i ja = Rha

hi ja (2.18)

şeklinde ifade edilir. Böylelikle eğrilik tensörünün ve Ricci tensörünün gauge

invaryant olduğu görülür.

Tanım 2.2.4 Weyl uzayında birinci Bianchi özdeşliği,

Rh
i jk +Rh

jki +Rh
ki j = 0 (2.19)

şeklindedir, [15].

Weyl uzayında ikinci Bianchi özdeşliği ise

∇̇lRh
i jk + ∇̇kRh

i jk + ∇̇ jRh
ikl = 0 (2.20)

şeklindedir, [15].

Tanım 2.2.5 Weyl manifoldunda, Ri j tensörünün simetrik kısmı;

R(i j) =
Ri j +R ji

2
. (2.21)

Ri j tensörünün antisimetrik kısmı;

R[i j] =
Ri j−R ji

2
. (2.22)

şeklinde ifade edilir.

Tanım 2.2.6 Weyl konneksiyonu simetrik bir konneksiyon olmadığı için Ricci tensörü

simetrik değildir. Buradan, R[i j] = Ri j−R ji olmak üzere

R[i j] = n∇[ jTi]. (2.23)

şeklinde bir bağıntı vardır, [16].
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ RİCCİ REKÜRANT RİEMANN MANİFOLDU

Tanım 3.1 (Mn,g), düz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eğer Ricci tensörü

∇kRi j = AkRi j (3.1)

bağıntısını sağlıyorsa manifolda Ricci rekürant manifold denir. Burada A, sıfırdan

farklı bir vektör alanıdır, [1].

Tanım 3.2 A ve B sıfır olmayan 1-form olmak üzere (Mn,g) Riemann manifoldu,

∇kRi j = AkRi j +Bkgi j (3.2)

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda genelleştirilmiş Ricci rekürant manifold denir, [7].

3.1 Konform Olarak Düz Genelleştirilmiş Ricci Rekürant Riemann Manifoldu

(Mn,g) Riemann manifoldu konform olarak düz olsun. Bu durumda C = 0 olacağı için

(2.8) ve (2.9) denklemlerinden

Rh
i jk =

1
n−2

(
δ

h
k Ri j−δ

h
j Rik+Rh

kgi j−Rh
jgik

)
(3.3)

− R
(n−1)(n−2)

(
gi jδ

h
k −gikδ

h
j

)
elde edilir.

Ayrıca, (Mn,g) Riemann manifoldunun genelleştirilmiş Ricci rekürant manifold

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, Ricci tensörü (3.2) denklemini sağlar.

(3.2) denkleminin her iki tarafı gi j tensörü ile çarpılırsa

∇kR = AkR+nBk (3.4)

elde edilir.

Konform olarak düz Riemann manifoldu için

∇kRi j−∇ jRik =−
1

2(n−1)

(
gik∇ jR−gi j∇kR

)
(3.5)
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denklemi sağlanır, [17] .

O halde, konform olarak düz Riemann manifoldu için Ricci rekürant olma şartı göz

önüne alınırsa, (3.2), (3.4) ve (3.5) denklemlerinden

AkRi j +Bkgi j−A jRik−B jgik =−
1

2(n−1)

[
gik(A jR+nB j)−gi j(AkR+nBk)

]
elde edilir. Buradan,

2(n−1)
[
AkRi j +Bkgi j−A jRki−B jgik

]
= gi jAkR+ngi jBk−gikA jR−ngikB j (3.6)

bulunur.

(3.6) denkleminin her iki tarafı gi j tensörü ile çarpılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

2(n−1)
[
AkR+nBk−A jR

j
k−Bk

]
= nAkR+n2Bk−AkR−nBk

denklemi bulunur ve buradan da

A jR
j
k =

1
2

AkR+
(n−2)

2
Bk (3.7)

elde edilir.

Diğer taraftan (3.6) denklemi Apg jp ile çarpılırsa,

2(n−1)
[
AkApRp

i +AiBk−ApApRki−B jA jgik

]
(3.8)

= RAkAi−RApApgik +nBkAi−nB jA jgik

elde edilir. Ap vektörünün büyüklüğü

ApAp = |Ap|2 = µ (3.9)

olarak gösterilir ve (3.7), (3.9) denklemleri (3.8) denkleminde yerine konursa

2(n−1)
[
Ak

(1
2

AiR+
(n−2)

2
Bi

)
+AiBk−µRki−B jA jgik

]
= RAkAi−µRgik +nBkAi−nB jA jgik

bulunur. Buradan,

µRki =
1
2

AkAiR+
(n−2)

2
AkBi +AiBk−B jA jgik−

1
2(n−1)

AkAiR

(3.10)

+
µ

2(n−1)
Rgik−

(n)
2(n−1)

BkAi +
(n)

2(n−1)
B jA jgik
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elde edilir.

Bk ve Ak vektörlerinin aynı doğrultuda olduğu kabul edilirse, yani λ sıfırdan farklı bir

skaler olmak üzere

Bk = λAk

olarak alınırsa, (3.10) denkleminden

µRki =
[1

2
− 1

2(n−1)

]
AkAiR+

(n−2)λ
2

AkAi +λAiAk−λA jA jgik

(3.11)

+
µ

2(n−1)
Rgik +

n
2(n−1)

(
−λAkAi +λA jA jgik

)
elde edilir. Buradan Rki Ricci tensörü

Rki =
[3λn−2λ +R

2(n−1)

]
gki +

[(n−2)R+n2λ −2nλ

2µ(n−1)

]
AkAi (3.12)

şeklinde elde edilir. Bu da manifoldun yarı Einstein manifold olduğunu gösterir.

O halde, şu teorem elde edilir:

Teorem 3.1.1 Temel vektör alanları paralel olan konform olarak düz, genelleştirilmiş

Ricci rekürant Riemann manifoldu, bir yarı-Einstein manifoldudur, [5].

Şimdi temel vektör alanları paralel olan ve ayrıca konform düz olan Ricci rekürant

Riemann uzaylarını göz önüne alalım.

Konform olarak düz Riemann manifoldunda (0,4) tipindeki eğrilik tensörü,

Rki jl =
1

n−2

[
Ri jgkl−Rk jgil +Rklgi j−Rilgk j

]
(3.13)

− R
(n−1)(n−2)

[
gi jgkl−gk jgil

]
denklemini sağlar, [17].
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Konform düz Ricci rekürant Riemann manifoldu, Bk = λAk şartı altında (3.12)

denklemini sağladığından, (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

Rki jl =
1

n−2

[(3λn−2λ +R
2(n−1)

)(
gi jgkl−gk jgil +gklgi j−gilgk j

)

+
((n−2)R+n2λ −2nλ

2µ(n−1)

)(
AiA jgkl−AkA jgil +AkAlgi j−AiAlgk j

)]

− R
(n−1)(n−2)

[
gi jgkl−gk jgil

]
elde edilir. Buradan,

Rki jl =
λ (3n−2)

(n−1)(n−2)

[
gi jgkl−gk jgil

]
(3.14)

+
nλ +R

2µ(n−1)

[
AiA jgkl−AkA jgil +AkAlgi j−AiAlgk j

]
denklemi elde edilir. Burada (3.14) denklemi gkl ile daraltılırsa ortaya çıkan denklem

sonucunda uzay, yarı Einstein manifoldu olur. Ardından gi j ile daraltıldığında ise

sabit eğrilik denklemi elde edilir. Bu yüzden, (3.14) denklemi, manifoldun yarı sabit

eğrilikli bir manifold olduğunu ifade eder.

O halde şu teorem elde edilir;

Teorem 3.1.2 Temel vektör alanları paralel olan konform olarak düz genelleştirilmiş

Ricci rekürant Riemann manifoldu, yarı sabit eğriliklidir, [5].

3.2 Codazzi Tipinde Ricci Tensörüne Sahip Genelleştirilmiş Ricci Rekürant

Riemann Manifoldları

Teorem 3.2.1 Codazzi tipinde Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant

Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

İspat. Ri j Ricci tensörü Codazzi tipinden bir tensör olsun. Yani (2.4) denklemi

sağlanıyor olsun. (2.4) denkleminin her iki tarafı gi j ile çarpılırsa

∇kR = ∇ jR
j
k
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bulunur. Diğer taraftan, ikinci Bianchi özdeşliğinden elde edilen ∇ jR
j
k =

1
2∇kR eşitliği

burada kullanılırsa

∇kR =
1
2

∇kR

elde edilir. O halde, bu son denklemden ∇kR = 0 bulunur. Dolayısıyla, R skaler

eğriliğin sabit olduğu sonucu çıkar.

Riemann manifoldunun genelleştirilmiş Ricci rekürant manifold olduğunu kabul

edelim. O halde, (3.2) ve dolayısıyla (3.4) denklemleri sağlanır. R skaler eğriliğin

sabit olmasından ve (3.4) denkleminden

Bk =−
R
n

Ak (3.15)

elde edilir. Öte yandan (2.4) denkleminden,

∇kRi j−∇ jRik = 0

olduğu açıktır. Burada (3.2) denklemi yerine yazılırsa

∇kRi j−∇ jRik = AkRi j +Bkgi j−A jRik−B jgik (3.16)

ifadesi elde edilir. (3.16) denklemi, gi j ile çarpılırsa

∇kR−∇ jR
j
k = AkR+nBk−A jR

j
k−Bk

elde edilir. Burada ikinci Bianchi özdeşliğinden elde edilen eşitlik kullanılırsa,

∇kR = 2AkR+2(n−1)Bk−2A jR
j
k

bulunur. ∇kR = 0 olduğundan,

A jR
j
k = AkR+(n−1)Bk (3.17)

elde edilir. (2.4) ve (3.16) denklemlerinden,

AkRi j +Bkgi j−A jRik−B jgik = 0

olduğu açıktır. Bu denklem, Apg jp ile çarpılırsa

AkApg jpRi j +BkApg jpgi j−A jg jpApRik−B jg jpApgik = 0 (3.18)
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bulunur. (3.15) denklemi yardımıyla,

AkApRp
i +BkAi−µRik +

R
n

A jA jgik = 0 (3.19)

elde edilir. (3.17) denklemi, (3.19) denklemine yerine konursa

Rik =
R
n

gik (3.20)

bulunur. Bu da, manifoldun Einstein manifoldu olduğunu gösterir.

Sonuç 3.1 Tersine manifold Einstein ise, Ricci tensörü Codazzi tipindedir ve manifold,

rekürantlık vektörü sıfır veya skaler eğriliği sıfır olan Rekürant bir manifolddur.

3.3 Devirli Paralel Ricci Tensörüne Sahip Genelleştirilmiş Ricci Rekürant

Riemann Manifoldları

Teorem 3.3.1 Devirli paralel Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant

Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

İspat.

Riemann manifoldu devirli paralel Ricci tensörüne sahip ise,

∇kRi j +∇iR jk +∇ jRki = 0 (3.21)

denklemi sağlanır. (3.21) denklemi, gi j ile çarpılırsa

∇kR+∇iRi
k +∇ jR

j
k = 0

bulunur. Burada, ikinci Bianchi özdeşliğinden elde edilen ∇ jR
j
k = 1

2∇kR denklemi

kullanılırsa

∇kR+
1
2

∇kR+
1
2

∇kR = 0

ve dolayısıyla ∇kR = 0 elde edilir. Skaler eğrilik R sabit olduğundan, genelleştirilmiş

Ricci rekürant Riemann manifoldu için (3.4) denkleminden Bk = −R
n Ak sonucuna

varılır.

(3.2) denklemi ve (3.21) denklemlerinden

AkRi j +Bkgi j +AiR jk +Big jk +A jRki +B jgki = 0 (3.22)
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elde edilir. Bu denklem, gi j ile çarpılırsa

AkR+nBk +AiRi
k +Bk +A jR

j
k +Bk = 0

ve dolayısıyla,

2AiRi
k = −AkR− (n+2)Bk

bulunur. Buradan,

AiRi
k = −1

2
AkR− (n+2)

2
Bk (3.23)

elde edilir. (3.22) denklemi, Apgkp ile çarpılırsa

ApAkgkpRi j +ApgkpBkgi j +AiApgkpR jk +BiApgkpg jk + A jApgkpRki

+ B jApgkpgki = 0

elde edilir. Burada (3.23) eşitliğinden yararlanarak işlemler yapılırsa,

µRi j−
µR
n

gi j + Ai

(
− 1

2
A jR+

(2+n)R
2n

A j

)
− R

n
AiA j

+ A j

(
− 1

2
AiR+

(2+n)R
2n

AiA j

)
− R

n
AiA j = 0

bulunur. Buradan,

Ri j =
R
n

gi j

bağıntısı elde edilir. O halde, devirli paralel Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş

Ricci rekürant Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

3.4 Genelleştirilmiş Ricci Rekürant Riemann Manifoldu İçin Örnek

q =
ex1

k2 ve k 6= 0 , (i, j = 1,2,3,4) olmak üzere g metriği;

g = gi jdxidx j = (1+2q)
[
(dx1)2 +(dx2)2 +(dx3)2 +(dx4)2

]
şeklinde tanımlanan 4 boyutlu bir Riemann manifoldu göz önüne alalım [7].

g metriğinin kovaryant bileşenini gi j ve tersini gi j ile gösterelim.

1+2q =
k2 +2ex1

k2 ve
1

1+2q
=

k2

k2 +2ex1 olacak şekilde,
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gij =


1+2q 0 0 0

0 1+2q 0 0
0 0 1+2q 0
0 0 0 1+2q



gij =



1
1+2q

0 0 0

0
1

1+2q
0 0

0 0
1

1+2q
0

0 0 0
1

1+2q


şeklindedir.

{
i
jl

}
Levi-Civita konneksiyon katsayıları olmak üzere,

[k, i j] =
1
2

(
∂gik

∂ j
+

∂gk j

∂ i
−

∂gi j

∂k

)
, (3.24)

(i, j,k = 1,2,3,4) için

gkl[k, i j] =
{

l
i j

}
= Γ

l
i j (3.25)

şeklindedir.

(3.24) bağıntısı yardımıyla sıfır olmayan [k, i j] değerleri;

[1,11] = [2,12] = [2,21] = [3,13] = [3,31] = [4,14] = [4,41] =
ex1

k2 ,

[1,22] = [1,33] = [1,44] =−ex1

k2

şeklinde bulunur. q =
ex1

k2 eşitliğinden

ex1
= k2q (3.26)

olduğu açıktır. (3.25) ve (3.26) bağıntılarından sıfır olmayan Christoffel sembolleri:

Γ1
11 = g11[1,11] =

ex1

k2 +2ex1 =
q

1+2q
,

Γ1
22 = g11[1,22] =− ex1

k2 +2ex1 =− q
1+2q

,
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Γ1
33 = g11[1,33] =− ex1

k2 +2ex1 =− q
1+2q

,

Γ1
44 = g11[1,44] =− ex1

k2 +2ex1 =− q
1+2q

,

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ3
13 = Γ3

31 = Γ4
14 = Γ4

41 =
ex1

k2 +2ex1 =
q

1+2q

olarak elde edilir.

Riemann eğrilik tensörü:

Ra
i jk = ∂ jΓ

a
ik−∂kΓ

a
i j +Γ

a
b jΓ

b
ik−Γ

a
bkΓ

b
i j (3.27)

bağıntısıyla ifade edilir. Buradan,

R1
221 = R1

331 = R1
441 =

ex1
k2

(k2 +2ex1
)2

,

R2
332 = R2

442 = R3
443 =

(ex1
)2

(k2 +2ex1
)2

elde edilir. (2.3) bağıntısından,

R1221 = R1331 = R1441 =
ex1

k2 +2ex1 =
q

1+2q
,

R2332 = R2442 = R3443 =
(ex1

)2

k2(k2 +2ex1
)
=

q2

1+2q

bulunur. (2.1) denkleminden,

R11 = g11R1111 +g22R2112 +g33R3113 +g44R4114 =⇒ R11 =
3q

(1+2q)2 ,

R22 = g11R1221 +g22R2222 +g33R3223 +g44R4224 =⇒ R22 =
q

1+2q

elde edilir. Aynı şekilde, R33 = R44 =
q

1+2q
bulunur. Buradan,

R11 =
3q

(1+2q)2 =
3ex1

k2
(

k2+2ex1

k2

)2 =⇒ R11,1 =
3ex1

k2

k4 −
24(ex1

)3

k6(
k2+2ex1

k2

)4 =
3q(1−2q)
(1+2q)3 ,

R22 = R33 = R44 =
q

1+2q
=

ex1

k2(
k2+2ex1

k2

) ise

R22,1 = R33,1 = R44,1 =
ex1

k2(
k2+2ex1

k2

)2 =
q

(1+2q)2 elde edilir.

(2.2) denkleminden skaler eğrilik;
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R = g11R11 +g22R22 +g33R33 +g44R44 eşitliğinden,

R =
6q(1+q)
(1+2q)3

olarak elde edilir.

O halde, herhangi bir x ∈ R noktası için

Ai(x) =


1−4q

(1+2q)(1−q)
i=1

0 i 6= 1

Bi(x) =


3q2

(1+2q)3(1−q)
i=1

0 i 6= 1

olarak alınırsa, bu değerlere göre (3.2) yardımıyla,

R11,1 = A1R11 +B1g11,

R22,1 = A1R22 +B1g22,

R33,1 = A1R33 +B1g33,

R44,1 = A1R44 +B1g44

bağıntıları doğrulanır. O halde, (R4,g) manifoldu bir genelleştirilmiş Ricci rekürant

Riemann manifoldudur. Bu örneğe göre, genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann

manifoldu ne Ricci simetrik, ne de Ricci rekürant bir manifolddur, [7].
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4. PSEUDO DEVİRLİ RİCCİ SİMETRİK RİEMANN MANİFOLDLARI

Tanım 4.1 (n > 2) için (Mn,g) Riemann manifoldunun Ricci tensörü

∇kRi j = 2AkRi j +AiR jk +A jRki (4.1)

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda pseudo Ricci simetrik Riemann manifoldu denir.

Burada A sıfırdan farklı 1-formdur, [18].

Tanım 4.2 (n > 2) için (Mn,g) Riemann manifoldunun Ricci tensörü

∇kRi j +∇iR jk +∇ jRki = 2AkRi j +AiR jk +A jRki (4.2)

bağıntısını sağlıyorsa, manifolda pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldu

denir, [6].

Tanım 4.3 (n > 2) için (Mn,g) Riemann manifoldunda genelleştirilmiş pseudo Ricci

simetrik manifoldu

∇kRi j = 2AkRi j +BiR jk +D jRki (4.3)

şeklinde ifade edilir. Burada, A,B ve D sıfırdan farklı 1-formlardır, [19].

Pseudo devirli Ricci simetrik manifoldunun Ricci tensörü, Codazzi tipi olarak kabul

edilirse

∇kRi j = ∇iR jk = ∇ jRki (4.4)

elde edilir. (4.2) denkleminden

3∇kRi j = 2AkRi j +AiR jk +A jRki

bulunur. Buradan,

∇kRi j = 2
Ak

3
Ri j +

Ai

3
R jk +

A j

3
Rki

elde edilir. Am = 3Bm olarak tanımlanırsa

∇kRi j = 2BkRi j +BiR jk +B jRki (4.5)
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pseudo Ricci simetrik manifoldu elde edilir.

Sonuç 4.1 Pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldunun Ricci tensörü Codazzi

tipi ise, manifold bir pseudo Ricci simetrik manifoldudur.

(4.2) denkleminde k ile i değiştirilirse

∇iRk j +∇kR ji +∇ jRik = 2AiRk j +AkR ji +A jRik (4.6)

elde edilir.

(4.2) denklemi ve (4.6) denkleminden

AkRi j = AiRk j

bulunur. Bu denklem, gimAm ile çarpılırsa

R jk =
1
µ

AkAmRm
j (4.7)

elde edilir. Burada µ , Ak vektörünün büyüklüğüdür.

(4.6) denklemi gk j ile çarpılırsa

2∇iR = 2AiR+2AkRk
i (4.8)

elde edilir. Aynı şekilde (4.6) denklemi gik ile çarpılırsa

2∇ jR = 3AiRi
j +A jR

elde edilir. Burada j yerine i, i yerine k yazılırsa

2∇iR = 3AkRk
i +AiR (4.9)

elde edilir. (4.8) ve (4.9) farkından,

AkRk
i = AiR

bulunur.

Bu denklem (4.7) denkleminde yerine konursa

R jk =
1
µ

AkA jR (4.10)
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elde edilir. Burada, skaler eğrilik R = 0 ise R jk = 0 olur ki, bu durum pseudo devirli

Ricci simetrik manifoldunun tanımına aykırıdır. Buna göre;

Sonuç 4.2 Pseudo devirli Ricci simetrik manifoldunda, skaler eğrilik R hiçbir zaman

sıfır olamaz ve Ricci tensörü (4.7) formundadır, [6].

Sonuç 4.3 Yarı-Einstein manifoldunda eğer α = 0 , β 6= 0 ise manifold özel tipte

bir yarı-Einstein manifoldudur. O halde, pseudo devirli Ricci simetrik bir Riemann

manifoldu için Ricci tensörü

Rki = βAkAi

olduğundan, manifold özel tipte yarı-Einstein manifoldudur, [6].
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ RİCCİ REKÜRANT WEYL MANİFOLDLARI

Burulmasız ∇ konneksiyonuna ve konform gi j metrik tansörüne sahip olan

∇kgi j−2Tk gi j = 0

uygunluk koşulunu sağlayan diferansiyellenebilen n boyutlu manifolda Weyl

manifoldu denir ve Wn(g,T ) ile gösterilir.

Tanım 5.1 A sıfırdan farklı 1-form olmak üzere n boyutlu Wn(g,T ) Weyl manifoldu,

∇̇kRi j = AkRi j (5.1)

bağıntısını sağlıyorsa Ricci rekürant Weyl manifoldu olarak adlandırılır.

Tanım 5.2 Weyl manifoldunun Ricci tensörü

∇̇kRi j = AkRi j +Bkgi j (5.2)

koşulunu sağlıyorsa genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldu denir. Burada A

ve B ağırlıkları, sırasıyla, {0} ve {−2} olan sıfırdan farklı 1-formlardır.

Genelleştirilmiş Ricci rekürant Wn(g,T ) Weyl manifoldu için Ricci tensörünün

antisimetrik ve simetrik kısımları

∇̇kR[i j] = AkR[i j]

ve

∇̇kR(i j) = AkR(i j)+Bkgi j, (5.3)

olarak elde edilir.

Tanım 5.3 Weyl uzayında konform eğrilik tensörü,

Ch
i jk = Rh

i jk +
2

n(n−2)

(
δ

h
k R[i j]−δ

h
j R[ik]−gikghm R[m j]+gi jghmR[mk]

−(n−2)δ h
i R[k j]

)
− 1

n−2

(
δ

h
k Ri j−δ

h
j Rik−gikghm Rm j+gi jghm Rmk

)
+

R
(n−1)(n−2)

(
gi jδ

h
k −gikδ

h
j
)

(5.4)
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olarak tanımlanır, [20].

Li j =−
Ri j

n−2
+

2
n(n−2)

R[i j]+
Rgi j

2(n−1)(n−2)
(5.5)

olmak üzere, konform eğrilik tensörü

Ch
i jk = Rh

i jk +δ
h
k Li j−δ

h
j Lik +Lh

kgi j−Lh
jgik−2δ

h
i L[ jk]

şeklinde elde edilir. Li j tensörünün antisimetrik kısmı

L[ jk] =
1
n

R[k j] = ∇[kTj] =
∇kTj−∇ jTk

2
(5.6)

olarak bulunur. n > 3 boyutlu bir Weyl manifoldu için

∇̇hCh
i jk = (n−3)(∇̇ jLik− ∇̇kLi j), (5.7)

∇̇kL[ ji]+ ∇̇ jL[ik]+ ∇̇iL[k j] = 0 (5.8)

bağıntıları sağlanır, [21]. (5.5) denkleminden,

∇̇ jLik− ∇̇kLi j = ∇̇ j

(−Rik

n−2
+

2
n(n−2)

R[ik]+
Rgik

2(n−1)(n−2)

)

−∇̇k

(−Ri j

n−2
+

2
n(n−2)

R[i j]+
Rgi j

2(n−1)(n−2)

)
elde edilir.

Eğer n > 3 için Wn(g,T ) manifoldu konform düz ise yani Ch
i jk = 0 ise (5.7)

denkleminden ∇̇ jLik− ∇̇kLi j = 0 elde edilir. Dolayısıyla, (5.6) denkleminden(n−1
n

)[
∇̇kRi j− ∇̇ jRik

]
+

1
n

[
∇̇kR ji− ∇̇ jRki

]
+

1
2(n−1)

[
gik(∇̇ jR)−gi j(∇̇kR)

]
= 0

bulunur, [21]. Buradan,

∇̇kRi j− ∇̇ jRik −
2
n
(∇̇kR[i j]− ∇̇ jR[ik]) (5.9)

+
1

2(n−1)

[
gik(∇̇ jR)−gi j(∇̇kR)

]
= 0

bulunur. (5.9) denkleminde Ri j tensörünün simetrik ve antisimetrik kısımları göz

önüne alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∇̇kR(i j)− ∇̇ jR(ik)+
(n−2

n

)
∇̇kR[i j]−

(n−2
n

)
∇̇ jR[ik]

(5.10)

=− 1
2(n−1)

[
gik(∇̇ jR)−gi j(∇̇kR)

]
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elde edilir.

(2.23) ve (5.10) denklemlerinden konform olarak düz bir Weyl uzayı için

∇̇kR(i j)− ∇̇ jR(ik) = −(n−2)∇̇k(∇[iTj])+(n−2)∇̇ j(∇[iTk])

(5.11)

− 1
2(n−1)

[
gik(∇̇ jR)−gi j(∇̇kR)

]
bağıntısı elde edilir.

[5] de, temel vektör alanları aynı doğrultuda olan konform düz genelleştirilmiş Ricci

rekürant Riemann manifoldunun yarı-Einstein manifold olduğu ispatlanmıstır. Biz bu

çalışmada, aynı teoremi Weyl manifoldu için düşündük ve aşağıdaki teoremi ispat ettik.

Teorem 5.1 Temel vektör alanları aynı doğrultuda olan konform olarak düz

genelleştirilmiş Ricci rekürant Wn(g,T ), (n > 3) Weyl manifoldu

g jpAi∇̇p(∇[kTj])+g jpAp∇̇k(∇[iTj]) = 0

koşulu altında bir yarı-Einstein Weyl manifoldudur.

İspat.

Genelleştirilmiş Ricci rekürant konform olarak düz n boyutlu bir Weyl manifoldu

göz önüne alalım. Bu durumda, Ricci tensörü (5.2) denklemi ile ifade edilir. (5.2)

denkleminin her iki tarafı gi j ile çarpılırsa

∇̇kR = AkR+nBk (5.12)

elde edilir. (5.2) ve (5.12) denklemleri, (5.11) denkleminde yerine konursa

AkR(i j)+Bkgi j−A jR(ik)−B jgik = −(n−2)∇̇k(∇[iTj])+(n−2)∇̇ j(∇[iTk])

(5.13)

− 1
2(n−1)

[
gik(A jR+nB j)−gi j(AkR+nBk)

]
elde edilir.

(5.13) denklemi gi j ile çarpılırsa ve gi j(∇[iTj]) = 0 olduğu dikkate alınırsa

g jiA jR(ik) =
1
2
(AkR−nBk)+(n−1)Bk− (n−2)gi j

∇̇ j(∇[iTk]) (5.14)
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bulunur.

(5.13) denklemi g jpAp ile çarpılırsa ve (3.9) kullanılırsa

Akg jpApR(i j) + AiBk−µR(ik)−g jpApB jgik

= (2−n)
[
g jpAp∇̇k(∇[iTj])−g jpAp∇̇ j(∇[iTk])

]

− 1
2(n−1)

[
µgikR+ng jpApB jgik−AiAkR−nAiBk

]
elde edilir. Burada (5.14) denklemi kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

R(ik) =
[ 1

2µ
AiR+

(n−2
2µ

)
Bi +

(n−2)
µ

g jp
∇̇p(∇[iTj])

]
Ak +

1
µ

AiBk−
1
µ

g jpApB jgik

+
(n−2)

µ

[
g jpAp∇̇k(∇[iTj])−g jpAp∇̇ j(∇[iTk])

]

+
1

2µ(n−1)

[
µgikR+ng jpApB jgik−AiAkR−nAiBk

]
elde edilir.

Şimdi, temel vektör alanlarının aynı doğrultuda olduğunu, yani Bk = λAk olduğunu

kabul edelim. Bu durumda, yukarıdaki denklemden,

R(ik) =
[3nλ −2λ +R

2(n−1)

]
gik +

[(n2−2n)λ +(n−2)R
2(n−1)µ

]
AiAk

(5.15)

+
(n−2)

µ

[
g jpAp∇̇k(∇[iTj])+g jpAk∇̇p(∇[iTj])−g jpAp∇̇ j(∇[iTk])

]
bulunur. (5.15) nin sağ tarafında bulunan toplam,

ϕik = g jpAp∇̇k(∇[iTj])+g jpAk∇̇p(∇[iTj])−g jpAp∇̇ j(∇[iTk])

ile gösterelim. Burada (5.6) denklemi kullanılırsa

ϕik = g jpAp

(
∇̇kL[ ji]− ∇̇ jL[ki]

)
+g jpAk∇̇pL[ ji] (5.16)

elde edilir. (5.8) ve (5.16) denklemlerinden

ϕik = g jpAk∇̇pL[ ji]−g jpAp∇̇iL[k j] (5.17)
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bulunur. O halde, (5.15) denklemi

R(ik) =
[3nλ −2λ +R

2(n−1)

]
gik

(5.18)

+
[(n2−2n)λ +(n−2)R

2(n−1)µ

]
AiAk +

(n−2)
µ

ϕik

olarak yazılır. (5.18) denkleminde i ile k nın rolleri değiştirilip taraf tarafa çıkartılırsa,

ϕik−ϕki = g jp
(

Ak∇̇pL[ ji]−Ai∇̇pL[ jk]

+ g jpAp

(
∇̇kL[i j]− ∇̇iL[k j]

)
= 0

elde edilir. ∇̇kL[i j]− ∇̇iL[k j] = ∇̇ jL[ik] olduğu göz önüne alınırsa

g jpAp∇̇ jL[ik]+g jpAk∇̇pL[ ji]−g jpAi∇̇pL[ jk] = 0

bulunur. Buradan

g jpAi∇̇pL[ jk] = g jpAk∇̇pL[ ji]−g jpAp∇̇ jL[ki] (5.19)

elde edilir. (5.19) denklemi, (5.16) de yerine konursa

ϕik = g jp
(

Ai∇̇pL[ jk]+Ap∇̇kL[ ji]

)
(5.20)

olarak bulunur. (5.6) denklemi (5.20) denklemine yerleştirilirse

ϕik = g jpAi∇̇p(∇[kTj])+g jpAp∇̇k(∇[iTj])

bulunur.

n > 3 olmak üzere eğer ϕik = 0 ise (5.18) denkleminden

R(ik) =
[3nλ −2λ +R

2(n−1)

]
gik +

[(n2−2n)λ +(n−2)R
2(n−1)µ

]
AiAk

elde edilir. Bu da Wn(g,T ), (n > 3) Weyl manifoldunun bir yarı-Einstein Weyl

manifoldu olduğunu gösterir.

Teorem 5.2 Eğer Tk komplemanter vektörü, lokal gradient vektör alanı ise temel

vektör alanları aynı doğrultuda olan konform düz genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl

manifoldu yarı sabit eğriliklidir.
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İspat.

T lokal gradient ise ∇[iTj] = 0 olur. Bu durumda, (2.23) denkleminden Ricci

tensörünün antisimetrik kısmının R[i j] = 0 olduğu görülür. Buradan Weyl manifoldu,

Riemann manifolduna düşer.

Konform olarak düz Wn(g,T ) Weyl manifoldu için (2.9) ve (5.4) denklemlerinden

Rh
i jk =

2
n(n−2)

(
δ

h
j R[ik]−δ

h
k R[i j]+gikghmR[m j]−gi jghmR[mk]+(n−2)δ h

i R[k j]

)

+
1

n−2

(
δ

h
k Ri j−δ

h
j Rik−gikghmRm j+gi jghmRmk

)
− R

(n−1)(n−2)

(
gi jδ

h
k −gikδ

h
j

)
.

bulunur. Bu denklem, ghl ile çarpılır, simetrik olmayan kısım sıfırlanır ve Ri j = R(i j)+

R[i j] eşitliği kullanılırsa

Ri jkl =
λ (3n−2)

(n−1)(n−2)

[
gi jgkl−gikg jl

]

+
nλ +R

2(n−1)µ

[
gklAiA j−g jlAiAk−gikAlA j +gi jAlAk

]
yarı sabit eğriliklidir.

Teorem 5.3 Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl

manifoldunun Einstein-Weyl manifold olması için gerek ve yeter koşul skaler eğriliğin

genelleştirilmiş kovaryant olarak sabit olmasıdır.

İspat.

Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip olan genelleştirilmiş Ricci rekürant Wn(g,T ) Weyl

manifoldunun Einstein-Weyl olduğunu kabul edelim. Weyl manifoldu, Codazzi tipi

Ricci tensörüne sahip olduğundan sıfırdan farklı Ri j Ricci tensörü için,

∇̇kR(i j) = ∇̇ jR(ik) (5.21)

koşulu gerçeklenir. Manifoldun Einstein-Weyl olması için

R(i j) =
R
n

gi j (5.22)

olmalıdır. O halde, (5.21) ve (5.22) denklemlerinden,(
∇̇kR

)
gi j−

(
∇̇ jR

)
gik = 0 (5.23)
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elde edilir.

(5.23) denkleminin her iki tarafı gi j ile çarpılırsa

(n−1)∇̇kR = 0

bulunur. Buradan n 6= 1 için

∇̇kR = ∇kR+2RTk = 0 (5.24)

elde edilir. Bu R skaler eğriliğin genelleştirilmiş kovaryant olarak sabit olduğunu

gösterir.

Diğer taraftan, manifoldun genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldu olduğu göz

önüne alınırsa, (5.3) denkleminden

∇̇kR = AkR+nBk (5.25)

elde edilir. O halde, (5.24) ve (5.25) denklemlerinden,

Bk =−
R
n

Ak

bulunur.

Tersine olarak, Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl

manifoldunu göz önüne alalım. Bu durumda, Ricci tensörü, (5.21) koşulunu sağlar.

(5.21) denklemi gi j ile çarpılırsa

∇̇kR = ∇̇ jR
j
k, (5.26)

elde edilir.

Herhangi bir Wn(g,T ) Weyl manifoldu için

∇̇ jR
j
k =

1
2

∇̇kR+2gi j
∇̇ j(∇[iTk]) (5.27)

bağıntısı sağlanır, [22].

O halde, Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip bir Weyl manifoldu için (5.26) ve (5.27)

denklemlerinden

∇̇kR = 4gi j
∇̇ j(∇[iTk]) (5.28)
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elde edilir.

Genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldu için (5.3) denklemi sağlanır.

Şimdi, Codazzi tipi Ricci tensörüne sahip Weyl manifoldunun genelleştirilmiş Ricci

rekürant ve ∇̇kR= 0 olduğunu farz edelim. Bu durumda, (5.3) ve (5.21) denkleminden,

AkR(i j)+Bkgi j−A jR(ik)−B jgik = 0 (5.29)

elde edilir. (5.29) denklemi gik ile çarpılırsa,

AkgikR(i j)+B j−A jR−nB j = 0

bulunur. Buradan da,

AkgikR(i j) = A jR+(n−1)B j (5.30)

elde edilir.

Diğer taraftan, (5.29) denklemi gp jAp ile çarpılırsa,

Akgp jApR(i j)+gp jApBkgi j−gp jApA jR(ik) − gp jApB jgik = 0 (5.31)

bulunur. gp jApA j = µ olmak üzere (5.31) denkleminden

µR(ik) = Akgp jApR(i j)+AiBk−gp jApB jgik (5.32)

elde edilir. (5.30) denklemi (5.32)’de yerine konursa,

µR(ik) = Ak

[
AiR+(n−1)Bi

]
+AiBk−gp jApB jgik (5.33)

bulunur.

(5.28) denklemi, (5.25)’de yerine yazılırsa,

Bk =
4
n

gi j
∇̇ j(∇[iTk])−

1
n

AkR (5.34)

bulunur.

(5.33) ve (5.34) denklemlerinden

µR(ik) = AiAkR+(n−1)Ak

(4
n

gm j
∇̇ j(∇[mTi])−

1
n

AiR
)

(5.35)

+ Ai

(4
n

gm j
∇̇ j(∇[mTk])−

1
n

AkR
)
−gp jAp

(4
n

glm
∇̇m(∇[lTj])−

1
n

A jR
)

gik
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bulunur. (5.28) ve (5.35) denklemlerinden,

R(ik) =
(R

n
−

g jpAp

nµ
∇̇ jR

)
gik

(5.36)

+
n−1
nµ

Ak∇̇iR+
1

nµ
Ai∇̇kR

elde edilir.

∇̇kR = 0 olduğundan (5.36) denkleminden

R(ik) =
R
n

gik

elde edilir. O halde, Codazzi tipi Ricci rekürant Weyl manifoldunun skaler eğriliği

genelleştirilmiş kovaryant olarak sabit ise manifold bir Einstein-Weyl manifoldudur.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında, genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann manifoldları ile ilgili

literatürde yapılmış olan çalışmalar ayrıntılı olarak incelenerek, [5] referans numaralı

çalışmada yer alan genelleştirilmiş Ricci rekürant Riemann manifoldları ile ilgili

teoremler lokal koordinatlarda ifade edilerek ispatlanmıştır.

Daha sonra, [6] referans numaralı çalışmada verilen teoremler ve önermelerin ispatları

ayrıntılı bir şekilde yapılmıştır.

Son bölümde, genelleştirilmiş Ricci rekürant Weyl manifoldları göz önüne alınmış ve

Riemann manifoldu için tezde verilen teoremlere benzer çalışmalar, genelleştirilmiş

Ricci rekürant Weyl manifoldları için yapılarak bazı orijinal sonuçlar elde edilmiştir.

Bundan sonra, genelleştirilmiş φ - rekürant manifoldlar çalışılabilir.
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