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GENELLESTIRILMIS RiCCi REKURANT
RIEMANN VE WEYL MANIFOLDLARI

OZET

Bu calismada, ilk olarak genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann manifoldlar ile
ilgili literatiirde yapilmis olan calismalar ayrintili olarak incelenmis, daha sonra
genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldlar ele alinmig ve bazi yeni sonuclar
elde edilmistir.

Genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann ve Weyl manifoldlarinin ele alindig: bu tez
calismasi, bes boliimden olugmaktadir.

Tez ¢alismasinim ilk boliimiinde, geometrinin tarihi gelisiminden ve Oklid geometrisin-
den bahsedilerek, Riemann ve Weyl manifoldlar ile ilgili bilgiler verilmistir. Weyl
manifoldlar1 1918 yilinda H. Weyl tarafindan fizikteki birlesik alanlar teorisini formiile
etmek icin tammmlanmistir. Weyl manifoldlari, fizik¢iler ve matematikgiler tarafindan
ilgi gdrmiis ve bu alanda bir¢ok calismalar yapilmistir.

Simetrik bir V konneksiyonuna ve bu konneksiyon tarafindan korunan simetrik
konform g metrik tensoriine sahip n-boyutlu bir W;, manifolduna Weyl manifoldu denir.
Buna gore,

Vigij = 28ijTk
uygunluk kosulunu saglayan bir 7} kovaryant vektor alan1 (komplemanter vektor alant)

mevcuttur.

[kinci boliimde, Riemann, Weyl, Einstein ve yari-Einstein manifoldlarinin tanimlari ile
bu calismada gecen bazi temel tanimlara yer verilmisgtir.

Uciincii boliimde, ilk olarak genellestirilmis Ricci rekiirant manifoldlar1 goz oniine
alimmustir. Diiz olmayan bir Riemann manifoldunun Ricci tensorii

ViRij = ArRij
bagintisini sagliyorsa, manifolda Ricci rekiirant Riemann manifoldu denir. Burada A,
sifirdan farkl bir vektor alanidir.

Eger Ricci tensoril, A ve B sifir olmayan 1-form olmak iizere
ViRij = AR;j + Bigij

bagintisin1 sagliyorsa, manifolda genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann manifoldu
denir.

Ricci rekiirant manifold ilk olarak Patterson [1] tarafindan ortaya atilmis ve daha sonra
Ricci rekiirant manifoldlar konusu bir ¢ok yazar tarafindan calisilmistir [2], [3], [4].
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Eger Ricci tensorii
VkR,' = \Y% jRik

bagintisini sagliyorsa, Ricci tensorii simetrik ise Codazzi tipindendir denir.

Daha sonra bu boliimde, [5] numarali ¢calismada yer alan teoremler incelenmis ve
global sekilde yapilmis olan teoremler lokal koordinatlarda yeniden ispatlanmustir.
Genellestirimis Ricci rekiirant Riemann manifoldunun konform olarak diiz (C = 0)
ve Codazzi tipinde Ricci tensoriine sahip olmasi ile ilgili teoremler ispatlanmustir.
Ayrica, devirli paralel Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann
manifoldunun bir Einstein manifoldu oldugu ispatlanmustir.

Dordiincii boliimde, [6] numarali ¢calismada yer alan pseudo devirli Ricci simetrik
Riemann manifoldlar1 ile ilgili global sekilde yapilmis olan teoremler lokal
koordinatlarda ispatlanmugtir.

Eger Riemann manifoldunun Ricci tensorii,
VkR,'j -+ V,‘Rjk + Viji = ZAle'j —f—AiRjk +Aiji
bagintisin1 sagliyorsa, manifolda pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldu

denir. Burada, A sifirdan farkli 1-formdur.

Bu boliimde, pseudo devirli Ricci simetrik bir Riemann manifoldunun 6zel tipte bir
yari-Einstein manifoldu oldugu gosterilmistir.

Besinci boliimde, Weyl manifoldlari g6z oniine alinarak, tezin onceki boliimlerinde
genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann manifoldlar1 i¢in elde edilen teoremlere
benzer olarak, genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldlari i¢in baz1 yeni sonuglar
elde edilmistir. Bu ¢esit manifoldlarla ilgili olarak asagidaki teoremler ispatlanmistir.

Teorem: Temel vektor alanlari aym dogrultuda olan konform olarak diiz
genellestirilmis Ricci rekiirent W, (g,T), (n > 3) Weyl manifoldu
gPAN (Vi Ty) + 8PA,Vi(ViTj) =0

kosulu altinda bir yari-Einstein Weyl manifoldudur.

Teorem: Eger 7 komplemanter vektorii lokal gradient (V|;7j = 0) ise temel vektor
alanlar1 aymi dogrultuda olan konform diiz genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl
manifoldu yari sabit egriliklidir.

Teorem: Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl
manifoldunun Einstein-Weyl manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul skaler egriligin
genellestirilmis kovaryant olarak sabit olmasidir.
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GENERALIZED RICCI RECURRENT
RIEMANNIAN AND WEYL MANIFOLDS

SUMMARY

In this work, firstly we have widely examined the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifolds in existing literature. Then, we have considered the generalized
Ricci recurrent Weyl manifolds and obtained some new results.

This thesis contains five chapters.

In the first chapter, we have briefly dealt with the historical developments of geometry.
We have given the basic knowledge on Euclidean geometry, Riemannian and Weyl
manifolds.

Weyl geometry was introduced by Hermann Weyl. H. Weyl generalized Riemannian
geometry by introducing scale freedom of the underlying metric. He formulated
unified field theory in 1918.

Weyl geometry was taken up explicitly in different research fields of theoretical physics
during the second half of the 20" century.

A differantiable manifold W,, of dimension n having a symmetric connection V and
a conformal metric tensor g preserved by V is called a Weyl manifold. In local
coordinates, there exists a covariant vector field 7 (complementary vector field) such
that the condition

Vigij = 28iiTk

holds. Under the renormalization § = A2g of the metric tensor, the vector field T is
transformed into by

Tk =T+ ak(ll’l).)

In the second chapter, we have stated the definition of Riemannian, Weyl, Einstein
and quasi-Einstein manifolds and given the main definitions related by the thesis.
Firstly, we have defined the properties of the n-dimensional topological manifold,
the differentiable manifold, Riemannian metric, and Levi-Civita connection. Then,
we have mentioned the Riemannian curvature tensor, scalar curvature, Einstein and
quasi-Einstein manifolds. Later on, we have reviewed the fundamental definitions
concerning Weyl manifolds.

In the third chapter, firstly, we have considered the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifolds.

A non-flat Riemannian manifold is a Ricci recurrent manifold if its Ricci tensor R;;
satisfies the condition

ViRij = ARij
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where A is non-zero 1-form.
A non-flat Riemannian manifold is a generalized Ricci recurrent manifold if its Ricci
tensor R;; satisfies the condition

ViR;j = AiR;j + Bigij

where A and B are 1-forms, and B is non-zero.

The idea of Ricci recurrent manifold was introduced by Patterson [1]. Then, Ricci
recurrent manifolds have been studied by many authors [2], [3], [4].

In 1995, De, Guha and Kamilya [7] introduced and studied the generalized
Ricci-recurrent Riemannian manifolds for (n > 2).

In this chapter, we have studied some theorems given in [5]. These theorems
have already studied in global form, we studied and proved these theorems in local
coordinates. The following theorems concerning such spaces are proved:

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Riemannian manifold
provided the basic vector fields are co-directional, is a quasi-Einstein manifold [5].

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Riemannian manifold
provided the basic vector fields co-directional, is a manifold of quasi-constant
curvature [5].

Theorem: A generalized Ricci recurrent Riemannian manifold having Codazzi type
of Ricci tensor is an Einstein manifold.

Theorem: A generalized Ricci recurrent Riemannian manifold having cyclic parallel
Ricci tensor is an Einstein manifold.

Also, at the end of this chapter an example for the generalized Ricci recurrent
Riemannian manifold is given.

In fourth chapter, we have considered pseudo Ricci symmetric and pseudo cyclic Ricci
symmetric Riemannian manifolds. We have studied and proved some theorems given
in [6]. A Riemannian manifold is called pseudo Ricci symmetric manifold if its Ricci
tensor R;; satisfies the condition

ViRij = 2AkRij+AiRji+ ARy

where A is non-zero 1-form. A Riemannian manifold is called pseudo cyclic Ricci
symmetric manifold if its Ricci tensor R;; satisfies the condition

ViRij = AiRij+ Bigij

where A and B are 1-forms and they are not identically zero. A Riemannian manifold is
called the generalized pseudo Ricci symmetric manifold if its Ricci tensor R;; satisfies
the condition

Vle‘j = ZAle‘j—f—BiRjk—f—Diji

where A, B and D are not identically zero.

In this section, It is shown that a pseudo cyclic Ricci symmetric Riemannian manifold
is a special quasi-Einstein manifold.
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In the last chapter, Weyl manifolds are examined. The definitions of Ricci recurrent
and generalized Ricci recurrent Weyl manifolds are given. Also, the condition is given
for a Weyl manifold satisfying Codazzi type of Ricci tensor. Based on these definitions,
some original results are obtained on the generalized Ricci recurrent Weyl manifolds.
The following theorems are proved:

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Weyl manifold (n > 3)
provided the basic vector fields are co-directional, will be a quasi-Einstein Weyl
manifold if the condition

gPAN (Vi Ty) + 8PA,Vi(ViT;) =0

holds true.

Theorem: A conformally flat generalized Ricci recurrent Weyl manifold (n > 3)
provided the basic vector fields are co-directional, will have a quasi-constant curvature
tensor if the complementary vector field T is locally a gradient.

Theorem: A necessary and sufficient condition for a generalized Ricci recurrent Weyl
manifold satisfying Codazzi type of Ricci tensor to be an Einstein-Weyl manifold is
that its scalar curvature is prolonged covariant constant.
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1. GIRIS

Geometrinin ilk sistematik ¢alismast M.O. 300 yillarinda Oklid (Euclid) tarafindan
yazilmus olan 13 ciltten olusan ” Ogeler” adli eserde yer alan tanim ve postulatlardir.
Bu eserle geometrinin temelleri atilmigtir. Oklid’in tanimladig1 postulatlar uzun yillar

geometride bagvuru kaynagi olarak kullanilmistir ve hala da kullanilmaktadir.

19. yiizy1la kadar rakipsiz kalan Oklid geometrisi 1827 yilinda Carl Friedrich Gauss’un
Theorema Egregium calismasinda, yiizeyin egriligini 6l¢mek i¢in giiniimiizde Gauss
egriligi denilen bir dlclimiin varlifini ortaya koydu. Bu 0Ol¢iimiin yiizey iizerindeki
egrilere bagl oldugunu gosterdi. Gauss, diferansiyel geometri ve manifold kavraminin

olusmasinda temel olacak caligmalar yapti.

Gauss’un doktora 6grencisi olan Georg Friedrich Bernhard Riemann, Oklid disi
geometrinin varligini ileri siirmiis ve manifold kavrami ile geometri i¢in yeni bir bakis
acis1 getirmistir. Manifold kavramui, izafiyet teorisi ve uzay-zaman yapisinin temelini

olusturmustur.

Riemann, manifold iizerinde cesitli islemlerin yapildig1r n-boyutlu nokta kiimesini
tanimladi.  Oklid uzayinda tanimlanan uzunluk kavramimi, Riemann manifoldlar

tizerinde tanimladi. Riemann egrilik tensorii ismini verdigi ol¢iiyli tanimladi.

Riemann’in ileri siirdiigii bu bakis acisi ile Einstein izafiyet teorisinin uzay-zaman

kavraminin temelini atti.

1918 yilinda Hermann Weyl, Riemann geometrisinin daha geneli olan Weyl
geometrisini tanimlamistir. Bu geometriyi fizikteki birlesik alan teorisini formule
etmek i¢in ortaya koymustur. Weyl’in tanittig1 Gauge (6lcer) degismezlikleri giiniimiiz

kuantum fiziginin doniim noktalarindan biri olarak kabul edilmektedir.

Elektromanyetik kuvvet, kiitle cekim kuvveti, giiclii niikleer kuvvet ve zayif niikleer
kuvvet olmak iizere evreni yoneten 4 temel kuvvetin; tek bir kuvvetin farkl
goriiniimleri oldugu teorisine siiper birlesik alan teorisi denir. Birlesik alan teorisi,

evreni tamimlamak icin kolaylik saglar. Weyl manifoldlari, 1918 yilinda H. Weyl



tarafindan fizikteki birlesik alanlar teorisini formiile etmek icin tanimlanmigtir [8].
Bu teori basta fizik¢iler tarafindan kabul gormemesine ragmen daha sonra Weyl
manifoldlari, hem fizikg¢ilerin hem de matematikcilerin bir¢cok ¢alismalarinda yardimci

olmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tamimlar
Bu boliimde tez calismamizda gecen temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1 M, topolojik bir uzay olsun. M, asagidaki ozellikleri sagliyorsa M’ye

n-boyutlu topolojik manifold denir.
i) M, bir Hausdorff uzayidir.

i) M’nin her acik alt kiimesi n-boyutlu 6klid uzayr E™’e veya E"’nin bir acik alt

kiimesine homeomorftur.
iii) M sayilabilir ¢coklukta acik kiimelerle ortiiliir.

Tamm 2.1.2 M, n-boyutlu topolojik manifold olsun. M iizerinde C* smifindan
diferansiyellenebilir bir yapi tanimlanabiliyorsa, M manifolduna C* smifindan

diferansiyellenebilir manifold denir.

Tanmm 2.1.3 M, n-boyutlu topolojik manifold olsun. M manifolduna ait bir p

noktasinin teget uzay1 7, M olmak iizere, M lizerinde v vektor alani,
viM — T,M

kurali ile her p € M i¢in,
p — v(p)=vp

bir v, teget vektorii kargi getiren bir doOniisiimdiir. M manifoldu iizerinde

diferansiyellenebilen vektor alanlarin kiimesi y (M) ile gosterilir.

Tanmim 2.1.4 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M’nin her p noktasina
g:T,M xT,M — R

bir i¢ carpim kars1 getiren g doniisiimiine M {izerinde Riemann metrigi denir.

¢ Riemann metrigi simetrik, pozitif tanimli, (2,0) tensor alamidir. Riemann metrigi

X,Y € T,M olmak lizere,



1. g(X,Y)=g(Y,X) (simetrik)

2. g(X+Y,Z) = g(X,Y)+g(Y,Z)
g(aX,Y)=ag(X,Y) (2-lineer)

3. g(X,X) >0 (her x igin)

g(X,X) =0 <= x =0 (pozitif taniml1)

sartlarin1 saglar. Bir g Riemann metrigi tanimlanmig olan diferansiyellenebilir M

manifolduna Riemann manifoldu denir ve genellikle (M, g) ikilisi ile gosterilir, [9].

Tamm 2.1.5 M, C*(M) sinifindan n- boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun.

M tizerinde,
Vi 2 (M) x 1 (M) — 1 (M)

doniigimii Vf, g € C*(M,R) ve VX,Y,Z € x(M) ve a,b € R sabitleri igin;

1. Vx(aY -l-bZ) =aVxY +bVxZ
2. fo+gyZ = fVXZ+gVYZ

3. VxfY = (Xf)Y—l—fVXY

sartlarini sagliyorsa, V operatoriine M iizerinde lineer konneksiyon denir, [9].

Tanim 2.1.6 M, diferansiyellenebilir manifold iizerinde
T(X,Y)=VxY - VyX —[X,Y], VXY € x(M)

seklinde tanimlanan 7 tensoriine V lineer konneksiyonuna gore M, manifoldunun
burulma tensorii denir. VX,Y € x(M) icin ©(X,Y) = 0 ise M,, manifoldu, burulmasiz

manifold olarak adlandirilir, [9].

Tanim 2.1.7 V lineer konneksiyonu (M, g) Riemann manifoldu iizerinde tanimlansin.

VX,Y,Z € x(M) olmak iizere,
V doniisiimii:
i) T(X,Y) =0



kosullarini sagliyor ise, V lineer konneksiyonuna M nin Levi-Civita konneksiyonu adi

verilir, [9].

Tanim 2.1.8 (M,,,g) bir Riemann manifoldu ve V lineer konneksiyonu, M iizerinde

Levi-Civita konneksiyonu olsun.
R(X,Y)Z: vayz—VYVXZ—V[Xy]Z \V/X,Y,Z,W S X(M)

olarak tanimlanan M iizerinde (1,3)-tensor alan1 olan R fonksiyonuna, M nin Riemann
egrilik tensorii denir. Ote yandan R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) tensorii, M nin

Riemann-Christoffel egrilik tensorii olarak adlandirilir.

Levi-Civita konneksiyonu V nin katsayilar1 lokal koordinatlarda

k 1 km
{ ij } =38 (aigjm +0,8im — 9mgij>

seklindedir. Buradan lokal koordinatlarda Riemann egrilik tensorii

=2t 2 U i) U Ui U

seklinde ifade edilir.

(M,, g) Riemann manifoldunda Ricci tensorii R;;, simetrik bir tensordiir. R;; nin lokal

koordinatlarda gosterimi,

Rij = Ry = " Ryiju 2.1)
seklindedir.
R skaler egriligi,
R=g"R; (2.2)
seklinde tanimlanir, [9].
Diger taraftan,
Rpju = ghprkl (2.3)

esitligi mevcuttur.
Tamm 2.1.9 (0,2) tipinde simetrik R;; tensorii Codazzi tipinde olsun. Oyleyse,

ViR = VR (2.4)
5



esitligi saglanir.

Tamim 2.1.10 (M, g) bir Riemann manifoldu olsun.Eger manifoldun Ricci tensorii
Rij =0ogij+ BAiAj (2.5)

kosulunu sagliyorsa, M,, manifolduna yar1 Einstein manifoldu ad1 verilir. Burada o ve
B, M, tizerinde reel degerli fonksiyonlardir. U, manifold iizerinde birim teget vektor

alan1 olmak iizere A
A(X) = g(X,U) olarak tanimlanan 1-formdur, [10].

Tanm 2.1.11 (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger manifoldun Ricci tensorii

R
Rij = 8ij (2.6)

kosulunu saglhyorsa, M, manifolduna Einstein manifoldu adi verilir, [11].

Tanim 2.1.12 A sifirdan farkl bir reel say1 olsun. A ve B sifir olmayan 1 — form olmak

tizere aralarinda,
By = AA; 2.7

bagintis1 varsa Ay, ile By birbirine paraleldir.
Tamm 2.1.13 (M,,, g) Riemann manifoldunda konform egrilik tensorii;
1
Clhjk = Rh- — m (6/?Rij — 6Jh Rik—f—RZgij—R?gik)
(2.8)
R

+m <8ij51? - gik5]}'l>

olarak tanimlanir, [12].

Tamm 2.1.14 (M, g) Riemann manifoldunun konform olarak diiz olmasi igin gerek

ve yeter sart
Cly =0 (2.9)

olmalidir, [12].



2.2 Weyl Manifoldlar:

Tanim 2.2.1 V simetrik konneksiyonuna ve konform bir g;; metrik tensoriine sahip n—

boyutlu bir W, manifoldunda g;; metrik tensorii ile konneksiyon arasinda
ngij — 2gika =0 (2.10)

uygunluk sartt mevcut ise, W, manifolduna bir Weyl uzay1 denir. Weyl uzay1, W,(g,T)
seklinde ifade edilir. Burada 7} kovaryant vektoriine, Weyl uzayiin komplemanter

vektoril denir.
A > 0 skaler fonksiyonu igin g;; metrik tensoriiniin
gij=MAgij (2.11)
seklindeki doniisiimii altinda 7; komplemanter vektorii,
Ty = Ty + Ok (In L) (2.12)
esitligine uygun bir sekilde doniisiir, [13].

(2.11) ve (2.12) yardimiyla (g;;,7;) tensor ciftine karst gelen (g;j, Tx) tensor ciftini

olusturan doniisiim, gauge doniisiimii olarak adlandirilir.

{ kll} Levi-Civita konneksiyonunun katsayilart ve V simetrik konneksiyonunun F}'d

katsayilart i¢in (2.10) denkleminden

. i -
= {kl} — 8" (gmiT1 + &mi Tk — &1 Tm)- (2.13)
elde edilir.

Oyleyse, (2.10) denklemini saglayan 7; kovaryant vektorii ve gij metrik tensorii

bulunuyorsa, (2.13) bagintist simetrik konneksiyonu tanimlar.
Tanim 2.2.2 Bir A biiyiikliigi, (2.11) doniisiimii altinda
A=APA (2.14)

seklindeyse, A ya g;; tensoriiniin {p} agirlikli bir uydusu denir. g;; tensoriiniin {p}
agirlikli A uydusunun genellestirilmis tiirevi JkA ile ifade edilir ve
A = A — pTA (2.15)
7



formiilii tanimlanir, [14], genellestirilmis kovaryant tiirevi ise
VA=V, A—pTiA (2.16)

seklindedir ve genellestirilmis tiirev ile genellestirilmis kovaryant tiirev uydularin

agirliklarini korur.

Tanmm 2.2.3 W,, manifolduna ait egrilik tensorii ve Ricci tensoriiniin lokal kordinat

sistemindeki bilesenlerti,

Rij = RS = R%, (2.18)

seklinde ifade edilir. Boylelikle egrilik tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin gauge

invaryant oldugu goriiliir.

Tanim 2.2.4 Weyl uzayinda birinci Bianchi 6zdesligi,
Rl +RY 4+ R =0 (2.19)
seklindedir, [15].
Weyl uzayinda ikinci Bianchi 6zdegligi ise
ViR + ViRl + VR =0 (2.20)
seklindedir, [15].

Tamm 2.2.5 Weyl manifoldunda, R;; tensoriiniin simetrik kismu;

Rij+Rji
R;; tensoriiniin antisimetrik kismu;

seklinde ifade edilir.
Tamim 2.2.6 Weyl konneksiyonu simetrik bir konneksiyon olmadigi i¢in Ricci tensorii

simetrik degildir. Buradan, R[i = R;j — Rj; olmak iizere

R[ij] = I’LV[/TI} (2.23)

seklinde bir bagint1 vardir, [16].



3. GENELLESTIRILMIS RICCi REKURANT RIEMANN MANIFOLDU

Tanim 3.1 (M, g), diiz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eger Ricci tensorii
Vle'j = Ale'j 3.1)

bagintisinm1 sagliyorsa manifolda Ricci rekiirant manifold denir. Burada A, sifirdan

farkl1 bir vektor alamidir, [1].

Tanim 3.2 A ve B sifir olmayan 1-form olmak iizere (M, g) Riemann manifoldu,
VkRij ZAkRij—FBkgij (3.2)

bagintisini sagliyorsa, manifolda genellestirilmis Ricci rekiirant manifold denir, [7].

3.1 Konform Olarak Diiz Genellestirilmis Ricci Rekiirant Riemann Manifoldu

(M, g) Riemann manifoldu konform olarak diiz olsun. Bu durumda C = 0 olacagi i¢in

(2.8) ve (2.9) denklemlerinden

1
Rfljk = — (5,f‘Rl-j — SJ}-lRik‘FRZgij_R?gik)
(3.3)
R h h
CECE) CLa)

elde edilir.

Ayrica, (M,,g) Riemann manifoldunun genellestirilmis Ricci rekiirant manifold

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, Ricci tensorii (3.2) denklemini saglar.

(3.2) denkleminin her iki tarafi g'/ tensorii ile carpilirsa
VkR :AkR—I—l’lBk (34)

elde edilir.

Konform olarak diiz Riemann manifoldu i¢in

ViRij =V jRix = — 200=1) (giijR - giijR> (3.5

9



denklemi saglanir, [17] .

O halde, konform olarak diiz Riemann manifoldu i¢in Ricci rekiirant olma sart1 goz

Oniine alinirsa, (3.2), (3.4) ve (3.5) denklemlerinden

ArRij+ Bigij —AjRix — Bjgix = — [gik(AjR +nBj) — gij(AxR +nBy)

1
2(n—1)
elde edilir. Buradan,

2(n—1) [AkRij +Bigij —AjRyi — ngik] = 8ijAkR +ngijBr — giAjR —ngyB; (3.6)
bulunur.

(3.6) denkleminin her iki taraf1 g/ tensorii ile carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
2(n—1)|AR+nB,—A;R] - Bk] — nAWR +n*By — AR — nBy

denklemi bulunur ve buradan da

1 (n—2)

By (3.7

elde edilir.

Diger taraftan (3.6) denklemi A pgjp ile carpilirsa,

2(n—1) [AkA,,Rf +AiBy —ApAPRy; — BjAjgik]

(3.8)
= RAA; — RA,AP gy +nBiA; —nB Al gy
elde edilir. A, vektoriiniin biiyiikliigii
ApAP = |A ) =1 (3.9)
olarak gosterilir ve (3.7), (3.9) denklemleri (3.8) denkleminde yerine konursa
1 n—2 .
2(n—1) [Ak (EA,-R—|— ( . >B,-> +ABy — URy; —BjA]gik]
= RAA; — LRgi + nByA; —nBjA' gy,
bulunur. Buradan,
1 (n—2) , 1
Ry = =AiAR AiB; +A;By — BiA' gy — ———AAR
29495, 2k1+2 kBi +AiDy A" 8ik Z(I’l—l)kl
(3.10)
M (n) (n) :
Rgi — BiA; BiAlg;
1) 8k T 1) K T ) P Sk

10



elde edilir.

By, ve Ay vektorlerinin aymi dogrultuda oldugu kabul edilirse, yani A sifirdan farkli bir

skaler olmak iizere
B, = lAk

olarak alinirsa, (3.10) denkleminden

1 1 n—2)A ,
MRy = [5 —m}AkAiR‘i‘%AkAH'AAiAk—)bAjAJgik
(3.11)
v P R +L(—/1A Ai+AA -Ajg~>
elde edilir. Buradan Ry; Ricci tensorii
3An—2A +R (n—2)R+n*A —2nA
Ry = —] ~ [ ]AA' 3.12

seklinde elde edilir. Bu da manifoldun yar1 Einstein manifold oldugunu gosterir.

O halde, su teorem elde edilir:

Teorem 3.1.1 Temel vektor alanlar1 paralel olan konform olarak diiz, genellestirilmis
Ricci rekiirant Riemann manifoldu, bir yari-Einstein manifoldudur, [5].

Simdi temel vektor alanlart paralel olan ve ayrica konform diiz olan Ricci rekiirant

Riemann uzaylarini goz oniine alalim.

Konform olarak diiz Riemann manifoldunda (0,4) tipindeki egrilik tensorti,

Riiji = n—[Rijgkl_Rkjgil+Rklgij —Rilgkj]

—2
(3.13)

R
—m [gijgkl - gkjgil]

denklemini saglar, [17].
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Konform diiz Ricci rekiirant Riemann manifoldu, B; = AA; sarti altinda (3.12)

denklemini sagladigindan, (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

12[<3)m—2/1+R

Ruiji = 2(n—1) ) (gijgkl — 8kj8il T 8ki&ij — gilé’kj)

<(n —2)R+nA —2nA

2“(1’! — 1) ) (AiAjgkl _AkAjgil +AkAlgij _AlAlng):|

—m [gijgkl - gkjgil]

elde edilir. Buradan,

R — AEn—2) [.. ..]
(3.14)
nA +R
2T A gk — AkA igi + A g — AiA ]
+2,Lt(n—l)[ 8kl — AkAj&il + AkA8ij 18kj

denklemi elde edilir. Burada (3.14) denklemi g* ile daraltilirsa ortaya ¢ikan denklem
sonucunda uzay, yari Einstein manifoldu olur. Ardindan g"/ ile daraltildiginda ise
sabit egrilik denklemi elde edilir. Bu yiizden, (3.14) denklemi, manifoldun yar1 sabit

egrilikli bir manifold oldugunu ifade eder.
O halde su teorem elde edilir;

Teorem 3.1.2 Temel vektor alanlar paralel olan konform olarak diiz genellestirilmis

Ricci rekiirant Riemann manifoldu, yar1 sabit egriliklidir, [5].
3.2 Codazzi Tipinde Ricci Tensoriine Sahip Genellestirilmis Ricci Rekiirant
Riemann Manifoldlar:

Teorem 3.2.1 Codazzi tipinde Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant

Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Ispat. R, i Ricci tensorii Codazzi tipinden bir tensor olsun. Yani (2.4) denklemi

saglaniyor olsun. (2.4) denkleminin her iki tarafi g"/ ile ¢arpilirsa

ViR = V;R]

12



bulunur. Diger taraftan, ikinci Bianchi 6zdesliginden elde edilen V jRi = %VkR esitligi
burada kullanilirsa
ViR = ! ViR
kN — ) k

elde edilir. O halde, bu son denklemden V;R = O bulunur. Dolayisiyla, R skaler

egriligin sabit oldugu sonucu cikar.

Riemann manifoldunun genellestirilmis Ricci rekiirant manifold oldugunu kabul
edelim. O halde, (3.2) ve dolayisiyla (3.4) denklemleri saglanir. R skaler egriligin

sabit olmasindan ve (3.4) denkleminden
B, = —I—eAk (3.15)
n
elde edilir. Ote yandan (2.4) denkleminden,
ViRij =V Ry =0
oldugu aciktir. Burada (3.2) denklemi yerine yazilirsa
ViRij—V iRy = AiRij+Bigij— ARy — Bjgix (3.16)
ifadesi elde edilir. (3.16) denklemi, g/ ile carpilirsa
ViR—VR] = AR+nB,—A;R, By
elde edilir. Burada ikinci Bianchi 6zdesliginden elde edilen esitlik kullanilirsa,
ViR = 2AR+2(n—1)B; —2AR)]
bulunur. V;R = 0 oldugundan,
AR, = AR+ (n—1)By (3.17)
elde edilir. (2.4) ve (3.16) denklemlerinden,
AiRij+Bigij—AjRy—Bjgik = 0
oldugu aciktir. Bu denklem, A pgjl’ ile carpilirsa
ArApg’PRij + BiApg'Pgij — Ajg’P ARy — Big"PApgi = 0 (3.18)
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bulunur. (3.15) denklemi yardimiyla,
P Ry A —
AkApRi + BiA; — ‘LLR,'k + nAjA 8ik — 0 (319)

elde edilir. (3.17) denklemi, (3.19) denklemine yerine konursa

R
Ry = - 8ik (3.20)

bulunur. Bu da, manifoldun Einstein manifoldu oldugunu gosterir.

Sonugc 3.1 Tersine manifold Einstein ise, Ricci tensorii Codazzi tipindedir ve manifold,

rekiirantlik vektorii sifir veya skaler egriligi sifir olan Rekiirant bir manifolddur.

3.3 Devirli Paralel Ricci Tensoriine Sahip Genellestirilmis Ricci Rekiirant

Riemann Manifoldlar:

Teorem 3.3.1 Devirli paralel Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant

Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Ispat.

Riemann manifoldu devirli paralel Ricci tensoriine sahip ise,
ViRij+ViRjx+V iRy = 0 (3.21)
denklemi saglanir. (3.21) denklemi, g/ ile carpilirsa
ViR+ VR + VRl = 0

bulunur. Burada, ikinci Bianchi 6zdegliginden elde edilen V jRi = V(R denklemi

kullanilirsa

1 1
ViR+ S ViR+ ViR = 0

ve dolayistyla ViR = 0 elde edilir. Skaler egrilik R sabit oldugundan, genellestirilmig
Ricci rekiirant Riemann manifoldu i¢in (3.4) denkleminden B; = —%Ak sonucuna

varilir.

(3.2) denklemi ve (3.21) denklemlerinden

AkR;j+ Bigij +AiRji + Bigjk +AjRi; +Bjgri = 0 (3.22)
14



elde edilir. Bu denklem, g/ ile carpilirsa
AR +nBi+ AR, + By + AR, + B, = 0

ve dolayisiyla,

2AR, = —AR— (n+2)B;
bulunur. Buradan,
: 1 2
AR, = —SAR- (”;L B, (3.23)

elde edilir. (3.22) denklemi, A pgkp ile carpilirsa

ApArgPRij+ Apg"Bigij + AiApg PR jx + Bidpg" g + AjApg" Ry

+ BjApgkpgki =0

elde edilir. Burada (3.23) esitliginden yararlanarak islemler yapilirsa,

HR;j— %Rgij + Ai(— %AJ‘R‘F %f\j) - SAiAj
n Aj<— %AiRJr %A,Aj) . SAiAj —0
bulunur. Buradan,
Rij = Ijgij
n

bagintist elde edilir. O halde, devirli paralel Ricci tensoriine sahip genellestirilmis

Ricci rekiirant Riemann manifoldu bir Einstein manifoldudur.

3.4 Genellestirilmis Ricci Rekiirant Riemann Manifoldu Icin Ornek
gxl
q= -7 Ve k#0, (i,j =1,2,3,4) olmak iizere g metrigi;

g = gijdnidx] = (142q)| (dx' ) + ()7 + (d)? + (da)?
seklinde tanimlanan 4 boyutlu bir Riemann manifoldu gz oniine alalim [7].

g metriginin kovaryant bilesenini g;; ve tersini g"/ ile gdsterelim.

K2 426" L] K2
V =
k2 1+2g k2+2e"

142g= olacak sekilde,
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1+2¢ 0 0 0
| o 142 0 0
8ij = 0 0 1429 0
0 0 0 1+2g
1
T 0 0 0
14 2¢q .
0 T E—— 0 0
gij: 1+2¢q :
0 0 — 0
142q |
0 0 0 ——
14 2¢q

seklindedir.

{ ;l } Levi-Civita konneksiyon katsayilar1 olmak iizere,

1 /dgi | 98k 98
k,":—( J J), 3.24
kil=a\%7 T o~k 524
(i,j,k=1,2,3,4) i¢in
Kl ! !
g [k.ij]l = {ij} =13 (3.25)
seklindedir.
(3.24) bagmtis1 yardimiyla sifir olmayan [k, ;] degerleri;
exl
[1,11] =[2,12] = [2,21] = [3,13] = [3,31]| = [4,14] = [4,41] = =
&
[1,22] =[1,33] = [1,44] = 1z
exl
seklinde bulunur. g = =z esitliginden
& =kq (3.26)

oldugu aciktir. (3.25) ve (3.26) bagintilarindan sifir olmayan Christoffel sembolleri:

il

e _q
242ex 1429
&g
Ri2e 1424
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1

X
rh—g'n33=——% -9
33 g [ ] k2+2€xl 1_|_2q
ex1 q
I, =g"[1,44] = - =— :
44 g [ ] k2+2€xl 1+2q

il

€ _ 4

2, =12 =13, =13, =T% =14 = =
12 21 13 31 14 M7 2 e 1+2q

olarak elde edilir.

Riemann egrilik tensorii:

ik = Ol — ol + 1y jr?k - rgkrfj

bagintisiyla ifade edilir. Buradan,

172
RL, =Rl =R, = —“ K
221 331 441 (k2—|—26xl)2,
1
3 (ex )2

R =Ri,=Ri;=— "1
332 442 443 (21267 )2

elde edilir. (2.3) bagintisindan,

1

Rim = Risst = Rigg = ——— = 4
1221 = ]33] — 441 — k2+2€x1 = 1+2q,
() _ 7

R2330 = Ro442 = R3aa3 = =
2332 2442 3443 = 15 (I2+2e7)  1+2g

bulunur. (2.1) denkleminden,

3q
Rii=g"Rin+g2Rounn+ ¢ Raiiz + g4 Raiie = Rii= ———3.
11 =8 K111 T8 12112 T8 R3113 T8 4114 11 (1129)?
Ry = g""Rimo1 + 8% Roon + 8P Ramos + 4 Ruzos = Rop = ﬁ
elde edilir. Aymi sekilde, R33 = Ryq = bulunur. Buradan,
142q
2 o
3q 3¢ el _Me) 51 _ag)
Ry = 7 = —— — R = = 3
(1+2q) k2<k2+%e" ) <k2+2ex > (1+2q)
k
1
Ry =R33 =Ryq =

1—|—2q ( —I—Zex )

1
k2 q

(k2+2ex1 )2 (142¢9)?
k2

elde edilir.

Ry»1=R331 =Rus1 =

(2.2) denkleminden skaler egrilik;

17
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R= g] 'Ry + g22R22 + g33R33 + g44R44 esitli§inden,

_ 6q(1+q)
k= (1+24)3

olarak elde edilir.

O halde, herhangi bir x € R noktasi i¢in

1~ 4q i=1
Ai(x) =19 (1+2q)(1—q)
0 i1
3¢° i=1
Bi(x) =14 (1+2¢)3(1—¢q)
0 i1

olarak alinirsa, bu degerlere gore (3.2) yardimiyla,
Ri1.1 =A1R11 +Bi1gii,
Ry 1 =A1R» + Bign,
R331 = A1R33 + B1g33,
R4s1 = A1R44 + B1gus

bagintilar1 dogrulanir. O halde, (R*,¢) manifoldu bir genellestirilmis Ricci rekiirant
Riemann manifoldudur. Bu 6rnege gore, genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann

manifoldu ne Ricci simetrik, ne de Ricci rekiirant bir manifolddur, [7].
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4. PSEUDO DEVIRLI RiCCi SIMETRIK RIEMANN MANIFOLDLARI

Tamim 4.1 (n > 2) icin (M", g) Riemann manifoldunun Ricci tensorii
VkRij = 2AkR,'j —f—A,'Rjk +Aiji “4.1)

bagintisin1 sagliyorsa, manifolda pseudo Ricci simetrik Riemann manifoldu denir.

Burada A sifirdan farkli 1-formdur, [18].
Tamim 4.2 (n > 2) icin (M", g) Riemann manifoldunun Ricci tensorii
VkRij -+ V,'Rjk + Vij,- = 2AkR,'j —l—AiRjk +Aij,' 4.2)

bagintisinm1 sagliyorsa, manifolda pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldu

denir, [6].

Tanim 4.3 (n > 2) i¢in (M", g) Riemann manifoldunda genellestirilmis pseudo Ricci

simetrik manifoldu
ViRij = 2AiR;j+BiR i+ D;Ry; 4.3)

seklinde ifade edilir. Burada, A, B ve D sifirdan farkli 1-formlardir, [19].

Pseudo devirli Ricci simetrik manifoldunun Ricci tensorii, Codazzi tipi olarak kabul

edilirse
ViRij = ViRj, =V Ry 4.4)
elde edilir. (4.2) denkleminden
3ViR;j = 2AiR;j +AiR ji + ARy
bulunur. Buradan,
Aip A

Aj
3 Rij+ = Rjk+ = Rui

ViRij =2 3 ;

elde edilir. A,, = 3B,, olarak tanimlanirsa

VkR,'j = ZBkR,'j + BiRjk + Biji 4.5)
19



pseudo Ricci simetrik manifoldu elde edilir.
Sonug 4.1 Pseudo devirli Ricci simetrik Riemann manifoldunun Ricci tensorii Codazzi
tipi ise, manifold bir pseudo Ricci simetrik manifoldudur.
(4.2) denkleminde £ ile i degistirilirse
ViRkj+VkRji+VjRik = 2AiRkj+AkRji+AjRik (4.6)

elde edilir.

(4.2) denklemi ve (4.6) denkleminden
ArRij = AiRy;
bulunur. Bu denklem, g"A,, ile carpilirsa
1

Rjp = ﬁAkAmR'jﬂ 4.7)

elde edilir. Burada p, A; vektoriiniin biiytikliigiidiir.

(4.6) denklemi g*/ ile carpilirsa

2V,R = 2A;R+2AR! (4.8)
elde edilir. Ayni sekilde (4.6) denklemi g/* ile carpilirsa

2V,R = 3AR;+AjR
elde edilir. Burada j yerine i, i yerine k yazilirsa

2ViR = 3ARN+AR (4.9)
elde edilir. (4.8) ve (4.9) farkindan,

AR = AR

bulunur.

Bu denklem (4.7) denkleminde yerine konursa

1
Rjx = ﬁAkA iR (4.10)
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elde edilir. Burada, skaler egrilik R = 0 ise R j; = 0 olur ki, bu durum pseudo devirli

Ricci simetrik manifoldunun tanimina aykiridir. Buna gore;

Sonug 4.2 Pseudo devirli Ricci simetrik manifoldunda, skaler egrilik R hicbir zaman

sifir olamaz ve Ricci tensorii (4.7) formundadir, [6].

Sonug¢ 4.3 Yari-Einstein manifoldunda eger o = 0 , f # 0 ise manifold ozel tipte
bir yari-Einstein manifoldudur. O halde, pseudo devirli Ricci simetrik bir Riemann

manifoldu i¢in Ricci tensorii
Rii = PAA;

oldugundan, manifold 6zel tipte yari-Einstein manifoldudur, [6].
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5. GENELLESTIRILMIS RICCI REKURANT WEYL MANIFOLDLARI

Burulmasiz V konneksiyonuna ve konform g;; metrik tansoriine sahip olan
Vigij— 2T gij =0

uygunluk kosulunu saglayan diferansiyellenebilen n boyutlu manifolda Weyl

manifoldu denir ve W, (g, T) ile gosterilir.

Tanim 5.1 A sifirdan farkli 1-form olmak tizere n boyutlu W, (g, 7)) Weyl manifoldu,
ViRij = ArRij (5.1)
bagintisini saghyorsa Ricci rekiirant Weyl manifoldu olarak adlandirilir.

Tanim 5.2 Weyl manifoldunun Ricci tensorii
ViRij = AkRij + Bigij (5.2)

kosulunu sagliyorsa genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldu denir. Burada A

ve B agirliklari, sirastyla, {0} ve {—2} olan sifirdan farkli 1-formlardir.

Genellestirilmis Ricci rekiirant W,(g,7) Weyl manifoldu igin Ricci tensoriiniin

antisimetrik ve simetrik kisimlari

ViR(;j) = ArRyij

ve
ViR ij) = AkR(ij) + Bigijs (5.3)
olarak elde edilir.

Tamim 5.3 Weyl uzayinda konform egrilik tensort,

h h
Cir = R+

i 8¢R(ij) — 87 Ry —8ikg" Rimj)+ 818" Rk

1
_(n_z)sihR[kj]> = <5/? Rij—8] Riv—gixg™" Rmj+8ijg"" Rmk)

o o=y s —gud) (5.4)



olarak tamimlanir, [20].

Rij 2 Rgij
n—2  an— 2N 3 T (= 2) (5:5)

L,' =
olmak tizere, konform egrilik tensorii
Cihjk = R?jk + SlﬁlLij — 5;-1[4/( + ngij — L?gik — 26ihL[jk]

seklinde elde edilir. L;; tensoriiniin antisimetrik kismi
1 ViT; —V Ty
Lij = o Rigj) = ViTj = ——5—— (56)
n 2
olarak bulunur. n > 3 boyutlu bir Weyl manifoldu i¢in

ViCly = (n—3)(VjLix — ViLij), (5.7)

VkL[ji] S VjL[ik] + ViL[kj] =0 (5.8)

bagintilar1 saglanir, [21]. (5.5) denkleminden,

—Rjx 2 Rgik >

. /—R;; 2 Rg;;
elde edilir.

Eger n > 3 icin W,(g,T) manifoldu konform diiz ise yani Cf‘jk =0 ise (5.7)
denkleminden V jLik — VkL,- j = 0 elde edilir. Dolayisiyla, (5.6) denkleminden

n—1\r. . 1r. . 1 . .
( - ) [VkRij - VjRik} +- [VkRji - Vij,} + 2n=1) [gik(VjR) —8ij (VkR)] =0

bulunur, [21]. Buradan,

. . 2 . .
ViRij—VjRix — r_l(ka[ij]_ij[ik}) (5.9)
1 . .
+ m[gik(ij)_gij(VkR)} =0

bulunur. (5.9) denkleminde R;; tensoriiniin simetrik ve antisimetrik kisimlar1 goz

Oniine alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

. . n—22\ . n—2\.
ViR (ij) =V iR(ir) + (T> ViRjij) — <T) ViR
(5.10)
1

= T2n=1) [gik(VjR) — gij(VkR)]
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elde edilir.
(2.23) ve (5.10) denklemlerinden konform olarak diiz bir Weyl uzayi i¢in
ViRij = ViR = —(n=2)Vi(ViTy) + (n—2)V;(V;Ty)
(5.11)
1 . .
———— 1 gi(ViR) — gii(ViR
2(7’1_1> glk( J ) glj( k )
bagintis1 elde edilir.

[5] de, temel vektor alanlar1 ayn1 dogrultuda olan konform diiz genellestirilmis Ricci
rekiirant Riemann manifoldunun yari-Einstein manifold oldugu ispatlanmistir. Biz bu

calismada, ayn1 teoremi Weyl manifoldu i¢in diisiindiik ve asagidaki teoremi ispat ettik.

Teorem 5.1 Temel vektor alanlari aym1 dogrultuda olan konform olarak diiz

genellestirilmis Ricci rekiirant W,(g,T), (n > 3) Weyl manifoldu
gPAN (Vi T) + 8PApVi(ViT;) =0
kosulu altinda bir yari-Einstein Weyl manifoldudur.

Ispat.

Genellestirilmis Ricci rekiirant konform olarak diiz » boyutlu bir Weyl manifoldu
g0z Oniine alalim. Bu durumda, Ricci tensorii (5.2) denklemi ile ifade edilir. (5.2)

denkleminin her iki tarafi g;; ile ¢arpilirsa
ViR = AxR + nBy (5.12)
elde edilir. (5.2) ve (5.12) denklemleri, (5.11) denkleminde yerine konursa

AR ij) + Bigij —AjR) — Bigic = —(n—2)Vi(ViTj) + (n—2)V;(ViTy)
(5.13)
1

elde edilir.
(5.13) denklemi g'/ ile carpilirsa ve g"(V};T}) = 0 oldugu dikkate alinirsa
) 1 L
8" AR () = 5 (AR —nBy) + (n—1)B — (n—2)g"V ; (V[T (5.14)
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bulunur.

(5.13) denklemi ngAp ile carpilirsa ve (3.9) kullanilirsa

Ag”PApR;jy + AiBr— LR — 8" ApBgik

= (2—n) [gijka(V[iTj}) —gPA,V (VT )}

1 ,
— 2(n— 1) [HgikR+ng]pAijgik_AiAkR—nAin:|

elde edilir. Burada (5.14) denklemi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 n—2 (n—2) . - 1 Il g
Ry = [ﬁAiRJr( o )Bi+ a g]pvp(v[iTj])]Ak‘f’ﬁAin_EngAijgik

n—2 . . ) 4
+ ( m )[g]pAka(V[iTj])_g]pAPVj(V[iTk])]

+ ,ugikR T ngijijgik —A,’AkR F— nAin]

1
2u(n—1) [
elde edilir.

Simdi, temel vektor alanlarinin ayni dogrultuda oldugunu, yani By = AA; oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, yukaridaki denklemden,

[3111 —2A +R]gik [(n2 —2n)A+(n—2)R

2(n—1) 2(n— 1 ]A"A"

Ry =
(5.15)
(n—2)

+ [gijka(V[iTj]) + 8PANV (Vi T) — 8PARV (Vi Ty)
bulunur. (5.15) nin sag tarafinda bulunan toplam,
Qi = P ARV (Vi Ty) + 8P AV o (Vi Ty) — §7PApV (Vi Ty)
ile gosterelim. Burada (5.6) denklemi kullanilirsa
T (VkL[ =V jL[k,.]) + 8P AN L (5.16)
elde edilir. (5.8) ve (5.16) denklemlerinden

Qi = 8"P AWV pLijy — P A Vil (5.17)
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bulunur. O halde, (5.15) denklemi

3nA —2A+R
Rixy = [—Z(n—l) }gik
(5.18)

n*>—2n n—
[( 2n)A +(n—2)R on

2(n—1)u

olarak yazilir. (5.18) denkleminde i ile k nin rolleri degistirilip taraf tarafa ¢ikartilirsa,

]AiAk + (n ; 2)

Qi — Qpi = gjp <AkVpL[ji} —AinL[jk}

+ 87Ap(Vidyy ~ Vil ) =0
elde edilir. VkL[i i~ V,L[k = \Y jLjix) oldugu goz oniine alinirsa
8PApV Ly + 8PALV pLijiy — 8PAiV pLijy =0
bulunur. Buradan
8PAN Ly = 8P ALV pLijy — 8P AV Ly (5.19)
elde edilir. (5.19) denklemi, (5.16) de yerine konursa
0= & (AV Ly + A Vil ) (5.20)
olarak bulunur. (5.6) denklemi (5.20) denklemine yerlestirilirse
Qi = 'PAV o (Vi Ty) + 8P ApVi(ViTy)
bulunur.

n > 3 olmak iizere eger ¢y, = 0 ise (5.18) denkleminden

3nA —2A +R (n® —2n)A +(n—2)R
[ 2(n—1) }g"" [ 2(n—

elde edilir. Bu da W,(g,T), (n > 3) Weyl manifoldunun bir yari-Einstein Weyl

Ry = AiAk

manifoldu oldugunu gosterir.

Teorem 5.2 Eger 7; komplemanter vektorii, lokal gradient vektor alami ise temel
vektor alanlar1 ayn1 dogrultuda olan konform diiz genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl

manifoldu yari sabit egriliklidir.
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Ispat.

T lokal gradient ise VT = 0 olur. Bu durumda, (2.23) denkleminden Ricci
tensoriiniin antisimetrik kisminin R};;) = 0 oldugu goriiliir. Buradan Weyl manifoldu,

Riemann manifolduna diiger.

Konform olarak diiz W, (g, T) Weyl manifoldu i¢in (2.9) ve (5.4) denklemlerinden

h 2

Ry = nn=2) (5}7R[ik] — 8 Riij + k& Rimj —8ij8"" R+ (n — 2) 8] Ry, j])

R

1 h h h h
+m <5k Rij— 6/ Rix—gixg" " Rimj+8ijg mRmk) - m

(gij5/? - gik3]}~l> :
bulunur. Bu denklem, gy, ile ¢arpilir, simetrik olmayan kisim sifirlanir ve R;; = R; ;) +
Ry;;) esitligi kullamlirsa

_ A(Bn—-2) B o
Rijkl = m[gljgkl_glkg‘]l}

nA +R

2(n—1)u [g WAAj = 8j1AAL — 8ikAIA j + 8ijAIAL

yar1 sabit egriliklidir.
Teorem 5.3 Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl

manifoldunun Einstein-Weyl manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul skaler egriligin

genellestirilmis kovaryant olarak sabit olmasidir.

Ispat.

Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip olan genellestirilmis Ricci rekiirant W, (g, 7)) Weyl
manifoldunun Einstein-Weyl oldugunu kabul edelim. Weyl manifoldu, Codazzi tipi

Ricci tensoriine sahip oldugundan sifirdan farkli R;; Ricci tensoril igin,
ViR = VR (5.21)

kosulu gerceklenir. Manifoldun Einstein-Weyl olmasi i¢in

R
Riijy =~ 8ij (5.22)

olmalidir. O halde, (5.21) ve (5.22) denklemlerinden,

(VkR> gii— (V jR) g =0 (5.23)
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elde edilir.
(5.23) denkleminin her iki tarafi g'/ ile carpilirsa
(n—1)V;R=0
bulunur. Buradan n # 1 igin
ViR = Vi R+2RT; =0 (5.24)

elde edilir. Bu R skaler egriligin genellestirilmis kovaryant olarak sabit oldugunu

gosterir.

Diger taraftan, manifoldun genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldu oldugu géz

Oniine alinirsa, (5.3) denkleminden
ViR = AR +nBy, (5.25)

elde edilir. O halde, (5.24) ve (5.25) denklemlerinden,

R
By = ——Ay
n

bulunur.

Tersine olarak, Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl

manifoldunu goz 6niine alalim. Bu durumda, Ricci tensorii, (5.21) kosulunu saglar.
(5.21) denklemi g% ile carpilirsa
ViR = VR], (5.26)
elde edilir.
Herhangi bir W, (g, T') Weyl manifoldu i¢in
ViR] = %VkR +28V (VT (5.27)
bagintis1 saglanir, [22].

O halde, Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip bir Weyl manifoldu i¢in (5.26) ve (5.27)

denklemlerinden

ViR = 48"V (Vi Ty) (5.28)
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elde edilir.
Genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldu i¢in (5.3) denklemi saglanir.

Simdi, Codazzi tipi Ricci tensoriine sahip Weyl manifoldunun genellestirilmis Ricci

rekiirant ve VkR = 0 oldugunu farz edelim. Bu durumda, (5.3) ve (5.21) denkleminden,
AR (;j) + Bigij —AjR(ix) — Bjgik =0 (5.29)
elde edilir. (5.29) denklemi g/ ile ¢arpilirsa,
Ag*R(;j)+Bj—AR—nB; =0
bulunur. Buradan da,
Ar8*Rjy =AjR+ (n—1)B; (5.30)
elde edilir.
Diger taraftan, (5.29) denklemi g?/A p ile carpilirsa,
AgP AR ;) + 8" ApBigii — 8" Ap ARy — 8PALBigk =0 (5.31)
bulunur. gP/A pAj = W olmak iizere (5.31) denkleminden
MRy = Axg"’ApR(ij) +AiBi— 8" ApBjgix (5.32)
elde edilir. (5.30) denklemi (5.32)’de yerine konursa,
UR (i) = A |AiR+ (n—1)B;| +A;By — g"A,Bjgix (5.33)

bulunur.

(5.28) denklemi, (5.25)’de yerine yazilirsa,

4 ... 1

bulunur.

(5.33) ve (5.34) denklemlerinden

4 i 1
PRy = AidiR+ (n—1)Ax (;8”” Vi(VimTy) = ;AiR>
(5.35)
+ A i) = AR) =574, (™Y (ViTy) = AR
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bulunur. (5.28) ve (5.35) denklemlerinden,

(5.36)

-1 . 1 .
n A ViR+ —A;V|R
ni np

elde edilir.

ViR = 0 oldugundan (5.36) denkleminden

R
Rixy = 8k

elde edilir. O halde, Codazzi tipi Ricci rekiirant Weyl manifoldunun skaler egriligi

genellestirilmis kovaryant olarak sabit ise manifold bir Einstein-Weyl manifoldudur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann manifoldlar ile ilgili
literatiirde yapilmis olan ¢alismalar ayrintili olarak incelenerek, [5] referans numarali
calismada yer alan genellestirilmis Ricci rekiirant Riemann manifoldlar ile ilgili

teoremler lokal koordinatlarda ifade edilerek ispatlanmigtir.

Daha sonra, [6] referans numarali calismada verilen teoremler ve 6nermelerin ispatlari

ayrintili bir sekilde yapilmistir.

Son boliimde, genellestirilmis Ricci rekiirant Weyl manifoldlar1 goz 6niine alinmig ve
Riemann manifoldu i¢in tezde verilen teoremlere benzer ¢alismalar, genellestirilmis

Ricci rekiirant Weyl manifoldlari icin yapilarak bazi orijinal sonuclar elde edilmistir.

Bundan sonra, genellestirilmis @- rekiirant manifoldlar ¢aligilabilir.
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