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HETEROJEN ELASTIK TABAKALI ORTAMDA
NONLINEER YATAY KAYMA DALGALARI

OZET

Bu calismada, diizgiin kalinlikli, izotrop, homojen olmayan (heterojen) ve farkl
hiperelastik malzeme 06zelliklerine sahip iki tabakadan olusan bir ortamda sonlu
genlikli lineer olmayan yatay kayma (SH) dalgalarinin yayilmasimi modelleyen bir
sinir deger problemi incelenmistir. Problemin asimptotik ¢oziimii ¢oklu Olcekler
yontemi kullanilarak insa edilmistir.

Incelemede ortam: olusturan tabakalarin heterojen malzemelerden olustuklar:
ve malzeme Ozelliklerinin derinlik dogrultusunda degisime sahip oldugu, yani
tabakalarin malzeme 6zelliklerinin dikey dogrultuda degistigi kabul edilmistir.
Ayrica serbest yiizeylerde gerilmelerin olmadigi, tabakalar arasi arayiizeyde ise yer

degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugu kabul edilmistir.
Caligma ii¢ boliimden olugsmaktadir:

Giris boliimiinde, degisik ortamlarda elastik dalgalarin yayiliminin incelendigi
calismalar hakkinda kisaca bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, ilk olarak diizgiin kalinhikli iki tabakadan olusan ortamda lineer
olmayan SH dalgalarinin yayilmasini betimleyen hareket denklemleri ve sinir kosullar:
verilmektedir. Daha sonra sirasiyla bu problem i¢in homojen ortam ve heterojen
ortamda lineer SH dalgalar1 incelenmis, dispersiyon bagintis1 ve grafikleri verilmistir.
Bilindigi gibi boyle bir geometriye sahip homojen ortamda c; iist tabakada, ¢, ise alt
tabakada yayilan lineer kayma dalgalarinin yayilma hizlarini, ¢ ise SH dalgalarinin
faz hizin1 gostermek iizere ¢; < c¢p kabulii yapilmigti. Bu kabul altinda bu tip
dalgalarin yayilabilmesiicin ¢ < ¢y <c¢ yada ¢ < c; < ¢ esitsizliklerinden birinin
gerceklenmesi gerekmektedir. Ayni geometriye sahip heterojen ortamda dalgalarin
yayilabilmesi icin de benzer esitsizlikler mevcuttur. Tabakalar1 olusturan lineer
malzeme parametreleri i¢in 3; heterojenligi temsil eden parametre, (; ortamin lineer
kayma modiilii ve p; ortamdaki malzemelerin yogunlugu olmak lizere

wi= P, pi=poeft, j=12  B;=sbt

kabulii altinda dalgalarin faz hizinin

€01/ 1+ﬁ12/4k2 < €0y Y/ 1+B22/4k2 <c, C%j ::u’oj/poj j=12

esitsizligini sagladigi kabul edilmektedir. Bu kabul altinda lineer SH dalgalarinin
yayilim1 problemi i¢in inceleme yiiriitiilmiigtiir.
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Dalgalarin faz hizinin bu esitsizligi saglamasi durumunda, nonlineer SH dalgalarinin
modiilasyonu problemi {i¢iincii boliimde ele alinmistir.  Problem bir asimptotik
pertiirbasyon metodu olan c¢oklu 6l¢ekler metodu ile incelenmis ve nonlineer SH
dalgalarinin self modiilasyonunun asimptotik olarak bir nonlineer Schrodinger (NLS)
denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmigtir. Tabakalarin hem lineer heterojen
hem de lineer olmayan heterojen malzeme parametrelerinin degisiminin dalga yayilimi
tizerindeki etkisi baz1 secilen malzeme parametreleri icin grafiklerle gozlemlenmistir.
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SHEAR HORIZANTAL WAVES IN A NONLINEAR
HETEROGENEOUS ELASTIC LAYERD MEDIA

SUMMARY

In this work, we consider a boundary value problem modelling the propagation of
nonlinear horizontal shear (SH) waves in an elastic medium consisting of two layers
of uniform thickness;

PL={(X,Y,Z)| 0<Y <hj,—o < (X,Z) <o} (1)

and
P ={(X,Y,Z)| —hy<Y <0,—00<(X,Z) <oo} (2)

where P; and P, denote the upper and lower layers with thickness h; and hy,
respectively. The constituent materials of the layers are assumed to be heterogeneous,
isotropic elastic. It is assumed that the layers have different heterogeneous materials
and the material properties have a change in the depth direction, that is, they change in
the vertical direction to the layers. It is also assumed that the free boundaries, ¥ = h;
and Y = —hy, are free of traction and stresses, and displacements are continuous at the
interface Y =0. Consider an SH deformation of a particle which is an anti-plane shear
motion described by the equations

x=X, y=Y, z=Z+ulX,Y,r) in P
x=X, y=Y, z=Z+v(X,Y,1) in P,

where ¢ is the time, and u and v are the displacement of a particle in P; and P,
respectively, in the Z-direction because of the polarization of waves.

In this work, since the propagation of finite but small amplitude waves will be
examined, we obtain the following approximate equations and the boundary conditions
involving terms not higher than the third degree in the deformation gradients are

obtained;
T E.
1 (e e+ 3 (5r0) + 0000 (57 (i) 7 ) in
oa(iee ) (5% - @

s (5 (R OO+ (52000 ) + 200 (5 pan) 32 ) in

Ju u
8Y+61Q( )8Y 0 on Y =h, 5
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u—v=_0 on Y =0, (6)

du dv dv du
W—YWZQZYQ(V)W—QQ(M)W on Y =0, (7
adv adv
3y +6:0(v) T 0 on Y =—h;. 8)
The nonlinear operator Q is defined as
oy 2 oy 2
O(y) = <ﬁ) + (W) : )

Here c; is the propagation velocity of linear shear waves in Pj; u; is the linear
shear modulus in P;; p; indicates the density of the material in P; n; is function that
represents the nonlinear properties of the material in P;.

c?, 0,7, j = 1,2 are defined as follows.

céz& }/:& and Oy =

Pa M1 %

Ny

(10)

In this work, we assumed that linear and nonlinear material parameters are exponential
functions of the dept variable, Y;

,uj:,l.l()jeﬁjY, pj:pojeﬁfy, nj:l’l()jekjy j=12 ﬁj,lj:constants.

It may be assumed that between the linear shear wave velocities of the layers, the
inequality co, /1 + (B#/4k?) < co,4/1+ (B7/4k?) is valid where c(z)j = 1o,/ po,. For
the existence of an SH wave in such a medium, the phase velocity ¢ of the wave must
satisfy either

co\/ 1+ (BE/4K?) < co,0/ 1+ (B3/4k%) < c
or

co,\/ 1+ (BE/4k*) < ¢ < cop\/ 1+ (B3 /4Kk?)
Here the problem for the first inequality will be investigated.

The multiple scales method is employed to examine the self-modulation of nonlinear
SH waves. For this purpose, instead of the variables X, Y and ¢ we introdeced the
following new independent variables

xi=¢€X, ti=¢€1, y=Y, i=0,1,2. (11)

Here, € > 0 is a small parameter that measures the degree of nonlinearity. The variables
{x1,x2,t1,12} are the slow variables introduced to specify the slow variations of the
amplitude whereas {xg,y,%p} are the fast variables. It is assumed that the displacement
functions « and v have a uniformly valid asymptotic expansion in &;

€"un(x0,x1,X2,¥,10,11,12),
€M (x0,X1,%2, ¥, 70,11, 12).

u =

o
V=

n=1
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The following relations are valid between the derivative operators according to the old
and new variables:

9 9 d  ,9 9 9 d ,a I 9
ﬁ—a—m+€a—m+8 = ——_+€_+8_ _—_y (13)

Employing these new variables (11) and the expansions (12) with (13) into the
equations of motion (3)-(4) together with the boundary conditions (5)-(8), and then
arranging the resulting expressions in like powers of €, a hierarchy of equations is
obtained. The equations up to third order in € from which it is possible to determine
u, and v,, successively are as follows;

O(e):
ZWu =0 in P, (14)
£y =0 in P (15)
uy., 4w 4 (16)
dy
w—vi=0 ad 29 o on y—o. (17)
dy ' dy
M _o on y=—h, (18)
dy
O(e)?
LWy =2Muy in P, (19)
LD =% in By, (20)
on y=h, %zo, @1
y
on y=0, uy—vy=0, (22)
. 8u2 8V2_
on y=0, 8_y_ya_y_0’ (23)
vy
on y=-—hy, —=0. 24)
dy
O(e)’
LWy = 2V uy+ 2+ ¥ () i P, (25)
(5,”0(2)\/3:c?l(z)vz—kfz(z)vl—l—ﬂ(vl) in P. (26)
B duz du;
on y=h, 8_y+91Q(u1)8_y_0’ (27)
on y=0, uz—v3=0, (28)
B dus vy vy duy
on y= O, a_y — '}’a—y = yeza_yQ(VI) — ela—y (l/tl), (29)
8V3 8v1_
on 'y hz, a—y+92Q(V1)a—y—0 (30)
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Here, go(m) , fl(m) , Zz(m) linear operators with  m = 1,2; The nonlinear operators .4~
and Q are defined as follows:

my, W 5 (Y 82) (um&/f) |
o (W)= e <8x0+8y o Dy (1)

, 0%y %y
8x08x1 at08t1 ’
, 0%y 9’y Py dy

(m) _ _ _
.iﬂz (W) Cm (8x1 +28anX2> atlz 282‘081‘27 (33)

A= | (P00 52 )+ 5 (om0 5Y )| a0

Wy OV
(Gar+ (50

2 (y) =2(c, (32)

o(y) = (35)

By applying the method of separation of variables to the equations (14)-(15), we can
get the solutions of the first-order problem in the following form:

1 = . . )
Uy = — Z[AY)(x17x27t1,f2)€llkr1y _|_Bgl) (xl7x2’t1’t2)e—zlkr1y]ezlq) +ec. (36)
| /‘uoleﬁly =1
Vi Z xl,xz,tl,tg)eﬂkrzy —{—D(ll) (x1,xz,tl,tz)e_ﬂkrzy]eﬂq) +c.c. (37)
A /uozeﬁzy =1
where
2 2 1/2 2 1/2
¢ Bi c [32
=(— — —1 =(— -1 = kxg— 0ty. 38
r (C%] 4k2]2 ) , I (ng 4k212 ) ) (P X0 0 (38)

Here Agl),B(ll)7C§l),D(ll) are first-order wave amplitude functions dependent on slow
variables (xy,x,t1,t;) and are determined using the boundary conditions of the
problem. k and w are the wave numbers and angular frequency, respectively and “c.c.”
represents the complex conjugate of the preceding terms

If the solution forms in (36)-(37) are used in the homogeneous boundary conditions
(16)-(18), one obtains the following system of homogeneous equations

wul'=0 1=1.23.. (39)

The explicit form of the dispersion matrix W is given as;

ie® i 2k 14iBy) e * (<2ikr 1—PBy) 0 0
N e
1 1 1 1
V/Ho, Ho, \/I-loz \/.uo%
W, = ikry1—BL —ikr 1B y(—ikral+%) Yikral+22)
Ho, V/Ho, Ho, Ho,
B 0 B>
h ikro I+ =5 ho | ikry I+ 7%
. , (9% ) 1) 2 R) g )
v/ Ho, Ho,
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In this work, we are examining the nonlinear self-modulation of a wave train centred
around a wave number k, therefore it is assumed that the wave number of the
fundamental wave does not satisfy the harmonic resonance phenomena, i.e. for [ # 1
detW; # 0. Then the solutions of the algebraic system of equations (39) are found to
be

Ul = #R for I=1

Ugl) =0 for [ >2
where 7] is the complex function of the slow variables, i.e., @] = < (x1,x2,t1,t2)
represent the first order slowly varying amplitude of the waves and R is a column

vector satisfying W{R = 0 . The solutions of the first order problem, u#; and v; are
written explicitly as;

M(x17x27t17t2>

U = (R1€™*P1Y 4 Rye *P17)e!® 1 ¢ c.
A /‘uoleﬁly
(40)
o7 1,t - ‘ j
= l(xl yX2,11, 2) (R3ezkp2y +R4e—1kp2y)ez¢ +ecoc.

.u()z eﬁZ)’

:

o) = o) (x1,x2,11,1) is a complex function representing the first order slowly varying
amplitude of the wave modulation. To find the first order solutions completely, .7
has to be determined. This has been done by examining the higher order perturbation
problems. A compatibility condition in the second order perturbation problem shows
that o) = o7) (x| — V,t1,x2,12) where V, is the group velocity of the waves. Then, if
we assume that the second order slowly varying amplitude function o5 also remains
constant in a frame of reference moving with group velocity, Vg, of the waves, i.e.,
) = abh(x1 — Vgt1,X2,12), a compatibility condition in the third order problem yields
the following NLS equation for &7/ = k.o

Nex-4 0%

— 2 pu—
iS5 58 + Al )2 =0 41)

where the non dimensional variables and constants 7 &, I" and A are defined as

T= (th,é = ké‘_l(XQ—Vgtz) = k(xl —Vgtl), of = k;zfl,l“z k2f/w, AZA/(DkZ.

(42)
Here f and A are constants:
—{—L(%—FV %)(a_R_}_V 8_R)]/(L% )
ok 20w ok fdw ow
- IW,
A=-LF/(L—_"R) (44)

The coefficient I' only depends on linear material properties while the coefficients A
also depends on nonlinear material properties. The NLS equation has been derived
in many different fields in the literature to characterize nonlinear wave modulation
asymptotically. Thus once solutions for .7 is derived from (41) for given initial values
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of the form <7 (&,0) = <% (&), then the first order solutions u; and v; can be constructed
by (40). As is known, the solutions of the NLS equation depend on the sign of the
product of the coefficients of the equation’s dispersion term and the nonlinear term.
Solitary envelope solutions exist if this product is positive.

The effects of linear and nonlinear heterogeneous material properties of the layered
medium on the linear stability of the plane wave solutions and the existence of solitary
envelope solutions of NLS equation are observed.
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1. GIRIS

Elastisite, bir cismin dig kuvvetler etkisiyle belirli bir sinira kadar sekil degistirmesi ve
kuvvetlerin kaldirilmasi ile baglangi¢ seklini yeniden bulmasi 6zelligidir. Elastisitenin
matematiksel teorisi, dengeleyici bir kuvvetler sisteminin hareketine tabi olan veya
kiictik bir i¢ bagil hareket durumunda olan kat1 bir cisim icindeki gerinim veya bagil
yer degistirme durumunu hesaplamaya indirgeme girisimi ile ilgilenir. Elastisite
teorisinin temelleri 1822 de Cauchy tarafindan atilmistir. Cauchy elastik bir ortama
hareketin gerilme ve yerdegistirme denklemleri kavramlarin1 getirmis ve hareket
denklemlerini, yerdegistirmeler cinsinden elde etmistir. Elastik dalga yayilimi ile
ilgili cesitli problemlerin incelenmesi ayri bir matematiksel fizik dali olarak devam
etmis ve bu problemler sismoloji, jeofizik, petrol miihendisligi, deprem miihendisligi,
sensorlerin tasarimi, 1950’lerden itibaren malzeme yiizeylerinin hasarsiz muayenesi,
1970’1erde elektronik sinyal iglem cihazlar1 teknolojisinde bircok onemli uygulama
alanlar1 bulmustur. Uygulamalar ve incelemeler hakkinda daha fazla bilgi icin Ewing
[1], Achenbach [2], Farnell [3] e bakilabilir.

Yer kabugu icerisinde meydana gelen deprem, patlama ya da ¢okme aninda ¢ok biiyiik
miktarlarda enerji aciga cikar. Bu enerjilerin bir kismi faylanma i¢in kullanilirken
kalan kismu ise yer igerisinde elastik dalgalar seklinde yayilir. Yer i¢inde yayilip
yeryiizeyinde sismograflar tarafindan kayit edilen elastik yayilimlara sismik dalgalar
veya deprem dalgalar1 denir. Deprem olayinda sismograflara baglica iki dalga tiirii
ulagir. Bunlar cisim dalgalar1 (body waves) ve yiizey dalgalar (surface waves)’dir.
Cisim dalgalar1 yerin derinliklerinde yiizeyine oranla daha hizli yayilirlar. Bunlar P
(primary) ve S (secondary veya shear) dalgalaridir. Yeryiiziiniin i¢ yapisinda deprem
ya da patlama gibi sismik bir olay sonucu meydana gelen cisim dalgalarindan en hizl
olan1 ve sismometreler tarafindan ilk ol¢iileni P dalgasidir. P dalgas1 boyuna (sikigsma)
dalgadir, yani taneciklerin titresim hareketi dalganin yayilma dogrultusuna her zaman
paraleldir ve kati, gerilimi ve sikisabilir gerilmeyi iletir. Hiz1 daha yavas olan ve ikinci
Olciilen dalga S dalgasidir. S dalgasi enine (kayma) dalgadir yani tanecik hareketi

dalgalarin yayilma dogrultularina dik, asagi-yukar1 veya saga-sola dogru titresirler ve
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sadece kat1 ortamlarda yayilabilmektedirler. S dalgalar1 yeryiiziiniin yatay ve diisey
dogrultularindaki anizotropik yapisindan dolay1 sismograflara polarize olmus olarak
ulagirlar ve iki ayri bilesene yatay SH (yatay diizlemde polarize olmus ) ve diisey SV
(diisey diizlemde polarize olmus) bilesenlerine ayrilirlar. Yiizey dalgalari ise cisim
dalgalar ylizeye ulastig1 zaman ortaya cikarlar, cisim dalgalarindan daha yavas olarak
yayilirlar ve cisim dalgalarina gore daha diisiik frekansa ve biiyiik genliklere sahip
olduklari i¢in en tahrip edici dalgalardir. Yiizey dalgalarinin yayilabilmesi i¢in ortamin
stnirlt yani yari-sonsuz olmasi gereklidir. Yiizey dalgalarindan biri olan ve Lord
Rayleigh tarafindan kesfedilen Rayleigh dalgalar1 hem enine hem de boyuna hareketi
icerir. Bir dalga hareketinde hizin periyot ve frekansa bagl olarak degismesine
dispersiyon denir. Rayleigh dalgalar1 dispersif degildir, yani dalgalarin faz hizlar
sabittir. Ancak uzun periyotlu ilk sismogramlar bile yiizey dalgasi boliimlerinde,
biiyiik enine yer degistirme bilesenlerine sahip dispersif dalgalar kaydetmislerdir. Bu
durum, yiizey dalgalarinin bir bagka tipinin olast varligina isaret etmistir. A. E. H.
Love bunun yer yiiziiniin tabakali yapisinin bir sonucu oldugunu diisiinmiis ve Love
dalgalar1 olarak adlandirilan, farkli mekaniksel 6zelliklere sahip diizgiin kalinlikli
bir tabaka ile kapli homojen izotrop lineer elastik bir yarim uzayda, yer deg8istirme
dogrultusu yayilma dogrultusu ile serbest diizlem yiizeyin normalinin olusturdugu
diizleme (saggital diizlem) dik olan dispersif ylizey dalgalarinin matematiksel bir
modelini gelistirmigtir [4]. Love dalgalarinin yayilma problemleri biiyilk éneme
sahiptir. Bunlar sadece yeryiiziiniin i¢ yapisini arastirmakta yardimci olmakla kalmaz,
ayn1 zamanda yer yiizeyinin i¢ine gomiilii dogal kaynaklarin, 6rne8in yaglar, gazlar
ve diger faydali hidrokarbonlar ve minerallerin arastirilmasinda da c¢ok yardimci
olur. Daha sonra, Stoneley ve Tillotson [5], Love dalgalar1 teorisini ¢ift katmanlh
bir yar1 uzaya genisletti ve Stoneley [6], diisiik hizli i¢ katmanin yatay kayma (SH)
dalgalarinin yayilmasi lizerindeki etkisini inceledi. Love dalgalari dagilimi genellikle
yeryiizeyine yakindir dolayisiyla daha yavas dagilirlar bu nedenle deprem sirasinda
direkt olarak hissettigimiz en hizli enine yayilan yiizey dalgasidir [7]. Homojen,
izotrop malzemeden olusan sonsuz ortamlarda yayilan boyuna ve enine dalgalar da
Rayleigh dalgalar1 gibi dispersif degillerdir. Diger yandan homojen, izotrop, elastik
malzemeden meydana gelen cubuklar, plakalar ve farkli malzemeden olusan katmanl
yarim uzay gibi genel olarak dalga kilavuzu (waveguide) olarak adlandirilan ortamlarin

sinir yiizeylerinde tekrarlanan yansima siirecleri nedeniyle dalgalar dispersif olurlar,
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yani dalgalarin faz hizlar1 dalga sayisina baghdir.

19.ytizyilin ortalarindan giiniimiize kadar hem dispersif, hem de non-dispersif lineer
elastik dalgalarla ilgili problemler yukarida belirtilen uygulama alanlarinin da etkisi
ile bir ¢ok calismanin konusunu olusturmustur [1, 2, 8, 9]. Devaminda lineer
teorinin yaninda elastik dalgalarin yayilmasina biinyesel nonlineerligin etkilerinin de
incelenmeye alindig1 problemler ¢oziilmeye baslanmistir. Bu ¢alismalarin ¢ogunda,
daha once akigkanlar mekanigi, plazma fizigi vb. alanlarda zayif nonlineer dalgalarin
bu alanlarda yayilmasim arastirmak icin kullanilan asimptotik pertiirbasyon yontemleri
kullanilmigtir [10-14]. Bu calismalarda nonlineerlikle dispersiyonu dengeleyen
kiiciik ama sonlu genlikli dalgalarin yayilimiin Korteweg-de Vries (KdV), modifiye
edilmis KdV, nonlineer Schrodinger (NLS), Boussinesq (BE) gibi denklemler ile
karakterize edilebilecegi gosterilmistir. [15]" te nonlineerligin ve dispersiyonun
etkisini birlikte modelleyen bir denklem elde edilmis ve dalga modiilasyonunun
genlik fonksiyonlari i¢in soliton tipi ¢oziimleri oldugu sonucuna varilmistir. Daha
sonra [16]” da diizgiin kalinlikli, farkli malzeme 6zelliklerine sahip homojen, izotrop,
sikigtirilabilir ve hiperelastik malzemeden yapilmig bir tabaka ile kapli yar1 sonsuz
uzayda SH dalgalarinin lineer olmayan modiilasyonu incelenmis ve asimptotik bir
pertiirbasyon yontemi ile zayif nonlineerlikle dispersiyonun etkilerinin dengelenmesi
sonucunda, dalga modiilasyonunun genlik fonksiyonunun asimptotik olarak dalgalarin
lineer olmayan self modiilasyonunun lineer olmayan Schrédinger(NLS) denklemi
ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir. [16]’ ya paralel calismalar [17, 18] de
yapilmigtir. [19]” da diizgiin kalinlikli, homojen, izotrop, sikistirilamaz, elastik
iki tabakali bir ortamda SH dalgalarinin lineer olmayan self modiilasyonunun
asimptotik olarak NLS denklemi ile karakterize edilebilece8i gosterilmistir. [20]
de farkli elastik Ozelliklere sahip diizgiin kalinlikli iki tabaka ile kapl bir yarim
uzayda lineer olmayan SH dalgalarimin yayilmasin1i modelleyen bir sinir deger
problemi incelenmistir.  Ahmetolan ve digerleri tarafindan ise farkli malzeme
ozelliklerine sahip diizgiin kalinlikl iki tabakali bir ortamda SH dalgalarinin yayilimi
problemi dispersiyon bagintisinin tiim dallar1 gézoniine alinarak ele alinmis ve zayif
nonlineerlikle dispersiyon etkisi dengelenerek, dalga modiilasyonunun asimptotik
olarak bir lineer olmayan Schrodinger (NLS) denklemi ile karakterize edilebilecegi
gosterilmigtir [38]. Bu bahsedilen c¢aligmalarda ortamin homojen oldugu kabul

edilmistir. Bunlarin yanisira dispersif SH dalgalarinin yayilimina heterojenligin

3



etkisini inceleyen ¢aligmalar da mevcuttur. [22] de homojen olmayan iki tabaka ile
kapl bir yarim uzayda Love dalgalar1 yayilimi ile ilgilenilmis ve dispersiyon bagintisi
tiiretilerek bazi 6zel durumlar i¢in hareket denklemlerinin ¢oziimleri arastirilmistir.
[23]’ te ortamin yogunlugu ve sertliginin derinlikle degistigi, rijit (kat1) bir cisim
tizerine oturtulmus heterojen lineer elastik bir tabakada Love dalgalar1 varligi
incelenmigtir. [24]’de katilik(u) ve yogunlugun(p) hem yatay(x) hem de dikey(z)
yonlerde degistigi ayrica u ve p’daki yatay degisim tiim katmanlarda aynmi kabul
edilerek katmanli ortamlarda tabakali heterojen bir ortamda Love dalgalar1 yayilimi
ile ilgilenmiglerdir. [25]" te heterojen bir tabakada lineer olmayan SH dalgalarinin

yayilimi incelenmis ve nonlineerlik ile birlikte heterojenligin dalga yayilimina etkisi

ortaya c¢ikarilmistir.

Giincel calismalar arasinda [26]’da fiziksel olarak farkli malzeme 6zelliklerine sahip,
homojen olmayan degisken rijitlik ve yogunlukta bir tabaka ve homojen yar1 sonsuz
uzay lizerinde sonlu derinlikten olusan tabakada Love dalgalarinin yayilimi problemi
ile ilgilenilmigtir. [27]’de lineer olmayan SH dalgalar1 ic¢in heterojen ve lineer
olmayan etkilerle birlikte heterojen ve homojen tabakalar arasinda parlak(bright) ve

karanlik(dark) solitary dalga ¢oziimleri incelenmistir.

Bu tez calismasinda, diizgiin kalinlikli, heterojen, izotrop ve farkli elastik malzeme
ozelliklerine sahip ve malzeme parametreleri derinlik dogrultusunda degisen iki
tabakal1 bir ortamda lineer olmayan yatay kayma dalgalarinin(SH) yayilmasi problemi
ele alinmgtir.

Literatiir incelendiginde heterojen ortamdaki ¢caligmalar daha ¢ok lineer dalga yayilimi
ile ilgilidir. Bu calismada nonlineer dalga yayilimu ile birlikte heterojenliin dalga

yayilimina etkisi incelenerek literatiire katki saglanmustir.



2. IKIi TABAKALI HIPERELASTIK BIR ORTAMDA SH DALGALARI

2.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak diizgiin kalinlikli, homojen olmayan (heterojen), nonlineer,
hiperelastik malzemelerden olusan iki tabakali bir ortamda sonlu genlikli SH
dalgalarinin yayilmasini karakterize eden hareket denklemleri ve sinir kosullarindan
olusan problem verilmektedir. Bilindigi gibi ortami olusturan malzeme parametreleri
konuma gore degisim gosteriyorsa malzeme heterojen, malzeme Ozellikleri her
noktada ayni ise (sabit) homojen malzeme olarak adlandirilmaktadir. Bu calismada
malzeme Ozelliklerinin derinlik dogrultusunda degisime sahip oldugu, yani dikey
dogrultuda degistigi kabul edilecektir. Malzeme parametrelerinin derinlik degiskenine
gore degisiminin iistel fonksiyonlar cinsinden oldugu kabulii altinda islemler
yiiriitiilecektir. Bu kabul altinda problemin formiilasyonu Boliim 2.2°de verilmektedir.
Boliim 2.3’ te nonlineer terimler hareket denklemleri ve smir kosullarma dahil
edilmeyerek sirasiyla ortami olusturan malzemelerin homojen olmasi ve heterojen
olmas1 durumlarina karst gelen iki lineer sinir deger problemi icin lineer dalgalarin

yayilimini veren dispersiyon bagintilar1 elde edilecektir.

2.2 Problemin Tanimi ve Temel Denklemler

Xz

- B I— —

XZ = hl / :\

XZ = _hz

Sekil 2.1 : Elastik ortamin geometrisi



(x1,x2,x3) ve (X1,X>,X3) sirasiyla {i¢ boyutlu uzayda bir noktanin aymi dik kartezyen
eksen sistemine gore uzaysal ve maddesel koordinatlari olsun. Ay,h; > 0 tabakalarin

kalinlig1 olmak iizere baslangi¢c konumunda,
P ={(X1,X2,X3)| 0< Xy <hy,—oeo < (X1,X3) < oo} 2.1)

veE

P ={(X1,X,X3)| —hy<X;<0,—00 < (X,X3) < oo} (2.2)

bolgelerini dolduran farkli elastik malzemelerden olusan diizgiin kalinlikli iki
tabakadan olusan bir siirekli ortam goz Oniine alalim. X, = 0 arayiizeyi boyunca
yer degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugunu X, = h; ve X, = —h, serbest
yiizeylerinde de gerilmelerin sifir oldugunu kabul edelim. Bu tabakali ortam igerisinde

X1 ekseni boyunca yayilan kayma dalgalari
x| =Xy, X =X, x3=X3+Mgm)(X1,X2J); m=1,2 (2.3)

denklemi ile tanimlanir. (2.3) denkleminde ugl) ve ugz) siras1t ile P; ve
P, tabakalarindaki noktalarin X3 yoniindeki yer degistirmelerini ve ¢t zamani
gostermektedir. Maddesel koordinatlar (X;,X5,X3) yerine (X,Y,Z) ve yer degistirme
fonksiyonlart ugl)(Xl,Xz,t) ve ugz) (X1,X2,t) yerine de sirastyla u(X,Y,t) ve v(X,Y,t)
fonksiyonlarini alalim. Bu calismada sonlu fakat kii¢iik genlikli dalgalarin yayilmasi

incelenecegi icin daha yiiksek mertebeden terimler ihmal edilerek yaklasik hareket

denklemleri ve sinir kosullarindan olusan sinir deger problemi asagidaki sekilde

yazilir;
, d%u ’u  d’u 1 (pict) du B
Prde 52 Cl(axﬁm)—a( a ov)- @Y
0  du d du 1 0 u
e ) + (5 (50| + -0y (o) 31
, v L[ d% I 1 (p2c3) Iv B
Py de m—%(m*m)—g< a or)- @
d  Jdv J , dv 1 0 v
e 20N + G (5100 + - 00)(5 (pama) 52,
Y = hy’de g—;+elg(u)§—;:0, (2.6)
Y =0da u—v=>0, 2.7
u dv 8 0
Y=0da S0 —yos = 6:70() 52— 6100w 5o (2.8)



Y= de 216,002

— = 2.
oY v 29
denklemlerdeki Q nonlineer tiirev operatorii (A.50)’de tanimlandig1 gibi
dy\? [ov\?
== - 2.10
ow-(5%) +(57) @10

dir. Burada c%x, 04, v, oo = 1,2 icin agagidaki gibi tanimlanmislardir;

Ny
Pu 0 ve Ga:%. 2.11)

Burada o = 1 alt indisi biiyiikliigiin P; tabakasina, oc = 2 alt indisi ise P, tabakasina ait

o _ Mo P

Ca

oldugunu belirtmektedir. ¢y (Y), Py tabakasindaki lineer kayma dalgalarinin yayilma
hizini, e (Y) ortamin lineer kayma modiiliinii, py(Y) ortamdaki malzemelerin
yogunlugunu gostermektedir, ny(Y) tabakalari olusturan malzemelerin nonlineer
ozelliklerini temsil eden fonksiyonlardir ve 6, tabakalarin nonlineer malzeme
ozelligini temsil etmektedir. Hareket denklemlerinin elde edilisi ile ilgili ayrintili bilgi

Ek’ A de verilmektedir.

2.3 1Iki Tabakah Elastik Ortamda Lineer SH Dalgalarinn Yayilmasi

Daha ileriki boliimlerde (2.4)-(2.9) denklemleri ile tanimlanan nonlineer sinir deger
probleminin asimptotik ¢Oziimii ingaa edilecektir. Bu incelemeye ge¢cmeden Once
sonraki ¢aligmalarimiza yol gostermesi acisindan ilk olarak lineer dalgalarin yayilimi

problemi incelenecektir.

2.3.1 1ki Tabakah Homojen Elastik Ortamda Lineer SH Dalgalarimn Yayilmasi

ve Dispersiyon Bagintisi

Ik olarak farkli homojen elastik malzemelerden olusan iki tabakali elastik ortamda
lineer SH dalgalarinin yayilimi problemi incelenecektir. Bu amacla ortami olusturan
tabakalarin nonlineer malzeme parametreleri n; = 0 ve np, = 0 alinarak ve lineer
malzeme parametreleri de sabit kabul edilerek, yani y; = sbt, p; = sbt, (2.4)-(2.9) ile

verilen sinir deger problemi asagidaki lineer sinir deger problemine indirgenir [19]:

, Au  ,(d%u J%u

Prde  Sp-a (axz i ayz) =0 12
, v L[ d* I

P de W—CQ (m—i—m) =0. (213)
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Y =hy’de 7 0, (2.14)
Y =0da u—v=_0, (2.15)
d d
Y =0'da % _ y% —0, (2.16)
Y= —hyde 2o (2.17)
B oy '

X ekseni boyunca yayilan harmonik dalgalar i¢in (2.12) ve (2.13) denklemlerinin
cOziimlerini

u(X,Y,1) = UY)e R L ce. v(X,Y,1) =V(Y) KX ¢ (2.18)

formunda alalim. Bu ¢oziim formlarinda £ dalga sayisimi, @ acisal frekansi, c.c.

sembolii Onceki terimin kompleks eslenigini gostermektedir. Dalgalarin faz hizi
c=— (2.19)

olmak tizere (2.18) ¢6ziim formlari (2.12)-(2.13) denklemlerinde kullanilirsa U (Y) ve
V(Y') fonksiyonlari i¢in agagidaki ikinci mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel

denklemler elde edilir:

d2U 2 02

it “1lu= 22

vz Tk (C% >U 0, (2.20)

d*v 2

Tk (C—2—1>v:o. 2.21)
)

Bilindigi gibi ¢y ve ¢ sirasiyla iist ve alt tabakalara ait ortamda yayilan lineer
dalgalarin yayilma hizini, ¢ ise SH dalgalarinin faz hizin1 géstermek iizere (2.20) ve
(2.21) denklemlerinin verilen sinir kosullarin1 saglayabilmesi i¢in, yani iki tabakali

ortamda bu tip dalgalarin yayilabilmesi i¢in c¢;< ¢, kabulii altinda
c1<cp<c yada c;<c<c (2.22)

esitsizliklerinden birinin gerceklenmesi gerekmektedir. Bu calismada, faz hizlan
arasindaki ilk esitsizligin gerceklendigi kabulii altinda inceleme yiiriitiilecektir. Benzer
calisma ikinci esitsizligin gecerli oldugu durum i¢in de yapilabilir. (2.22) deki ilk kosul
altinda (2.20) ve (2.21) denklemlerinin ¢éziimleri

U(Y) = Ae*P1Y 4 e=ikmY

| | (2.23)
V(Y) = Ce*P2¥  pe=ikrY



olarak elde edilir. Burada,

1 1
2 2 2 2
c ¢
pP1= (—2 — 1) , DP2= (—2 - 1) (2.24)
C1 =)

dir ve A, B, C, D sabitlerdir. Bu sonuglar ile birlikte (2.23)’ de verilen ¢oziimler
(2.14)-(2.17) sinir kosullarinda kullanilirsa

U=[A,B,C,D]" (2.25)
ve
ikpre*Mpr - _ikp e~ khipi 0 0
1 1 —1 —1
W= ikpl —ikp1 —ikp2 ikp2 (2'26)
0 0 ikpre ka2 ik ps etkhap2
olmak iizere
WU=0 (2.27)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada W "dispersiyon matrisi"
olarak adlandirilmaktadir. Sifirdan farkli u# ve v ¢6ztimleri i¢in (2.27) homojen denklem
sisteminin sifirdan farkli ¢oziimii olmasi gereklidir, bunun icin de katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasi gerekir:
detW = 0. (2.28)
Bu kosuldan
picos (khypy)sin (khypy) + ypacos (khypy)sin (khypy) =0 (2.29)

denklemi elde edilir. (2.29) denklemi homojen lineer dalgalara ait dispersiyon
bagintisi olarak adlandirilmaktadir ve dalga sayisi-faz hizi, (k,c), arasindaki iligkiyi

verir [19, 38].

2.3.1.1 Dispersiyon Bagintisi

Homojen ortamda lineer dalga yayilimini temsil eden sinir deger problemi c¢; < ¢y <c¢
kosulu altinda incelenmistir ve (2.29) dispersiyon bagintisi elde edilmigtir. Dispersiyon
bagintis1 ¢cok degerli bir fonksiyondur, bu nedenle birden fazla dalga sayisi-faz hizi

arasi iliskiyi tanmimlayan ¢ = c(k) egrilerini verir. Bu egrilerin her biri dispersiyon



bagintisinin bir dali olarak adlandirilmaktadir. Dispersiyon bagintisinin grafigini
cizdirebilmek icin 6ncelikle asagidaki boyutsuz degiskenler tanimlanir:

h
— S M=2, H="2 K—kh, KH=kh (2.30)
C1 C1 hl

Burada K dalgalarin boyutsuz dalga sayisini, C ise dalgalarin boyutsuz faz hizini temsil

etmektedir. Bu tanimlama altinda (2.22)’deki ilk kosul
I<M<C (2.31)

seklinde yazilir. (2.29) dispersiyon bagintisinin boyutsuz hali
D(C,K) = G cos(KHG,)sin(KGy) + yG,cos(KGy)sin(KHG>) =0 (2.32)

formunda yazilir. Burada G| = VC2—1 ve G, = \/A(;;—zz — 1’dir. (2.32) kullanilarak
C = C(K) fonksiyonlarinin (C,K) diizleminin birinci dortte bir kisminda,yani C >
0, K > 0 bolgesindeki dallarinin grafikleri cizilebilir. (2.31) esitsizligi dikkate alinirsa,
D(C,K) fonksiyonu (C,K) diizleminde

K>0, 1<M<C (2.33)

esitsizlikleriyle verilen bolgede tanimli ve siireklidir. Ayrica bu bolgede kapali
fonksiyon teoremine gore g_zc) ve 3—2 de siireklidirler. Dolayisiyla D(C,K) = 0
denklemi bu bolgede 3_18 # 0 oldugu noktalar civarinda C = C(K) fonksiyonlarini
tanimlar. Bu fonksiyonlarin her biri dispersiyon bagintisinin bir dalimi olusturur.
(2.32) ile verilen dispersiyon bagintisinin ilk birka¢ dalinin grafikleri degisik malzeme

parametreleri icin Boliim 2.3.3” te verilmektedir.

2.3.2 iki Tabakah Heterojen Ortamda Lineer SH Dalgalarinin Yayilmasi ve

Dispersiyon Bagintisi

Bu béliimde tabakalarin farkli heterojen malzemelerden olustugu kabul edilmektedir.
Bilindigi gibi heterojen malzemelerin 6zellikleri konuma gore degisim gostermektedir.
Bu calismada bu malzeme parametrelerinin sadece derinligi temsil eden Y
degiskeninin fonksiyonlar1 olduklari kabulii altinda analiz yuriitiilecektir, p; = p;(Y)
ve pj = p;(Y). (2.4)-(2.5) denklemlerinde ve (2.6)-(2.9) sinir kosullarinda nonlineer
malzeme fonksiyonlari n1(Y) = 0, np(Y) = 0 aliarak, lineer dalgalarin yayilmasini

veren sinir deger problemi asagidaki gibi ifade edilir:

Pu o Pu  du l{d(plc%)&t}_ .

oz gzt o) o,
10

P’
1'de Y oY

(2.34)



, 0%y 2%y 9% p202 ) dv
Prde 55— (ax2 or?) [ dY ay} (2.35)
Y =hi’de 8 =0, (2.36)
Y =0da u—v=_0, (2.37)
, du  dv
Y =0da 37 ’)/W =0, (2.38)
, v
Y =—hy'de 7 = 0. (2.39)

Pozitift X ekseni boyunca yayilan dalgalar icin (2.34)-(2.35) denklemlerinin
coziimlerini (2.18) formunda alalim. Bu ¢oziim formlar1 (2.34)-(2.35) denklemlerinde
kullanilirsa U(Y) ve V(Y) fonksiyonlari igin asagidaki ikinci mertebeden degisken

katsay1li lineer diferansiyel denklemler elde edilir;

d*’U 1 dudU , (c?

——+———— 45 -1)U=0 2.40
arr " W dy dy y (cl ) ’ (240
‘ﬂ_V+Ldﬁd_V K2 c_2_1 V=0 (2.41)
dy? ' p dy dy c3 a '

Malzeme fonksiyonlarinin Y degiskenine baghlig1 tam olarak belli olmadiginda, yani

genel durumda, bu denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak i¢in

U () v
U(Y):\/m, v(Y):\/m (2.42)

doniisiimiimleri kullanilarak (2.40) ve (2.41) denklemleri asagidaki denklemlere

indirgenir [1];

d2Uu™) .
T (YU =0, (2.43)
d2v () .
—T oY)V =0 (2.44)
Burada, )
o 1 d,Llj 1 dzuj 2 c? .

dir. o;(Y ) = sbt > 0 kabulii altinda (2.40) ve (2.41) denklemlerinin ¢6ziimleri, A, B, C

ve D sabitler olmak iizere

UR(Y) = AeVAY 4 Be VAT (2.46)
V() = CeV®Y 4 De VR (2.47)
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seklinde elde edilir. Lineer kayma modiilii i; ve yogunluk p; fonksiyonlar1 dzel olarak,
= ol pj=poef’, j=1,2  Bj=sbt (2.48)

secilirse [22,25] (2.45) ile tanimlanan fonksiyonlar sabit olur. Bu durumda (2.43) ve
(2.44) denklemleri sabit katsayil1 diferansiyel denklemlere indirgenirler ve ¢oziimleri
iistel fonksiyon cinsinden verilebilir. Burada 3; parametresi heterojenligi temsil eden
bir parametredir ve sifirdan farkli bir reel sayiy1r gostermektedir. (2.48) ile birlikte

(2.43) ve (2.44) denklemleri sabit katsayil1 denklemlere indirgenirler;

22U ™) 2 2\
0y
d?v () ) 2 22
av: L P2 (*) _
s +<k (C%2 n-7 v =0 (2.50)

Burada c%j = % J = 1,2 seklinde tammlanmaktadir. co, ve cp, sirasiyla iist ve alt
J
tabakalara ait ortamda yayilan lineer dalgalarin yayilma hizini, ¢ ise SH dalgalarinin

faz hizin1 gostermek tizere

co\/ 1+ (BE/4K?) < co,n/1+ (B3 /4K?)

kabulii altinda iki tabakali ortamda bu tip dalgalarin yayilabilmesi i¢in

co,\/ 1+ BE/4k* < cop\/1+ B3 /4k* < c (2.51)
co,\/ 1+ BE/4k? < ¢ < co,n/ 1+ B3 /4k?

esitsizliklerinden birinin gerceklenmesi gerekmektedir. Bu ¢alismada, faz hizlan

ya da

arasindaki ilk esitsizligin ger¢eklendigi kabulii altinda inceleme yiiriitiilecektir. Benzer
calisma ikinci esitsizligin gecerli oldugu durum i¢in de yapilabilir. (2.51) kabulii
altinda (2.40) ve (2.41) denklemlerinin ¢oziimleri

1

U(Y) = ————(Ae*P1Y 4 Be=ikP1Y), (2.52)
‘uoleﬁlY
1 . .
V(Y) = ————(Ce*P?Y  pe~ikr2l) (2.53)
o, eP2Y

olarak elde edilir Burada p; ve p»

1 1
2 2 2 2 2 2
c B; ¢ 2
B R Y R T 2.54
P1 (C(z)l 4k2 > y P2 <C(2)2 4k2 ) ( )



olarak tamimlanmaktadir. U(Y) ve V(Y) fonksiyonlar1 (2.18) ¢oziimlerinde yerlerine

yazilip bu ¢oziimler (2.36)-(2.39) sinir kosullarinda kullanilirsa,

U=[A,B,C,D]" (2.55)
ve dispersiyon matrisi
ie* P\ (2kpi+iBr) e 1M (—2ikpi—Bi) 0 0
2\/#016131"1 2\/#0] ePim
1 _ 1 __1
Mo, F VHo, x/“TE
W= ikp1—B1 —ikp =B y(—ikpa+ %) Yikpr+22)
I [
01 \/7 . (7,-kp +&)02 ([kp +&) 02
0 0 e 2 2z <1kp2——) 22 ( tkpz——)
Vo, VHo,
(2.56)
olmak iizere
WU =0 (2.57)

homojen lineer cebirsel denklem sistemi edilir. Boyle bir sistemin sifirdan farkli
coziime sahip olmasi i¢in

detW =0 (2.58)

olmalidir. Daha ©Oncesinde belirtildigi gibi bu baginti dispersiyon bagintisi olarak

adlandirilmaktadir ve agik ifadesi

F Sil’l(khlpl) Sin(khgpz) + F COS(kthz) Sil’l(khlpl) + F3’}/COS(kh1p1) Sil’l(kthz) =0 (2.59)

seklindedir ve

Fi = (—4K2yp3Bi + B2 (4k2pt + Bi(B1 — vBo))),
Fy = 2kp, (4k*pt + BY),
Fsy = 2kp (4k*p3 + B3)

olarak tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse eger ; = 0 ve 3, = 0 secilirse, yani ortamin
homojen oldugu kabul edilirse, (2.59) dispersiyon bagintis1 homojen ortamda yayilan

lineer dalgalara ait (2.29) ile verilen dispersiyon bagintisina indirgenmektedir.

13



2.3.2.1 Dispersiyon Bagintisi

Bu boliimde (2.51) kosulu altinda elde edilen (2.59) dispersiyon bagintis1 boyutsuz

degiskenler cinsinden yazilacaktir. Boyutsuz degiskenler asagidaki sekilde tanimlanir:

h
C=" M=, H="2 K—kn, KH=kh,
co, co, h (2.60)

By =pBihi, By=[prho.
Burada H tabakalarin kalinlik orani, M lineer dalgalarin yayilma hiz1 orani, B ve B;
malzemelerin boyutsuz lineer heterojenlik parametreleridir.

Bu durumda

C2 1
p1= 4K2 \/ 4H2K2

,/1+B1 < Mot/ 1+ G <C 2.61)
a2 =0 4H?K> '

olur. (2.59) dispersiyon bagintis1 ise asagidaki gibi yazilir;

ve (2.51) esitsizligi ise

F{ sin(Kpy)sin(KH p;) + F5 cos(KH p;) sin(K py)
(2.62)
+ F5ycos(Kpy)sin(KHpy) =0

Burada

. B,
F} = (—4K*yp3Bi + — (4K2P +B1(B1 —YB2))),
F =2Kp,(4K?*p? +B2)

5)

B>

seklinde tanimlanmaktadir.

2.3.3 Dispersiyon Bagintilarimin Grafikleri

Bu boliimde sirasiyla homojen ve heterojen ortamda yayilan lineer SH dalgalan
icin elde ettigimiz boyutsuz dispersiyon bagintilar1 (2.32) ve (2.62) sayisal olarak
incelenerek, tabakalarin kalinlik oraninin, H, tabakalari olusturan malzemelerin
lineer heterojenlik ozelliklerinin, By ve B, dalgalarin yayilimi iizerindeki etkileri
gozlemlenecektir. Dikkat edilirse lineer heterojenlik parametreleri By = 0 (8; = 0)
ve By = 0 (B, = 0) kabul edilirse (2.62) dispersiyon bagintisi, homojen ortamda

lineer dalgalar i¢in elde etti§imiz dispersiyon bagintis1 (2.32)’ ye indirgenmektedir.

14



X

]
3 25/ 7t e B8
A\
i 20
g ‘-‘\ 15 6 — B=15,B,-15
A .
50 1.0 b 5 o
A 06 08 10 12 14 820, 8,0
- \ 7T S B0 L U By=15,B,20

0 05 10 15 20 25 00 02 04 06 08 10

(@) (b)

Sekil 2.2 : Dort farkli durumda (a) H = 1 i¢in (b) H = 5 i¢in, boyutsuz faz hiz1 C’nin
boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore degisimi

Bu calismada dalgalarin faz hizinin (2.61) kosulunu sagladig: kabulii altinda analiz

yiiriitiilmektedir. (2.62) dispersiyon bagintisi ile verilen egriler, KC—diizleminde

BZ
C>Mo\[1+ 2 2.63
N iR (2.63)
bolgesinde olacaktir. Lineer 6zellikleri temsil eden parametreler
My=1297, ve y=2.159 (2.64)

olarak alinmistir [1, 19]. Ayrica tabakalarin kalinlik orani icin de H =1 ve H =5
kabulil yapilmaktadir. Dikkat edilirse lineer heterojenlik parametresinin ve tabakalarin
kalinlik oran1 H’nin degisimine bagli olarak (2.63) ile tanimlanan bolgede dispersiyon
bagintisinin ilk dalimin var olacagi K araligi degisecektir. Bu calismada (2.63)
bolgesindeki dispersiyon bagintisinin ilk dali H = 1 i¢in grafikler 0 < K < 2.5
aralifinda, H = 5 i¢in ise 0 < K < 1.15 aralifinda verilmektedir. Tabakalarin

heterojenliginin dispersiyon bagintis1 tizerindeki etkisini gozlemlemek icin sirasiyla

i Homojen iist tabaka- Homojen alt tabaka, (B, B;) = (0,0)
ii Homojen tist tabaka-Heterojen alt tabaka, (By,B>) = (0,B>)
iii Heterojen tist tabaka-Homojen alt tabaka, (B1,B;) = (B,0)

iv Heterojen iist tabaka-Heterojen alt tabaka, (B, B;) # (0,0)

durumlar1 incelemeye dahil edilmistir.  Bu dort farkli durum igin dispersiyon

bagintisinin (2.63) bolgesindeki ilk dalinin grafikleri H = 1 igin Sekil 2.2a’da,
15



Y
s 250 "\
6L 20
15
5,
1'%6 08 10 12 14
C 4 0 vo IV e
——== B=05,B=15 — B,=05 B,=05
3,
— Bi=15,B=15 —-—- B,=15 8,205
2,
1
00 05 10 15 20 25
K
(a)

H =5 icin ise Sekil 2.2b’de verilmektedir.
kalinlik oraninin degisiminin dispersiyon bagintis1 iizerinde etkili oldugu acik olarak
goriilmektedir. Ek olarak H = 5 olmast durumunda iist tabakanin lineer heterojenlik
parametresinin etkisinin faz hizi izerinde daha baskin oldugu goriilmektedir. Ayrica
tabakalara ait gesitli lineer heterojenlik parametreleri (B,B;) = (0.5,1.5), (0.5,0,5),
(1.5,1.5) ve (1.5,0.5) seklinde secilerek (K,C) egrisinin degisimi Sekil 2.3’te
verilmistir. Dikkat edilirse H = 1 i¢in ¢izdirilen grafikte alt tabakanin heterojenliginin
daha baskin oldugu; H =5 icin cizdirilen grafikte ise iist tabakanin heterojenliginin

daha baskin oldugu goriilmektedir. Benzer inceleme dispersiyon bagintilarinin diger

—m e Biz05,B,=15
6,
— B=15,B,215
5,
— B,=05,B,-05
4,
------ By=15,B,-05
3,
2,
1,
00 02 04 06 08 10
K

(b)

Sekil 2.3 : Iki tabakali ortamda (a) H = 1 i¢in (b) H = 5 i¢in, cesitli lineer
heterojenlik parametreleri i¢in boyutsuz faz hizi C’nin boyutsuz dalga
say1s1t K’ya gore degisimi

Bu sekiller karsilagtirildiginda tabaka

dallar1 icin de yapilarak benzer davranis gozlemlenebilir.
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3. IKI TABAKALI HIPERELASTiK HETEROJEN ORTAMDA NONLINEER
YATAY KAYMA (SH) DALGALARININ MODULASYONU

3.1 Giris

Hiperelastik malzemelerden olusan diizgiin kalinlikli iki tabakali heterojen elastik
bir ortamda nonlineer yatay kayma (SH) dalgalarinin yayilimin1 karakterize eden
hareket denklemleri (2.4)-(2.5) ve bu harekete eslik eden sinir kosullar1 (2.6)-(2.9)
ile Boliim 2.2’de verilmistir. Bolim 2.3.1 ve 2.3.2° de ise sirasiyla homojen ve
heterojen bir ortamda lineer SH dalgalarimin yayilmasi incelenerek SH dalgalarina
ait dispersiyon bagintilar1 elde edilmistir ve elde edilen dispersiyon bagintilarinin
grafikleri ¢izdirilmistir. Oncelikli olarak Boliim 3.2’de bir asimptotik pertiirbasyon
yontemi olan ¢oklu oOlgekler metodu kullanilarak diizgiin kalinlikli iki tabakadan
olusan hiperelastik heterojen ortamda nonlineer yatay kayma (SH) dalgalarinin
yayilimi problemi incelenecektir. Kiiciik ama sonlu genlikli SH dalgalarin self
modiilasyonunun bir NLS denklemi ile karakterize edildigi gosterilecektir. Bolim
3.3’te, birinci mertebe problemin genlik fonksiyonu i¢in elde edilen NLS denkleminin
¢Ozlimlerinin incelemesi yapilacaktir. Bu incelemede dalgalarin faz hizinin asagidaki

esitsizligi gercekledigi kabul edilmektedir;
co,\/ 1+ BE/4k* < co,\/ 1+ B3 /4k* < c (3.1

3.2 Nonlineer Yatay Kayma (SH) Dalgalarinin Modiilasyonu

Nonlineer SH dalgalarinin self modiilasyonunu incelemek icin asimptotik bir
pertiirbasyon yontemi olan ¢oklu dlcekler yontemi kullanilacaktir, [11]. Bu amacla

X, Y ve t bagimsiz degiskenleri yerine
xi=¢€X, ti=¢€1 y=Y, i=0,12 (3.2)

bagintilar1 ile yeni bagimsiz de8iskenler tanimlanarak yer degistirme fonksiyonlari
u ve v’ nin bu yeni de8iskenlerin fonksiyonlar1 oldugu kabul edilmektedir. Burada
€ > 0 parametresi nonlineerligin mertebesini 6l¢en kiiciik bir parametredir. (x,y, )

yayilmada hizli degisimleri karakterize eden degiskenler ve (xi,x2,t1,t) ise yavas
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degisimleri karakterize eden degiskenlerdir. Ayrica u ve v’ nin, € cinsinden uniform

olarak gecerli asimptotik acilima sahip olduklar1 varsayilmaktadir, [11]:

u=Y €"un(x0,x1,%2,,00,11,12),
= (3.3)

[e)

V= Z Snvn(x01x17x27yvt05t17t2>'
n=1

Bu durumda eski ve yeni degiskenlere gore tiirev operatorleri arasinda asagidaki

bagintilar gecerlidir:

O _ 9 g0y d 2_9 .9 09 2_0 (3.4)
X _aX() 8x1 &XQ’ 8t_ at() 811 al‘z’ 8Y_ 8y' '

(2.4) ve (2.5) ile verilen hareket denklemlerine ve (2.6)-(2.9) ile verilen sinir
kosullarina (3.4) tiirev doniisiimii uygulanir ve (3.3)’ te verilen asimptotik acilim
kullanilirsa €’nun ayni kuvvetleri karsilikli olarak esitlenerek u, ve v, bilinmeyen
fonksiyonlarin ardisik olarak hesaplanabilecekleri bir problemler hiyerarsisi inga
edilmis olur. Bu caligsmada, kiiciik ama sonlu genlikli dalga yayiliminin incelenmesi
amaclandigindan € mertebesi problemin ¢oziimii olan u#; ve v; fonksiyonlarinin tam
olarak belirlenmesi yeterli olacaktir. Bu amagcla pertiirbasyon problemlerinden ilk ii¢ii
incelemeye dahil edilmistir. Bu ilk {ic mertebe problem asagida verilmektedir:

O(e):

Prde M =0, (3.5)
Pyde L =o. (3.6)
y—m: 2 3.7)
dy
y=0; uj—v =0, (3.8)
A 8141 avl -
y=—hy g, (3.10)
dy
0(€?)
Prde Ly =2V, 3.11)
Pyde L, =2 (3.12)
y—n: 22 (3.13)
dy
y=0;, u—v=0. (3.14)
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=0, —-—y—=0. (3.15)
Y dy y&y
vy
y=—hy; —-=0. (3.16)
dy
o(&)
, M, () (1)
P, ’de go u3—92”1 uz—i-gz up+ A (ur), (3.17)
Pyde  Lvs =L v+ L+ (). (3.18)
8 8u1
= hy; +6:0(u =0, (3.19)
y=h 8y 10(u1)—=— Iy
y=0; wuz—v3=0, (3.20)
S dus ov3 B dvy duy
y=0; y —Yay =yh—— R Q(Vl)—91 Iy O(uy), (3.21)
- d3 vy
= —hy; ay —|—92Q(V1) ay =0. (3.22)

m)

Burada, m = 1,2 olmak iizere lineer operatorler .Zo(m), .,%l(m), .,2”2( ve nonlineer

operatorler .4 ve Q asagidaki gibi tanimlanmigtir:

-3 (B o
2" (y) =2 af;’; : 0-,‘3025’;), (3.24)

R e Y
ﬂ(w>=pim[f (pman< )3;”>+8%( PO >8‘m7 (3.26)
o) =5+ (L (327)

Bu boliimde heterojen ortamda lineer olmayan dalga yayilimi ile ilgilenildigi icin
ortamin malzeme Ozelliklerini veren parametrelerin derinlik de8iskeni olan y’nin
fonksiyonlart olduklart kabul edilmistir, yani ¢;;, = ¢ () 5 i = Um(Y)s Pm = Pm(¥),
nm = np(y) , m = 1,2 olarak tanimlanmigtir. Bu malzeme parametrelerinin y’ye
bagimhiligim1 [22, 25] te oldugu gibi iistel formda olduklar1 kabulii altinda analiz
yiiriitiilmektedir. Boylece denklemler ve sinir kosullarinda y degiskenine baglilik a¢ik

olarak belirlenmis olur;

W = o, P pu=po, e ny=ng,e m=12 (3.28)
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Bu secim ile birlikte tabakalarin lineer hizlar1 ve nonlineer malzeme 6zelligini gosteren

Om

e =com= 1|22 6, =60, O, =" m=1, (3.29)
Pom COm

formuna indirgenir. Burada dikkat edilirse (3.5)- (3.6) denklemleri ile verilen birinci
mertebe problem Boliim 2’de (2.34)-(2.35) denklemleri ile verilen lineer problem
ile es yapidadir. Sadece lineer problemdeki yer degistirme fonksiyonlar1 (X,Y,7)
degiskenlerine bagl iken birinci mertebe pertiirbasyon probleminde yer degistirme

fonksiyonlart (xq,x1,X2,Y,%0,t1,22) degiskenlerine baghdir. Bu ¢alismada dalgalarin

co,\/ 1+ BE/4Kk> < cop\/ 14 B3 /4k* < ¢

esitsizlikliginin saglandig1 durum icin analiz yapilacaktir. Bu durumda (3.5)-(3.6)

faz hiz1 ¢’nin

denklemlerine degiskenlerine ayirma yontemi uygulanarak birinci mertebe problemin

¢Oziimleri asagidaki formda alinir:

1 > . . .
u = ——— Y [AY (1, 30,10, 02)e™ 1 4 BY (31,30, 1, 12) e Y] 4 .. (3.30)
‘uoleﬁl)’ =1
1 = . . .
v = == Y [V (1,32, 11,12) ™7 - DV (31, 32,11, 12) e )10 4. (3.31)
A /,LL()zeﬁW =1
Burada,
2 2 1/2 2 2 1/2
¢ Bi ¢ B;
=7 - -1 =(z -2~ =kxg— o019 (332
" (C(Z)l 4k212 ) ’ r (C(2)2 4k212 ) ’ ¢ X0 0 ( )

olarak tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse / = 1 olmasit durumunda ry,r, (2.54)’de
verilen sirasiyla p; ve p; ile aym1 olmaktadir. Ayrica AEI),BEI),C 51),D§l), (x1,%2,11,12)
yavas degiskenlerine bagl birinci mertebe dalga genligi fonksiyonlaridir ve problemin
sinir kosullart kullanilarak belirlenirler. [ pozitif bir tam sayiy1, k dalga sayisini, @
agisal frekansi, ¢ = @/k faz hizini, c.c. kendinden once gelen terimlerin kompleks
eslenigini gostermektedir.  (3.30)-(3.31) coziimleri (3.7)-(3.10) sinir kosullarinda
kullanildiginda

wull=0 1=1.23., (3.33)
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homojen cebrik denklem sistemi elde edilir. Burada W; dispersiyon matrisi olarak

adlandirilmaktadir ve agik ifadesi asagida verilmektedir

ie™nm 2kry14iBy) e~ M (22ikir—py)

0 0
2\/"“‘01"’[31]11 2\/'“Oleﬁ'h1
1 1 _ 1 1
\/”01 \/”01 \/”Oz \/ 02
W= iklr—5L —iklr B} Y(—ikir—22) Ykl ["72)
v/ Moy \/ Moy Ho, 02
0 0 e Moz (ikry B2 ) e (i 7 )
\/ g, e~Pal2 \/ Ho, e P2
(3.34)
Birinci mertebe genlik vektorii

vl

D 50 A0 ~D1T
A B0, D)

(3.35)
seklinde tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse [ = 1 i¢in (3.34) ile tanimlanan W; matrisi

(2.56) matrisi ile 6zdestir. (3.33) de verilen sistemin / = 1 i¢in ¢Oziimiiniin olmasi i¢in
detW; =0

olmas1 gerekir ve bu kosul (2.59) ile verilen dispersiyon bagintisiyla ayni1 yapidaki
dispersiyon bagintisin verir:

=0.
(3.36)

Fysin(khy p1) sin(khy py) + F> cos(khap2) sin(khy p1) + F3ycos(khy py) sin(khyp2)

Burada

Fi = (—4K*yp3B1 + B2 (4K% pT + Bi (B — vB2)))

F, = 2kp,(4k* pt + BP),
F3 = 2kpy (4% p3 + B3).
Bu calismada bir k dalga sayisi civarinda merkezlenmis bir dalga katarinin nonlineer

self modiilasyonu incelendi8i icin yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik
rezonans kosulunu saglamadiklar1 kabul edilmektedir

[>2 igin detW;#0. (3.37)
Boylece (3.33) denkleminin ¢oziimleri, R
WR=0 (3.38)
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denklemini saglayan bir siitun vektorii olmak iizere,
I=1 igin UV = (x1,%0,11,00)R (3.39)
ve
1>2 igin UV =0 (3.40)

olarak elde edilir. Burada .7} dalga modiilasyonunun yavas degiskenlere bagl birinci
mertebe kompleks genlik fonksiyonudur. (3.38) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olarak

R = [R{,R2,R3,R4]7 vektoriiniin bilesenleri asagidaki sekilde bulunur:

e~ k(p1hi—hap2) (2kp1 —iB1)(2kcos (kpahy) pa + sin (kpaho ) B2)Z

R = . .
1 (2kcos (kpiht)p1 — sin (kpihn) B1) (2kpa + iB2) /Mo,
R — eikp1h1 (kal + iﬁ1)(2kp2 + €2ikp2h2 (2kp2 — iﬁz) + iBz)Z
>~ 2(2kcos (kpihy ) p1 —sin (kpihy) B ) (2kpa + iB2) /o,
R B eZikpzhz (2kp2 _ lﬁz)
3T 2kpy +ifs
Ry=1

Burada,

veE

_ [(=2kcot(kpih1)p1 + i) (4%*p3 + B3 ) o,
(4k2pt + B) (2kcot(kpahy) p2 + Bo)
seklindedir. (3.30)-(3.31) birinci mertebe ¢oziimleri asagidaki gibi olur;

A (x1,x2,11,t ; ; '
U = 1( 1,425, 2) (Rlelkply +R26—lkp1)7)el¢ +c.c.

\ /,U()leﬁly

2 (x1,%2,81,1 ; ' j
= 1( 1,XA2,5101, 2) (R?,elkpgy +R4€fzkp2y)el¢ +coc.

\/ Ho, Py

Burada genlik fonksiyonu & = 7 (x1,x2,t1,t2) hesaplanirsa birinci mertebe

(3.41)

coziimler tam olarak belirlenmis olur. Bunun i¢in ikinci ve {i¢lincii mertebe
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problemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasi gerekecektir. Analize (3.11)-(3.12) hareket
denklemleri ve (3.13)-(3.16) sinir kosullartyla verilen ikinci mertebe problem ile

devam edelim. (3.41)’ deki ¢oziimleri (3.11)-(3.12) denklemlerinde kullanilirsa

1 . . .
.Zo(l)uz = —2i///1(11) (Rle’k”‘y%—Rze*’kply)e’q) +c.c. (3.42)
A /uoleﬁly
1 . . .
.,2”0(2)\)2 = —21',///1(12) (Rgelkpzy +R4e*lkp2y)e’¢ +c.c. (3.43)
A luozeﬁzy

denklemleri elde edilir.

m=12 igin A" =P {129

8t1 mn 3x1 (344)

seklinde tanimlanmaktadir. Simdi de (3.42)-(3.43) homojen olmayan denklemleri ve
(3.13)-(3.16) ile verilen sinir kosullar1 ile tanimlanan sinir deger probleminin genel

¢Oziimiinii bulalim. Bunun i¢in 6nce problemin ¢éziimlerini
Uy = I/_tz(X(),X] 1 X2, Y, 10,11 7t2) + I:Zz(X(),X] 1 X2, ¥, 10,11 7t2)7 (3.45)

V2 = \72(-x07-x17-x27y7t07t15t2) +‘72(x07x1>x27)’=t07t1»l2) (346)

formunda iki parcaya aywralim. i, ve v, homojen olmayan denklemlerin 6zel
cOziimleri; iip ve 7, ise

2 (i) =0, (3.47)
2P (5) =0 (3.48)

homojen denklemlerini ve agsagida verilen homojen olmayan sinir kogullarini saglayan
cOziimler olsunlar:

y=hi; —_—=——, (3.49)

y=0; iy — vy = — (it — 1), (3.50)

y=00 5 Ty T B dy ' dy ) G20
B . Jav, I
y=—hy; - oy (3.52)

(3.42)-(3.43) denklemlerinin 6zel ¢oziimleri denklemlerin sag yanlarindaki fonksiyon-

larimin yapilarini dikkate alinarak

1 . , ,
i = = (€1e*PVY 4 Gre kP Yyl 4 c.c., (3.53)
e
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1 . . A
Py = (G3e™*PY 4 Ghe kP Yyl 4 c.c. (3.54)

vV eﬁZy

formlarinda secilebilirler. Bu ¢6ziim formlar1 (3.42)-(3.43) denklemlerinde yerlestirilir

ve belirsiz katsayilar metodunun kurallar1 uygulanirsa yapilan ara islemlerden sonra

& — ///fPRl % — ///fPRz
kpiciy/Ho,’ kpicty/Ho,’ (3.55)
2 2 :
“— M VR, . MR,

-5 — 4= ——
kpac3./Ho, kp2c3./Ho,
katsayilar1 elde edilir. Diger taraftan, (3.47)-(3.48) homojen denklemlerin ¢oziimleri

de asagidaki formda elde edilirler:

1 > ; - i
) = ——— Z [Ag) (Xl,)C2,t1,l2)€llkr1y—|—B§l) (xl,XQ,ll,tz)e_llkrly]ell¢ +c.c. (3.56)
\ /‘uoleﬁly =1
1 b . . ,
P —— Z [Cg)(xl,xz,tl,tz)ellkrzy—kDg) (x1,X2,11,12)e k20 e . (3.57)
A /uozeﬁzy =1

Burada Ag),Bgl),Cél) ve Dgl), (x1,x2,11,12) yavas degiskenlerine bagl dalga genligi
fonksiyonlaridir ve (3.49)-(3.52) siir kosullarinda kullanilarak hesaplanirlar. Birinci
mertebe problemin ¢oziimiinde oldugu gibi Uél) = Ag),Bg), él),Dg)]T vektorii
tanimlanarak (3.56)-(3.57)’de verilen c¢oziimler (3.49)-(3.52) smnir kosullarinda
kullanilirsa Ug)’ ler icin asagidaki homojen olmayan cebirsel denklem sistemi elde
edilir:

w,ul) =bY). (3.58)

Burada bg) = (b(ll) ,bg),bg) ,bil))T stitun vektoriiniin, / = 1 i¢in bilesenleri

P _ €GP I (=2 4+ by (Z2ikpy + Br) +Co(=2+ i (2ikp1 + 1))
2 2V e B ’

by =0,

63 Lo, n Gu4llo,

bg) =-61—%6+
i o, Ho,

b(]) _ e~ kpah2 (%3 (=24 2ikpohy — Bohy) — icf4€2ikp2h2 (—2i+42kpohy — iﬁzhz))
2 2V e*ﬁ2h2 .

(3.59)
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olarak bulunur. / > 2 i¢in
b\ =0 (3.60)
seklinde elde edilir. W matrisinin ve R vektoriiniin tanimlar1 kullanilarak

., 0.9/ dW| _ 0.9 8W1)
8x1 8k

pl) _

> =—i( 9w R (3.61)

olarak yazilabilir. detW; =0 ve b 7é 0 oldugu icin (3.58) denklem sisteminin / = 1

icin sifir ¢6ziimiinden farkli ¢6ziime sahip olabilmesi i¢in L = [Ly, Ly, L3, L4]

LW, =0 (3.62)
ile tamimlanan bir satir vektorii olmak tizere

Lb =0 (3.63)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. L vektoriiniin bilesenleri asagidaki gibi

alinabilir;

2kpiLsy/ePr g,
L =—

(2kpy cos(kpihy) — By sin(kpihi))\/Ho,’

L3 ( kzp +[31 ) sin(kphy)

L, = )
27 Z4kpy cos(kpihy) + 2By sin(kpyhy )
(3.64)
Ly=1,
2kpoLs (4k*pt + BE) csc(kpahy ) sin(kpihy )y /e =P pg,
Ly=— - .
(4/{2])% —I—ﬁzz) (2kp1 COS(kpll’ll) — [31 SlIl(kpll’ll))1 /Uo,
(3.38) de verilen baginti, W;R = 0, kK’ ya gore tiiretilirse
dW, dW, JR JR
— 1V, R+W +V,—)=0 3.65
Cor TVeg RIWIGE TYegy) (5.65)
denklemi elde edilir. Burada V, grup hizi olup
dw
V= A (3.66)

seklinde tanimlanmaktadir. (3.65) soldan L satir vektori ile ¢arpilip (3.62) dikkate

alinirsa

dW, oW,
Ve=—(L=5 "R)/(L5_"R) (3.67)
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bulunur. (3.67) dikkate alinarak, (3.61) denklemi kullanilirsa (3.63) uygunluk

kosulundan .7 fonksiyonunun

dch A
8_t1 Vg8_x1_0 (3.68)

denklemini saglamas1 gerektigi goriiliir. Bu sonu¢ 7 genlik fonksiyonunun V, grup

hizi ile ilerleyen bir referans cercevesinde sabit kaldigini gosterir, yani .o} fonksiyonu
o = @ (x1 — Vet1,X2,12) (3.69)

yapisinda olacaktir. (3.65) ve (3.68) bagintilar1 dikkate alinarak (3.58) denklem

sistemimin / = 1 i¢in ¢oziimii

_am(a_RH/ a—R)
“ox Lok | ¥ 0w

U = o (xi,x0,10,11 )R — (3.70)

olarak elde edilir [16, 19]. Burada <% fonksiyonu yavas degisen ikinci mertebe genligi
temsil etmektedir. Bu ¢alismada sadece birinci mertebe ¢oziim inga edilecegi icin 75
fonkisyonunun agik yapisina ihtiya¢ olmayacaktir. <7 genlik fonkisyonunu belirlemek
yeterli olacaktir. [ £ 1 i¢in detW # 0 kabul edildiginden ve [ # 1 igin bél) =0

oldugundan (3.58) denklem sisteminin ¢oziimii / > 2 i¢in
vl =0 3.71)

olarak bulunur. Birinci ve ikinci mertebe problemlerin ¢oziimii elde edilmesine
ragmen 7 genlik fonksiyonunun yapisi tam olarak belirlenememistir. Bu fonksiyonu
belirlemek i¢in iigiinclii mertebe problemin ¢oziimiiniin incelenmesi gerekmektedir.
Birinci ve ikinci mertebe probleme ait ¢oziimler (3.17)-(3.18) denklemlerinde
kullanilip gerekli olan ara islemler ve diizenlemeler yapilirsa asagidaki denklemler

elde edilir:
,iﬂél)ug, = (% _|_y92)e(ikp1—ﬁ71)y + 93e(ikp1—%ﬁ1+ll)y +(Dy +y95)e(—ikm—ﬁ71)y
_}_@66(—”@1—%[314%1” + @76(3ikpl—%51+l1)y
+.@ge(*3ikp1*%31+’ll)y +c.c. 4 (el terimler)
L3 = (& +yg‘2)e(ikpzfﬁ72)y + &elikr=3PrRy 4 (g, +y(g>5)e(fikprﬁ72)y
+g6e(—ikpz—%ﬁ2+/lz)y + g7e(3ikpz—%l32+/lz)y

+é"ge(_3"kp2_%52+12)y +c.c. + (5391 terimler)
(3.72)
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Buradaki Z; ve &; katsayilarinin acik ifadeleri Ek B’de verilmektedir. Ugiincii mertebe
problemde yer alan denklemler de ikinci mertebe problem gibi homojen olmayan

denklemlerdir. Dolayisiyla, ii¢lincii mertebe ¢coziimleri de
uz = us3 ()C(),Xl yX25 Y, t07t17t2) + IZ3 (XO,XI y X2, Y, t07t17t2) (373)

v3 = V3(X0,X1,X2,V,00,11,12) 4+ V3(X0,X1,%2,¥,00,11,12) (3.74)
formunda iki parcaya ayiralim 6yle ki i3 ve 3 (3.72) homojen olmayan denklemlerin
0zel ¢ozlimleri; itz ve V3 ise

2 (i13) =0, (3.75)
£ (#3) =0 (3.76)
homojen denklemlerini ve asagida verilen homojen olmayan sinir kosullarini saglayan

cOziimler olsunlar:

e Om_om g
y=0; i3 — V3 = —(it3 — 3), (3.78)
9w 9w dm . on AT
. . (9\13 8V3 8v1
= —hy; a_y ay - GZQ(Vl) 8y (3.80)

Ugiincii mertebe problemin sag tarafindaki nonlineer terimlerden dolay1 hem ¢*® hem
de e terimleri ortaya ¢cikmaktadir. Bu nedenden dolay1 (3.72) denklemlerinin 6zel

coziimleri belirsiz katsayilar yontemi kullanilarak asagidaki formda segilir:

i3 = f3(1)(x1 X2, Y,11,12) e +f3(3)(xl X2, 11,1)e? +c.c. (3.81)

_ 1 ; 3 ;
V3= g§ )(x1 X2, Y11, 1) e +g§ )<xl X2, 3,1, h)e? +c.c. (3.82)

Bu gah§mada sadece temel dalganin self modiilasyonu ile ilgilenildigi icin devaminda
f3 Ve g3 ) terimlerinin acik formlart gerekli olmayacaktir. Bu nedenle, sadece f3

(1),

g3 '’yi hesaplamak yeterli olacaktir. Bu fonksiyonlar

. B . -
= ((F1 +yFa)ye® =20 1 (5 4y Fy)yel "k =30

+g‘5€(ikpl—%ﬁ1+ll)y+g6e(—ikp1—%ﬁ1+ll)y (3.83)
F7eBikP1=3P1+20)y o g o(=3ikp1=3Pr+A0)y.
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&) = (1 )ye P30 1 (G gyl E D
+ gse(ikl’r%ﬁﬁb)y + g6e(*ikl72*%ﬁz+/12)y (3.84)
@, oGikp =3 t2a)y | G o(=3ikp2=3 B4-22)y
formundadirlar. Bu ¢oziimler (3.72)’de yerine yazilirsa .%; ve ¢, , j =1,2,...,12
katsayilar1 bulunur. .#; ve ¢;’ lerin acik ifadeleri Ek B’ de verilmektedir. Uciincii

mertebe homojen denklemlerin ¢oziimleri ise i3 ve V3 asagidaki bicimde alinirlar:

1 - ; ; ;
i3 = ——— Z [Agl) (xl,xZ,l‘l,lz)ellkrly-l—Bgl) (xl7xZ,l1,l‘2)e_llkr1y]ell¢ +c.c. (3.85)
A /‘uoleﬁly =1
Py = Z [Cgl)(xl,xz,tl,tz)eﬂkrzy—kDg[) (x1,X2,11,12)e k2] efl0 e . (3.86)

1
\/ Ho, ePyi

Burada Agl),Bgl),Cgl) ve Dgl) tcilincii mertebe dalga genligi fonksiyonlaridir. Bu

coziimlerle birlikte (3.85)-(3.86) oOzel coziimleri (3.77)-(3.80) sinir kosullarinda

- ) _ [40 g ~0 H0]" " N .
yerlerine yazilirlarsa U3y’ = (A3, By, C57, Dy olmak iizere asagidaki homojen

olmayan cebrik denklem sistemi elde edilir:
w,ul) =p. (3.87)

bgl) vektorii [/ = 1 ve [ = 3 igin sifirdan farkli, [ # 1,3 i¢in 6zdes olarak sifirdir. Uzun
(1)

ara iglemlerden sonra [ = 1 i¢in b; " vektorii

oW, d.ath awl ayfz) (awl 0.9 8W1 a%)
Jdo Jt dk dx Jdw Jn dk dx
1 9°W, 92 282W1 02aty  93*W, d%at,

bl = —i(

+§( Jdw? Jt? a 8a)8k8x18t1+ ok? ax% )R (3.88)
OW, 0%/, OW, 9% _ OR JR ,
( ok d0x;2 OJw 8x1811)(ak +Vga ) +F|a|"an

olarak elde edilir. ||, 27  in modiiliinii gostermektedir. Burada F vektoriiniin

bilesenleri Ek B’ de verilmistir. b§3)

vektoriiniin agik yapist birinci mertebe ¢Oziim
icin gerekli olmadigindan verilmeyecektir. detW; = 0 ve b 7é 0 oldugundan
(3.87) denkleminin / = 1 i¢in ¢Oziimiiniin olmasi i¢in asagidaki uygunluk kosulunun
saglanmasi gerekir;

Lbl) =0 (3.89)
I =3 i¢in (3.87)’nin ¢oziimii det W3 # 0 oldugu i¢in
U =w; Y (3.90)
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denklem sistemi elde edilir. / # 1 ve [/ # 3 i¢in detW; # 0 ve bgl) = 0 oldugundan
(3.87) ’ nin ¢oziimleri

v =0 (3.91)

olarak elde edilir. Ugl) ve Ug3) ¢cOziimlerinin acik yapilart birinci mertebe ¢oziim icin
gerekli olmadigindan verilmeyecektir. Simdi de analize (3.89) uygunluk kosulu ile

devam edilecektir. Grup hizinin (3.67) tanimi1 kullanilarak bu kosul hesaplanirsa

Odh s P < o dgh  ddh
o, Vg, T gxp TAANATIG E Vg 7 =0 G52
bagintisi elde edilir. Burada I" ve A sabitleri
-1, 0%W 2, 0*Wi  9°W,
b= e * 2 gaa T o (3.93)
dW, dW; . JdR JR dW, '
+L(W+Vg%)(%+vg%)]/@%m,
< oW
A= —LF/(LWR) (3.94)

olarak tanimlanmigtir. Eger .5 fonksiyonunun yapisi belirlenirse (3.92) denklemi
sadece .7; fonksiyonu i¢in bir denkleme indirgenebilir. Boylece bu denklem .27 ’in
hesaplanmasi icin kullanilabilir ve birinci mertebe c¢oziimler u; ve v{’ in ingasi
tamamlanmis olur. (3.92)’ de @’ yi igeren terimlerin yapist incelendiginde, eger
ah’nin x; ve t; degiskenlerine bagliligi, <7 ’in bu degiskenlere bagliligi gibi kabul

edilirse, yani .o/ = o (x| — V,t1,x2,12) yapisinda oldugu kabul edilirse,

dsty  ddhh
o Vg =0 (3.95)

olacaktir. Bu kosul altinda, (3.92) denklemi sadece o] icin asagidaki denkleme

doniigiir:

adh sk A,
r Al |* ) = )
i( 9t + Ve I )+ Ix,2 +AlA "/ =0 (3.96)

Daha sonra asagidaki boyutsuz degiskenler ve sabitler tanimlanarak

T = Wiy, 5 = kS_l(XQ—Vglz) = k(x1 —Vgl‘l), o :km,

~ ~ (3.97)
I'=T/o, A=A/wk?
(3.96) denklemi diizenlenerek asagidaki forma doniistiiriiliir:
o 0o/
—— + T = + Al |2/ =0. 3.98
o7 T Tog TAl| (3.98)
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Burada I" katsayisi lineer; A ise hem lineer hem de nonlineer malzeme 6zelliklerine
bagh katsayilardir. Elde edilen (3.98) denklemi nonlineer Schrodinger (NLS)
denklemidir ve literatiirde bir¢cok degisik alanda nonlineer dalga modiilasyonunun
asimptotik olarak karakterize etmek icin tiiretilmigtir, [10, 13]. Simdi de NLS

denkleminin bazi ¢oziimlerini verelim.

o — gaoeim/@kzaér ao = sbt (3.99)

fonksiyonu bir diizlem dalga formudur ve NLS denkleminin bir ¢6ziimii oldugu
kolayca gosterilebilir. Bu diizlem dalga ¢oziimiiniin stabilitesini incelemek icin ilk

olarak genlik fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim:

o = %a(ﬁ,’c)eib(é’f). (3.100)

Bu durumda (3.98) denklemi a(&, 7) ve b(€, T) igin
aT+F(ab§§ —1-2(15[95) =0

A (3.101)
abr — Za3 —T(agg —ab%) =0
denklem sistemi haline doniisiir. Burada NLS denkleminin diizlem dalga

coziimlerinin kiigiik pertiirbasyonlar altinda stabilitesi incelenecegi icin a; ve by kiiciik

pertiirbasyonlar1 gostermek iizere a ve b fonksiyonlari
A 2 2
a=kay+a(§,7) , b:Zk asT+b1(&,7) (3.102)

formunda alinarak (3.101) sisteminde yerlerine yazilirsa asagidaki lineer denklem

sistemi elde edilir:

air +ka01“b155 =0

3 (3.103)
ka()b“; — ZAkza%al - Fa]fé =0.
Bu denklem sisteminin ¢oziimii
a; = Age' KSR p) = Byl Ko7 (3.104)

olarak alinip bu ¢oziim 6nerileri (3.103) sisteminde yerlerine yazilirsa, sifirdan farkl

¢Oziimiin olmasi i¢in agagidaki kosulun gerceklenmesi gerektigi bulunur:
3 Ak*a}

Q2 =T2k*(1--—"20
( 4 TK?

). (3.105)

Dikkat edilirse parantez i¢indeki ifadenin isaretine bagh olarak a; ve b fonksiyon-

larinin davranisi hakkinda yorum yapilabilir:
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e Eger K < (v/3/2)kag(A/T) ve TA > 0 ise Q kompleks deger alir, bu durumda 7
arttikca a; ve by smursiz olarak biyiirler. Yani (3.99) diizlem dalga ¢6ziimii stabil

olmayacaktir.

e Eger verilen bir K i¢in I'A < 0 ise bu durumda a; ve b; fonksiyonlar1 smirh

olacaklardir, dolayisiyla bu durumda (3.99) ¢6zlimii stabil olacaktir.

Tabii ki a; ve by ¢oziimleri ¢ok kisa zaman aralifinda gecerli olmaktadir ama I'A < 0
veya I'A > 0 olmas1 asimptotik dalga alaninin bir baglangi¢ verisi i¢in uzun zaman
araliginda nasil davranacagim etkilemektedir. || — o limitinde sifira giden bir
baglangic uyarist eger I'A > 0 ise bir dizi solitona, I'A < 0 ise sOnen titregsimlere

doniisiir. Bu nedenle I'A’nin isaretinin incelenmesi 6nemlidir.

3.2.1 Sayisal Degerlendirme ve Solitary Dalgalarin Varhg

Bu boliimde (3.98) ile verilen NLS denkleminin ¢éztimlerinin davranisi incelenecektir,
yani boyutsuz dalga sayis1 K’ya gore NLS denkleminin lineer dispersiyon teriminin
katsayisi, I, lineer olmayan terimin katsayisi, A ve I'A c¢arpiminin isareti

incelenecektir. Bu amacla ilk olarak boyutsuz degiskenler

c="5, K=kh, KH=khy, H=h/h (3.106)
co,

ve boyutsuz lineer ve lineer olmayan heterojenlik parametreleri
By =pih, By=pha, Ar=Mh, A=l (3.107)

olarak tanimlanmaktadir. Ayrica boyutsuz lineer malzeme parametreleri de

Mo=2=1297, ve y=2.159 (3.108)

co,

olarak tanimlanmaktadir [1]. Daha 6ncesinde bahsedildigi gibi
B2

C> Mo\ 1+ m
kosulunu saglayan dispersiyon bagmtisinin ilk dali tizerindeki boyutsuz dalga
sayisi-faz hiz1 (K, C) ciftleri igin sayisal hesaplamalar yapilacaktir. Ilk olarak lineer
heterojenlik parametreleri By ve B, nin de8isiminin dispersiyon teriminin katsayis1 I"

tizerindeki etkisi gozlemlenecektir. Bu amagla (By,B5) ¢ifti i¢in (0.5,1.5), (1.5,1.5),
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(0.5,0.5) ve (1.5,0.5) degerleri alimarak I''nin grafigi H = 1 i¢in Sekil 3.1’de
cizdirilmigtir. Sekilden de goriilecegi gibi secilen tiim lineer heterojenlik parametreleri
icin I" egrileri pozitif olmaktadir. Ayrica K = kh biiyiik degerleri icin B| parametreleri
aym olan egriler birbirine yaklagsmaktadadir. Bu durum iist tabakanin 6zelliklerinin
daha baskin oldugunu gosterir.

0.20
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Sekil 3.1 : Heterojen iki tabakaya ait farkli lineer heterojenlik parametreleri icin
I"nin K’ya gore degisimi (H = 1)
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Sekil 3.2 : 6), = 6y, =2 ve A| = Ay = 0.3 icin kaymada sertlesen, heterojen iki
tabakaya ait farkli lineer heterojenlik parametreleri icin A’nin K’ya gore
degisimi (H = 1)

Simdi de lineer heterojenlik parametreleri B; ve B, nin degisiminin nonlineer terimin

katsayis1 A iizerindeki etkisi gozlemlenecektir. Bilindigi gibi nonlineer malzeme
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Sekil 3.3: 6y, = 6y, =2 ve A| = A, = 0.3 i¢cin kaymada sertlesen, heterojen iki
tabakaya ait farkli lineer heterojenlik parametreleri i¢in IA’nin K’ya gore
degisimi (H = 1)

parametresi 6p, < 0 ise malzeme kaymada yumusayan (S), 6y, > O ise kaymada
sertlesen (H) malzeme olarak adlandirilmaktadir. Her iki tabakanin kaymada sertlesen
malzemeden olustugu kabul edilerek (H-H), (6p,, 6,)=(2,2) alinmistir. Ayrica lineer
olmayan heterojenlik parametreleri de (Aj,A;) = (0.3,0.3) segilmistir. Yukarida
secilen lineer heterojenlik parametreleri ve H = 1 i¢in nonlineer terimin katsayist A’nin
ve ['A carpiminin K’ya gore degisimleri sirasiyla Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’te ¢izdirilmistir.
Secilen tiim bu parametre degerleri i¢in A egrilerin her biri negatif deger almaktadir,
A < 0, dolayistyla I'A < 0 olmaktadir. Bu durumda NLS denkleminin solitary dalga
cOzlimlerinin varligindan bahsedilemez. Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’te verilen
egriler i¢in bazi1 sayisal degerler Cizelge 3.1, Cizelge 3.2, Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’de

verilmigtir.

K C r A I'A

0.82936 | 2.58651 | 0.08513 | -41.98890| -3.57471
1.00613 | 2.23347 | 0.10647 | -23.52990| -2.86561
1.25000 | 1.92990 | 0.12824 | -15.19520| -2.10544
1.42596 | 1.78571 | 0.13771 | -11.45870| -1.70211
1.80734 | 1.58873 | 0.14107 | -7.95032 | -1.12155
2.02579 | 1.51786 | 0.13385 | -6.71777 | -0.89921
223214 | 1.46730 | 0.12197 | -5.94048 | -0.72458
246016 | 1.42473 | 0.10437 | -5.29652 | -0.55279

Cizelge 3.1: (B1,B2) = (0.5,1.5), (A1,A2) = (0.3,0.3), (6p,,60,) = (2,2) i¢cin K, C,
I', A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

33



K C r A I'A

0.82593 | 2.50189 | 0.09329 | -21.3515 | -1.99192
1.00446 | 2.15296 | 0.11592 | -13.02330| -1.50977
1.25000 | 1.76652 | 0.14160 | -6.18373 | -0.87566
1.41607 | 1.74201 | 0.14260 | -5.84337 | -0.83330
1.80351 | 1.55218 | 0.13760 | -3.77856 | -0.51996
2.02562 | 1.47245 | 0.12100 | -3.28042 | -0.39693
223214 | 1.44263 | 0.10964 | -3.16356 | -0.34686
245690 | 1.39451 | 0.08061 | -3.05653 | -0.24640

(;izelge 3.2: (Bl,Bz) = (1.5,0.5), (Al,Az) = (0.3,0.3), (901,902> = (2,2) igin K, C,
I', A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

K C r A I'A

0.82589 | 2.53582 | 0.09010 | -25.93940| -2.33721
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -16.70340| -1.83869
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -10.49140| -1.33825
1.41606 | 1.77571 | 0.13284 | -8.29474 | -1.10188
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | -5.84363 | -0.74879
2.02562 | 1.51786 | 0.11747 | -5.21375 | -0.61249
2.23214 | 1.46970 | 0.10379 | -4.83528 | -0.50189
245690 | 1.42980 | 0.08615 | -4.51919 | -0.38933

Cizelge 33: (B],Bz) = (1.5, 1.5), (A],Az) = (0.3,0.3), (9()1,902) = (2,2) igin K, C,
I', A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

K C r A I'A

0.82884 | 2.37736 | 0.09815 | -27.57870| -2.70697
1.00446 | 2.07100 | 0.12131 | -17.27710| -2.09601
1.25000 | 1.80676 | 0.14445 | -10.16860| -1.46893
1.42857 | 1.68291 | 0.15386 | -7.47855 | -1.15072
1.80108 | 1.52342 | 0.15351 | -4.77664 | -0.73327
2.02749 | 1.46429 | 0.14182 | -4.06609 | -0.57668
2.23214 | 1.42487 | 0.12600 | -3.72998 | -0.46999
245727 | 1.39286 | 0.10459 | -3.52614 | -0.36880

Cizelge 3.4 : (B;,B;) = (0.5,0.5), (A1,A2) = (0.3,0.3), (60,,60,) = (2,2) icin K, C,
I', A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

Benzer inceleme iist tabakanin sertlesen, alt tabakanin ise yumusan malzemeden
olmasi durum igin, (6p,,60,)=(2,—2), yapilmig A ve I'A’nin grafikleri aymi (By,B:)
parametre degerleri icin sirasiyla Sekil 3.4 ve Sekil 3.5’ te verilmistir. Dikkat edilirse
A’nin pozitif deger aldigi (K,C) degerlerinde T'A da pozitif degerler almaktadir.

Secilen her bir lineer heterojenlik parametresi i¢in I'A > 0 oldugu araliklar mevcuttur.
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Bu degerlerde NLS denkleminin soliton tipi dalgalar1 var olmaktadir. Ayrica
lineer heterojenlik parametrelerindeki degisimin de soliton tipi dalgalarin var oldugu
araliklan etkiledigi gbzlemlenebilir. Ek olarak dalga sayisi arttikca iist tabakanin lineer
heterojenlik parametresinin I'’A’nin degisimi iizerinde etkili oldugu da sdylenebilir.
Sekil 3.4 ve Sekil 3.5’ te verilen egriler i¢in bazi1 sayisal degerler Cizelge 3.5, Cizelge
3.6, Cizelge 3.7 ve Cizelge 3.8 ’de verilmistir.

K C r A I'A

0.82936 | 2.58651 | 0.08513 | -36.79750| -3.13274
1.00613 | 2.23347 | 0.10647 | -22.36200| -2.38093
1.25000 | 1.92990 | 0.12824 | -11.93270| -1.53027
1.42596 | 1.78571 | 0.13771 | -7.66984 | -1.05622
1.80734 | 1.58873 | 0.14107 | -2.63210 | -0.37131
2.02579 | 1.51786 | 0.13385 | -1.09528 | -0.14661
223214 | 1.46730 | 0.12197 | -0.13043 | -0.01591
246016 | 1.42473 | 0.10437 | 0.52201 | 0.05448

Cizelge 3.5 : (B1,B2) = (0.5,1.5), (A1,A2) = (0.3,0.3), (6p,,60,) = (2,—2) i¢in K,
C, I, A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

K C r A I'A

0.82589 | 2.29158 | 0.09329 | -12.49660| -1.33055
1.0044 2.00605 | 0.11592 | -6.81929 | -0.85812
1.25000 | 1.76652 | 0.14160 | -2.82922 | -0.40064
1.42008 | 1.66071 | 0.14260 | -1.29564 | -0.18626
1.80133 | 1.51249 | 0.13760 | 0.57793 | 0.07605
2.02571 | 1.45985 | 0.12100 | 1.14391 | 0.13309
2.23214 | 1.42364 | 0.10964 | 1.50881 | 0.15100
245684 | 1.39404 | 0.08061 | 1.75391 | 0.14084

Cizelge 3.6 : (B1,B;) = (1.5,0.5), (A1,A2) =(0.3,0.3), (6p,,60,) = (2,—2) i¢in K,
C, I, A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

Simdi de lineer olmayan heterojenlik parametrelerindeki degisimin dalga yayilimi
tizerindeki etkisini incelemek i¢in lineer heterojenlik parametreleri By = By = 1.5
alinarak sabit tutulup degisik (Aj,Ay) secimleri igin A ve I'A egrilerinin grafikleri
cizdirilecektir. A ve I'A egrilerinin grafikleri 6y, = 6y, = 2 icin, yani her iki tabakanin
da kaymada sertlesen malzemeden olustugu durum icin, sirasityla Sekil 3.6 ve Sekil
3.7°de verilmistir. Dikkat edilirse secilen tiim (A}, A;) degerleri icin A dolayisiyla TA
negatif olmaktadir. Yani NLS denkleminin solitary dalga ¢éziimleri var olmamaktadir.

Ayrica kiiciik dalga sayilarinda (uzun dalga limitinde) {ist tabakanin lineer olmayan
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Sekil 3.4 : 6y, =2,6p, = —2 ve A; = A, = 0.3 icin kaymada sertlesen iist tabaka ve
yumusayan alt tabakaya ait farkli lineer heterojenlik parametreleri i¢in

A’nin K’ya gore degisimi (H = 1)
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Sekil 3.5 : 6y, =2,6), = —2 ve A| = Ay = 0.3 icin kaymada sertlesen list tabaka ve
I'A’nin K’ya gore degisimi (H = 1)

yumusayan alt tabakaya ait farkli lineer heterojenlik parametreleri i¢in
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K C r A I'A

0.82593 | 2.53571 | 0.09010 | -20.27710| -1.82712
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -11.59290| -1.27614
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -5.35823 | -0.68348
1.41607 | 1.77571 | 0.13284 | -2.94494 | -0.39120
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | 0.10153 | 0.01301
2.02562 | 1.51786 | 0.11747 | 0.98049 | 0.11518
223214 | 1.46970 | 0.10379 | 1.50582 | 0.15630
245690 | 1.42980 | 0.08615 | 1.79401 | 0.15455

Cizelge 3.7 : (B1,B)

= (1.5,1.5), (A1,A2) = (0.3,0.3), (60, 60,) = (2,—2) icin K,

C, I, A ve I'A’nin segilen baz1 sayisal degerleri

K C r A I'A
0.82884 | 2.37736 | 0.09815 | -24.16780| -2.37218
1.00416 | 2.07143 | 0.12131 | -14.39210]| -1.74551
1.25000 | 1.80676 | 0.14445 | -7.33392 | -1.05944
1.41891 | 1.68870 | 0.15386 | -4.59552 | -0.70553
1.80108 | 1.52342 | 0.15351 | -1.20579 | -0.18510
2.01261 | 1.46723 | 0.14182 | -0.17981 | -0.02569
223214 | 1.42487 | 0.12600 | 0.529605 | 0.06673
245727 | 1.39286 | 0.10459 | 0.98994 | 0.103542

Cizelge 3.8 : (B1,B2) = (0.5,0.5), (A1,A2) =(0.3,0.3), (6p,,60,) = (2,—2) i¢in K,
C, I, A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

heterojenlik parametresinin etkisi baskin iken dalga sayisi biiyiidiikce alt tabakaya
ait parametrenin etkisinin daha baskin oldugu goriilmektedir. Benzer inceleme iist
tabakanin kaymada sertlesen, alt tabakanin ise yumusayan oldugu durum ig¢in, yani
6o, = 2, 6y, = —2 icin, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9°da verilmigtir. Bu durumda segilen tiim
lineer olmayan heterojenlik malzeme parametreleri icin I'A > 0 oldugu yani solitary
dalgalarin var oldugu K araliklar1 bulunmaktadir. Yine bu grafiklerden de kiigiik dalga
sayilarinda iist tabakaya ait lineer olmayan heterojenlik parametresinin etkisinin baskin

oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.6 ve Sekil 3.7’ de verilen egriler icin bazi sayisal degerler Cizelge 3.9, Cizelge
3.10, Cizelge 3.11 ve Cizelge 3.12 ’de verilmistir.
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Sekil 3.6 : 6p, = 6y, =2 ve B; = B, = 1.5 i¢in kaymada sertlesen, heterojen iki
tabakaya ait farkli nonlineer heterojenlik parametreleri i¢cin A’nin K’ya
gore degisimi (H = 1)
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Sekil 3.7 : 6y, = 6y, =2 ve B| = B, = 1.5 i¢in kaymada sertlesen, heterojen iki
tabakaya ait farkli nonlineer heterojenlik parametreleri i¢in 'A’nin K’ya
gore degisimi (H = 1)
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Sekil 3.8 : 6y, =2, 6y, = —2 ve B; = B, = 1.5 i¢cin kaymada sertlesen iist tabaka ve
yumusayan alt tabakaya ait farkli nonlineer heterojenlik parametreleri i¢in
A’nin K’ya gore degisimi (H = 1)
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Sekil 3.9 : 6y, =2, 6y, = —2 ve B; = B, = 1.5 i¢cin kaymada sertlesen list tabaka ve
yumusayan alt tabakaya ait farkli nonlineer heterojenlik parametreleri i¢in
I'A’nin K’ya gore degisimi (H = 1)
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K C r A I'A

0.82593 | 2.53571 | 0.09010 | -25.93640| -2.33708
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -16.70340| -1.83869
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -10.49140| -1.33825
1.41607 | 1.77571 | 0.13284 | -8.29474 | -1.10188
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | -5.84363 | -0.74879
2.02562 | 1.51786 | 0.11747 | -5.21375 | -0.61249
2.23214 | 1.46970 | 0.10379 | -4.83528 | -0.50189
245690 | 1.42980 | 0.08615 | -4.51919 | -0.38933

Cizelge 3.9 : (6p,,60,) = (2,2), (B1,B2) = (1.5,1.5) ve (A1,A2) = (0.3,0.3) i¢in K,
C, I, A ve I'A’nin secilen bazi sayisal degerleri

K C r A I'A

0.82593 | 2.53571 | 0.09010 | -25.39100| -2.28793
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -16.14240| -1.77693
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -9.86718 | -1.25863
1.41607 | 1.77571 | 0.13284 | -7.62107 | -1.01239
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | -5.07429 | -0.65021
2.02562 | 1.51786 | 0.11747 | -4.41323 | -0.51845
2.23214 | 1.46970 | 0.10379 | -4.02924 | -0.41823
245690 | 1.42980 | 0.08615 | -3.72971 | -0.32131

Cizelge 3.10: (901,902) = (2,2), (Bl,Bz) = (15, 15) ve (Al,

Az) = (0.3,0.9) icin X,

C, I, A ve I'A’nin se¢ilen baz1 sayisal degerleri

K C r A I'A

0.82593 | 2.53571 | 0.09010 | -28.84150| -2.59885
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -18.33480| -2.01827
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -11.17490| -1.42545
1.41607 | 1.77571 | 0.13284 | -8.59433 | -1.14167
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | -5.63299 | -0.72180
2.02562 | 1.51786 | 1.51786 | -4.85084 | -0.56986
223214 | 1.46970 | 0.10379 | -4.38986 | -0.45566
245690 | 1.42980 | 0.08615 | -4.03632 | -0.34773

Cizelge 3.11: (6y,,60,) = (2,2), (B1,B2) = (1.5,1.5) ve (Ay,

Az) =(0.9,0.9) i¢in K,

C, T, A ve I'A’nin se¢ilen baz1 sayisal degerleri
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K C r A I'A

0.82593 | 2.53571 | 0.09010 | -29.38690| -2.64799
1.00446 | 2.19543 | 0.11007 | -18.89580| -2.08003
1.25000 | 1.90517 | 0.12755 | -11.79910| -1.50507
1.41607 | 1.77571 | 0.13284 | -9.26800 | -1.23116
1.80351 | 1.58566 | 0.12813 | -6.40233 | -0.82038
2.02562 | 1.51786 | 1.51786 | -5.65136 | -0.66390
223214 | 1.46970 | 0.10379 | -5.19589 | -0.53933
245690 | 1.42980 | 0.08615 | -4.82581 | -0.41574

Cizelge 3.12 : (6o,,60,) = (2,2), (B1,B2) = (1.5,1.5) ve (A1,A2) = (0.9,0.3) i¢in K,
C, I, A ve I'A’nin secilen baz1 sayisal degerleri
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, diizgiin kalinlikli farkli hiperelastik izotrop homojen olmayan
malzemelerden olusan iki tabakali ortamda lineer olmayan yatay kayma (SH)
dalgalarinin yayilimini veren sinir deger problemi incelenmistir. Serbest yiizeyde
gerilmenin olmadigi, ara yiizeyde ise gerilme ve yer degistirmelerin siirekli oldugu
kabul edilmistir. Ayrica lineer ve lineer olmayan elastik malzeme parametrelerinin
derinlik degiskenine bagl oldugu ve bu bagliligin iistel fonksiyonlar cinsinden oldugu

kabul edilmistir.

Ik olarak farkli heterojen malzemelerden olusan ortamda lineer SH dalgalar1 igin
dispersiyon bagintis1 elde edilmistir. Tabakalara ait lineer heterojenlik parametre
modelleri

i) Homojen iist tabaka- Homojen alt tabaka, (B;,B;) = (0,0),

ii) Homojen iist tabaka-Heterojen alt tabaka, (B1,B,) = (0,B>),

iii) Heterojen uist tabaka-Homojen alt tabaka, (B1,B,) = (Bj,0),

iv) Heterojen iist tabaka-Heterojen alt tabaka, (By,B;) # (0,0)

olarak alinmigtir. Tabaka kalinlik oraninin degisiminin dalgalarin faz hizi iizerinde
etkili oldugu gozlemlenmistir: boyutsuz dalga sayisi- faz hizi egrisi bu malzeme
modelleri icin cizdirildiginde, iist tabakanin alt tabakaya gore daha kalin oldugu
durumda (H = 5) iist tabakanin lineer heterojenlik parametresinin alt tabakaninkine
gore lineer dalga yayilimi tizerinde daha etkili oldugu goriilmektedir. Yani iist tabakaya

ait parametre degeri ayni olan egriler birbirlerine yaklasmaktadir.

Daha sonra, kiiciik ama sonlu genlikli nonlineer SH dalgalarinin yayilimi1 problemi
coklu olgekler metodu kullanilarak incelenmistir. Birinci mertebe yavas degisen
genlik fonksiyonunun degisimini veren nonlineer Schrodinger denklemi (NLS) elde

edilmisgtir.

Bilindigi gibi NLS denkleminin ¢oziimleri denklemin dispersiyon terimin katsayisi,
I', ve lineer olmayan terimin katsayisi, A, ¢arpiminin isaretine baghdir. Solitary zarf

coziimleri bu carpimin, I'A, pozitif olmasi durumunda var olmaktadir. Tabakalarin
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hem lineer heterojen hem de lineer olmayan heterojen malzeme parametrelerinin
degisiminin nonlineer dalga yayilimi iizerindeki etkisi bazi secilen malzeme

parametreleri i¢in grafiklerle gozlemlenmistir.

Nonlineer malzeme modeli olarak

1) kaymada sertlesen alt ve {ist tabaka, (H,H),

ii) kaymada sertlesen iist tabaka- yumusayan alt tabaka, (H,S),

secimi yapilmistir. Tabakalarin lineer heterojenlik parametrelerindeki degisimin
soliton tipi dalgalarin var oldufu araliklar1 etkiledigi goriilmiistiir. Tabaka
kalinliklarinin esit olmasi durumunda I'" pozitif olmaktadir. Bu durumda I'A’nin
isareti A’nin isareti ile ayni1 olmaktadir. Secilen (H,H) nonlineer malzeme modeli
ve dispersiyon bagintisinin birinci dalindaki tiim K’lar icin A < 0, dolayisi ile TA <
0 iken (H,S) malzeme modeli icin I'A > 0 oldugu dalga sayilarinin var oldugu
goriilmiistiir, yani bu dalga sayilarinda solitary dalgalar var olmaktadir. (H,S)
durumunda dalga sayis1 arttikca iist tabakanin lineer heterojenlik parametresinin
solitary dalga ¢oziimlerinin varligi iizerinde daha etkili oldugu gozlemlenmistir. Kiigiik
dalga sayilarinda ise iist tabakaya ait lineer olmayan heterojenlik parametresinin baskin

oldugu gozlemlenmistir.

Lineer olmayan heterojenlik parametrelerinin nonlineer dalga yayilimi iizerindeki
etkisi de lineer heterojenlik parametreleri sabitlenerek gézlemlenmistir. Segilen (H,H)
ve (H,S) nonlineer malzeme modelleri icin kiiciik dalga sayilarinda iist tabakanin lineer
olmayan heterojenlik parametresi dalga yayilimi iizerinde daha etkili iken dalga sayis1
biiyiidiik¢e alt tabakanin lineer olmayan heterojenlik katsayisinin daha etkili oldugu
grafiklerde goriilmiistiir.

Bu calismada nonlineer SH dalgalarinin yayilimi iizerinde lineer ve lineer olmayan
heterojenlik parametrelerinin etkisi incelenmistir.  Ileriki calismalarda heterojen

tabakal1 ortamlarda diizlemig¢i dalga yayilimi incelenebilir.
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EK A: Heterojen Hiperelastik ortamlarda Genellestirilmis Kayma Hareketi

Uc boyutlu uzayda bir noktanin, ayn1 dik Kartezyen eksen takimina gore uzaysal
ve maddesel koordinatlart sirasi ile (x1,x2,x3) ve (X1,X»,X3) iiglii sirali sayilar ile
gosterilmek tizere,

X = XgOrx +u3 (XA, t)5k3 (A.1)

denklemi ile belirtilen bir sekil degistirme genellestirilmis kayma hareketi olarak
adlandirilir (2.1) denkleminde u3 bir parcacigin X3 yoniindeki yer degistirme
fonksiyonunu, 7 zamani, &g olagan Kronecker semboliinii gostermektedir. Latin
indislerin (1,2,3), Yunan indislerinin ise (1,2) degerlerini alacaklarini ve (A.1)’de
ve bu boliimde bundan sonra tekrarlanan iki Latin indisi iizerinde 1’den 3’e kadar,
tekrarlanan iki Yunan indisi {izerinde ise 1’den 2’ye kadar toplam yazilacagini1 kabul
ediyoruz. (A.l)ile tanimlanan genellestirilmis kayma hareketine ait sekil degistirme
gradyanlari

1 0O O 1 0 0
[XkJ(] = 0 1 0 ,[X]QK] = 0 1 0 (A.2)
uzy uzp 1 —u31 —uzp 1

olarak bulunur. (A.2)’ de virgiilden sonraki bir alt indis bunun belirttigi Kartezyen
koordinata gore kismi tiirevi gostermektedir. Dikkat edilirse,

j=det[xp k] =1 (A3)

dir. Dolayis1 ile (A.1) ile belirtilen genellestirilmis kayma hareketi izokorik bir sekil
degistirmedir, yani bu hareket esnasinda hacim deg8isimi olmaz. Buna bagl olarak
bdyle bir hareketin meydana geldigi ortamin yogunlugu, p , degismez.;yani

p = po = sabit (A4)

dir. Simdi ortamin sikismaz homojen izotrop hiperelastik bir cisim oldugunu ve sekil
degistirme enerjisi fonksiyonunun, Finger sekil degistirme tansori,

o' =Xk KXIK (A.5)
‘nin yalnizca birinci invaryanti
I=tre ' =3 +K2, K* = U3 AU3 A (A.6)
‘nin fonksiyonu oldugunu kabul edelim, yani
Y=X(1Y) (A.7)

olsun. Boyle malzemelere genellestirilmis neo-Hookean malzemeler denir ve bunlar
icin gerilme biinye denklemleri, #;; Cauchy gerilme tansoriinii gdstermek iizere,

ty = _p5kl + CI)CIZII (A.8)
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olarak ifade edilirler [18]. (A.8)" de p = p(Xi,t) hidrostatik basing fonksiyonudur ve
harekete bagh olarak hesaplanir. ® ise

)y

(=1)

olarak tanimlanir. (A.1) i¢in ¢,  tansoriiniin bilesenleri (2.2)’ de kullanilarak

1 0 0
c'=| 0 1 0 (A.10)
ug wuzp 1 +K2

olarak bulunurlar. Bu sonuglar (A.8)" de yerlestirilirse gerilme bilesenleri asagidaki
gibi elde edilirler.

thi=-p+¢, tin=01=0, t3=13=Puzq
ty=—p+(1+K)P;, t=-—p+®

T=\\/th+13, (A.12)

bagintisi ile bir kayma gerilmesi tanimlanirsa (2.11)” den

(A.11)

Eger,

T=®K (A.13)

yazilir. K kayma deformasyonunu o6l¢tiigii icin K° nin katsayist olan & ortamin
genellestirilmis kayma modiilii olarak adlandirilabilir. Bu modiili

pa=a (A.14)
ile gosterelim. (A.6) kullanilirsa
o Lax (A.15)
= kak '
ve s
T = AK = — A.16
HE = (A.16)
yazilabilir. Biitiin K’ lar i¢in
L >0 (A.17)
H=kak '
oldugunu kabul ediyoruz. Ayrica, u klasik Lame sabiti olmak iizere
£(0,Y) = u(y) (A18)
dir. Eger biitiin K’ lar i¢in
dpi
— <0 A.19
dK = (A.19)

ise ortam kaymada uniform (diizgiin) olarak yumusama (softening in shear), fakat eger
biitiin K~ lar i¢in

dfy

— >0 A.20

dK =~ (4.20)
ise kaymada uniform olarak sertlesen (hardening in shear) davranig1 gosterir. (A.16)

turetilerek,
dp dt
2_ f— — — [}
K K= K 3 T (A.21)
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yazilabilecegi icin yumusayan malzemeler i¢in

drt
K— A.22
k<7 (A.22)
sertlesen malzemeler i¢in ise
art
K— A.23
k" (A.23)

olacag1 ortaya cikar. Simdi p basin¢g fonksiyonunun genel olarak X; ve X5’
nin yaninda X3‘iin de fonksiyonu olacagimi dikkate alarak, (A.l) ile tanimlanan
hareketin denklemlerini, hareketi etkileyen kiitle kuvvetleri bulunmadiginda, referans
konumunda

i —usitin3 =0, top—u3ptn3 =0, 1131 +1032+1333 = Poil3 (A.24)

seklinde yazilabilir (A.24)’de u3’ iin iizerindeki noktalar zamana gore kismi tiirevleri
gostermektedirler. (A.11)’deki gerilme bilesenleri kullanarak ve bazi ara islemlerden
sonra (A.24) denklemleri

(=p+®)1+usz1p3=0
(—p+®)2+uzop3=0 (A.25)
(Puz 1)1+ (Puz2) 2 — poliz = p3

formuna indirgenebilirler. (A.25)’deki son denklemden
p3=Ko(X1,X2,X3) (A.26)
oldugu goriiliir. Bu denklem integre edilirse,
p3=Ko(X1,X2,t)X3 + K1 (X1,X2,1) (A.27)

elde edilir. Burada Ky ve K; keyfi fonksiyonlardir. (A.27), (A.25) deki ilk iki
denklemde kullanilirsa
Ko1 =0, Kpp=0 (A.28)

olmasi gerektigi ortaya cikar. Buradan f da keyfi bir fonksiyon olmak iizere
Ko = £(1) (A29)
olarak bulunur. Bu sonug dikkate alinirsa (A.25)’ deki ilk iki denklem
—Ki14+uz 1 f(t)+P1 =0, —Kio+uz2f(t)+P,=0 (A.30)

formlarina doniisiirler. Bu son denklemler integre edilerek, g keyfi bir fonksiyon olmak
iizere K;
Ky =®+usf(t) —g(t) (A.31)

olarak elde edilir ve p icin
p=fO)Xs+P+usf(t) —g(t) (A.32)

yazilir.  (A.32) kullanilarak (A.11)’ de verilen gerilme bilesenleri i¢in asagidaki
ifadeler elde edilirler;

i =tn=—f)Xzs—usf(t)—g(t), tip=11=0,
ta3 = Puz g, 133 = —f(1)X3 —uz f(t) — g(1) + K*®
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Dikkat edilirse, X3 — oo i¢in 11, 127, 133 gerilmeleri sonsuza gider. Diger taraftan bu
limitle fiziksel nedenle gerilmelerin sinirli kalmalar1 gerekir. Bunun saglanmasi icin

f(t)=0 (A.34)

olmasi1 gerektigi ortaya c¢ikar. Diger taraftan ortamin dogal durumunu gerilmesiz kabul
edersek, bunun saglanmasi i¢in
g(t)=0 (A.35)

olmasi gerekir. Sonucta bu varsayim altinda

p=> (A.36)

ve
lap = 0, tgz= CDug’a, 133 = K*® (A.37)
olarak bulunur. Nonlineer hareket denklemlerinde gerilme-sekil degistirme

bagintilarinda K 4 ve iizeri terimler ihmal edilirse (A.24)’ deki ilk iki hareket denklemi
0zdes olarak saglanir ve iiclincii denklem de

(Puz 1) 1)+ (Pus2)2) = pou3 (A.38)

olarak yazilir. Simdi bu denklemin hiperbolik bir denklem olmasi kosulunun X
tizerinde getirecegi kisitlamay1 ortaya cikartmaya calisalim. py > 0 oldugu icin, (A.38)
denklemin sol tarafinin bu bolgede eliptik bir operator olmasi gereklidir. Bunun icin

de
1dd , 1dd , 1 dd

(Ed_KMS,l ¢>(Ed_l(u3’2 +®) - (Ed_K>2”%,1”%,2 >0 (A.39)
olmasi1 gereklidir. Buradan da (A.16) ve (A.21) kullanilarak
dd dt
CD(Kd—K +o) = CIDd—K >0 (A.40)

olmasi gerekti8i ortaya cikar. Daha 6nce & =H > 0 oldugu kabul edildigi i¢in, (A.40)
esitsizliginin gerceklesmesi icin
do dt

K—+®=—>0 A4l
alK+ dK> ( )

olmas1 gerektigi goriiliir. (A.16) kullanilirsa (A.41) esitsizligi

d*x

50 (A42)

olarak yazilabilir. Biz bu c¢alismada sonlu fakat kiiciik genlikli bir dalga
yayilmasi probleminin asimptotik ¢oziimii ile ilgilendigimiz i¢in gerilme — sekil
degistirme bagintilarinin, (A.37) ve hareket denkleminin, (A.38), yaklasik formlarin
kullanacagiz. Bu yaklasik denklemleri tiiretmek amact ile £ nin / ° nmin analitik
fonksiyonu oldugunu kabul ederek, bu fonksiyonu 7 — 3’ iin kuvvetleri cinsinden
asagidaki gibi bir seri formunda yazabiliriz:

21Y) =Y ap(i—3) (A.43)
p=0
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Burada a, sabitleri

_d'x
—drr
olarak tanimlanmaktadirlar ve referans konumunda enerjinin sifir olmasi i¢in

o (3) (A.44)
a,=0 (A45)
olmasi gerekir.bu dikkate alinarak (A.43)’ den

dx
7 =@ +20K? +O(KY) (A.46)

yazilir ve (A.46) kullanilarak gerilme bilesenleri
tap =0, ta3 =2(01 +200K ) u3 o +O0(K>), t3=20K>+O(K*) (A47)
olarak bulunur. (A.46)’ dan (A.38) hareket denklemi de

c? n
Lt3 — 62u37AA — (p p )’A Lt3,A = n[N(u3)]7A + (I)%N(u:;) (A.48)
olarak yaklastirilir. Burada
2 M 4o
ct=—, =20, n=— (A.49)
Po : : Po

veE

N(uz) = (u3,10(u3)) 1 + (u320(u3)) 2, Q(u3) = K* = uz att3 (A.50)

olarak tanimlanmaktadir ve ¢ lineer dalgalarin yayilma hizin1 gostermektedir. Bu
yaklasimda (yani mertebesi K* ve daha yiiksek terimler ihmal edildiginde) (A.14) ile
tanimlanan genellestirilmis kayma modiilii

L = po(c® 4+ nk?) (A.51)

dir. Dikkat edilirse ¢> > 0 oldugu icin eger n > 0 ise K arttikga fi monoton olarak
artacak, fakat n < 0 ise monoton olarak azalacaktir. Dolayisi ile eger n > 0 ise ortam
kayma hareketinde sertlesen bir davranig, fakat n < O ise yumusayan bir davranig

gosterecektir. p(K) > 0 kabul edildigi i¢in, biitiin K~ lar i¢in
52¢* +nK? >0 (A.52)

olmalidir. Diger taraftan, (A.48) denkleminin hiperbolik olmasi i¢in de (A.41) veya
(A.42)’ den biitiin K’ lar i¢in
2 +3nk? >0 (A.53)

esitsizliginin saglanmas1 gerektigi goriilir. n > Ooldugunda (A.53) ve (A.54)
esitsizlikleri biitiin K lar icin saglanir. Fakat n < 0 oldugunda bu esitsizliklerin her
ikisinin birden saglanabilmesi i¢in

2

0<K2< S (A.54)
|3n|

kosulunun saglanmasi gerekli ve yeterlidir. K kayma deformasyonunu ol¢tiigii icin
(A.54) dalga hareketinin genligine bir kisitlama getirir. Biz sonlu fakat kiiciik genlikli
dalga hareketleri ile ilgilendigimiz i¢in bunun saglandigini kabul edebiliriz.
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EK B:

(3.72) denkleminin katsayilann Z;,&;(j = 1,2,...,
gibidir:

8)’nin agik ifadeleri agagidaki

] Dot P e 2 | 0t
7 =) R 035 kAT R Q0T G

0., N d.ats N 9%
sz 8x1 8x%

9%

),
or}

+ ¢4 (2ik

1 5029 924,
D= — ——— iR (0 o kAo
ketpi/Ho, ot

(=3/2) F 4
Dy = — nOl(»uollé AP Ry (2RyRy (16k*(3 — 2p3 + 3p])+
16ik° p1 (—1+3p?)B1 + 12ikp1 B} — 3B+

3R 1Ry (16K* (1 + pi)* + 16ik> (p1 + p}) 1 +4ikp1 B — BT))+

+k28dl

oxion L 9x2 )

(=3/2)), _ .
el (“01)8 Lict2 ARy (2RoRy (— 42 + 3(2kpy +iB1)2 (2kp1 — i1 )+
RiR (24K (p1 + p3) +4ik* (1 +3p1) B1 + 6kp1 BT +3if7)),

2 2
0 ) VDYDY (0 2 | 20 A WY
-@4 ;u()l) (ZYOt )(waxlatl +kC1 8)6% +R2(Zl ot t + atl )

VA | 20 Ish P
8x2 8x1 8)6%

1 024
2lR2(602—]

kclph/uo1 8t12

(=3/2)
D :%m AR (BRoR (—16K* (1 + p)? + 16ik3py + p3 i+
4ikp1 B + B) 4+ 2R Ry (—16k* (3 — 2p2 +3pT) + 16ik> (—1 4+ 3p?)) B1+

),

2 2
e +kc28 i

oxidt ' 9x2 )

+ ke (20

(=3/2)), _ _
12ikp B +3B1)) + 10, <“°‘)8 mflszz(leRl (—4k>+

3(2kp1 —iB1)*(—2kp1 +iB1) + RaRo(—24ik> (p1 + pi)—
412(143p1) B — 6ikp1 B — 3B7)),
no, (nu01>(73/2) 2 = 25 4 . 3 2
i ZT«% 1 R1Ry (—48k™ 4+ (2kp1 + i1 ) (8K p1(—2+9p7)+

(=3/2), o
84k By — 30kpy B 3167 + ") A2 R (i

3(2kpy +iB1)*(—2kpy +iB),
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(=3/2)
Dg :%MEMR%R%(—%H‘ + (2kp1 —iB1) (8K p1(—2+9p?)+

84ik*p2 By — 30kp; BZ + 3iB7))+

(=3/2) o
o (Ho ) T o 5 BB (— 4k 4 3(2kpy — iy A (2kpy +iB1).

8
Burada - R
Ty = o tVeS - a=123.4
dir.
2
o) YT (0 2 | 20 It | dsh,
51 =(ko.) (e ) dx10t thag e ox? + Ry 20 ot * &tz)
2ty . dd  dah I
—— 2ik
8t12 +C2( : 8x2 + 8x1 + ax% )’
2 2 2
b= iR (@ kA0S T30
kC2p1 Uo, atl 3x18 hH axl
no, (“02)(_3/2) 2 = — 4 2 4 3 )
& = = = AR 2R4R4(16k" (3 — 2p3 + 3p3) + 16ik° pa (=1 +3p3) o +

12ikp> 35 —3B5) + 3R3R3(16k* (1 + p3)* + 16ik> (p2 + p3 ) B2 + 4ikp2 B3 — B7))+
no, (Lo,) 73/ 2y
8

10725\ R3(2R4R4(—4Kk? +3(2kpy +if2)* (2kps — iBy) 4+ R3R3

(24K° (p2 + p3) + 4ik” (1 +3p3) o + 6kpa 3 +3iB5)),

024 024, 0/, 0.9
— 172 oy 1 2 U Ru(i 2 972y
&4 .u()z) ( o )(w8x18t1 + ke =3 axl + 4( J 82 + 8t1 )
A .. 04 doh I
57 Tk Tk T e )
| , 0% 9% %o,
= 2R +ke3(2w + k3
kC%pz —I,LOZ 4( a 2 2( & 181 2 axl )
”02(.“02)(_3/2) 2 - 5 4 212 3 3
So =g FRIBRaR4(~16K*(1+ p3)” + 16ik"p2 + py o+

4ikpy B3 + By) 4+ 2R3R3(—16k* (3 — 2p5 +3p3) 4+ 16ik> (—1 +3p3)) Bo+

(=3/2) _ _
12ikpa 35 +3B3)) + 70, (HOZ)g i i/ o Ry(2R3R3(—4k* + 3(2kpy — iBa)?
(—2kpa +iB2) + RaRa(—24ik> (p2 + p3) — 4k*(1+3p3) o — 6ikpa B3 —333)),

5, _on(110) )

16
(=3/2), o

0kpaf3 3085+ " R,

(—4k* +3(2kpy +if2)*(—2kpa +iBa),

AP A RERy (48K + (2kpy + iB2) (8K pa (=2 + 9p3) + 84ik” p5 B —
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&3 _no, (.u02)(_3/2)

i A2 RIRG(—48K* + (2kpy — iBa) (8K pa(—2+9p3)+

(-3/2), o
41k p3Bs — 30kpa B2 + 3ip3)) + ") T 2 5 2

8
(—4k2 +3(2kps — iB2)* (2kpa +iBa).

Burada IR IR
Y =2l Tt 12,34
o ak + 8 80) a )&~
dir.
(3.83)-(3.84) denklemlerindeki 6zel ¢oziimlerin katsayilar1 .#; ve ¢; (j = 1,..,8) nin
acik ifadeleri asagidaki gibidir:

D> — 2ikp1 Dy
<gzz - lii)
4Clkp1
P _@5 + 2ikp1 94
p Ack2pt
<gZ4 R 1?5 9
dcikpy
Fs=— Z
c%(ﬁl — M)(—2ikpy + By — A1)’
Fo=— 7
A(Br — M) (ikpr + B — A1)’
F = 7
c1(8k2pt +6ikp1 (B1 — A1) — (B1 —A1)?)’
Ty = 7

G (8K2pT = 6ikp1 (Br =) — (Bi = 1))
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Zikpz(ga]
& —

4c%k2p%
" i& ’
4
9 = 4c%kp22ikp§£ |
&s +2k2p2
4Pt ’
G5 = i&s 7 B
5 B>
_ 2kp2 kp2 +
= 4cs s :
- . pr— )2)’
= - c%(ﬁ i .
Gs 22)( o >
e _
: . ikpa(B2
X 2p3 + 6ikp -
p;
h= sk
%

_12)2)
A2) (B2
6ikp2([)’2 —

zp% il

B c3(8k
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(3.88) denklemindeki F' vektoriiniin bilesenleri agagidaki gibidir:

Fy =(" 3 =Ptipg (Ry?(2kpy +i(Br — M) (4kpy +i(Br — A1)
(2P R, (4kpy — iy +iA1) (2kpy — 3iBy +2iA;)
(48Kk* (1+ pi)* — 48ik™ (p1 + pi) Br — 12ikp1 B — 3By +2(24ik> (p1 + p})+
4k (143p) By + 6ikp B +3B3) M)+
Ry (6ikpy +3B1 — 221) (By — A1) (—48k* + (2kpy — iBy)
(— 16k py 4723 p} — 84ik? p7 By — 30kp1 B + 3if +2
(—4ik? +3i(2kp1 — iB1)*) A1)+ PR3 (2kpy —i(B — A1)
(4kp1 —i(B1 — M) (Ry (4kp1 +i(B1 — A1)
(2kpy + 3iBy — 2iA; ) (48Kk* (1 + p})*+
48ik’ (p1 + p3) B + 12ikp1 B — 3B1 +2(—24ik° (p1 + pi) +
412 (1+ 3p7)B1 — 6ikp1 Bf + 3B ) A1)+ " Ry (—6ikppy + 3B1 — 2A1)
(B1 — A1) (—48k* + (2kpy +iB1) (—16k> py +72k> p3 + 84ik> p? By —
30kp BE — 3iB7 42
(4ik> — 3i(2kpy +if1)*) 1)) +2e** P R\ Ry (16k% p? 4 (B1 — A1)?)
(e**P (Ry (2kpy —i(By — A1) (2kp1 + 3By — 2iA;)
(48K* + 48K p} — 3B} +48ik’ p} (B1 — A1) — 4ikp1 (4 = 37) (B1 — A1)+
8K AL + 6B A1 + 8K>p3 (—4k> +3B14))+
Ry (2kp1 +i(B1 — A1) (2kpy — 3iBy + 2iA, ) (48k* + 48Kk* pT — 387 —
48ik>pi (B — Ar) +4ikp1 (4k* —3B7) (B1 — A1) +8K*Br As+
657 A1 + 8K pi(—4k> +3B1A1)))))
(32¢1(B1 — A1) (—2ikpy + B1 — A1) (2ikpy + 1 — A1)

(—4ikpi + Br — A1) (4ikpy + By — M) po, / P o, ),
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F,=

116 ((R3no, (Ro(—4ikpy — Bi + A1)
(48K*(1+ p7)> — 48ik> (p1 + p7) B1 — 12ikp1 B — 3B} +2

(24ik (p1 + pi) + 4K (1+3p7) B1 + 6ikp1 BT +3B7 ) 1)+

Ry (Br — M) (—48k* + (2kpy — iy ) (— 16K py + 726> p3—

84ik” pi 1 — 30kp1 B} + 3iB; +2(—4ik” + 3i(2kp1 — iB1)*)A1))))

(3(Br — M) ikpy + By — Aa) (4ikp1 + B — M) %)+

(Rino, (R (4ikpy — Br + A1) (48k* (1 + p1)* +48ik> (p1 + pi ) B + 12ikp1 B —
3BY +2(—24ik° (p1 + pi) +4K* (14 3p7) B1 — 6ikp1 B +3B7) M)+

Ro(By — M) (—48k* + (2kpy + B ) (— 16k py + 72k p3+

84ik” piB1 — 30kp1 B —3iB} +2(4ik” — 3i(2kp1 +iB1)*)M))))

(1 (B — Aa)(=2ikp1 + B1 — M) (—4ikp1 + By = M)y )+

(2R1Ryng, (Ry(—2ikpy — Bi + A1) (48k* + 48k* pt — 3B+

48ik’ pi (B1 — M) —4ikp1 (4K = 3B7) (B1 — A1) + 8K BiAs + 687 4+

8k pt(—4k> 4 3B1A1))+R; (2ikpy — Bi + Ay ) (48k* + 48k* pT — 3B} —
48ik° i (B1 — M) +4ikp1 (4K% = 3B7) (B1 — 11) + 8K BiAs + 687 41+
8% p? (—4k> +3B1 1)) (¢ (4k>pi+

(Bi— A2 (B — Ay )+

(n0, (R(2kpa +i(Bs — A2)) (4kpa + i(Br — A2) ) (Ra(—4ikpy — Br + A2)
(48Kk* (14 p3)* — 48ik> (p2 + p3)Bo — 12ikpa B3 — 3B5 +2(24ik’ (p2 + p3)+
4k (143p3) By + 6ikpa B3 +3B3 ) A2) +

R3(Ba — Ap) (—48k* + (2kpy — i) (— 16Kk py + 72k p3—

84ik*p3 B — 30kpa B3 + 3if5 4 2(—4ik> 4 3i(2kps — if2)?) A2))) +

R3(2kpy —i(B2 — A2)) (4kpa — i(B2 — A2))

(R3(4ikps — B2+ A2) (48K* (1 4 p3)* +48ik* (p2 + p3) B + 12ikp2 B3 —

3B5 +2(—24ik> (p2 + p3) +4k* (1+3p3) B2 — 6ikpa 5 +3B5) A2)+

R4 (B — A2) (—48k* + (2kpas +iB) (— 16> pa + 72k3 p3+

84ik*p3 By — 30kpa B3 — 3iB5 + 2(4ik* — 3i(2kps +iB2)*) A42)))+
2R3R4(16k” 5 + (B2 — A2)%) (Ra(2ikpa + B2 — A2) (48K* +48K* p3 — 3B, +
48ik’ p3 (Br — An) — 4ikpa (4K* —3B3) (B2 — A )+

8K2Bady + 6B5 A + 8Kk2 p3(—4k> + 3B An) )+
R3(—=2ikpy + Bo — A2) (48k* + 48Kk* pi—

3By — 48ik’ p3 (Br — M) + 4ikpa (4> — 33 (B2 — A2) +
8k*BoAs + 63 A + 8k p3 (—4k* +3,12)))))

(B(4R2PE+ (B — 22)) (16K 3 + (B2 — A2)2) (B2 — A2) ity ).
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F

= (R, (R (By — ) (96 p + 144K° By — 144K pify +

16k>B; + 3B —16ip3 (4k> — 3k BZ) — 8k>(12k% + BL) Ay —

8pr(16k* By 4 3K2 B3 — 4k* A1) +2ip1 (144K° + 40k BE + 9k B} — 16K Bi A1)+
Ry (4kpy —i(By — A1) (96K° py — 48ik* pt By + 48K° p (4K% + BY) —

iB1 (144k* + 16K B2 + 3B+

8ik>(12k> + B, —

24ik> p? (8K By + B — 4k> A1 )+2p1 (48K — 8K BE + 3kBt + 16K BiA1))))
(c1(B1 — M) (2ikp1 + B1 — 1))+

(2R Raong, (R, (2kpy +i(B1 — A1)) (96K’ py — 48ik* pi By +

p3(—64k> + 48Kk BE)—

iB1 (144k* + 16K* B2 + 37 + 8ik> (12k* + BE) A+

8ip? (8k* By — 3k> B — 4k* A1) +2kpy (3(4K% + BE)? — 16k>Bi A1)+
Ro(2kpy — i(B1 — M) (96K p5 + 48ik” pt By + p (—64k> + 48K B2)—

8ipT(8k* By — 3k> B — 4k* A1) +2kpy (3(4K> + B2)? — 16k*Bi Ay )+

(144Kk* By 4 16k B3 + 387 — 8k>(12k2 + BH)A1))))

(i (4K pT + (Br — 41)*) (B1 — A1) — (Rino, (—Ra(B1 — A1)

(96ik° p3 + 144k* By — 144k* ptB) + 16k B} + 387 +

16ip3 (4k> — 3k> B7) — 8K> (12> + B) A1 —8p7 (16k* By + 3k> B} — 4k* A1) —

2ip) (1441 4+ 40k> B +9kB;t — 16k3 B A1 ))+Ry (4kpy +i(Br — A1)

(96k° p3 + 48ik* p By + 48K> p3 (4k> + BP)+24ik> pt (8k> By + Bi — 4k> A1)+
2p1(48k° — 8Kk BE + 3kBi + 16K° By Ay ) +(144k* By + 16k B3 + 387 —
8k*(126% + B )M))))

(c1(Br — M) (—2ikpy + 1 — Ay ) (—4ikpy + B — A1) —

(n0, (R (2kpa +i(B2 — A2)) (4kp2 +i(B2 — 1)) (—R3 (B2 — A2)

(—96ik’ p3 + 144k* B, — 144k* pA B, + 16K°B5 + 35 —

16ip3 (4k° — 3k> B3) — 8K>(12k% + B3 ) Ar—8p5 (16k* By + 3k*B5 — 4k*Ay)+

2ip, (144k° 4 40k B3 + 9k By — 16k Ban))+

Ry (4kpy —i(Br — A2)) (96k° p5 — 48ik* p3 B + 48K> p3 (4k* + BF) —

iBy(144k* 4 16k> B3 + 3By ) + 8ik> (12k* + B ) Ay —24ik> p3 (8k* B + B5 — 4k>Ay)+
2p2 (48K — 8Kk B3 + 3kPB5 + 16k B2A2))) +2R3R4 (16K p5 + (B — A2))
(R3(2kpas +i(Br — 12)) (96K° p3 — 48ik* p3 Bo + p3 (—64k> + 48K>B7) —

iBy(144k* 4 16k> B3 + 3By ) + 8ik> (12k* + B3 ) A +8ip3 (8k* By — 3k*B5 — 4k*Ay) +
2kp>(3(4K + B3)* — 16k* Bo2s) )+ R4 (2kpy —i(Br — 22))

(96K° p3 + 48ik* p3 o + p3(—64k> + 48k> B3 ) —8ip3 (8k* o — 3K2 B5 — 4k*Ap )+
2kpa(3(4k% + BF)? — 16k> Body)+(144Kk* By + 16k B3 +3B5 — 8k>(12k* + BF)A2)))+

63



F, =

R3(2kpy — i( By — A2)) (4kpa — (B2 — 42)) (—Ra (B2 — A2)

(96ik> p3 + 144k By — 144Kk* p3 B, + 16k B5 + 385+

16ip3 (4k° — 3k> B3) — 8k>(12k* + B3 Ay —

8p3(16k* By + 3k> B — 4k*Ay) —2ipy (144K° + 40k> B3 + 9k By — 16k Bz )+
R3(4kpa +i(By — 22)) (96K’ p3 + 48ik™ pt By + 48K3 p3 (4k% + B3+

24ik? p3(8K* B + B3 — 4k>Ay)+2po (48K — 8Kk BF + 3k By + 16k° BaAs )+

i(1441° By + 16K° B3 +3B5 — 8K (12K + B3) A2))) )4/ Ko, )
(c3(4k2p3 + (B2 — 12)*) (16K% p5 + (B — 22)*) (B2 — A2)\/ Mo,)),

e 3kpahahaay (kP RE (2kps +i(By — Ma)) (4kpa + (B — A2))
(Ry(4kps — iBa+ id2) (2kpy — 3iBa + 2iA,)
(48k*(14 p3)? — 48ik> (py + p3) Br — 12ikpaB5 — 3B5 +

2(24ik* (pa + p3) +4K> (1 43p3) B2 + 6ikpa 5 +3B5 ) o)+
> PRy (6ikpy + 3B — 2242) (Ba — A2)
(—48k* + (2kpy — iBo) (— 16> py 4+ 72k% p3 — 84ik? p3 B2 — 30kpa B3 + 3iB5 +
2(—4ik® + 3i(2kpa — iB2)*)A2))) +R3> (2kpa — i(Br — X)) (4kp2 — i(B2 — 22))
(e kP22 Ra (4K py 4 i( By — A2)) (2kpa + 3iBa — 2iAy ) (48k* (1 + p3)*+
48ik> (p2+ p3) B2 + 12ikpa 5 — 35+
2(—24ik> (p2 + p3) +4k> (14 3p3) B2 — 6ikpa B3 + 33 ) A2)+
R3(—6ikpa+3B2 —222) (B — M) (—48k* + (2kp2 +ifB2)
(—16k>py + 7213 p3 + 84ik> p3 B, — 30kp B3 — 3iB5+
2(4ik> — 3i(2kpy +i2)?) A2)) ) +2e2 %P2 Ry R4 (16K% p3 + (Br — A2)?)
(R4(2kps —i(Br — A2)) (2kpa + 3iBs — 2i)
(48k* 4 48Kk* p3 — 3B5 +48ik> p3(By — Ay)—
4ikpa (4% —3B3) (Ba — A2) + 8k*Boda + 685 Ao +8Kk p3(—4k* +3BaAr) )+
kP2 R (2kpy 4+ i( By — A2)) (2kpa — 3iB + 2iAy)
(48Kk* 4 48Kk* p5 — 3By — 48ik>p3(Ba — A2+
4ikpy (4k* —3B3) (B — A2) + 8k* Bada + 65 Ao +8k> p3 (—4k* + 3B A2)
(3263 (B2 — A2) (—2ikpa + o — Aa) (2ikpa + Ba — A2) (—4ikpa + 2 — A2)
(4ikpa + Ba — M) (e P22y, )32
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