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GARDNER TiPi DENKLEMLER ICiN WHITHAM MODULASYON
TEORISi

OZET

Nonlineer dispersif dalgalar iizerine yapilan ¢alismalar incelendiginde akiskanlarda
undular bore (salinimli gelgit dalgasi) olarak adlandirilan dispersif sok dalgalar1 dikkat
¢cekmektedir. Dispersif sok dalgalari, teorideki kisaltmayla DSW’lar, okyanuslardan
atmosfere, optik fiberlere kadar bircok uygulamada gorilur. Bu dalgalari incelemek
icin dalga teorisindeki en Onemli aragtirmalardan biri olarak goriilen Whitham
Modiilasyon Teorisi (WMT) gelistirilmistir. Bu teori ile dalga trenlerinin yavas
modiilasyonunun analizi yapilabilmektedir. WMT, ilk olarak su dalgalar1 teorisinde en
¢ok kullanilan denklemlerden biri olan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi igin
uygulanmistir. KdV denkleminin genis bir uygulama alani oldugu bilinmektedir. Bu
denklem, s1g su ylizeylerindeki dalgalarin matematiksel bir modelidir. Bu nedenle,
1965 yilinda KdV denklemi i¢in yapilan ¢aligmalar sonraki yillarda DSW’larin
incelendigi bir¢ok ¢aligsma i¢in drnek olmustur.

Modulasyon teorisi, genlik, frekans ve dalga sayisi kavramlarinin zamandaki yavas
degisimini icermektedir. Bu teori ile yavas degiskenler i¢in kismi diferansiyel
denklemler elde edilir. “Whitham modiilasyon denklemleri” veya “Whitham sistemi”
olarak adlandirilan bu denklemler, olduk¢a zengin bir matematiksel yapiya sahiptir ve
ayni zamanda dispersif sok dalgalarinin tanimlanmasi i¢in giiclii bir analitik aractir.
Elde edilen hiperbolik modilasyon denklemleri, stabil dalga trenlerine ve eliptik
modiilasyon denklemleri ise stabil olmayan dalga trenlerine karsilik gelir. Eliptik
modiilasyon denklemleri elde edildiginde, dalga treninin uzun siireli degisimini
incelemek icin yiiksek mertebe nonlineerlik ve dispersiyon gerektigi bilinmektedir.
Modulasyon denklemleri elde edildikten sonra bu denklemler icin Riemann
degiskenleri olarak adlandirilan parametrelerin tanimlanmasiyla Whitham sistemi
daha basit yapiya indirgenmektedir.

Orijinal WMT’de modiilasyon denklemleri, korunum yasalarinin ortalamasi alinarak
bulunur. Ancak bizim tez ¢alismamizda kullanacagimiz Gardner-tipi denklemlerin
korunum yasalar1 bilinmediginden, korunum yasalar1 yerine kullanilacak kosullarin
asimptotik analiz yontemi olan ¢oklu Olcekler metodunun uygulanmasiyla elde
edilmesi planlanmaktadir. Bu metod, ilerleyen dalga ¢oziimii olan herhangi bir
nonlineer dalga denklemine uygulanabilir. Modilasyon denklemlerinin sayisal
cozlmleri ise Lax-Wendroff metodunun nonlineer filtreyle iki asamali bir bigimi
secilerek elde edilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak, (2+1) boyutlu Gardner-KP denklemi igin bir benzerlik
doniistimii uygulanmasiyla (1+1) boyutlu silindirik Gardner (¢G) denklemi elde
edilmistir. Elde edilen bu denklem igin dispersif sok dalgasi ¢ozliimiinii betimleyen
Whitham sistemi, tanimlanan uygun Riemann degiskenleri cinsinden tiiretilmistir. cG
denkleminin Whitham sisteminin sayisal ¢oziimleriyle elde edilen DSW ¢oziimi
(asimptotik ¢6zlim) ve cG denkleminin dogrudan sayisal ¢oziimii karsilastirilarak
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aralarinda uyumlu sonugclar olustugu gozlemlenmistir. Bu ¢alismada incelenen ikinci
problemde, (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi igin benzer analiz yapilarak uygun
baslangi¢ kosulu ile bu denklem (1+1) boyutlu kiiresel Gardner (sG) denklemine
indirgenmistir. Indirgenen denklem icin WMT uygulanarak modiilasyon denklemleri
elde edilmistir. Whitham sisteminin sayisal ¢dzlimlerinin bulunmasi sonucunda
asimptotik ¢oziimle sG denkleminin sayisal simiilasyonlar1 karsilastirilarak aralarinda
tutarlilik oldugu gozlemlenmistir. Boylece, uygun kosullar altinda yiiksek boyutlu
denklemler i¢cin de DSW analizinin bagarili sonuglar verdigi gérilmiistiir.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde, ¢aligilan
problemlerin kapsamindan bahsedilmis olup ayrica tez konusuyla ilgili literatiir
Ozetine yer verilmistir.

Ikinci bolimde, ilk olarak Whitham’in yaptig1 ¢alismalar 6zetlenerek orijinal
Whitham modiilasyon teorisi incelenmistir. Bdylece, teorinin ¢ikis noktasi olarak
korunum yasalariin kullanilmasina dayanan metod, KdV denklemi i¢in agikca
gosterilmigtir. Tez icerisinde tiiretilen denklemlerin yapist Gardner denklemiyle
benzerlik tagidigindan ikinci boliimiin devaminda,

U + 66U, + 6aU Uy + Uyyy = 0 (1)

ile gosterilen Gardner denklemi tanitilarak uygulama alanlarindan bahsedilmistir.
Daha sonra, Gardner denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimi, Jacobi eliptik fonksiyonlar
cinsinden bulunmustur. Bu ¢6ziim, ¢oklu 6l¢ekler metodu ile mertebe problemleri elde
edilip modiilasyon denklemlerinin yazilmasinda kullanilacagi i¢in 6nemlidir. Son
olarak, Gardner denkleminin xy-diizlemine genisletilmesiyle elde edilen (2+1)
boyutlu Gardner-KP denklemi verilerek bu denkleme bir benzerlik doniisiimii
uygulanmistir. Bunun sonucunda, (1+1) boyutlu cG denklemi elde edilmistir. Bu
denklem icin WMT uygulanmis ve dispersif sok dalgasi ¢oziimiinii elde etmek icin
basamak formunda bir baslangi¢ kosulu alinmistir. Boylece, cG denkleminde DSW
yayilimint modelleyen modiilasyon denklemleri Riemann degiskenleri cinsinden
bulunmustur.

Uciincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, Gardner ve cG
denklemlerinin sayisal ¢oziimlerine yer verilmektedir. Bu denklemlerin modelledigi
dalgalarin yapisi, baglangi¢ adim parametreleri olarak adlandirilan f~, f* degerlerine
bagl olarak degismektedir. Bu parametrelerin farkli degerleri icin grafikler elde
edilerek ¢G denkleminin ¢oziimlerinin davranisi incelenmistir. Ikinci kisimda ise,
Whitham modiilasyon teorisi araciligiyla elde edilen modilasyon denklemlerinin
sayisal ¢oziimleri ile Gardner ve cG denklemlerinin dogrudan sayisal simiilasyonlari,
kullanilan yontemin uygunlugunun kontrol edilmesi i¢in karsilastirilmistir. Farkli ¢
zaman degerlerindeki sayisal ¢ozlimler grafiklerle gosterilmistir. Bunun sonucunda,
WMT ile elde edilen asimptotik ¢éziimler ve denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleri
icin uyumlu sonugclar elde edildigi goriilmektedir.

Dordinct bolumde, (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi verilerek bu denklem igin
yapilan indirgeme sonucunda (1+1) boyutlu kiresel Gardner (sG) denklemi elde
edilmistir. WMT araciliiyla bulunan modiilasyon denklemleri, sG denkleminin DSW
¢oziimlerinde kullanilmaktadir. Onceki boliimdeki gibi, sG denkleminin sayisal
cozlmleri elde edilerek asimptotik ¢6ziimle karsilastirma yapilmistir. Elde edilen
grafiklere gore, salinimlarin 6n kenar genligi ile dalga boyunun asimptotik yaklasimda
ve sayisal ¢oziimlerde uyumlu oldugu gozlemlenmistir. Boylece, modulasyon teorisi,
sG denklemindeki dispersif sok dalgalar1 i¢in de dogru ve uygun ¢o6ziimler elde
etmemizi saglamistir.
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Besinci boliimde, tez c¢alismasinda elde edilen sonuglar oOzetlenmistir. WMT
kullanilarak genlik, dalga sayisi, frekans gibi dalga parametrelerinin zamandaki yavas
degisimi analiz edilmektedir. Bunlarin degisimi, DSW yayilimini karakterize eden
denklem sisteminden olusan Whitham modiilasyon denklemleri tarafindan yonetilir.
Asil denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimlerinden elde edilemeyen DSW’larina ait
yayillma zarfi, yayilma hizi ve belirli bir andaki maksimum-minimum genlik
baydklikleri gibi bilgiler modilasyon denklemlerinin  ¢6zimlerinden elde
edilebilmektedir. Bu ¢alismada, WMT ile elde edilen modilasyon denklemlerinin
sayisal ¢oziimleri ile indirgenmis (1+1) boyutlu Gardner tipi denklemlerin sayisal
cOziimleri karsilastirilarak kullanilan yontemin dogrulugu kontrol edilmistir. Farkli
zaman degerleri i¢in elde edilen grafikler bu denklemlerin DSW yayilim davraniglarini
inceleme imkani tanimistir.

XixX






WHITHAM MODULATION THEORY FOR THE GARDNER TYPE
EQUATIONS

SUMMARY

Nonlinear waves are defined by partial differential equations that include the terms
dispersion, dissipation and nonlinearity. If dispersion and dissipation effects are
neglected, the signal of the wave initially transmitted breaks at a critical time value.
But physically, most models include weak dispersion and weak dissipation effects
since these terms cannot be generally neglected. However, in many mediums the
dissipation effects are very small and dispersion is more dominant. Thus, dissipation
effect is negligible. In this case, dispersive shock waves (DSWs) are formed. DSWs,
also termed undular bores in fluid mechanics, are slowly modulated, locally periodic
wavetrains that develop in weakly dispersive nonlinear media. DSWs are defined by
the equations obtained from Whitham Modulation Theory (WMT).

WMT was developed in 1965 for nonlinear dispersive waves and has been the subject
of many observations and experiments in fields such as water waves, atmosphere,
superfluids, cold plasmas and optics. This theory is used in analyzing the slow change
of concepts such as amplitude, wave number and frequency over time. The aim of this
thesis is to find the dispersive shock wave solutions of the Gardner-type equations by
applying WMT. These Gardner-type equations are obtained by reducing the (2+1) and
(3+1) dimensional Gardner-KP equations to (1+1) dimensional equations. With the
modulation theory, it is assumed that the propagation of the dispersive shock wave
occurs at different scales, called fast and slow scales, according to time and location.
The propagation of the wave train is on a fast scale but the change in physical quantities
such as amplitude, wavenumber, frequency occurs on a slow scale. Modulation
equations are obtained according to the change of these variables in time.

The (2+1) dimensional Gardner-KP equation has the form
(Ue + 6Uly £ 6UPUy + €2Uyyy )y + AUyy =0, (2)

where u = u(x, t) and 0 < € < 1. We are interested in a class of initial conditions
which is the two dimensional extension of the Riemann-type initial condition

u(n,0) = {;Z i 8: (3)

wheren = x + %qb(y, 0).Here f~, f* are called the initial step parameters, which will
be explained later. The special choice of a parabolic initial front

¢(y,0) = &y? @)
is assumed, where ¢ is a real constant. We use the following ansatz,
[J161A3)
u=flx+5=t) (5)
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for the solutions of the (2+1) dimensional Gardner-KP equation, where the front is
then described by x + ¢(y,t)/2 = constant. By using the ansatz (5), we obtain the
following system of equations:

e +5(4)> =0 (62)

2

ft+6ff,,—6f2fn+5¢yyf+ezfmm=O. (6b)
The equation (6a) is called a front shape (FS) equation and the equation (6b)
characterizes a dispersive shock wave propagation of the wave front. The solution of
the initial value problem for the FS equation (6a) and (4) is obtained as

d(y,t) = 2L )

14+2¢At

Then, we substitute the solution (7) into the equation (6b) and obtain the cylindrical
Gardner (cG) equation:

2 Ac 2 _

fet6ffy = 6ffy+ o f + € fym = 0. (8)

We define t, = = and then the term '161 is written as ——. Also, we consider the
Aé 1+2¢At (2t+tg)

case 4 = 1.

Our aim is to apply the Whitham modulation theory to the equation (8). By applying
the theory, we obtain a system of quasilinear modulation equations describing slow
evolution of parameters in the periodic solution of a dispersive nonlinear partial
differential equation. We solve the resulting Whitham modulation equations
numerically and compare these results with direct numerical solutions of the cG
equation. A good agreement is found between these numerics except the negligible
phase and a small discontinuity in front of the DSW. The discontinuity can be analysed
by considering higher order terms; but this is outside the scope of this study.

In the second problem examined in this study, similar analysis was performed for the
(3+1) dimensional Gardner-KP equation

(ue + 6uly, — 6uty + €2Uyyy )y + A(Uyy +uy,) =0 9
and this equation reduced to the (1+1) dimensional spherical Gardner (sG) equation
fot 6ffy = 612y + —2 f + &% fyyy = 0. (10)

We use the ansatz
u=flo+ 2220 (12)

for the solutions of the (3+1) dimensional Gardner-KP equation along the paraboloid
front. Modulation equations are obtained by applying WMT for the reduced equation.
The consistency between the asymptotic solution formed as a result of the numerical
solutions of the Whitham system and the numerical simulations of the sG equation
enabled the accuracy of the method used to be checked. Thus, it has been seen that
DSW analysis gives successful results for high dimensional equations under suitable
conditions.

This thesis consists of five chapters. In the first part of the thesis, the scope of the
studied problems is mentioned and also a summary of the literature related to the thesis
subject is included.
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In the second chapter, firstly, Whitham's work has been summarized and the original
Whitham Modulation Theory has been examined. Thus, the method based on the use
of the conservation laws as the starting point of the theory is clearly demonstrated for
the KdV equation. Later, the traveling wave solution of Gardner equation is found in
terms of the Jacobi elliptic functions. This solution is important as it will be used to
obtain order problems with the multiple scale method and to write the modulation
equations. Since the structure of the equations derived in the thesis is similar to the
Gardner equation, in the continuation of the second chapter, the Gardner equation is
introduced and its application areas are mentioned. Finally, the (2+1) dimensional
Gardner-KP equation obtained by extending the Gardner equation to the xy- plane is
given and a similarity reduction is applied to this equation. As a result, the cylindrical
Gardner (cG) equation, which is a (1+1) dimensional equation, has been obtained.
WMT is applied for this equation and an initial condition in a step form is taken to
obtain the dispersive shock wave solution of this equation. Thus, the modulation
equations modeling the DSW propagation in the cG equation are found in terms of the
Riemann variables.

The third chapter consists of two parts. In the first part, the direct numerical solutions
of Gardner and cG equations are given. Figures are used to compare numerical
solutions of two equations. In the second part, numerical solutions of the modulation
equations obtained from Whitham modulation theory and direct numerical simulations
of Gardner and cG equations are compared to check the suitability of the method used.
Numerical solutions at different time values are shown graphically. As a result, it is
seen that compatible results are obtained for direct numerical solutions of the equations
and asymptotic solutions obtained with WMT.

In the fourth chapter, the (3+1) dimensional Gardner-KP equation is given and as a
result of the reduction made for this equation, the (1+1) dimensional sG equation is
obtained. The modulation equations found from WMT are used in the DSW solutions
of the sG equation. As in the previous chapter, numerical solutions of the sG equation
are obtained and comparison with the asymptotic solution is made. According to the
figures obtained, it has been observed that the leading edge amplitude of the
oscillations are compatible with the asymptotic approach and numerical solution.
Thus, WMT enabled us to obtain accurate and suitable solutions for dispersive shock
waves in the sG equation.

In the fifth chapter, the results obtained in this study are summarized. The formation
of the DSW depends on the selection of the initial step parameters f~, f*. We require
that f* < f~ < 1/2 in order to formation of the DSW solution in the Gardner type
equations. The difference between the simulations is that the amplitude decreases over
time for the cylindrical Gardner and spherical Gardner equations in the trailing and
leading edges. DSW solution of the Gardner equation is also considered in this study.
Since the Gardner equation does not contain a time-dependent term, the amplitude
value remains constant according to the initial step parameters. In order to observe the
DSW propagation behavior of the Gardner type equations obtained in this study, more
detailed results can be seen by examining the graphics and animation videos.
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1. GIRIS

Bu boliimde, tez calismasinda yer verilecek temel kavramlarin ve tez konusuyla
ilgili olarak literatiirde yapilan calismalarin agiklanmasi amaglanmistir.  Ayrica,
tez ¢aligmasinda incelenecek problemler tamitilarak bu problemlerin ¢oziimleri i¢in
izlenecek yol 6zetlenecektir.

Whitham Modiilasyon Teorisi (WMT), nonlineer dispersif dalgalar i¢in 1965 yilinda
geligtirilerek giiniimiize kadar su dalgalari, atmosfer olaylari, siiper akigkanlar, soguk
plazmalar ve optik gibi alanlarda yapilan bir¢ok gozlem ve deneyin konusu olmustur.
Bu teori; genlik, dalga sayis1 ve faz hiz1 gibi kavramlarin zamandaki yavas degisiminin
analiz edilmesinde kullanilmaktadir. Tez calismasinin amaci, literatiirdeki uygulama
alanlarinda 6neme sahip olan (2+1) ve (3+1) boyutlu Gardner-KP denkleminin
(1+1) boyutlu denklemlere indirgenmesiyle elde edilen Gardner tipi denklemler icin
dispersif sok dalgasi ¢coziimlerinin modiilasyon teorisi kullanilarak elde edilmesidir.
Modiilasyon teorisi ile dispersif sok dalgasi yayiliminin, zamana ve konuma gore
hizl1 ve yavas ol¢cek olarak adlandirilan farkli 6lgceklerde gerceklestigi kabul edilir.
Dalga treninin yayilimi hizli Olcekte; genlik, dalga sayisi, faz hizi gibi fiziksel
biiytikliiklerdeki degisim ise yavas dlcekte gerceklesir.

Tarihsel olarak, nonlineer dispersif dalgalarin incelenmesi, 1847 yilinda Stokes’un su
dalgalar1 iizerine yaptig1 oncii ¢alismalarla baglamistir. Stokes, nonlineer dispersif
dalga sistemlerindeki periyodik dalga trenlerinin varligim ilk kez kamtlamistir. [1].
Bu calismada, Stokes tarafindan bir pertiirbasyon teknigi ile ardisik yaklagimlar
kullanilarak derin sudaki periyodik diizlem dalgalar icin nonlineer ¢oziim elde
edilmistir.  Diizlem dalgalarinin bu teknige dayanan nonlineer coziimleri Stokes
genislemesi olarak bilinir. Bu calisma ile birlikte Stokes’un sonuclari, Ozellikle
nonlineer su dalgalar1 alaninda ve genel olarak nonlineer dispersif dalga fenomeni
tizerinde giiclii bir etki saglamistir. Stokes’un su dalgalari iizerine derin arastirmalari,
modern nonlineer dispersif dalgalar teorisinin baglangic noktasi olarak diisiintilebilir.
Ciinkii, nonlineer dispersif dalgalar teorisindeki temel kavramlarin ve sonuglarin ¢ogu,

su dalgalarinin arastirilmasiyla ortaya ¢ikmagtr.
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Dispersif dalgalar, faz hizinin dalga sayisina bagh oldugu dalgalar olarak ifade
edilmektedir. Buna gore, farkli dalga sayilarina karsilik gelen dalga modlar1 farkli
hizlarda yayilir. Bdylece, nonlineerlik etkisi dalga cephesinin diklesmesine yol
acarken dispersif etkiler dalga treni olarak salimmlarin yayilimina yol agar. Diger
taraftan, dispersif sistemlerde, dispersiyon bagintisindan karmagik (kompleks) agisal
frekans, @ = w(k), elde edilmesi durumunda sadece faz hizi dalga sayisina bagl
olmayacak dalganin genligi de zamanla degisecektir. Buna gore, agisal frekansin
kompleks olmasi durumunuda, 3(w) > O ise bir sonme olacaktir. Bu durum
dissipasyon olarak adlandirilmaktadir. Boylece, dissipasyon etkisi dalganin ¢ — oo iken
sOniimiine yol acar. Bu durumda dalga yayilimi ger¢eklesmez ve dalga modlarinda
bozulma meydana gelir. Aksi durumda, yani S(®) < 0 olmas: durumunda dalga
genligi zaman ilerledikce biiyiiyecektir, bu durumda ¢6ziim stabil olmayacaktir.
Nonlineer dalgalar, dispersiyon, dissipasyon ve nonlineerlik terimlerini iceren kismi
diferansiyel denklemlerle tanimlanir. Eger, dispersiyon ve dissipasyon etkileri ihmal
edilirse, baslangicta iletilen dalga sinyali kritik bir zaman degerinde kirilmaya ugrar.
Fakat fiziksel olarak genellikle bu terimler ihmal edilemediginden, ¢ogu model zayif
dispersiyon ve zayif dissipasyon etkilerini icerir. Bununla birlikte, bir¢cok ortamda
dissipasyon etkileri cok kii¢iik oldugundan dispersiyon daha baskindir ve dissipasyon
etkisi ihmal edilebilir. Bu durumda, dispersif sok dalgalar: (dispersive shock wave:
DSW) olusur (Sekil 1.1). Eger, dissipasyon dispersiyona gore baskin olursa viskoz
sok dalgasi (viscous shock wave: VSW) olusur. VSW, genellikle akigkanlarda ve
sikistirilabilir gazlarda goriiliir.

Dispersif sok dalgasi teriminin yerine akiskanlarda undular bore (salimmli gelgit

dalgas1) terimi de kullanilmaktadir.

Sekil 1.1°de goriilen f~ ve f+ parametreleri, DSW olusumu i¢in belirlenen baglangig
adim parametreleridir. Bunlar, daha acgik olarak sonraki bdliimde ifade edilecektir.
DSW’lar, salinimlarla birlikte genisleyen bir cepheye sahiptir.  Bu salimmlar,
uzay-zaman diizleminde karakteristik bir fan icinde yayilir ve bu fanin sinirlari,
DSW’nun 6n kenar (leading edge) ve arka kenarini (trailing edge) temsil eder. Bu
iki kenar, farkli yayilma hizlarina sahiptir. Genellikle, 6n kenar biiyiikk genlikli
soliter dalgalardan olusurken, arka kenar kiiciik genlikli dalga olarak yayilan lineer

dalgalardan olusur.



trailing edge
kucuk genlikli dalga

i

leading edge
soliter dalga

Sekil 1.1 : Baglangic adim parametrelerinin degerine baglh olarak DSW genel yapisi.

1965 yilinda G. B. Whitham’in Korteweg-de Vries (KdV) denklemi tizerinde tanitarak
gelistirdigi modiilasyon teorisi ile dalga trenlerinin yavas modiilasyonunun analizi
yapilmustir [2, 3]. Bu teorinin pek cok uygulama alami vardir. Bunun diginda, bu
teori ile ters sagcilma doniisiimii (inverse scattering transform: IST) ve integrallenebilir
hidrodinamik sistemlerin genel teorisi arasinda onemli baglantilar oldugu yapilan
incelemelerden goriilmektedir [4—6]. Whitham modiilasyon teorisi kullanilarak elde
edilen denklemler araciligiryla DSW’lar tanimlanmaktadir. Burada, dalganin ii¢ temel
kavraminin 6nemi bulunmaktadir. Bunlar;

1) Genlik — dalganin yiiksekligi,

2) Frekans — birim zamandaki dalga sayisi,

3) Faz — dalga formu dongiisiindeki bir noktanin anlik pozisyonu

olarak siralanabilir. Bu kavramlar, nonlineer periyodik dalgalar1 tasvir etmelerinin
yanisira modiilasyon teorisinin de ¢ikis noktasini olusturmaktadir. Modiilasyon teorisi,

bu kavramlarin zamandaki degisimini icermektedir.

DSW’lar icin kapsamli deneysel gozlemlerin yardimiyla, bircok alanda Onemli
arastirmalar yapilmistir. Nonlineer optik alaninda fotoreaktif kristallerde [7, 8], optik

fiberlerde [9, 10] ve kolloid ortamlarda [11, 12] DSW’lar gézlemlenmistir. Ayrica
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atmosfer olaylar [13-15], i¢ gelgitteki DSW’lar [16] i¢in de 6nemli arastirmalar
yapilmistir. Ornegin; atmosferde gozlemlenen "morning glory" (Sekil 1.2(a)) ya da

1ngiltere’deki Severn Nehri’nde goriilen undular bore (Sekil 1.2(b)).

Sekil 1.2 : (a) Avustralya’da gozlemlenen atmosferik undular bore (Mick Petroff,
NASA, 2009) (b) Severn Nehri’nde goézlemlenen undular bore (Scott
Dickerson, 2013).

Whitham’in nonlineer dispersif dalgalar iizerine yaptig1 incelemeler [2,3], su dalgalari,
optik, plazmalar ve atmosferdeki cesitli fiziksel uygulamalarda kullanilmaktadir.
Whitham, yaptig1 calismalarda, genlik, dalga sayis1 ve ortalama yiikseklik gibi
parametrelerin uzaysal x ve zamansal ¢ Olceginde yavas de8ismesi fikrini analiz
etmistir. Bu degisimlerin, dalga treninin fazinin degisiminden ¢ok daha kiiciik
oldugunu varsaymistir [2]. Boylece onun varsayimina gore, faz bir “hizli” degiskendir
ve genlik, dalga sayisi, ortalama yiikseklik gibi degiskenler de “yavas” degiskenlerdir.
Bu kabuller altinda, yavas degiskenler icin kismi diferansiyel denklemler elde
edilmeye calisilir.  Whitham modiilasyon denklemleri veya Whitham sistemi olarak
adlandirilan bu denklemler, oldukca zengin bir matematiksel yapiya sahiptir ve ayni
zamanda cesitli fiziksel olgularda nonlineer dalgalarin tanimlanmasi icin giiglii bir

analitik aractir.

Whitham’in gelistirdigi teoriye gore modiilasyon denklemleri ile dalga treninin
stabilitesi arasinda baglanti vardir. Buna gore, hiperbolik modiilasyon denklemleri,
stabil dalga trenlerine ve eliptik modiilasyon denklemleri ise stabil olmayan dalga

trenlerine karsilik gelir. Hiperbolik modiilasyon denklemlerine sahip olan bir denklem



olarak

u[+6uux+uxxx:() (1.1)

ile verilen KdV denklemi ornek gosterilebilir. Nonlineer Schrodinger denklemi (NLS)

ise eliptik modiilasyon denklemlerine sahip bir denklemdir.

1
iu;+§uxx—l—\u|2u:0 (1.2)

ile gosterilen NLS denklemi, odaklanma (focusing) tipi bir denklemdir. Bu denklemin,
su dalgas1 kararlilik teorisinde [17] ve nonlineer optikte [18] 6nemi bulunmaktadir.
Modiilasyon denklemlerinin yapisindan dolayr NLS’nin basit bir dalga ¢6ziimii mevcut
degildir ve dalga trenleri modiilasyon agisindan kararsizlik gostermektedir [19].
Bununla birlikte, (1.2) denkleminin kararsizlik olusmadan énce DSW tipi bir ¢oziimii
vardir. Bunun nedeni, NLS denkleminin modiilasyon denklemlerinin soliton ve
lineer dalga limitlerinde hiperbolik olmasidir [20]. Bdylece, 6n kenarda soliton ve
arka kenarda lineer dalgalar olmak tizere Sekil 1.1°deki yapiya benzer bir ¢oziim
olusturulabilir [20].

Dispersif sok dalgalari, zayif dispersiyon ve zayif nonlineerligin hakim oldugu
durumlarda meydana gelen fiziksel olarak 6nemli bir olaydir. DSW’lar iizerine
incelemeler, bu dalgalarin daha c¢ok carpismasiz sok (collisionless shock) olarak
bilindigi 1960 ve 1970’lerdeki calismalarla baglamistir. Sagdeev ve ¢alisma grubu, ilk
olarak carpigsmasiz sokun titresimli yapisini incelemislerdir [21]. Zayif dispersif etki
gosteren ve kuadratik nonlineer sistemlerin bir modelini tanimlayan KdV denkleminin
gelismelerde 6nemli bir rolii olmustur. Bu denklemin periyodik dalga treni ¢6ziimii,
Jacobi eliptik kosiniis fonksiyonu "cn" ile knoidal dalga ¢6ziimii biciminde verilmistir.
Bu ¢6ziimden anlasilacagi gibi modiilasyon denklemlerini elde etmek icin, eliptik
fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini kullanmak gerekir. Ozellikle KdV denklemi i¢in 1965
yilinda Whitham’in ¢alismasi, nonlineer dalga problemlerinde modiilasyon teorisinin
biiytik faydasin1 gostermis ve bundan sonra bircok farkli ¢alisma ortaya ¢ikmustir.
Bu caligmalardan biri, Gurevich ve Pitaevskii tarafindan Whitham modiilasyon
teorisi yardimiyla KdV denklemi i¢in Riemann probleminin ¢oziilmesidir [22]. Bu
calisma, DSW’larin acik olarak elde edildigi ilk calismadir. Bu sonuglar 1s1ginda
integrallenebilir bagka denklemler icin de teori uygulanmaya baglamigtir. 1976 yilinda
Driscoll ve O’Neil, integrallenebilir modifiye KdV (mKdV) denklemini inceleyerek

modiilasyon denklemlerini elde etmis ve dispersif sok dalgalarimi gelistirmislerdir
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[23]. Bu denklemin KdV denkleminden farki, kiibik nonlineerlik i¢cermesidir. Daha
sonra, KdV’nin dispersiyon etkisinin ¢ok kiiciik oldugu durum IST aracilifiyla
formiile edilmistir [24-26]. 1980 yilinda Flaschka, Forest ve McLaughlin tarafindan
KdV denklemi i¢cin Whitham teorisinin ¢oklu faz genislemesi (multiphase extension)
gelistirilmigtir [27]. Ayrica, modiilasyon yaklasimi kisa siirede odakdisi (defocusing)
NLS denklemine genisletilerek [28,29], sonraki yillarda bircok denklem i¢in benzer
calismalar yapilmasgtir.

[30]’da Matsuno, tek boyutlu Benjamin-Ono (BO) denklemine Whitham’in gelistirdigi
klasik teoriyi uygulayarak modiilasyon denklemlerini elde etmistir. Bu calismada
Matsuno, dispersiyon etkisinin ¢ok kii¢iik oldugu durum i¢in 6zel bir baslangi¢ kosulu
almis ve uyguladig: teorinin farkli baglangi¢c kosullar1 i¢in de gelistirilebilecegini
vurgulamistir.  Ayrica, BO denkleminin baglangi¢c deger problemi icin elde edilen
sayisal ve analitik sonuglar karsilastirilarak incelemelerin uyumlulugu gosterilmistir.
Bu calismadan kisa bir siire sonra Matsuno, BO denklemi i¢in farkli baslangic kosullar
alarak bu problemler iizerinde WMT nin uygulanabilirligini gostermistir [31].
Dalgalarin uzun siireli yayilimi goz oniine alindiginda, kiiciik dissipasyon etkileri de
ayr1 bir 6neme sahiptir. Bu durumda, Whitham denklemleri, dissipasyon etkilerini
icerecek sekilde modifiye edilmelidir. Bu sekilde dissipasyon etkilerinin de dikkate
alindig1 Whitham denklemleri,

Up + Uty + Uyxx = Vilxy (1.3)

formundaki viskoz terim iceren KdV-Burgers denklemi i¢in 1987 yilinda bulunmustur
[32]. Buna dayanarak daha genel bir yaklasim 2004 yilinda Kamchatnov tarafindan
gelistirilmigtir [33]. Kamchatnov’un bu calismasinda gelistirdigi teori, Whitham
metodunun, pertiirbe integrallenebilir sistemlerdeki dissipatif undular bore olusumunu
modellemede Onemini gostermistir. Burada, dissipasyon, nonlineer dispersif dalgalarin
olusumunu engellemeyecek kadar kiiciik varsayilmistir. Kamchatnov tarafindan
geligtirilen teori, 2005 yilinda Kaup-Boussinesq denklem sistemi i¢in uygulanmigtir
[34]. Bu calismada zayif etkili dissipatif undular bore olusumunu modellemek i¢in,
kiiciik bir viskoz terimle modifiye edilmis integrallenebilir Kaup-Boussinesq s1§ su

denklem sistemi kullanilmugtr.

Nonlineer dalgalar iizerine yapilan c¢alismalara bakildiginda, kuadratik veya kiibik

nonlineer terimlerin dikkate alinmasi1 gereken durumlarin da oldugu goriilmektedir.
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Ornegin, okyanuslar farkli yogunluklara sahip cok sayida su katmanindan olusur.
En iistteki katman dier katmanlara gore daha az yogundur. Alt tabaka bir engelle
karsilastiZinda, buna kars1 bir tepki olusur ve bununla birlikte su tabakasinda bir dalga

meydana gelir. Boylece, i¢ dalga ortaya ¢ikar (Sekil 1.3).

i¢ dalga trenleri
internal wave trains—

Sekil 1.3 : Trinidad cevresinde gozlemlenen i¢ dalgalar (NASA, 2003).

I¢ dalgalar, katmanlar arasindaki smirlar boyunca hareket eder. 1995 yilinda Oregon
Korfezi’'nde yapilan "Kiy1 Okyanusu Arastirma Deneyi'nde (Coastal Ocean Probe
Experiment: COPE), i¢c dalgalarin agirlikli olarak giiclii oldugu gozlemlenmistir.
Bu deney ve sonrasinda yapilan incelemeler, kuadratik ve daha yiiksek mertebeden
nonlineerlik iceren dalga denklemlerinin Onemini ortaya cikarmistir. Bu etkiyi
gosteren en basit model, aslinda 1960’1 yillarin sonlarindan beri literatiirde bilinen

Gardner denklemidir. Bu denklem,
Uy + 6uity & 60ty + they = 0 (1.4)

seklinde hem kuadratik hem de kiibik nonlineerlik icermektedir. Baslangicta, KdV
denkleminin korunum yasalarinin elde edilmesi sirasinda ortaya ¢ikmistir [35]. Daha

sonra Gardner denklemi olarak genellestirilmistir. Kati-hal ve plazma fizigi [36, 37],
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akigkan dinamikleri [38] ve kuantum alan teorisi [39] gibi fizikteki cesitli dallarda
da uygulanabilir oldugu goriilmiistiir. Gardner denkleminin WMT ile ¢6ziimlerinin
analizi Kamchatnov ve calisma arkadaslar tarafindan 2012 yilinda yapilmugtir [40].
Sonlu-gap integral yonteminin indirgenmis bir uyarlamasi kullanilarak Gardner
denklemi icin modiilasyon sistemi, Riemann tipi degiskenler cinsinden bulunmustur.
Gardner denklemi, esasen kuadratik nonlineerlik iceren KdV denkleminden tiiretildigi
icin, "genigletilmis KdV" (extended KdV) veya "birlesik KdV-mKdV" (combined
KdV-mKdV) isimleriyle de bilinmektedir.

Son yillarda, DSW’lar ile ilgili teorik ve deneysel c¢alismalar devam ederek
modiilasyon teorisini temel alan problemler; nonlineer optikte, jeofizikte, su
dalgalarinda onemli uygulama alanlar1 bulmustur. 2000’11 yillarda yapilan ¢caligmalar
incelendiginde Bose-Einstein yogunlagmasi (Bose-Einstein Condensate: BEC) olarak
adlandirilan bir kuantum sivisinda iiretilen dispersif sok dalgalarinin incelenmesi
dikkat ¢cekmektedir. Yapilan ¢calismada, BEC’deki dispersif sok dalgasinin deneysel,
sayisal ve analitik sonuclar1 aciklanmistir [41]. Deneylerin sayisal simiilasyonlar
ve daha diisiik boyutlu yaklasimlarla karsilastirmalar, deneysel olarak gozlemlenen
dalgalarin DSW’lara karsilik geldigini gostermektedir. Ayrica, yapilan calismada,
klasik dissipatif sok dalgalar1 ve dispersif sok dalgalar1 arasinda bir karsilastirma
yapilmistir. Buna gore, DSW ile dissipatif sok arasindaki temel fark, sok hizi ve
yapisindan kaynaklanmaktadir. DSW, zaman arttik¢a biiyiikliikk bakimindan dogrusal
olarak genisleyen salinimli dalga trenleridir. Dissipatif sok ise sabit hizla yayilir ancak
dalga cephesi uzayda sinirh bir bolgede kalir.

Literatiirde dispersif sok ¢oziimii bulunan diger denklemleri arastirdigimizda
karsilastigimiz denklemler, nonlineer Schrodinger [42], Camassa-Holm [43],
Benjamin-Ono [31,44,45], Ostrovsky [46] denklemleridir. Ayrica, Kaup-Boussinesq
denklem sistemi icin de modiilasyon denklemleri elde edilmistir [47, 48]. Bu
denklemler temel alinarak, modiilasyon denklemlerinin ¢oziimleri, su dalgalarinda,
meteorolojide, jeofizikte, nonlineer optikte dalgalarin yayilimini tanimlamak ig¢in
kullanilmigtir. 2015 yilinda Kamchatnov, pertiirbe KdV denklemi icin orijinal
Whitham metodunu kullanarak modiilasyon denklemlerini elde etmistir [49].
Bu calismada, ayrica dissipatif pertiirbasyon etkileri altinda, pertiirbe Whitham

denklemlerinin kararli-durum ¢oziimleri bulunmustur.



Son yillarda yapilan diger ¢alismalari inceledigimizde karsilastiimiz en dikkat cekici
ve bu tez calismasinin da temelini olusturan yayin olarak 2016 yilinda Ablowitz,
Demirci ve Ma tarafindan Kadomtsev-Petviashvili (KP) ve iki boyutlu Benjamin-Ono
(2DBO) denklemleri i¢in bulunan dispersif sok dalgasi ¢oziimlerinden bahsedebiliriz
[44]. 2016 yilina kadar olan yayinlarda, ¢ogunlukla (1+1) boyutlu denklemler
icin inceleme yapildig1 goriilmektedir. Bu nedenle, (2+1) boyutlu denklemler i¢in
KP ve 2DBO denklemlerini temel alan bu c¢alisma Onemlidir. Bu denklemler
icin dispersif sok dalgas1 ¢oziimii bulabilmek amaciyla, (2+1) boyuttan indirgeme
yapilarak, KP denklemi i¢in silindirik KdV (cKdV) ve 2DBO denklemi i¢in silindirik
BO (cBO) denklemleri elde edilmistir. Bunun i¢in, Riemann tipi baslangi¢c kosulu ve
parabolik cephe kullanilmigtir. Ayrica sayisal ¢oziimle karsilastirmalar yapilmigtir. Bu
caligmadaki yontem kullanilarak iki boyutlu NLS denkleminin indirgenmis yapis1 olan
radyal Schrodinger denklemi icin DSW c¢oziimleri farkli bir calismada elde edilmistir
[50].

Ablowitz, Biondini ve Wang, 2017°de yayinlanan caligmalarinda (2+1) boyutlu KP
denkleminin Whitham modiilasyon denklemlerini, [44]'te 06zel varsayimlar altinda
yapilan calismadan farkli olarak genel bir baslangi¢c kosulu icin elde etmislerdir
[51]. Calisgmanin devaminda, KP-Whitham sistemi icin baglangi¢c-deger ve sinir-deger
problemi incelenmistir. Ayrica, KP denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin stabilitesi
tizerine ¢alisilmigtir. Fakat kararlilik incelemesi disinda, elde edilen sistemin ¢oziimii
verilmemistir. Ilgili Whitham modiilasyon denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinin elde

edilmesi acik bir problem olarak goriilmektedir.

2017 yilinda yayinlanan baska bir calismada, 2DBO denklemi icin de benzer bir analiz
yapilmistir [45]. Bu calismada da, ¢oklu olgekler metodu kullanilarak indirgeme
yapilmadan dogrudan (2+1) boyutlu denklem i¢in Whitham sistemi elde edilmistir.
Bunun yan sira, bu denklemin ilerleyen dalga ¢oziimiiniin stabilitesini aragtirmak i¢in
Whitham sistemi kullanilmistir. KP denkleminin aksine, (2+1) boyutlu Benjamin-Ono
denkleminin integrallenebilir olup olmadig1 bilinmemektedir. Ancak, Luke tarafindan
geligtirilen ve bu tez calismasinda da kullanilan yontemde integrallenebilirlik gerekli

bir kosul degildir [52].

Ablowitz, Biondini ve Rumanov, [53] ile verilen calismalarinda KP, 2DBO ve

modifiye KP (mKP) denklemleri iizerinde ¢alismislardir. Bu ¢alismada, daha once
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[44]’te calisilan KP ve 2DBO denklemlerinin Whitham sistemini daha basit yapida
elde etmislerdir. Ayrica, bu calismada mKP denkleminin de Whitham sistemi
olusturulmustur. Devaminda ise, mKP denkleminin periyodik ¢oziimlerinin stabilite
analizi yapilmistir. [44]’teki calisma disinda, (2+1) boyutlu denklemler i¢in yapilan
caligmalarda ilgili denklemler icin Whitham modiilasyon sistemi uygun baslangi¢
kosul sinift icin genel olarak tiiretilmistir. Fakat bu sistemin tam c¢oziimleri ve
bu ¢oziimlerin orijinal (2+1) boyutlu denklemlerin ¢oziimlerinin kargilastirilmast
konusunda bir sonug¢ verilmemistir. Yani, ilgili denklemler i¢in elde edilen sonuglar
test edilmemistir.

Literatiir dikkatli incelendiginde, zayif dispersiyon limiti ve dispersif sok dalgalari
ile ilgili son yillarda yapilan ¢alismalarda daha c¢ok (1+1) boyutlu denklemlerin
incelendigi goriilmiistiir. Yani, bir uzaysal ve bir zamansal koordinat kullanilmstir.
Bunun en onemli sebebi, ¢ok boyutlu sistemler i¢in teorinin nasil uygulanacagi
hakkinda cok az bilginin olmasidir. Ancak, son yillarda (2+1) ve (3+1) boyutlu
denklemler icin de dispersif sok dalgasi ¢oziimleri elde edilmeye baslanmistir. Bu

tezin amaci, bu tiir denklemler i¢in onemli bir kaynak olusturulmasidir.

Tez calismasinda, literatirde ©Onemli bir yere sahip olan (2+1) ve (3+1)
boyutlu Gardner-Kadomtsev-Petviashvili (Gardner-KP) denklemleri alinarak degisken
doniisiimii ile (1+1) boyutlu modifiye denklem yapilar1 elde edilecek ve uygun
analiz ile DSW coziimleri arastirilacaktir. Onerdigimiz ¢6ziim formu sonucu elde
edilen silindirik ve kiiresel denklemlere Whitham Modiilasyon Teorisi uygulanarak
modiilasyon denklemlerinin tiiretilmesi amag¢lanmaktadir. Sonrasinda (1+1) boyutlu
silindirik ve kiiresel denklemlerin coziimleri, belirlenen baslangic kosulu altinda
sayisal olarak incelenecektir. Ayrica, WMT ile elde edilen modiilasyon denklem-
lerinin ¢oziimleri ve indirgenmis (1+1) boyutlu denklemlerin sayisal ¢oziimleri
karsilagtirlarak kullanilan yontemin dogrulugu kontrol edilmis olacaktir.  Elde
edilen bu sonuclar ile nonlineer dalga yayilimini modelleyen bir¢ok yiiksek boyutlu
denklemin incelenmesi ve benzer caligmalarin yapilmasi i¢in zemin olusturmasi

beklenmektedir.

Tez calismasinda ilk problem olarak (2+1) boyutlu Gardner-KP ve bu denklemin (1+1)
boyuta indirgedigimiz sekli olan silindirik Gardner (cG) denklemleri incelenecektir.

c¢G denkleminin DSW c¢oziimleri icin [54] ile gosterilen ¢alismamiz incelenebilir.
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Gardner denklemi ile ilgili literatiirde yapilan ¢alismalar olmasina karsin [36—40], cG
denklemi ic¢in [54] haricinde literatiirde heniiz bir calisma yapilmamistir. Bu nedenle,

bu denklem gelecekte yapilacak ¢aligmalar icin bir temel olusturacaktir.

(2+1) boyutlu bir denklem olan Gardner-KP denklemi, € ve A sabit olmak iizere
(uy —|—6uuxi6u2ux+82uxxx)x+luyy =0 (1.5)

seklinde ifade edilir. Zayif dispersiyon etkisi i¢in, |€| << 1 olarak tanimlanmaktadir.
Bu denklemin, KP denklemine gore avantajlari, daha genis yayilma agisina sahip
dalga trenlerini tasvir eder ve kiibik terim nedeniyle KP denkleminden daha yiiksek

nonlineerlige sahip dalgalari tanimlar. Bu denklem, integrallenebilirdir.

Gardner-KP denklemi (2+1) boyutlu oldugundan, yani iki uzaysal ve bir zamansal
koordinat icerdiginden tez calismamizda oncelikli olarak bu denklem (1+1) boyuta
indirgenip elde edilecek denklem icin WMT uygulanacaktir. Oncelikle, Whitham’in
klasik teorisi hakkinda bilgi verilecek ve buna alternatif olarak bizim kullanacagimiz
coklu dlgekler metoduna (multiple scale method) dayanan ve ilk olarak Luke tarafindan
uygulanan yontem [52] ayrintili olarak ifade edilecektir. Bu yOntem, periyodik
ilerleyen dalga ¢6ziimii olan herhangi bir nonlineer dalga denklemine uygulanabilir
ve temelinde, degiskenleri yavas ve hizli degiskenler olarak ikiye ayirmak fikri
vardir. Whitham’in gelistirdigi teoriden farki, bu yontemde, korunum yasalarina
ihtiyac duyulmamaktadir. Coklu Olcekler metodu ile mertebe problemleri elde
edilip bu denklemlerin yardimiyla yazilan sekiilerlik kosullar1 kullanilarak yavas
degisen parametreler icin Whitham denklemleri tiiretilmektedir. Pertiirbasyon teorisi
uygulanarak Whitham modiilasyon denklemleri elde edildikten sonra tanimlanan
uygun Riemann degiskenleri cinsinden ¢oziim elde edilmektedir. Daha sonra cG
denkleminin sayisal ¢oziimii bulunarak bu c¢oziimle Whitham sisteminin ¢6ziimii

(asimptotik ¢6ziim) arasinda karsilastirma yapilmaktadir.

Ikinci problem olarak, calismamizda (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi icin benzer
inceleme yapilarak DSW ¢o6ziimleri elde edilmektedir. Bunun i¢in benzerlik doniistimii
kullanilarak (3+1) boyutlu denklem, (1+1) boyutlu kiiresel Gardner (spherical
Gardner: sG) denklemine indirgenmektedir. sG-Whitham sisteminin elde edilebilmesi
icin WMT uygulanarak modiilasyon denklemleri, Riemann degiskenleri ile uygun

formda yazilacaktir. (3+1) boyutlu BO denklemi i¢in dispersif sok dalgalar ile ilgili
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[55] calismasinda elde edilen sonuclar, bu denklemler icin de Whitham teorisinin

gelistirilebilecegini gostermektedir.

Calismanin ilk boliimiinii olusturan bu boliimde, dispersif sok dalgalarinin incelenmesi
izerine yapilan calismalar Ozetlenerek tez igerisinde yer alan problemler ve

uygulanacak yontemler kisaca agiklanmistir.

Ikinci boliimde, (2+1) boyutlu Gardner-KP denklemi ve bu denkleme uygulanan
degisken doniisiimii sonucunda elde edilen (1+1) boyutlu ¢G denklemi tamtilacaktir.
c¢G denklemi elde edildikten sonra coklu oOlgekler metodu uygulanarak mertebe
problemleri tiiretilecektir. Ilk mertebe problemin ¢oziimiinden elde edilen Gardner
denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimii, dispersif sok dalgasi yayilimini modelleyen

modiilasyon denklemlerinin elde edilmesinde 6nemli bir yer tutmaktadir.

Uciincii boliimde, ¢G denkleminin Whitham modiilasyon denklem sisteminin sayisal
coziimleri arastirilacaktir. Bunun i¢in Shampine tarafindan gelistirilen, MATLAB
temeline dayanan sayisal ¢Oziicii programi kullanilacaktir [S6]. Ayrica, sayisal
coziimler sonucunda elde edilen bu sonuc¢lar Gardner ve cG denklemlerinin dogrudan
sayisal coziimleri ile karsilastirillacaktir. Boylece, kullanilan yontemin dogrulugu
da kontrol edilecektir. Gardner ve cG denklemlerinin sayisal ¢oziimleri icin en
etkin spektral tabanli sayisal yontem olarak bilinen ve bircok nonlineer evrim tipi
diferansiyel denklemin ¢oziimiinde hizi ve dogrulugu test edilmis "Exponential Time
Differencing Runge-Kutta 4 (ETDRK4)" yontemi kullanilacaktir. Sayisal ¢oziimlerin

karsilastirilmasiyla DSW’lar i¢cin 6nemli birtakim sonuglar elde edilecektir.

Dordiincii boliimde, (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi tamitilarak bu denklem icin
yapilacak indirgeme sonucunda (1+1) boyutlu kiiresel Gardner (sG) denklemi elde
edilecektir. 'WMT araciligiyla bulunan modiilasyon denklemleri, sG denkleminin
DSW c¢oziimlerinin olusturulmasinda kullanilmaktadir. Onceki boliimdeki analize
benzer olarak, sG denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilerek asimptotik ¢oziimle
karsilastirma yapilacaktir. Elde edilen cizimlere gore, salinimlarin 6n kenar genligi
ile dalga boyunun asimptotik yaklasimda ve sayisal ¢oziimde uyumlu oldugu
gozlemlenmektedir. Boylece, WMT, sG denklemindeki dispersif sok dalgalari i¢in

dogru ve uygun sonuclar elde etmemizi saglamistir.
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Besinci boliimde, sonuglarin genel bir degerlendirmesi yapilmisti. Bu calismanin
en Oonemli katkisi; DSW’lara ait yayilma zarfi, yayilma hizi1 ve belirli bir andaki
maksimum-minimum genlik biiyiikliikkleri gibi bilgilerin sayisal ¢oziimlerden elde
edilememesinden dolayi, bu bilgilerin DSW yayilimin1t modelleyen modiilasyon
denklemlerinin ¢oziimlerinden elde edilmesidir. ~ Bu c¢alismanin, meteorolojik
inceleme, su dalgalari, optik, siiper akigskanlar gibi bir¢cok uygulama alaninda 6neme
sahip olan konular iizerine yapilan modellerde karsilasilan (2+1) ve (3+1) boyutlu
dispersif nonlineer denklemlerin DSW coziimlerinin elde edilmesi icin teorinin
gelistirilmesine katki saglayacagi diisiiniillmektedir. Bu nedenle, tez ¢alismasinda
yapilmig olan sayisal incelemelerde elde edilen grafiklerin ve simiilasyonlarin

bahsedilen uygulama alanlarinda kullanilabilecekleri degerlendirmesi yapilabilir.
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2. WHITHAM MODULASYON DENKLEMLERI

2.1 Giris

Zayif dispersiyon iceren nonlineer sistemlerin ¢ogu icin KdV denklemi onde gelen
bir denklemdir. Modiilasyon teorisi, ilk olarak bu denklem i¢in Whitham tarafindan
1965 yilinda gelistirilmistir [2, 3]. Whitham yaptig1 calismalarda, genlik, dalga
sayis1 ve ortalama yiikseklik gibi parametrelerin uzaysal x ve zamansal ¢ 6lceginde
yavas degisimlerini, bu degisimlerin dalga treninin fazinin degisiminden ¢ok daha
kiiciik oldugu varsayimi altinda incelemistir. Bu inceleme ile yavas degiskenler
icin Whitham modiilasyon denklemleri olarak adlandirilan denklem sistemini elde
etmigtir. ~ Ayrica, hiperbolik modiilasyon denklemlerinin stabil dalga trenlerine,
eliptik modiilasyon denklemlerinin ise stabil olmayan dalga trenlerine karsilik geldigi
bilinmektedir. Boliim 2.2’de Whitham’in yaptig1 bu caligmalar 6zetlenmisgtir.

Tez calismasinda modiilasyon denklemlerinin elde edilmesi i¢in Luke tarafindan
gelistirilen coklu olcekler yontemi [52] kullanilmigtir, ancak teorinin ¢ikis noktasinda
korunum yasalar1 oldugu i¢in dncelikle bu metod ag¢iklanmigstir. Boliim 2.3’te Gardner
denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimii, Jacobi eliptik fonksiyonlar1 cinsinden elde
edilmigstir. Bu ¢6ziim, daha sonra mertebe problemlerinde kullanilmaktadir. Boliim
2.4’te (2+1) boyutlu bir denklem olan Gardner-Kadomtsev-Petviashvili (Gardner-KP)
denklemi ve Ozel sartlar altinda bu denklemin (14+1) boyuta indirgenmis hali
verilmektedir. Oncelikli olarak, degisken doniisiimii ile (2+1) boyutlu Gardner-KP
denklemi i¢in indirgeme yapilarak (1+1) boyutlu silindirik Gardner (cG) denklemi
elde edilmektedir. ¢G denklemini olusturabilmek i¢in 6zel olarak parabolik dalga
cephesi boyunca uzanan basamak tipi bir baslangi¢c kosulu alinmistir. Uygun ¢oziim
formu kullanilip sonsuzluktaki sinir kosullar tiiretilerek elde edilen denklem sistemi
incelenmistir. Bu denklem sistemindeki denklemlerin birincisi, dalga cephesinin
seklini belirleyen fonksiyonu igerdiginden cephe sekli denklemi (front shape equation)

olarak adlandirilmaktadir. Diger denklem ise, dalga cephesinin dispersif sok dalga
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yaytlimini karakterize eden denklemdir. Ik denklem, uygun bir tanimlama ile
literatiirde Hopf denklemi olarak bilinen denkleme indirgenmektedir. Bu denklemin
cOoziimii karakteristikler metodu ile yapilmaktadir.  Elde edilen ¢oziim ikinci
denklemde yazilarak dispersif sok dalgas1 yayilimini karakterize eden ve tez igerisinde

ayr1 bir 6nemi olan silindirik Gardner denklemi tiiretilecektir.

Whitham modiilasyon denklemleri, baslangigcta ortalama korunum kanunlar kul-
lanilarak tiiretilmigtir [3], fakat coklu Olcekler yontemi ile elde edilebilecegi de
gosterilmigtir.  Bolim 2.5’te, bu yontem kullanilarak mertebe problemleri elde
edilmektedir.  Yiiksek mertebe problemlere ihtiyac duyulmadigindan, bu tez
caligmasinda ilk iki mertebe problem ile ilgilenilecektir. 1/€ mertebeli problemin
yapis1 Gardner denklemi ile benzer yapida oldugundan, Gardner denkleminin ilerleyen
dalga ¢oziimii kullanilarak modiilasyon denklemleri elde edilmistir.

Whitham, KdV denklemi i¢cin modiilasyon denklemlerini elde ettikten sonra,
coziilmesi zor olan bu denklem sistemini daha kolay ¢oziilebilir hale getirmek icin
denklemleri bir doniisiim uygulayarak kosegensel (Riemann) formuna doniistiirmiistiir.
Bunun i¢in, Riemann degiskenleri olarak adlandirilan yeni parametrelerin tanimlan-
mas1 gerekmektedir. Boliim 2.6’da Gardner denklemi icin Riemann tipli degiskenlerin
tanimlanmasiyla birlikte modiilasyon denklemleri, kdsegen duruma en yakin yapiya
indirgenir. Bu sayede modiilasyon sisteminin sayisal ¢oziimlerinde kullanilacak
sayisal semalarin daha hizli sonu¢ vermesi saglanmaktadir. Whitham teorisi ile
elde edilen modiilasyon denklemlerinin sayisal ¢oziimleri yapilarak klasik Gardner
ve silindirik Gardner denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinin kargilagtirilmasi sonucunda

elde edilen sonuclar Boliim 3’te aciklanacaktir.

2.2 Whitham Modiilasyon Teorisi

Whitham Modiilasyon Teorisi (WMT), dispersif kismi diferansiyel denklemlerde
dalga yayiliminin analitik agiklamasi i¢in giiclii bir aractir. Whitham tarafindan
ilk olarak KdV denklemi ic¢in tanitilan bu teori sonraki yillarda bircok denklem
icin dalga modiilasyonu baglaminda genis bir uygulama alanm1 bulmustur [23]-
[55]. Tez caligmasinda, modiilasyon denklemlerini elde etmek icin ¢oklu olcekler
yontemi kullanilacaktir ancak teorinin ¢ikis noktas1 korunum yasalarina dayandigi

icin bu boliimde, kisaca bu yontemin nasil uygulandigi aciklanmistir. Bizim coklu
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Olcekler yontemini tercih etmemizin sebebi, kullandigimiz denklemler i¢in korunum
yasalarinin heniiz bilinmiyor olmasidir. Luke tarafindan gelistirilen coklu 6lgekler
yonteminde korunum yasalarina ihtiya¢c duyulmamaktadir [52].
Whitham’in gelistirdigi, korunum yasalarinin ortalamasinin alinmasina dayanan
yontem (averaging method), dalga modiilasyonunun asimptotik analizi i¢cin uygun
bir tekniktir. Burada "modiilasyon" terimi, belirli bir tasiyicit dalganmin ilgili dalga
parametrelerinin (genlik, hiz, yayilma yonii) uzayda veya zamanda yavas degistigi
durumu ifade eder.
WMT’nin uygulanabilmesi i¢in asagida verilen iki kosulun saglanmasi gerekir:
1) Orijinal denklem i¢in ilerleyen dalga ¢6ziimiiniin varligi,
2) Dalga parametrelerinin modiilasyonunun asimptotik analizini yapabilmek i¢in
bu parametrelerin degisimini belirleyen denklemleri (modiilasyon denklemleri)
olusturabilmek; eger miimkiinse elde edilen bu denklemleri ¢6zebilmek.
Teorinin uygulanmasinda onemi olan ilerleyen dalga ¢oziimiinii bulabilmek i¢in
V yayillma hizimt gostermek iizere, u(x,t) dalga degiskeninin asagidaki bagintiy1
sagladig1 kabul edilir:

u=u(§), &=x—-Vit (2.1)
ve bu baginti orijinal denklemde yazilip { parametresine gore integre edilerek ¢6ziim
bulunmaya c¢aligilir. Whitham, ¢oziimii "cn" ve "sn" Jacobi eliptik fonksiyonlari
cinsinden bularak bu ¢6ziimii, modiilasyon denklemlerini elde etmek i¢in kullanmistir.
Ikinci adimdaki kosul icin korunum denklemleri alinarak Whitham tarafindan bu
denklemler ortalama alma (averaging) yontemi uygulanmasiyla basitlestirilmigtir. Bu
yontemde, modiile edilmis parametreler i¢in elde edilecek modiilasyon denklemleri,
ortalama alma prosediiriiyle ilgilidir.

Whitham’in KdV denklemi i¢in yaptig1 calismalara bakilacak olursa, ilk olarak
U+ 6utty + tyy =0 2.2)

denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimii igin u = u(&), & = x— Vi, kabul edilerek bu

ifade (2.2) denkleminde kullanilirsa,
uggé = Vug — 6uu§ (2.3)
elde edilir. Buna gore, B integrasyon sabiti olmak iizere

uge =Vu—3u*+B (2.4)
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yazilir. Bu denklemin ug ile ¢arpilip integre edilmesiyle

1

Eu% = f(u) (2.5)

bulunur. Burada,
f(u):—A+Bu—|—%Vu2—u3:—(u—oc)(u—B)(u—}/) 2.6)

seklinde iigiincii dereceden polinomdur ve A, B integrasyon sabitleridir. f(u«) nun
karmagik koklerinin alinmast durumu, modiilasyonel olarak kararsiz ¢dziimlere
karsilik gelmektedir. o, B,y parametreleri, tigiincii dereceden polinomun reel kokleri
olmak iizere @ > 8 > y olsun. Bu durumda periyodik ¢oziim f ()’ nun pozitif oldugu
B < u < o araligindaki salinimlara karsilik gelmektedir. (2.6)’da verilen polinom

kullanilarak,
V=2(a+B+7), A=-afy, B=-—-(aB+By+ya) (2.7

elde edilir. (2.5) ve (2.6) yardimiyla asagidaki ifade yazilabilir:

du _
dé

KdV denkleminin periyodik ¢coziimiinii elde etmek icin (2.8) integre edilerek

+v2- /(0 —u)(u—B)(u—7) (2.8)

vaig=[* dul .
%= NCETICEICET) 29

bulunur. Buna gore tamimlanan iigiincii integrasyon sabiti, & = 0’da u(&)’nin

maksimum degeri o olacak sekilde secilmisti. KdV denkleminin u(&) ¢oziimiinii
bulmak i¢in [57] ile gosterilen yardimct kaynaktaki 236.00 formiilii [EK A, denklem

A.41] referans alinarak hesaplarin yapilmasiyla,

u(x,t) = o — (o — B)sn*(\/ (e — ) /2(x = Vt),m), (2.10)
o—p
m= = (2.11)

bulunur. (2.10) ¢6ziimii, knoidal dalga ¢6ziimii olarak adlandirilir ve o, 3,7 reel
parametreleri cinsinden tanimlanir. Sadece periyodik ¢oziim i¢in diisiiniiliirse, bunlar
sabittir ancak dalga modiilasyonu baglaminda diisiiniiliirse bunlar x ve #’nin yavas
degisen fonksiyonlaridir. Bunlarin degisimi ise, Whitham modiilasyon denklemleri

tarafindan yonetilir. Bu ii¢ parametre icin ii¢c korunum yasasi kullanilarak modiilasyon
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denklemleri elde edilmektedir. KdV denklemi i¢in Whitham’in kullandig1 korunum

yasalar1 agsagidaki gibi verilebilir [2]:

d a . 5
Eu-l— 5(314 +Mxx) - Oa
Z (= - - = 2.12
5 <2u >+ 3 (214 + Ul 2ux> 0, (2.12)
§<u3—lu2>+i<2u4+3u2u +lu2 +uu>:0
ot 27 " ox\2 T e T ’

(2.12)’deki denklemler aslinda, sirasiyla kiitle, momentum ve enerjinin korunumuna
karsilik gelen denklemlerdir. (2.12)’de goriilen niceliklerin ortalama degerlerinin he-
saplanmasi, bir yardimci fonksiyonun (action function) tanimlanmasiyla basitlestirilir.

Bunun i¢in (2.5) ve (2.6) kullanilarak,

W(A,B,V) = —fugdu = —\@7{ \/(—A+Bu+ %wﬂ —13)du (2.13)

yazilabilir. Burada integrasyon bolgesi olarak B < u < o aralig1 dikkate alinmaktadir.

Bu durumda dalga uzunlugu asagidaki gibi verilir:

L:%:/()Ldﬁ:%du/%:%?{du/\/mzwf\. (2.14)

Bu formiildeki &, dalga sayisin1 gostermektedir.
Bu durumda, Whitham’in kullandig1 notasyonla birlikte (2.12)’de goriilen temel

fonksiyonlarin ortalama degerleri:
7 I/Ldé e f wdafug = 1= )/ 7 = ¥
U= — u = uau/ug = — P uadu u)=— )
LJo ST V2 b
1 L1
2= 22 - _ (2.15)
Su k/o S du/ug KWy,
u% :kjl{u%du/ug = —kW

bi¢imindedir.
uge ikincl tirevi, uge = B+ Vu — 3u? formiilii araciligiyla korunum yasalarindan
cikarilabilir. Bu sonuglarla birlikte, sadelestirme islemlerinden sonra (2.12)’ye karsilik

gelen ortalama korunum yasalari,
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d d
— (kW —(kVWp—B) =0
51 KWe) 5 (KWW —B) =0,
d d
—(kWy) + —(kVWy —A) =0,
Jt dx
3 (2.16)
= (k(AWA + BWg+VWy — W)>

42 <kV(AW +BWs -V Wy — W) — LB —AV) ~0
dx 4 5 v 2

bicimindedir. Son denklem asagidaki gibi yazilabilir:
A[(kWp); + (kVW4 — V)| + B[(kWg): + (kVWg — B),] o1

+V[(kWy ) + (kVWy —A)y] — Wk + (V)] = 0.
Burada, ilk terim kW4 = 1 olmas: sebebiyle sifirlanmaktadir ve ikinci ile ii¢iincii
terimler de (2.16) denklemlerindeki ifadeler araciligiyla yok edilebilir. Sonug olarak,

dalgalarin korunumu yasast asagidaki gibi elde edilir:

ok o
— 4+ =—(kV) =0. 2.18
5 T, ) (2.18)
(2.18) ve (2.16)’daki ilk iki denkleme k = 1/W, yerlestirilmesi ve
D 0 0
il " 2.1
Dr ot iy ox 2.19)

maddesel tiirev formiiliiniin tanimlanmasiyla KdV denkleminin modiilasyon denklem-

leri asagidaki sekilde elde edilir:
DWy W A

D Vagy =0
DWp OB
_w.2% _p 2.20
Dt Aox ’ ( )
DWy, 0A
=V _w, 22 .
Dt Aox

Whitham, bu agsamadan sonra modiilasyon denklemlerini daha kolay c¢oziilebilir
duruma getirmek icin Riemann degiskenleri olarak tanimladi§i parametreleri
kullanmistir. ~ Bu degiskenler ile denklemler kosegensel (Riemann) formuna
doniistiiriilebilmektedir. KdV denkleminin Riemann degiskenleri, r; < r, < r3 olmak

uzere

(2.21)



olarak verilir [2]. Bu degiskenlerin tanimlanmasiyla Whitham denklemleri asagidaki
bicime doniisiir:

ar; ar;

FAvilr )3 =0, i=123. (2.22)
Burada, v;’ler Whitham karakteristik hizlar1 olarak adlandirilir ve agik halleri
asagida goriilebilir:
4(r3—ry)(1 —m)K(m)

E(m) ’

4(r3—ry)(1 —m)K(m)
E(m)—(1—m)K(m) ~
4(r3 —ry)K(m)
E(m)—K(m)

KdV denkleminin (2.10) ile gosterilen periyodik ¢oziimii Riemann degiskenleri

V) = —2(1’14—1”2-}-7‘3)-}-

vo==2(r1+nr+r3)— (2.23)

V3 = —2(7‘] —|—r2—|—r3)—i—

cinsinden yazilirsa,

u(x,t)=rp—ri—r3+2(r3 — rz)cnz(\/r3 —ri(x—=Vt),m), (2.24)
m=1"" (2.25)
r3 —r

bulunur. (2.23)’te Whitham karakteristik hizlarinin taniminda yer alan K(m) ve
E(m), sirasiyla birinci ve ikinci tiirden eliptik integralleri; m ise eliptik integralin
modiiliinii gostermektedir. Jacobi eliptik integralleriyle ilgili ayrintili bilgiler EK A’da

verilmektedir.

2.3 Gardner Denkleminin Ilerleyen Dalga Coziimii

Onceki boliimde, Whitham’in KdV denklemi igin uyguladig: teori dzetlenerek KdV
denkleminin (2.24) ile gosterilen periyodik ¢oziimii elde edildi. Bu boliimde ise
Gardner denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimii, Jacobi eliptik fonksiyonlar: cinsinden
elde edilecektir ~ WMT nin uygulanabilmesi i¢in saglanmasi gereken kosullara
bakildiginda oncelikle bu ¢éziimiin bulunmasi gerektigi goriilmektedir. Elde edilen
periyodik ¢6ziim, modiilasyon denklemlerinin olusturulmasinda kullanilacaktir. Buna
gore,

u; + 6uu, — 6u2ux 4 Uy =0 (2.26)
ile gosterilen Gardner denkleminde, u = u(§), & = x — V¢ degisken doniigiimii

uygulanarak bu denklemin & degiskenine gore iki kere integre edilmesiyle,

ug = u* =20 + Vi + Au+ B = f(u) (2.27)
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elde edilir. Burada, A ve B integrasyon sabitleridir. Bu denklemin ¢6ziimii, Jacobi
eliptik fonksiyonu "cn" ile knoidal dalga ¢6ziimii formunda ifade edilebilir. Eger (2.27)
denklemindeki tiim kokler reel ise, knoidal dalga ¢oziimii kararhdir. iki kok reel, ikisi

de kompleks ise ¢oziim kararsizdir [23]. Dolayisiyla,
U <uy<uz <uy (2.28)

seklinde wuy,u>,u3,us reel koklerinin siralandigini kabul edersek ilerleyen dalga
¢oziimii, f(u)’nun pozitif oldugu u, < u < uz araliginda mevcuttur. Bu durumda,
(2.27) denkleminin sag tarafi asagidaki gibi ayristirilir:
fu)=(u—uy)(u—uy)(us —u)(ug —u). (2.29)
Burada,
up+uy+uz+uy =2,
urUy +uius +uiug + upus +upug +uszug =V,
(2.30)
—UjURU3 — U U U4 — UTU3U4 — UpU3U4 = A,

Urupusg = B.

Bu denklemlerden goriildiigii gibi, u;, i = 1,2,3,4 kokleri lineer bagimhidir. Bu
durumda, bir parametre digerleri cinsinden yazilabilir. Sadece periyodik c¢oziim
icin diisliniiliirse, uy,u,us3,uy sabittirler. Fakat biz dalga modiilasyonu kavramiyla
ilgilendigimiz icin artik bunlar sabit degil, uzaysal ve zamansal koordinatlar olan 1
ve t’nin yavag degisen fonksiyonlaridir. Bunlarin degisimleri ise dispersif sok dalgasi

yayilimini karakterize eden Whitham modiilasyon denklemleri tarafindan yonetilir.
uy < u < uz kosulu ile (2.27) denklemi asagidaki gibi integre edilebilir:

du’

u =G. 2.31
/“2 VW =) (W —uz) (uz — ') (ug — ') : (2.31)

Bu denklemin ¢oziimii icin [57] yardimci kaynagindan 254.00 formiilii [EK A,
denklem A.42] referans alinarak hesaplarin yapilmasiyla, ilerleyen dalga ¢oziimii

Jacobi eliptik fonksiyonlari cinsinden asagidaki gibi elde edilir:

fo=ur+ (13 — up)en(2(6 — 60)K,m)
1 —2=25n2(2(6 — 69)K,m)

us

(2.32)
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Burada, K = K(m) birinci tiirden eliptik integraldir. m ise cn ve sn eliptik

fonksiyonlarinin modiiliinii gostermektedir:

2 - 3 —u2) (g —un) (2.33)

(uz —ur)(ug —ua)

Dalga yayilim hizi,
V = (uyuy + uyus + uyug + upuz + upug + uzuy) (2.34)

ile verilir.

(2.32) denklemindeki 6y, faz de8isim parametresidir ve bunu belirleyebilmek icin
Boliim 2.5’te coklu olcekler yontemi uygulanirken kullanilan seri agiliminda daha
yiiksek mertebe problemlere bakilmalidir.  Fakat, yiiksek mertebe analizi, bu
calismanin kapsami disindadir.  Bu nedenle 6y parametresinin yaklasik degeri

dogrudan sayisal ¢coziimlerle karsilastirilarak belirlenecektir.

2.4 (2+1) Boyutlu Gardner-KP Denkleminin indirgenmesi

S1g su dalgalarinin dinamigi, "Akiskanlar Mekani8i" alaninda 6nemli bir aragtirma
konusudur. Genellikle KdV denklemi [2], Gardner denklemi [38, 40], Ostrovsky
denklemi [46], Benjamin-Bona-Mahoney (BBM) denklemi [58] gibi s1g su dalgalarim
modelleyen onemli denklemler i¢in incelemeler yapilmasina ragmen, bunlar (1+1)
boyutlu modelleri temsil eder. Literatiir incelemesi yapildiginda, (2+1) boyutlu s1§
su dalgas1 dinamigi ile ilgili denklemler icin dispersif sok dalgalarinda birkag¢ calisma
disinda belirgin sonuglar elde edilmedigi goriilmektedir.

Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi
(tty + Uity + €2 tyre)x + Aty = 0, (2.35)

nonlineer dalga teorisindeki iki boyutlu s1§ su dalgalar1 problemlerinde [59-61]
kullanilmaktadir. Ayrica, plazmalardaki 1iyon-akustik dalgalarinda [62] ve IST nin KP
denklemi bagta olmak {iizere iki boyutlu denklemlere genisletilmesi problemlerinde
de [63] kullanilmistir. Bu denklem, KdV denkleminin iki boyutlu uzantisidir ve
bu 6zelliginden dolay1 dalgalarin bir boyutlu olmasi gerektigi kisitlamasini ortadan
kaldirmigtir.  Burada, |€| << 1 oldugunda zayyf dispersiyon etkisi olarak kabul
edilmektedir. Ayrica, A parametresinin isaretine goére denklem KP-I (A < 0) veya

KP-II (A > 0) olarak adlandirilmaktadir. KP-I denklemi sudaki yiizey geriliminin
23



kuvvetli oldugu durumlari, KP-II ise yiizey geriliminin zay1if oldugu durumlari gosterir.
KP denkleminden farkli olarak iki nonlineer terim iceren Gardner denklemi veya

genisletilmis KdV ismiyle de bilinen denklem,
Uy + Gttty £ 6Pt + €2ty = 0 (2.36)

(1+1) boyutlu katmanl akiskanlardaki nonlineer dalga yayilimim1 modellemek icin
kullanilmaktadir [35,38]. Bu denklemin, i¢ dalgalar1 modelleme acisindan onemli
oldugu gozlemlenmistir. Gardner denklemi hem kuadratik 6uu, hem de kiibik 6u%u,
nonlineer terimlerini icermektedir. Kiibik nonlineer terimin Oniindeki katsayinin
pozitif veya negatif olmasina bagli olarak odaklanma (focusing) veya odakdisi
(defocusing) Gardner denklemleri olarak adlandirilmaktadir. Bu denklemin, daha
once bahsedildigi gibi kati-hal ve plazma fizigi [36,37], kuantum alan teorisi [39] ve
Bose-Einstein yogunlagmasi [41] vb. bir¢ok alanda uygulamalart da bulunmaktadir.

Gardner denkleminin xy-diizlemine genisletilmesiyle (2+1) boyutlu Gardner-KP

denklemi elde edilir:
(uy + 6uuy, + 6uu, + 82uxxx)x + Auy, = 0. (2.37)

Gardner-KP denklemi, okyanuslardaki biiyiik genlikli, giiclii nonlineer etkiye sahip
i¢ dalgalar1 modelleme ag¢isindan literatiirde 6nemli bir denklem olarak goriilmektedir
[64].

Bu boliimde, (2+1) boyutlu Gardner-KP denklemi bir benzerlik doniisiimii uygula-

narak (1+1) boyutlu silindirik forma indirgenecektir. Buna gore,
(uty + 6uty — 61 1ty + €2ty ) x + Aty = 0, (2.38)

denklemi icin alinacak baglangi¢ kosulu:

1 |
(v, 0) =3 (£ 475+ (7= )anh (Alx+ 30(10))  (239)
seklindedir. Bu baslangi¢ kosulu, n = x+ %4} (y,0) olmak iizere
_7 < 07
u(n,0) = { §+, Z o (2.40)

ile gosterilen Riemann-tipi baglangi¢ kosulunun iki boyutlu bir genigslemesidir. Burada,
f~,fT ve A reel sabitlerdir. ¢(y,#) fonksiyonu ise dalga cephesinin formunu veren

fonksiyondur. Problemin taniminda, ¢ reel sabit olmak iizere ¢(y,0) = &y? parabolik
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cephe kabulii yapilacaktir. Sadece bu kosul altinda, (2+1) boyutlu Gardner-KP
denkleminin (1+1) boyutlu silindirik Gardner denklemine indirgendigi gosterilecektir.

(2.38) denkleminin asagidaki ¢6ziim formunu sagladig: kabul edilmektedir:

"= f<x+ ‘p(;’t) ,z,y) 2.41)

Bu ¢oziim formu (2.38) denkleminde yazilirsa, n = x + @ olmak iizere,

1
(30 + i+ 67Fy =6 fn +€famn)
(2.42)

1 1
+A [Z(‘Py)zfnn + E‘Pyyfn + &y fny +fyy} =0

elde edilir.

Bu denklemde, /= > f* >0iginu=f <x+ ‘P(%"t) 1, y) cOziimii sonsuzlukta asagidaki
sinir kosullarini saglar:

i) Azalmayan tipli baslangi¢c kosullari icin:

N — —coikenu — R(t)f" ven — oo ikenu — R(t)f~ (2.43)
ii) Artmayan tipli baglangic kosullart icin:

N — —coikenu — R(t)f~ ven — ooikenu — R(t)f . (2.44)

Bu denklemlerde yer alan R(¢) fonksiyonu ve f~, f parametre degerleri, bu boliimiin
sonunda belirlenecektir.
Bu sinir kosullar1 altinda ve parabolik cephe kabuliinden dolay1 ¢,,’nin y’den bagimsiz

oldugu varsayimiyla asagidaki denklem sistemi elde edilir:

A
9+ (95)* =0, (2.452)

A
ﬁ+6ffn—6f2fn+§¢yyf+82fnnn =0. (2.45b)

¢ (y,t) fonksiyonu, dalga cephesinin seklini belirleyen fonksiyon oldugundan bununla
ilgili olan (2.45a) denklemi, cephe sekli denklemidir (front shape equation); f ile ilgili
olan (2.45b) denklemi ise dalga cephesinin dispersif sok dalgas1 yayilimin karakterize
eden denklemdir.

(2.45a) denklemini ¢bzmek i¢in, v = @, degisken doniigiimii yapilirsa,
vi+Avw, =0 (2.46)
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seklindeki Hopf denklemi elde edilir. Bu denklem, v(y,0) = 2¢y baslangi¢ kosulu
altinda ¢oziiliirse,
2¢y
1) = ——— 2.47
v0u1) 14 2¢At (247)
elde edilir. Boylece cephe sekli denklemi icin ¢oziim
5y2

EETY (243)

o (1)

olarak bulunur. Bu ifade, dispersif sok dalgas1 yayilimim karakterize eden (2.45b)

denkleminde yazilirsa,

elde edilir. Bu denklem, tez ¢alismasinda silindirik Gardner (cG) denklemi olarak
adlandirilacaktir. Literatiirde, silindirik KdV ve silindirik BO denklemleri daha 6nce
tamimlandigindan [44], bu calismaya istinaden (2.49)’da elde edilen Gardner tipi
denklem i¢in silindirik Gardner tanimlamasi yapilmigtir. Burada, A = 1 durumu
dikkate alinacaktir. Parabolik cephenin yOniiniin degistirilmesiyle, yani ¢ yerine —¢
alinmasiyla A = —1 i¢in de inceleme yapilmasi miimkiindiir.

to = 1/A¢ olarak tanimlanirsa, A¢/(1+ 2¢Ar) terimi, 1/(2¢ +#g) seklinde yazilir.
Problemin taniminda, parabolik cephe kabulii yerine ¢ (y,0) = ¢y diizlemsel baglangi¢
cephe kabulii de yapilabilir. Ancak, bu durumda ¢y, ¢ parametresinden bagimsiz
olacagindan (2.49) denklemi yerine klasik Gardner denklemi elde edilir. Gardner
denkleminin salimimli gelgit dalgasi ¢6ziimii (undular bore solution), [40] ¢alismasinda
elde edilmistir.

(2.49) denkleminin asagidaki basamak tipi baslangic kosulundaki coziimii insa
edilecektir:

- 0
f(n,0) = { RN (2.50)

Bu baslangic kosulundan da anlasilacagi iizere, Gardner ve silindirik Gardner
denklemlerinin modelledigi dalgalarmn yapisi, f~, f baslangic adim parametrelerine
bagli olarak degismektedir. ~ Bu denklemlerin dispersif sok dalgalarinin elde
edilebilmesi i¢in, f~ > f > 0 kosulu dikkate alinmahdir. Tez ¢aligmasinda, f~, f*
parametre degerlerine baglh olarak, (2.49) denkleminin DSW ¢oziimii belirlenecektir.

Simdi, (2.49) denkleminin sonsuzlukta saglamasi gereken sinir kosullarini belirleye-

lim. Bunun i¢in, (2.49) denkleminde 7n’ya bagli terimleri ihmal ederek geriye kalan

26



denklemi, R(0) = 1 baslangi¢ kosulu altinda ¢ozelim. Bu baglangi¢ deger probleminin

¢oziimii, R(z)’yi verir:
1

Vi+2a

Sonraki boliimde, cG denklemi icin coklu dl¢ekler yontemi [52] uygulanarak Whitham

R(t) = 2.51)

modiilasyon denklemlerinin elde edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu yontem, ilerleyen
dalga ¢oziimii acik olarak bulunabilen herhangi bir nonlineer dalga denklemine

uygulanabilir.

2.5 Coklu Olcekler Yonteminin Uygulanmasi

Bu boliimde, bir asimptotik pertiirbasyon yontemi olarak Luke tarafindan gelistirilen
coklu dlcekler yontemi [52] kullanilarak modiilasyon denklemleri elde edilecektir. Bu
yontemin kullanilmasimnin baslica nedenlerinden biri, orijinal WMT de gerekli
olan ilgili denklemlere ait korunum yasalarini dogrudan yazmanin verdigi
zorluktur. ' WMT’de modiilasyon denklemleri, korunum yasalarinin ortalamasi
almarak bulunur. Ancak indirgenen silindirik denklem olan ¢G denklemi icin
korunum yasalar1 bilinmediginden, korunum yasalar1 yerine kullanilacak kosullarin
asimptotik analiz yontemi olan coklu Olcekler metodunun uygulanmasiyla elde
edilmesi planlanmaktadir. Dalgalarin korunumu yasasi ve sekiilerlik kosullar1 elde
edilerek ilerleme saglanacaktir. Daha sonra, periyodik ilerleyen dalga ¢oziimiiniin
kullanilmasiyla birlikte modiilasyon denklemlerinin agik halleri elde edilecektir.
Modiilasyon denklem sisteminin analitik ¢Oziimii miimkiin olmadig1 icin sayisal
olarak ¢cozmek amaciyla Shampine tarafindan gelistirilen, MATLAB tabanli birinci
mertebeden hiperbolik kismi diferansiyel denklem coziicii kullanilarak Lax-Wendroff
metodunun nonlineer filtreyle iki asamali bir bicimi se¢ilmektedir [56].

Coklu olgekler metodu, periyodik ilerleyen dalga ¢coziimii olan herhangi bir nonlineer
dalga denklemine uygulanabilir ve Whitham’n orijinal teorisindeki gibi temelinde,
degiskenleri yavas ve hizli degiskenler olarak ikiye ayirmak fikri vardir. Whitham’in
gelistirdigi teoriden farki, bu yontemde, korunum yasalarina ihtiya¢ duyulmamaktadir.
Coklu 6lcekler metodu ile mertebe problemleri elde edilip bu denklemlerin yardimiyla
yazilan sekiilerlik kosullar1 kullanilarak yavas de8isen parametreler icin Whitham

denklemleri bulunur.

27



Baslangicta, hizli salinimlart bi¢imlendirmek amaciyla bir "hizli" faz degiskeni
tanimlanir:

0 = é(kn —o1). (2.52)

Burada, 7m, t yavas de8isen uzay-zaman koordinatlarimi ve k(n,7), @(n,t) ise
sirastyla, dalga sayisi ve agisal frekansi gostermektedir. Ayrica, 0 < € << 1 oldugu
kabul edilmektedir. € — O limitinde, yavas degiskenlere gore tiirev terimleri ihmal

edilebilmektedir, bu nedenle V faz hizim1 gostermek iizere,

k %
_t =21 (2.53)
£ € £

elde edilir. 6 = 6(n,t) fonksiyonunun ikinci mertebe kismi tiirevlerinin var ve siirekli
olmasindan karisik tiirevler icin, (6); = (6;)n olmas:1 gerektigi (Clairaut teoremi)
bilinmektedir. Boylece, ilk uyumluluk kosulu (dalgalarin korunumu) asagidaki sekilde
yazilir:

ki + (V) = 0. (2.54)

Hizli ve yavas degiskenler ile birlikte, (2.49) denklemini, eski ve yeni degiskenlerin

tirevleri arasindaki

d ko 0 d wJd d

— -t —, == ——==+= 2.55
gn " za6 "an’ o e96 o 2.55)
doniistimlerini kullanarak yeniden ifade edebiliriz. Buna gore,
&) d k o d
(~%2s 8t>f+ (236 an>f 6f° <Eae an>f
(2.56)
+82(Ei+ J )3f+L —
€00 I 1+26At
yazilir. Bu denklemi, €’un ayni1 kuvvetlerini gruplayarak tekrar yazdigimizda,
l(—wf 6k fo— 6kf2fo+ I
- 0 o —6kf"fo + k" foeo
A
) 2 (2.57)
+(fi+ 67 = 65 f + 3K Fro0 + 3hkn foo + 15 - )

+&(3k fonn + 3kn fno +knnfo) + € fann =0
denklemi olusturulur. f fonksiyonunun € parametresinin kuvvet agilimina sahip

oldugu, yani

f(67n7t> :fO(BaTIJ)+3f1<97777l)+82f2(97777t)+--- (258)
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kabul edilerek (2.57)’de yerine yazilirsa f;’lerin ardisik olarak hesaplanabilecegi, €’a

gore asagidaki mertebe problemleri elde edilir:
1
0(5) 1 — 0,6+ 6kfofo,.0 — 6kf fo.0 +k fo.e00 =0, (2.59)

O(1) : —of1.0+6k(fof1)e — 6kf3 f1.0 — 12k fo f1fo.e +K fi.e00 = U, (2.60)

U = (fou+ fofon ~ 653 on + 3 onao + 3Wknfogo + 570-). 26D

Yiiksek mertebe problemlere ihtiya¢ duyulmadigindan, bu tez calismasinda ilk iki
mertebe problem ile ilgilenilecektir. Ayrica, (2.59)’da verilen 1/& mertebeli denklem
Gardner denklemi ile benzer yapida oldugundan bu denklemin ¢6ziimii i¢in Gardner

denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimii kullanilacaktir.

2.6 Riemann Degiskenleri Cinsinden Modiilasyon Denklemleri

Bu boliimdeki amacimiz, Gardner denkleminin (2.32) ile verilen ilerleyen dalga
coziimiindeki uy, u3,us bagimsiz parametre degerlerine karsilik gelen ii¢ modiilasyon
denkleminin elde edilmesidir. Bunlardan ilki dalgalarin korunumunu veren (2.54)
denklemidir. Diger iki denklemi elde etmek i¢in, (2.60) denklemindeki O(1) mertebeli
problemin incelenmesi gerekir. Eger, (2.32) ¢oziimii (2.60) denkleminde yerine
yazilirsa, sekiiler terimler, yani 6’ya gore keyfi olarak biiyiiyen terimler olusur. Bu

terimleri yok edebilmek i¢in eslenik (adjoint) probleme bakilmalidir.
Buna gore, w, -Zu = 0 denklemine karsilik gelen eslenik problemin ¢6ziimii olsun,
yani < Lu,v >=< u, L4 > olmak iizere

Lw=0 ve L= wdy—6kfyde+6kfide+12kfofi0e —k'dgge  (2.62)

olsun. Sekiiler terimleri yok etmek i¢in, mertebe probleminden elde edilen asagidaki

bagintiy1 kullanabiliriz:
1 1
/ (WL fi — fL.L"W)dO = / wUdo. (2.63)
0 0

Bu bagintidaki U’ nun tanimi (2.61)’de verilmistir. Dikkat edilirse, (2.62) denkleminin
bir ¢6ziimii olarak w = f alinirsa, olusacak yeni denklem, bir (-) carpan farki ile (2.59)
ile aymidir. Dolayisiyla, (2.62) eslenik probleminin iki lineer bagimsiz ¢6ziimii olarak,

w =1 ve w = fj alinabilir. Bu ¢oziimler, (2.63)’te yerine yazilirsa sirasiyla asagidaki
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sekiilerlik kosullar1 elde edilir:
Udo =0, (2.64)

foUdO = 0. (2.65)
0

Sekiilerlik kosullarin1 yazabilmek icin fy’1n sagladigi,

1d'fy 9 fo
de =0, ——dO6 =0 2.66
0o 96 / fo 00/ (2.66)
i=1,2,3,... j=1,3,5,... olmak iizere ve (2.67)
1 1
/0 J0f0,00d0 = —/0 f&edQ (2.68)

esitlikleri kullanilirsa [65], (2.64) ve (2.65) ile ifade edilen ikinci ve {iciincii sekiilerlik
kosullar1 agsagidaki gibi elde edilir:

o o
E/o f0d9+%/0(3f0—2f0)d9+—/ fod0 =0,  (2.69)

J ! J !
E/0 f§d9+%/0(4f3—3f6‘—3k2f&9 d9+—/ f3de=0. (2.70)

Bu sekiilerlik kosullarindaki fg, fg, fg , foze fonksiyonlart hesaplanip integralleri
almirsa [EK A], modiilasyon denklemleri u;,u;,u3,us de8iskenleri cinsinden elde

edilebilir.

Whitham, KdV denklemi icin modiilasyon denklemlerini elde ettikten sonra,
coziilmesi zor olan bu denklem sistemini daha kolay ¢oziilebilir hale getirmek icin
denklemleri bir doniisiim uygulayarak kosegensel (Riemann) formuna indirgemistir.
Bunun icin, Riemann degiskenleri olarak adlandirilan ve uy,u>, u3,uq kokleri ile ifade
edilen yeni degigkenlerin tanimlanmasi gerekmektedir. Gardner denkleminin Riemann
degiskenleri olarak tanimlanan r;’lerin kokler cinsinden ifadeleri asagidaki gibi elde

edilmistir [40]:

1

r = Z(ul +uy)(us +uy),
1

ry = Z(M1+M3)(M2+u4), (2.71)
1

r3 = —(up +u3)(u; +us).

4

Burada, u;’ler daha 6nce belirtildigi gibi 7 ve #’nin yavas degisen fonksiyonlaridir,

dolayisiyla r; = r;(n,t) olur.
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u; fonksiyonlarinin r;’ler cinsinden ifadeleri asagidaki gibi yazilabilirler:

u :%(1—\/1—4r1—\/1—4r2+\/1—4r3),

uzzé(l—\/1—4r1—|—\/1—4r2—\/1—4r3),
| (2.72)
u3:§(1+\/1—4r1—\/1—4r2—\/1—4r3),

Ug = %(1 /1 —4r + /1 —4ry++/1—4r3).
Boylece, dalgalarin korunumu yasasi ve sekiilerlik kosullari birlikte diisiiniiliirse
modiilasyon denklemleri i¢in,
ki 4+ (kV )y =0,

1
2t +19

g ! a o, 3 1 B
E/o f0d9+%/0(3f0—2f0)d9+ /Ofon—O,

(2.73)
9 /1f2d6+—a /1(4f3—3f4—3k2f2 )d9+—2 /lfzde—o
ot Jo 0 on Jo 0 0 0,0 2i+1oJo 0T T

yazilabilir.
EK Ada foz, fg , fg , f& o I¢in verilen formiiller kullamilarak modiilasyon sistemi
asagidaki gibi elde edilir:
Anry +Apry +A13ry + Burig +Biarog +Biarag + €1 =0,
Aniris +Axry +Asrs + Barrig + Boaran + Basran + G2 =0, (2.74)
Aziry; +Azpry +A33r3 + B31rig + B3aran + B3zrsp +C3 = 0.

Bu denklem sistemini matris formunda asagidaki sekilde gosterebiliriz:

Ar;+Bry +C=0. (2.75)
Burada,
Al A A Bi1 Biz B3
A=\ Ay Axn Ay |, B=| By Bx By ve

A3zl Az Azz B31 B3 Bsj

C i Fin

C=\| G |, n=|rx |, m=| rm

G3 I3 rin

A matrisi tekil matris olmadigindan, (2.75) denklemini soldan A~! ile carptigimizda,
modiilasyon sisteminin Riemann degiskenleri cinsinden ifadesi asagidaki gibi elde

edilir:

ar; ari  hi(ri,r,r3) .
—_ ; —fF——=" "2 = =1,2.3. 2.76
82‘ +vl(rl7r27r3>an+ 2[+t0 ) l ) ( )
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Burada, v;’ler Whitham karakteristik hizlarin1 gdstermektedir ve

4(7’2 — rl)K(m)

V1 :2(r1+r2+r3)+ E(m)—K(m) ,

4(ry — 1) (1 —m?)K(m)

E(m)—(1—m?)K(m) ’

(r3 —r2)K(m)
E(m)

olarak tanimlanmaktadir. 4;’ler ise silindirik terimleri gostermektedir. Daha kisa ifade

V) = 2(1’1 +ry+ 1’3) - 2.77)

4
V3 :2(r1+r2—|—r3)+

elde edebilmek i¢in S; = 1 —4r;, (i = 1,2,3) tamimlamasi yapilarak silindirik terimler

asagidaki gibi yazilirlar:
SIE VSi(VS2+vS3) (VS + VS VS3)IT

m=—F"%~ (E—K)(S1 —S3)
KV/ST(S1= VSi(=1+ V55) + V521 + v/ + V53))
! 2E - K) (V51 —5%) |
" _E(S3—51)82 — VS (V/S2 + VS3) (V82 + VS1VS3)TT
2T E(S; —S$3)+K(S3—$2)
K
FAEG =S K- 5) (“5(“5_” 5) &7
><(Sl+52—\/£(—1+\/5_3)+\/5_1(1+\/§)>),
e — gy VSIS +VS3) (VEIVS + /53T
3=—93+

E(S3—S1)
VS5 V(L VS4B VK
2(VS1 = VS3)E '

Bu denklemlerde, K = K(m), E = E(m) ve Il = I1(n,m) sirasiyla, birinci, ikinci ve

liclincii tiirden tam eliptik integralleri gostermektedir. Eliptik integrallerin 6zellikleri
icin [57] ile gosterilen kitaptan yararlanilmigtir. Tez icerisinde kullanilan formiiller
ve (2.75)’te yer alan matrislerin agik ifadeleri, EK A ve EK B’de verilmistir. Ayrica,
modiil (m), ti¢iincii tiirden eliptik integralin parametresi (), dalga sayisi (k) ve faz hizt

(V), Riemann degiskenleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

m _\/1—4r1—\/1—4r2

_ - 2.79
Vs —r1 " VI1—4ri++/1—4r3 2.79)
VI3 —n
= — :2 . 2.
k 2K(m) , V (ri+ra+r3) (2.80)
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3. SAYISAL COZUMLER

3.1 Giris

Onceki boliimde, sekiilerlik kosullar1 olusturularak c¢G denkleminin modiilasyon
denklemleri elde edilmistir. Bu boliimde ise, klasik Gardner ile silindirik
Gardner denklemleri i¢in uygulanan sayisal yontem ve sonuglart agiklanacaktir.
Ayrica, bulunan sayisal c¢oziimler ile modiilasyon denklemlerinin elde edilecek
sayisal ¢oziimleri karsilastirilarak kullanilan yontemin dogrulugunun gosterilmesi
amaclanmaktadir.

Sayisal yontem, dispersif sok dalgasi ¢6ziimiiniin elde edilmesi i¢in 6nemli bir aractir.
Bununla birlikte, sayisal ¢6ziim arayisinin algoritmik acidan birtakim zorluklar1 da
vardir. Bu boliim, bu zorluklar1 uygun bir sayisal yontemle inceleme yaklagimimizi
ortaya koymaktadir. Gardner ve c¢G denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimleri
icin, ETDRK4 (exponential time differencing fourth order Runge-Kutta) metodunun
Trefethen tarafindan uygulanan modifiye bicimi (mETDRK4) kullanilacaktir [66].
Ayrica, uzaysal parca icin bir Fourier spektral yontemi kullanilarak inceleme
yapilacaktir. Yani, problemi Fourier uzayinda belirli bir # zaman degerinde ¢6zmek
icin mETDRK4 yontemini kullanmaktayiz.

Literatiirde Fourier spektral yontemlerinin kullanildig1 ¢caligsmalar i¢in Klein ve ¢alisma
arkadaslar tarafindan dordiincti mertebe zaman adimi yaklagiminin birgok denklem
icin uygulanmasi [67, 68] ve bununla birlikte solitonlar, patlama ¢oziimleri [69, 70],
dispersif sok dalgalar1 [71], salinim rejimleri [72] calismalar1 6rnek verilebilir. Fourier
spektral yontemine alternatif olarak, yazarlarin kompakt bir sonlu farklar yontemi
geligtirdikleri ¢calisma 6rnek gosterilebilir [73]. Sayisal analizin bagka bir uygulamasi
olarak Chebyshev spektral yontemlerine dayanan eliptik teta fonksiyon ¢oziimleri
siifinin incelendigi arastirma [74] dnem tagimaktadir.

Calismamizda kullanacagimiz Fourier spektral yonteminin bazi avantajlari vardir.

En onemlisi, MATLAB ile p