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SPEKTRAL ERTELENMİŞ DÜZELTME ZAMAN İNTEGRASYONU 
YÖNTEMLERİ 

ÖZET 

Bu çalışmada, adi diferansiyel denklemler ile oluşturulmuş başlangıç değer 

problemlerinin sayısal çözümlerini yapabilmek için geliştirilmiş “spektral ertelenmiş 
düzeltme” yöntemleri incelenmiştir. Spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin özü, 

Euler yöntemlerine dayanmaktadır. Amaç, birer ilkel zaman integrasyonu yöntemi 
olan açık ve kapalı (ileri ve geri) Euler yöntemlerinin doğruluk mertebesini keyfi 

mertebede arttırabilmektir. Problemler çözülürken, ilk adımda, tezin ilerleyen 
bölümlerinde “ara çözüm” olarak adlandırılacak olan başlangıç çözümü, 

problemlerdeki denklemin yapısına uygun olarak, açık veya kapalı Euler yöntemleri 
ile elde edilmiştir. Daha sonra ara çözüme düzeltme prosedürü uygulanarak ileride 

“düzeltme çözümü” olarak adlandırılacak olan çözümler elde edilmiştir. Elde edilen 
sonuçların literatürle uyumlu olduğu ve istenen şekilde keyfi mertebede doğruluk 

sağlanabildiği gözlemlenmiştir.   

Birinci bölümde, başlangıç değer problemlerinin gerekliliğinden ve çözümlerinde 

kullanılan sayısal yöntemlerden bahsedilmiş olup, spektral ertelenmiş düzeltme 
yöntemlerinin yapısı anlatılmıştır. 

İkinci bölümde, literatür araştırmasına yer verilmiştir. Yöntemin elde edilişinde ve 
uygulamasında karşılaşılacak olan temel kavramlardan bahsedilmiştir. Ayrıca bu 

bölümde, yöntemin temelinde yer alan Euler yöntemlerinin nasıl elde edildiğinden 
bahsedilip, kararlılık bölgesi analizleri yapılmıştır. Yine, yöntemin uygulamasında 

sıklıkla karşılaşılacak olan katı diferansiyel denklemlere de bu bölümde yer 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde,  spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin elde edilişi, çalışmada 
belirlenen başlangıç değer problemi üzerinden anlatılmıştır. Ayrıca, yine bu bölümde, 

klasik ertelenmiş düzeltme yöntemlerinden bahsedilerek, spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin, klasik ertelenmiş düzeltme yöntemlerinden farklarına değinilmiştir. 

Dördüncü bölümde, başlangıç değer problemlerinin çözümünde sıklıkla başvurulan 
sayısal yöntem sınıflarından olan Runge - Kutta yöntemlerinin ve spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemlerinin kararlılık bölgesi analizleri yapılmıştır. Bu kararlılık bölgeleri 
şekiller aracılığıyla karşılaştırılmıştır. Ayrıca, spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin kararlılık davranışı hem açık hem kapalı şemalar için incelenmiş olup 

sonuçlar şekiller ile verilmiştir. 

Beşinci bölümde, spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri, tek bir denklemden sisteme 
kadar dört adet başlangıç değer problemine uygulanarak elde edilen sayısal sonuçlar 

çizelgeler ile çalışmaya eklenmiştir. Her bir problem için yöntemin teorik mertebesi 
ile sayısal mertebesi karşılaştırılmıştır. Ayrıca yine her bir problem için bir diferansiyel 

denklem çözücüsü olan ODE45 ile 5. mertebe açık spektral ertelenmiş düzeltme 



xx 

yönteminin çözümleri karşılaştırılmıştır. Gerçek çözümü bilinen problemler için her 
iki yöntemin de gerçek çözümle karşılaştırılması yapılıp, sonuçlar şekiller ile 
gösterilmiştir.  

Sonuç olarak, bu çalışmada hem kararlılık bölgesi analizleri yapılarak hem de 
problemlerin çözümünde kullanılarak, spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin 
başlangıç değer problemlerini çözmedeki doğruluk ve etki performansı incelenmiş ve 
yöntemin sıklıkla kullanılan diğer sayısal yöntemlerden bazıları ile karşılaştırılması 
yapılarak avantaj ve dezavantajlarından bahsedilmiştir.   
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SPECTRAL DEFERRED CORRECTION TIME INTEGRATION METHODS 

SUMMARY 

 
In this study, the Spectral Deferred Correction (SDC) method developed to solve the 
initial value problems consisting of ordinary differential equations (ODEs) or the 
systems of ordinary differential equations with arbitrary order of accuracy has been 
examined. The essence of the spectral deferred correction method is based on an 
iterative correction procedure that increases the order of accuracy of a primitive time 
integration method such as forward or backward Euler methods. While solving the 
problems, in the first step, the initial solution, which will be called "provisional 
solution" in the following sections of the thesis, is obtained by forward or backward 
Euler methods in accordance with the structure of the equation in the problems. Then, 
by applying the correction procedure to these provisional solutions, that will be called 
"correction solutions" are obtained in the later parts of the thesis. It has been observed 
that the obtained results are consistent with the literature, and arbitrary order of 
accuracy can be achieved as desired. 
In Section 1, the necessity of initial value problems and the numerical methods used 
in their solutions are mentioned and the structure of spectral deferred correction 
methods is explained. At the end of the introduction, a discussion about the results 
obtained by applying the spectral deferred correction method to the problems has been 
added. 
In Section 2, literature research is given. The preliminaries that will be encountered in 
obtaining and applying the spectral deferred correction methods are mentioned. 
Spectral deferred correction methods are Euler based methods. Therefore, the details 
of Euler methods for both explicit and implicit schemes are provided in this section. 
In addition, stability region analysis of both forward and backward Euler methods were 
performed. In the same section, one of the major differences between spectral deferred 
correction methods and classical deferred correction methods, Gauss - Lobatto 
quadrature formulas, is discussed. Finally, the concepts of efficiency, stability, 
consistency, convergence, which are the essential parts of the numerical methods are 
presented in this section.  
In Section 3, the derivation of spectral deferred correction methods is presented by 
considering the initial value problems in the following form:   

                      4"(6) = HI6, 4(6)J,			6 ∈ [K, L]                                                  (2.2)  

     4(K) = 4* .                                                                        (2.3) 

The derivation starts with rewriting equation (2.2) in Picard integral equation form. 
Then, the residual function and error function are defined by applying Picard iteration 
to this integral equation. By making use of the relationship between the error function 
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and the residual function, the correction equation containing the error function is 
obtained. In the next step, explicit and implicit Euler methods are applied to this 
correction equation. Thus, for Explicit schemes  

         N+,%(6) = N+(6) + ℎ+Q(6+ , N+) + !(6+,%) − !(6+)			                           (3.19) 

and for implicit schemes 
                  N+,%(6) = N+(6) + ℎ+Q(6+,%, N+,%) + !(6+,%) − !(6+)                        (3.20) 
are obtained. The definition of classical deferred correction methods is also included 
in this section. The essence of both classical and spectral deferred correction methods 
is based on the solution of a new initial value problem created with the equation based 
on the error function. Other differences between classical deferred correction methods 
and spectral deferred correction methods are also provided in this section. 
In Section 4, stability region analysis of Runge - Kutta methods, which are among the 
most famous numerical method classes used in the solution of initial value problems 
and spectral deferred correction methods, are performed. Typically, in literature, the 
stability analysis is done for the following test problem: 

		4"(6) = R4(6),					4(0) = S, R < 0					           (2.19) 
The stability properties of the method were examined through this test problem that 
contain both stiff and non-stiff cases. The stability regions of the spectral deferred 
correction methods (SDC) were compared with the same order Runge-Kutta (RK) 
methods. Note that both RK and SDC methods were built on top of the first order 
convergent forward or backward Euler methods depending on explicit or implicit 
discretization meaning that the both numerical approaches are identical when the order 
of accuracy is equal to one. However, meaningful comparison is obtained whenever 
the order of accuracy is two or higher. In this study, head on comparison between 
second, third, and fourth order RK and SDC methods was performed. All numerical 
findings indicate better stability behaviour of the SDC method versus the RK methods. 
In other words, fairly larger stability regions with the SDC method that is consistent 
with the literature was obtained. In this part of the thesis, in order to get the stability 
functions of the spectral deferred correction methods, for simplicity the integral that is 
the necessary part of the spectral deferred correction method is calculated with the 
trapezoidal rule, but in general the Gauss - Lobatto quadrature formulas are used. A 
general algorithm that uses Gauss – Lobatto quadrature for arbitrary order of accurate 
spectral deferred correction method is provided towards the end of this section.   

In Section 5, several test problems are solved ranging from scalar to system of 
differential equations including stiff and non-stiff cases. Numerical studies are 
performed to verify the order of convergence of the proposed scheme for both explicit 
and implicit integrations. Using the obtained results, the theoretical order of the 
method and the numerical order were compared. The code is set to quad precision to 
achieve meaningful error analysis. As a result, up to 11. order of accuracy is verified 
with explicit schemes. Also, in this section the code is compared with MATLAB's built 
in ODE45 that is fifth order accurate. The solutions obtained with both ODE45 and 
5th order spectral deferred correction methods are superimposed on same figures. As 
a result of this comparison, it has been concluded that the spectral deferred correction 
method can easily compete with MATLAB’s ODE45 solver. It is also observed that 
the 5th order explicit spectral deferred correction code can run with relatively larger 
time steps. In addition, numerical results show that the 5th order spectral deferred 
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correction method has smaller errors when we run both methods with the same size 
time step.  
As a result, in this study the stability, accuracy, and efficiency performance of spectral 
deferred correction methods for solving initial value problems were examined. 
Advantages and disadvantages of explicit versus implicit spectral deferred correction 
method are presented by providing stability region analysis and accuracy tables. Also, 
the SDC methods are compared with other frequently used methods such as RK 
methods and advantages and disadvantages are discussed.  
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1.  GİRİŞ 

Gerçek hayat problemlerinin pek çoğu, diferansiyel denklemler ile 

modellenmektedir. Diferansiyel denklemler birçok fiziksel teorinin de merkezinde 

yer almaktadır. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin ya da diferansiyel 

denklemlerle oluşturulmuş denklem sistemlerinin çözümü, fiziksel olayların 

anlaşılabilmesi ve yorumlanabilmesi açısından çok önemli bir yere sahiptir. Çoğu 

durumda, fiziksel problemleri modelleyen denklem ya da denklem sisteminin 

gerçek çözümüne ulaşmak mümkün olmayabilir. Çünkü bu denklemler ya da 

sistemler lineer olmayan yapıya sahiptir. Gerçek çözümün elde edilemediği bu tip 

durumlarda gerçek çözüme yaklaşılmaya çalışılır. Yaklaşık çözüm olarak 

adlandırılan bu çözümleri elde edebilmek amacıyla, literatürde, birçok yöntem 

geliştirilmiştir. Geliştirilen bu yöntemler, sayısal yöntemler olarak 

adlandırılmaktadır. Bu çalışmada, öncelikle, adi diferansiyel denklemlerden 

oluşan başlangıç değer problemleri tanımlanarak, bu problemlerin çözümü için 

geliştirilmiş ve sıklıkla kullanılan sayısal yöntem sınıflarından olan, Euler ve 

Runge – Kutta yöntemlerinin elde edilişlerinin ve kararlılık bölgesi analizlerinin 

özeti yapılmıştır. Daha sonra, yine bir sayısal yöntem sınıfı olan “ertelenmiş 

düzeltme yöntemleri” nin incelemesi yapılmıştır. Bu yöntem sınıfına bağlı olarak 

hem klasik hem de spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin algoritmaları 

verilerek, her iki yöntemin de birbirinden farkları açıklanmıştır. Yine çalışma 

içerisinde spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık analizi yapılarak 

kararlılık bölgeleri şekiller aracılığı ile gösterilmiştir. Elde edilen kararlılık 

bölgeleri açık şemalar için Runge - Kutta yöntemlerinden elde edilen bölgelere 

göre oldukça büyüktür. Kapalı şemalar için de kararlılık bölgelerinin oldukça 

büyük olduğu gözlemlenmiştir. Çalışmada incelenen adi diferansiyel denklemler, 

katı diferansiyel denklemler ve katı olmayan diferansiyel denklemler olarak ikiye 

ayrılmaktadır. Bu sebeple, çalışma boyunca incelemeler hem katı hem de katı 

olmayan problemler için yapılmıştır. Spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerini 

detaylı olarak inceleyebilmek için, öncelikle, verilen adi diferansiyel denklem, 

kendisine karşılık gelen Picard integral denklemine dönüştürülmüştür. Daha sonra 
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Picard integral denklemine, denklemin yapısına uygun olarak, açık veya kapalı 

Euler yöntemleri uygulanarak sayısal çözümler elde edilmiştir. Elde edilen sayısal 

çözümlerden hareketle hata formülleri oluşturulmuştur. Bu hata formüllerine 

ertelenmiş düzeltme prosedürü uygulanıp, oluşturulan algoritmaların doğruluk 

mertebeleri incelenmiştir. İncelemeler, tek denklem veya denklem sistemi ile 

oluşturulan çeşitli başlangıç değer problemleri üzerinden yapılmıştır. Tüm bu 

incelemeler sonucunda, keyfi mertebede yaklaşık çözümlere ulaşılabildiği 

gözlemlenmiştir. Literatürle uyumlu olarak, katı olmayan problemler için elde 

edilen açık şemaların kararlılık davranışının oldukça tatmin edici olduğu 

gözlemlenebilmiştir [1,2]. Spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin bazı popüler 

sayısal yöntemlerle karşılaştırması yapılmış ve yine literatürle uyumlu olarak 

spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin diğer yöntemlerle rekabet edebildiği 

gözlemlenmiştir. Katı problemlerle ilgili denemelerde ise yöntemin 

uygulamasının, yine diğer popüler sayısal yöntemlerden elde edilen algoritmalarla 

karşılaştırılabilir durumda olduğu gözlemlenmiştir [1,2]. Tüm sayısal 

hesaplamalar, çizelgeler ve şekiller aracılığı ile teze eklenmiştir.  
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2.  TEMEL KAVRAMLAR 

2.1   Adi Diferansiyel Denklemler ve Başlangıç Değer Problemleri 

Diferansiyel denklem; bir veya daha fazla bağımsız değişken, bu bağımsız 

değişkenlere bağlı bilinmeyen bir fonksiyon ve bu bilinmeyen fonksiyonun bir veya 

daha fazla mertebeden türevi arasındaki ilişkiyi içeren denklemdir. Yani 

denklemdeki temel mantık, bazı değişkenlerin diğer değişkenlere göre değişime 

uğramasıdır. Diferansiyel denklem, yalnızca bir adet bağımsız değişkenin 

türevlerini içeriyorsa “adi diferansiyel denklem” adını alır [3,4]. 

Diferansiyel denklemler ile oluşturulan problemler, genellikle, başlangıç değer 

problemleri ve sınır değer problemleri olarak sınıflandırılır. Bu çalışmada 

incelemeler, adi diferansiyel denklemler ile oluşturulmuş başlangıç değer 

problemleri üzerinden yapılacaktır. Bu problemler, diferansiyel denklemin 

çözümlerinden, belirli bir başlangıç koşulunu sağlayanları çözüm olarak kabul 

ettiği için “başlangıç değer problemi” olarak adlandırılmaktadır [3,4]. 

4, bir önceki paragrafta bahsedilen, denklemdeki bilinmeyen fonksiyon olmak 

üzere, bu bilinmeyen fonksiyonun 6 bağımsız değişkenine bağlı olduğu düşünülsün. 

Bu durumda m. mertebeden adi diferansiyel denklem, 4(6) fonksiyonun &. 

mertebeye kadar türevlerini içeriyor olmak şartı ile 

4(.)(6) = HI6, 4(6), 4"(6), 4""(6),⋯ , 4.0%(6)J	                         (2.1) 

eşitliği ile tanımlıdır. Burada başlangıç değer problemi oluşturmak için başlangıç 

koşulları da belirtilmelidir. &. dereceden bir diferansiyel denklem için 6& başlangıç 

anı olacak şekilde başlangıç koşulları, 4(6&) = 4&, 4′(6&) = 4%, … , 4.0%(6&) =

4.0% denklemleri ile tanımlanır ve bu koşullar, verildiği gibi, &. mertebeden bir 

diferansiyel denklemde & adet olmalıdır [3,4,5]. Çalışma boyunca ele alınacak 

başlangıç değer problemi, 4(K) = 4* başlangıç koşulu, 4(6), 	4* ∈ ℂ1		ve  

H:	ℝ × ℂ1 → ℂ1 olmak üzere, 
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 4"(6) = HI6, 4(6)J,			6 ∈ [K, L]		                                                  (2.2)  

  4(K) = 4*	                                              (2.3)      

denklemleri ile tanımlıdır. Burada ℂ1, n boyutlu genel kompleks vektör uzayını temsil 

etmektedir [1,2]. 

2.2   Başlangıç Değer Problemlerinin Çözümünün Varlığı ve Tekliği 

Tanım 2.1: HI6, 4(6)J fonksiyonu, bir Z ⊂ ℝ( kümesinde tanımlı olsun. 4 değişkeni, 

(6, 4%)	ve (6, 4()	noktaları ve sabit bir \ > 0 sayısı için  

									|H(6, 4%) − H(6, 4()| ≤ \|4% − 4(|				              (2.4) 

eşitsizliği sağlanıyorsa fonksiyon Lipschitz koşulunu sağlıyor, denir ve burada \ 

sabiti, Lipschitz sabiti olarak isimlendirilir [3,4]. 

Teorem 2.1: HI6, 4(6)J fonksiyonunun, Z = {(6, 4)|	K ≤ 6 ≤ L	ab − ∞ < 4 < ∞} 

şeklinde tanımlanan Z bölgesinde sürekli olduğu varsayılsın. Eğer H fonksiyonu, Z 

bölgesi üzerinde (2.4) Lipschitz koşulunu sağlıyorsa (2.2) ve (2.3) denklemleri ile 

verilen başlangıç değer probleminin, K ≤ 6 ≤ L için tek bir 4(6) çözümü vardır [4].  

Tanım 2.2:   4"(6) = HI6, 4(6)J,			6 ∈ [K, L]                            (2.2)   

          4(K) = 4*	                                              (2.3) 

denklemleri ile verilen başlangıç değer problemi eğer, 

• Tek bir 4(6)	çözümüne sahipse, 

• Çözümün davranışı katsayıların, parametrelerin, sınır veya başlangıç 

koşullarının değişimine bağlıysa ve küçük değişimler, çözümde büyük 

değişimlere sebep olmuyorsa, 

iyi tanımlıdır [4,6]. 

Teorem 2.2:	 HI6, 4(6)J fonksiyonu, Z = {(6, 4)|	K ≤ 6 ≤ L	ab − ∞ < 4 < ∞} 

şeklinde tanımlanan Z bölgesinde sürekliyse ve (2.4) Lipschitz koşulunu sağlıyorsa 

(2.2) ve (2.3)	denklemleri ile verilen başlangıç değer problemi iyi tanımlıdır [4].  
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2.3 Sayısal Yöntemler 

Diferansiyel denklem problemlerinin gerçek çözümünü bulmak oldukça önemlidir. 

Ancak giriş bölümünde de bahsedildiği gibi, çoğu zaman, bu denklemlerin gerçek 

çözümünü elde etmek oldukça zor olabilir. Çünkü gerçek hayat problemlerini 

modelleyen denklemlerin geneli lineer olmayan yapıdadır. Bu nedenle, çoğu durumda 

amaçlanan, gerçek çözümü elde etmek değil, gerçek çözüme olabildiğince yakın bir 

çözüm elde edebilmektir. Bu çözümler, yaklaşık çözüm olarak adlandırılmaktadır. 

Yaklaşık çözümleri elde edebilmek için kullanılan yöntemler “sayısal yöntemler” 

olarak adlandırılır. Sayısal yöntemler problem çözümünde son derece etkilidir. 

Yöntemlerin birçoğu bilgisayarlarda uygulanmak üzere tasarlanmıştır. Bu nedenle 

sayısal bilgisayarların gelişimiyle birlikte sayısal yöntemler daha da önem 

kazanmıştır. Sayısal yöntemler genellikle iki grupta incelenebilir. Birinci grup, yüksek 

mertebe yakınsaklık şemalarından oluşur. İkinci grup ise düşük mertebe yakınsaklık 

şemalarından oluşur ve belirli yöntemler kullanılarak bu şemaların yakınsaklığı 

arttırılmaya çalışılır. Runge – Kutta yöntemleri ve doğrusal çok adımlı yöntemler, ilk 

grupta yer alan sayısal yöntemlere örnek olarak verilebilir. Euler yöntemleri ise ikinci 

grupta yer alan yöntemlere birer örnektir. İkinci grupta yer alan şemaların 

yakınsaklığının arttırılması için, Richardson ekstrapolasyonu veya çalışmanın 

ilerleyen bölümlerinde detaylı olarak anlatılacak olan ertelenmiş düzeltme prosedürü 

kullanılabilir [1]. Yüksek ve düşük mertebe yöntemlerin birbirlerine göre avantaj ve 

dezavantajları bulunmaktadır. Örneğin; yüksek mertebe yöntemler, uygulamada, 

düşük mertebe yöntemlere göre daha karmaşıktır. Verimli ve sağlam (robust) bir 

yüksek mertebe şema oluşturmak her zaman kolay değildir. Ayrıca, yüksek mertebe 

yöntemler çözümde süreksizliğin olduğu bölgelerde fiziksel olmayan salınım ve 

kararsızlıklara sebep olabilir. Düşük mertebe yöntemler ise, yüksek mertebe yöntemler 

kullanılarak elde edilen doğruluk mertebesini yakalayabilmek için çoğu zaman daha 

küçük aralıklar üzerinde çalışmayı gerektirir. Bu açıdan da bazı mühendislik 

problemleri için yeterli bir doğruluk mertebesi elde etmek, düşük mertebe yöntemlerle 

çok daha zor ve maliyetli olabilir [7]. Bu noktada sayısal yöntemlerinin verimliliği, 

yakınsaklığı, kararlılığı ve doğruluğu gibi kavramların tanımlanması gereklidir.  
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2.3.1 Sayısal yöntemlerin verimliliği 
 

Bir sayısal yöntemin verimliliği, iş yükü karşılığında elde edilen çözümün doğruluğu 

ile tanımlanır. Yani bir problem için en verimli sayısal yöntem, toplamda en az işlem 

ile en doğru sonucun elde edildiği yöntemdir [8].  

2.3.2 Sayısal yöntemlerin yakınsaklığı 

Adım boyutu ∆6, ele alınan diferansiyel denklemin C. adımdaki gerçek çözümü	4(6+)  

ve aynı adımda sayısal yöntem kullanılarak elde edilen yaklaşık çözümü 4f(6+) olmak 

üzere gerçek ve yaklaşık çözüm için 

                    lim
∆3→&

max
%5+56

	l4f(6+) − 4(6+)l = 0		                                             (2.5) 

eşitliği sağlanıyorsa, kullanılan sayısal yöntem diferansiyel denkleme yakınsaktır, 

denir [4,9,10,11]. Yakınsaklık, bir sayısal yöntemin problem çözümünde başarılı 

olarak nitelendirilebilmesi için gerekli olan özelliklerden biridir. Ancak bazı 

durumlarda (2.5) eşitliğini gösterebilmek zor olabilir. Bu durumda yakınsaklığı 

garanti edebilecek olan tutarlılık ve kararlılık kavramları incelenir [4,11,12,13]. 

2.3.3  Sayısal yöntemlerin doğruluğu, tutarlığı ve kararlılığı 

Tanım 2.3 (Yerel Kesme Hatası): Sayısal analizde, sonsuz sayıda terimden oluşan 

bir toplama işlemi, gerektiğinde belirli bir terimden kesilerek iki kısma ayrılır. Sonlu 

sayıda terimden oluşan değerce büyük olan ilk kısmın tüm toplama işlemine eşit 

olduğu varsayılır ve kalan kısım, ilk kısma oranla değerce çok küçük olduğu 

düşünülerek, hata terimi olarak kabul edilir. Kesilen kısımdan kaynaklanan hata, 

“kesme hatası” olarak adlandırılır. Sayısal yöntemin doğruluğunu, belirli bir işlem 

adımında ölçmek için kullanılan kesme hataları ise “yerel kesme hatası” olarak 

adlandırılır [4,10,11,14]. 

Tanım 2.4 (Yerel Doğruluk Mertebesi): ∆6 adım boyutu olmak üzere C. adımdaki 

yerel kesme hatası n+(∆6) olarak verilen bir sayısal yöntem için eğer, 

                                ∆6 → 0	iken n+(∆6) = 1(∆67,%)                                           (2.6) 

eşitliği sağlanıyorsa sayısal yöntemin yerel doğruluk mertebesi $’dir, denir [8,11,15].  
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Tanım 2.5  (Tutarlılık): ∆6 adım boyutu olmak üzere C. adımdaki yerel kesme hatası 

n+(∆6) olarak verilen bir sayısal yöntem için eğer, 

               lim
∆3→&

max
%5+56

	|n+(∆6)| = 0                                                    (2.7) 

eşitliği sağlanıyorsa, yöntem diferansiyel denklem ile tutarlıdır. Yani adım boyutu 

sıfıra yaklaşırken, yöntemin yerel kesme hatası da sıfıra yaklaşıyorsa, yöntem 

diferansiyel denklem ile tutarlı kabul edilir [4,13,15].  

Tanım 2.6 (Kararlılık): Bir sayısal yöntemin kararlılığı, hatanın hesaplamalar 

sırasında ne kadar büyüdüğüne bağlıdır. Eğer bir sayısal yöntem başlangıç koşulunda 

yapılacak küçük değişikliklerle, yaklaşık çözüm ile gerçek çözüm arasındaki farkın 

büyük olmasına neden olmuyorsa kararlıdır [4,6,11]. 

Teorem 2.3 (Denklik Teoremi): Bir sayısal yöntemin tutarlı ve kararlı olması, 

yakınsak olması için gerek ve yeter şarttır [11,12,13,16].  

Açıklama 2.1: Denklik teoremi, nümerik analizin temel teoremi olarak da 

bilinmektedir. Sayısal yöntemin yakınsaklığının gösterilmesinin karmaşık olduğu 

durumlarda, kararlılık ve tutarlılık gösterilerek sayısal yöntemin yakınsaklığı 

belirlenir.  

2.3.4 Sayısal yöntemlerin yakınsaklık mertebesi 

Sayısal bir yöntemin yakınsaklık mertebesi, zaman adımı boyutu küçüldükçe sayısal 

çözümdeki hatanın değişimini ölçer. Zaman adımı boyutu ∆6 için, !(∆6), başlangıç 

değer problemi bir sayısal yöntemle çözüldüğünde gerçek çözüm ile yaklaşık çözüm 

arasındaki farkı yani hatayı gösteriyor olsun. Eğer ∆6 → 0 iken |!(∆6)| ≈ p∆67 ise $ 

sayısal yöntemin yakınsaklık mertebesi olarak adlandırılır. Buradaki p, başlangıç 

değer problemine ve sayısal yönteme bağlı bir sabittir [8,11,13,17]. 

2.3.5 Sayısal yöntemlerin yakınsaklık mertebesini hesaplama 

Bir başlangıç değer problemi ve bu problemin çözümünde  kullanılacak sayısal yöntem 

için zaman adımı ∆6 iken hata !(∆6) ile gösteriliyor olsun. Bu durumda, 

																																						 lim
∆3→&	

|!(∆6)|
|!(∆6/2)|

≈ lim
∆3→&	

p∆67

p(∆6/2)7
≈	27																																			(2.8) 
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yazılabilir. (2.8)’ de her iki tarafın doğal logaritması alınırsa, 

																																																ln t
!(∆6)
!(∆6/2)

t ≈ ln(27)																																																						(2.9)	 

ve buradan, 

																																							$ ≈
ln|!(∆6)| − ln v! w∆62 xv

ln|2|
																																																			(2.10) 

elde edilecektir. (2.10)’ dan hareketle, belirli bir ∆6 değeri için sayısal yöntemin 

yakınsaklık mertebesi olarak adlandırılacak olan y,  

																																										y =
ln|!(∆6)| − ln|!(∆6/2)|

ln|2|
																																													(2.11) 

şeklinde hesaplanabilecektir. Burada ∆6 → 0 iken y → $ olması beklenir [8,17]. 

2.4 Euler Yöntemleri 

2.4.1 Açık Euler yönteminin türetilmesi 

Euler yöntemi, başlangıç değer problemlerini çözmek için kullanılan en temel sayısal 

yöntemlerden biridir. Yöntemi elde edebilmek için, öncelikle, [a, b] aralığı boyunca 6+ 

noktaları, ∆6 adım boyutu ve z > 0	olmak üzere her C = 0, 1, 2, … , z için 6+,% − 6+ =

∆6+ =
90*
6
	 olacak şekilde eşit aralıklı olarak tanımlanmalıdır [3,4]. 4(6), (2.2) - (2.3) 

denklemleri ile verilen başlangıç değer probleminin tek çözümü ve aynı zamanda [a, 

b] aralığında iki kez türevlenebilir ise her C = 0, 1, 2, … , z − 1 için, 

	4(6+,%) = 4(6+) + (6+,% − 6+)4"(6+) +
(6+,% − 6+)(

2!
4""(}+)		 

        																= 4(6+) + ∆6+4"(6+) +
∆3!

(!
4""(}+),			}+ ∈ (6+ , 6+,%)									       (2.12) 

olacak şekilde Taylor serisi açılımı yapılabilir. 4"(6) = HI6, 4(6)J olduğundan (2.12) 

eşitliği 

         																			4(6+,%) = 4(6+) + ∆6+ . HI6+ , 4(6+)J +
∆3!

(!
4""(}+)																								 (2.13) 

şeklinde yazılıp, 
∆3!

(!
4""(}+) terimi hata terimi olarak kabul edilecek olursa, açık Euler 

formülü olarak adlandırılan, 
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                       4(6+,%) = 4(6+) + ∆6+ . HI6+ , 4(6+)J	, C = 0, 1,⋯ ,z − 1						          (2.14)      

eşitliği elde edilir [4,10,18]. Seri açılımında, bu adımda ikinci mertebeden türevi içeren 

∆3!
(! 4

""(}+) teriminin göz ardı edilmesinden kaynaklanan yerel kesme hatası ise 1(∆6() 

ile gösterilir [18]. 

2.4.2 Kapalı Euler yönteminin türetilmesi 

Kapalı Euler yöntemini elde edebilmek için her C = 0, 1, 2, … , z için 6+ = 6+,% − ∆6+ 

kabul edilerek, 

							4(6+) = 4(6+,% − ∆6+) = 4(6+,%) − ∆6+4"(6+,%) + 1(∆6()										       (2.15) 

Taylor serisi açılımı yapılabilir. (2.15) seri açılımında 4"(6) = HI6, 4(6)J eşitliği 

yerine yazılıp düzenlendiğinde, 

   				4(6+) = 4(6+,%) − ∆6+ . HI6+,%, 4(6+,%)J + 1(∆6()																										     (2.16)    

   4(6+,%) = 4(6+) + ∆6+ . HI6+,%, 4(6+,%)J + 1(∆6()																				                 (2.17) 

elde edilir. Yine açık Euler yönteminde olduğu gibi (2.17) eşitliğinde de hata terimi 

eşitlikten çıkarılarak kapalı Euler formülü olarak adlandırılan, 

       		4(6+,%) = 4(6+) + ∆6+ . HI6+,%, 4(6+,%)J	,				C = 0, 1,⋯ ,z − 1							(2.18) 

eşitliği elde edilmiş olur [4,18]. (2.18) eşitliğinden görülebileceği gibi bu yöntemde, 

bilinmeyen 4(6+,%) çözümü denklemin her iki tarafında da bulunduğundan denklem 

açıkça çözülemez. Bu nedenle yöntem, kapalı Euler yöntemi olarak adlandırılmıştır. 

2.5 Euler Yöntemlerinin Kararlılık Bölgesi Analizi 

2.5.1 Açık Euler yönteminin kararlılık bölgesi analizi 

Bu bölümde, 

																						4"(6) = R4(6),					4(6&) = S, R < 0					                       (2.19) 

probleminin açık ve kapalı Euler yöntemleri ile çözümü yapılarak, açık ve kapalı Euler 

yöntemlerinin kararlılık bölgeleri belirlenecektir. Bu problem, kararlılık bölgesi 

analizinde kullanılan ve literatürde “test problemi” olarak adlandırılan bir problemdir 

[11]. 
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(2.19) test probleminin gerçek çözümü 4(6) = Sb;3 şeklindedir. Bu test 

probleminin yaklaşık çözümünü hesaplayabilmek için açık Euler yöntemi 

uygulandığında,  

                               4(6+,%) = 4(6+) + ∆6. HI6+ , 4(6+)J = 4(6+) + ∆6R4(6+) 

                                     		= (1 + ∆6R)4(6+)		             (2.20)        

elde edilecektir ve C iterasyon adımının ardından C. adımdaki yaklaşık çözüm 

                                   4(6+,%) = (1 + ∆6R)+4(6&) = (1 + ∆6R)+S			                      (2.21) 

şeklinde olacaktır. Burada, C. adımdaki gerçek çözüm ile yaklaşık çözüm arasındaki 

hata  

																																																						lb+;3 − (1 + ∆6R)+l|S|                                 (2.22) 

şeklindedir. (2.22)’ den hareketle sayısal yöntemin kararlılığı b;3 terimi ile 1 +

∆6R terimi arasındaki farkın büyüklüğüne bağlıdır. R < 0 kabul edildiğinden, C 

arttıkça gerçek çözüm b+;3 sıfıra yaklaşacaktır. Ancak, (2.22) denklemine göre 

yaklaşık çözüm sadece |1 + ∆6R| ≤ 1 şartı sağlandığında sıfıra yaklaşabilir. Yani, 

açık Euler yöntemi, ancak |1 + ∆6R	| ≤ 1 şartını sağladığı durumda kararlı olabilir 

[11]. Bu durumda, açık Euler yönteminin kararlılık bölgesinin belirlenebilmesi, R’ 

nın kompleks olabilme durumu göz önünde bulundurulup ∆6R = ~ kabul edilerek, 

	|1 + ∆6R	| = |1 + ~| ≤ 1 eşitsizliğinin çözümlenmesini gerekli kılar. Yani, 

(1 + ∆6R) = �(∆6R) kabul edilirse, açık Euler yöntemi, �(∆6R) = �(~) ≤ 1 

şartının sağlandığı bölgede kararlıdır [11,19,20]. 

Tanım 2.7 (Kararlılık Fonksiyonu): Bir önceki bölümde �(~) ile gösterilen 

değer, kararlılık fonksiyonu olarak adlandırılır. Tek adımlı yöntemler için 

kararlılık fonksiyonu �(~) = <"#$
<"

 oranı ile belirlenir [11,19]. 

Tanım 2.8 (Kararlılık Bölgesi): Bir sayısal yöntem için kararlılık bölgesi, Z =

{∆6R = ~ ∈ ℂ|	�(~) ≤ 1} kümesi ile tanımlıdır [11,19]. Tanımdan hareketle, açık 

Euler yönteminin kararlılık bölgesi, 
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									Z = {∆6R = ~ ∈ ℂ|	|1 + ~| ≤ 1	}                    (2.23) 

olarak yazılabilir. Bu bölge Şekil 2.1 ile gösterilmiştir. Şekilden de görülebileceği 

gibi açık Euler yönteminin kararlılık bölgesi çizilen |1 + ~| = 1	çemberinin iç 

bölgesidir. 

2.5.2 Katı diferansiyel denklemler  

Açık Euler yönteminin test problemi için, |1 + ∆6R	| ≤ 1 şartını sağladığı durumda 

kararlı olabileceği bir önceki bölümde anlatılmıştı. Bu da −2 ≤ ∆6R ≤ 0 olması 

anlamına gelir ki, bu durum açık Euler yönteminin uygulanışında adım boyutunun 

sınırlı olmasına yol açar. Test problemi için R büyüdükçe, ∆6 ile gösterilen zaman 

adımı büyüklüğünün kabul edilemeyecek kadar küçük bir seviyede olacağı açıkça 

görülmektedir. Bu tür sınırlamalara sebep olan problemler katı problemler olarak 

adlandırılır [11,19,20].  Katı problemlerin çözümünde genellikle kapalı sayısal 

yöntemler kullanılır. 

2.5.3 Kapalı Euler yönteminin kararlılık bölgesi analizi 

Kararlılık bölgesi analizi için (2.19) test problemine, adım büyüklüğü sabit bir ∆6 

kabul edilerek, kapalı Euler yöntemi uygulanırsa, 

  																4(6+,%) = 4(6+) + ∆6. HI6+,%, 4(6+,%)J = 4(6+) + ∆6R4(6+,%) 

			4(6+,%) −	∆6R4(6+,%) = 	4(6+) ⇒ 4(6+,%)(1 − ∆6R) = 4(6+) 

               		4(6+,%) =
%

%0∆3;4(6+) ⟹ 4(6+,%) = w %
%0∆3;x

+
S		            (2.24) 

elde edilir. Burada kapalı Euler yönteminin kararlılık fonksiyonu �(∆6R) = %
%0∆3; 

olacaktır. Yine  ∆6R = ~ kabul edilerek,  

Z = Ç∆6R = ~ ∈ ℂ	|	v %
%0=v ≤ 1	É		                                        (2.25) 

olacak şekilde kapalı Euler yönteminin kararlılık bölgesi belirlenebilir [11,19,20]. 

Bu eşitsizliğin kompleks düzlemde çizilmesi ile Euler yönteminin kararlılık 

bölgesi gösterilmiş olacaktır. Bölge, Şekil 2.2 ile verilmiştir. (2.25) şartının 

sağlanması |1 − ~| ≥ 1 olması ile mümkündür. Şekilden de görülebileceği gibi 

kapalı Euler yönteminin kararlılık bölgesi çizilen çemberin dış bölgesidir. 
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Tanım 2.9 (A- Kararlılık): Yöntemin kararlı olduğu Z bölgesi, tüm sol yarı düzlemi 

içeriyorsa, yönteme A – kararlı denir. Örneğin; kapalı Euler yöntemi A – kararlıdır 

[1,11]. 

2.6 Doğruluk Bölgesi  

Teorem 2.3 ile verilen Denklik Teoremi gereğince, bir sayısal yöntemin tutarlı ve 

kararlı olması, yakınsak olması için gerek ve yeter şarttır. Doğruluk ve tutarlılık 

kavramları ise sayısal analizde birbirine denk kabul edilir [21]. Bu sebeple bir önceki 

bölümde kararlılık bölgesi analizi yapılan Euler yöntemi için bu bölümde doğruluk 

bölgesi tanımı verilecektir. Doğruluk bölgesi analizi adımları, sadece açık Euler 

yöntemi için gösterilecektir.  

Tanım 2.10 (Doğruluk Bölgesi): Verilen test problemi ve kullanılan Euler yöntemi 

için Ö mutlak hata toleransını gösteriyor olmak üzere, Ö > 0 ve R ∈ ℂ değerleri için 

∆6R = ~ kabulü ile doğruluk bölgesi, 

																																																																|4%(~) − b=| ≤ Ö																																															(2.26) 

şeklinde tanımlanır [1,22].  

 

 

Şekil 2.2 Kapalı Euler yönteminin     
 kararlılık bölgesi.      

Şekil 2.1 Açık Euler yönteminin 
kararlılık bölgesi. 
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Test problemi için 4%(~) = 1 + ~ değeri yerine yazılırsa doğruluk bölgesi,  

																																												|4%(~) − b=| = |1 + ~ − b=| ≤ Ö																																						(2.27) 

şeklinde elde edilir. Şimdi, açık Euler yöntemi için kararlılık bölgesi kavramına R’ nın 

reel olduğu kabulü ile tekrar bakılacak olursa |1 + ∆6R| ≤ 1 formülü aşağıdaki 

eşitsizlikle eşdeğer olacaktır:  

																																																													∆6 ≤
−2
R
																																																																(2.28) 

Burada, (2.28) eşitsizliği, R değerlerine bağlı olarak, yöntemin kararlı çalışması için 

∆6 zaman adımına kısıtlama getirmektedir. Yani ∆6 değerleri için bir üst sınır 

belirlemektedir. Örneğin, R = −20 seçilecek olursa zaman adımının alabileceği değer 

                               ∆6 ≤ 100%																																																													(2.29)  

şeklinde olacaktır. Aynı şekilde, yani R’ nın reel olduğu kabulü ile doğruluk bölgesi 

göz önüne alınırsa, aşağıdaki eşitsizlikle karşılaşılacaktır:  

																																																		−Ö ≤ 1 + R∆6 − b;∆3 ≤ Ö																																													(2.30) 

Burada b>’ in Taylor serisi açılımından hareketle, tüm # değişkenleri için 1 + # ≤

b> ⟹ 1+ # − b> ≤ 0 olduğu düşünülecek olursa, 

																																																			−Ö ≤ 1 + R∆6 − b;∆3 ≤ 0																																											(2.31) 

																																																		−1 − Ö ≤ R∆6 − b;∆3 ≤ −1																																									(2.32) 

eşitsizliği yazılabilir. Yine b>’ in Taylor serisi açılımından hareketle, öncelikle her # 

için  

																																																# − b> = −1 −
#(

2
+ à.â. ä.																																									(2.33) 

yazılabilir. (2.33) eşitliğinden hareketle, (2.32) için  
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																																																			−1 − Ö ≤ −1 −	
(R∆6)(

2
																																														(2.34) 

																																					⟹
(R∆6)(

2
≤ Ö ⟹ (R∆6)( ≤ 2Ö ⟹ |R∆6| ≤ √2Ö															(2.35) 

yazılabilir. (2.35) eşitsizliği, yöntemin tutarlı (doğru) olması için R  değerlerine bağlı 

olarak ∆6’ nin alabileceği üst sınırı belirlemektedir. Örneğin, Ö = 100( ve R = −20 

kabul edilirse,  

																																																												∆6 ≤
0.141
20

≈ 100(																																														(2.36) 

eşitsizliğine ulaşılır. Açık Euler yöntemi için yapılan bu analizler sırasında, kararlılık 

ve tutarlılık için iki farklı üst sınırla karşılaşılmıştır. Yani yöntem (2.29)’ dan da 

anlaşılabileceği üzere ∆6 ≤ 100% ile kararlı çalışıyorken,  Ö = 100( toleransıyla 

çözüm yapılmak isteniyorsa (2.36)’ dan gözlemlenebileceği gibi ∆6 ≤ 100( 

seçilmelidir. Aksi takdirde denklik teoremi gereği yakınsaklıkta problem yaşanacaktır. 

Yani mertebe düşmesi beklenebilir. Mertebe kaybı durumuyla, 5. bölümde analizler 

sırasında karşılaşılmıştır. Şekil 2.3 - 2.4 açık Euler yöntemi için hem kararlılık hem 

doğruluk bölgelerini göstermektedir (Bkz. 2.23 – 2.26). Doğruluk bölgesi çiziminde 

tolerans Ö = 100( kabul edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.3 Açık Euler yönteminin     
kararlılık ve doğruluk bölgeleri. 

Şekil 2.4 Açık Euler yönteminin     
kararlılık ve doğruluk bölgelerinin 

yakınlaştırılmış hali. 
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2.7  Runge – Kutta Yöntemleri 

Runge – Kutta yöntemleri, başlangıç değer problemlerinin çözümü için kullanılan ve 

yüksek mertebeler için düzenlenebilen sayısal yöntemlerdir. Bu bölümde incelemeler, 

ikinci mertebeden Runge – Kutta yöntemleri üzerinden yapılacaktır. İleride ikinci 

mertebeden Runge - Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgesi analizi de yapılacaktır.  

2.7.1 İkinci mertebeden Runge – Kutta yöntemleri  

(2.2) ile verilen 4"(6) = HI6, 4(6)J adi diferansiyel denkleminin çözümü için ikinci 

mertebeden bir yöntem elde edebilmek amacıyla, öncelikle,  

													4(6+ + ∆6+) = 4(6+) + ∆64"(6+) +
∆3!

(
4""(6+) + 1(∆6))					                       (2.37) 

olacak şekilde ikinci mertebeden bir Taylor serisi açılımı yapılıyor olsun. (2.37) 

eşitliğinde birinci türev (2.2) denkleminin sağ tarafı ile değiştirilebilir. (2.37) 

eşitliğindeki ikinci türev içinse (2.2) denkleminin her iki tarafının bir kez daha türevi 

alınmalıdır. Buradan hareketle, ikinci türev için, 

      														4""(6+) = H3(6+ , 4) + H<(6+ , 4)4"																						  

                               = H3(6+ , 4) + H<(6+ , 4)H(6+ , 4)																								                          (2.38) 

eşitliği yazılabilir. (2.2) ve (2.38) eşitlikleri (2.37)’ de yerine yazılıp elde edilen eşitlik 

düzenlenirse, 

4(6+ + ∆6+) = 4(6+) + ∆6+H(6+ , 4) +
∆6+(

2
çH3(6+ , 4) + H<(6+ , 4)H(6+ , 4)	é + 1(∆6)) 

	= 4(6+) +
∆6+
2
H(6+ , 4) +

∆6+
2
çH(6+ , 4) + ∆6+H3(6+ , 4) + ∆6+H<(6+ , 4)H(6+ , 4)	é	 

							+1(∆6))			                      (2.39) 

elde edilecektir. Bu noktada H(6+ , 4) fonksiyonu için çok değişkenli Taylor serisi 

açılımı kullanılacaktır. Bu açılım, 

													H(6 + ∆6+ , 4 + p) = H(6+ , 4) 	+ ∆6+H3(6+ , 4) +	H<(6+ , 4)p + ⋯					    (2.40) 

şeklindedir. (2.40) eşitliğinden hareketle , 

					HI6+ + ∆6+ , 4 + ∆6+H(6+ , 4)J = H(6+ , 4) 	+ ∆6+H3(6+ , 4)																																 

																																																																			+	∆6+H<(6+ , 4)H(6+ , 4) + 1(∆6()			               (2.41) 
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eşitliği yazılabilir. (2.41) eşitliği (2.39)’ da yerine yazılırsa, 

4(6+ + ∆6+) = 4(6+) +
∆6+
2
H(6+ , 4) +

∆6+
2
HI6+ + ∆6+ , 4 + ∆6+H(6+ , 4)J 

        +	1(∆6))																																																																		           (2.42) 

elde edilecektir. Böylelikle (2.42) eşitliğinden hareketle, en yaygın kullanılan ikinci 

mertebeden Runge – Kutta yöntemlerinden biri 

      !! = ∆6?H#6?, 4(6?)&			             (2.43) 

              !" = ∆6?H(6? + ∆6?, 4(6?) + !!)                   (2.44) 

olmak üzere,  4+,% = 4+ +
(@$,@!)

(
  eşitliği ile tanımlanacaktır [4,11,23].   

2.8 Lineer Olmayan Sistemler için Newton Yöntemi 
 

Newton yöntemi, è(#) = 0 probleminin çözümünde sıklıkla kullanılan yöntemlerden 

sayısal yöntemlerden biridir. Burada Newton yöntemi, bilinmeyen sayısının denklem 

sayısına eşit olduğu bir sistemin çözümü üzerinden anlatılacaktır. Bu denklem 

sisteminin, 

H% = (4%, 4(, 4), … , 41) = 0 

H( = (4%, 4(, 4), … , 41) = 0 

H) = (4%, 4(, 4), … , 41) = 0 

⋮ 

                 			H1 = (4%, 4(, 4), … , 41) = 0	                                        (2.45) 

şeklinde olduğu düşünülebilir. (4%, 4(, 4), … , 41) bir 4 vektörünü, (H%, H(, H), … , H1) 

bir vektör - değerli H fonksiyonunu gösteriyor olmak şartıyla, (2.45) sisteminin 

çözümü,  

                 H(4) = 0	                      (2.46) 

probleminin çözümü anlamına gelecektir. Öncelikle (2.46) için, 
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                                      H(4) ≈ H(4&) + ëH(4&)(4 − 4&)                                  (2.47) 

doğrusal yaklaşımı yazılabilir. Burada öncelikle 4 = 4% seçimi ile, bu doğrusal 

yaklaşım için  

                                        H(4&) + ëH(4&)(4% − 4&) = 0					                                (2.48) 

eşitliğini sağlayacak 4% değerlerinin bulunması hedeflenir. Bu amaçla (2.48) 

eşitliğinden, 

                                     					4% = 4& − IëH(4&)J
0%
	H(4&)                                    (2.49) 

olacak şekilde 4% elde edilebilir. Bu işlem (2.49)’ u sağlayacak uygun 4% değeri 

bulunana kadar her bir adımda iteratifli olarak tekrar edilir [24,25,26]. İleride kapalı 

Euler yöntemi temel alınarak oluşturulan spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile Van 

Der Pol probleminin çözümünde, Newton yönteminden yararlanılacaktır.  

2.9 İnterpolasyon ve Polinom Yaklaşımı 

Bir fonksiyonun bir dizi veri noktası için değerlerinin bilindiği varsayıldığında, veri 

noktaları arasındaki bilinmeyen değerlerin tahmin edilmesi gereken durumlarda 

kullanılan en popüler yöntemlerden biri interpolasyondur. Bu sebeple interpolasyon, 

ara değer bulma işlemi olarak da ifade edilebilir. En sık kullanılan interpolasyon 

yöntemi, polinom interpolasyonudur. Polinom interpolasyonu ile, bilinen veri 

noktaları kullanılarak, verilen fonksiyon için bir yaklaşım polinomu elde edilmeye 

çalışılır. Bilinmeyen değerlerin bulunabilmesi için polinom interpolasyonunun 

kullanılmasının en önemli nedenlerinden biri, kapalı ve sınırlı bir aralıkta tanımlanan 

sürekli bir fonksiyon için fonksiyona istenildiği kadar yakın bir polinomun 

yazılabilmesidir. Bu sonuç Teorem 2.4 - Weierstrass Yaklaşım Teoremi ile aşağıda 

verilmiştir. 

Teorem 2.4: 4(6) fonksiyonunun bir [K, L]	aralığında tanımlı ve sürekli olduğu 

varsayılsın. Her Ö > 0 için, 

    |4(6) − í(6)| < Ö , ∀6 ∈ [K, L]                (2.50) 

olacak şekilde bir í(6) polinomu yazılabilir [4].  
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Fonksiyonlara yaklaşımda polinom sınıfının yaygın olarak kullanılmasının bir diğer 

önemli nedeni ise bir polinomun türevini ve integralini hesaplayabilmenin kolay 

olması, ayrıca, türev ve integral alma işlemi sonucunda elde edilen ifadelerin de yine 

birer polinom olmasıdır [4]. Sayısal analizde, sayısal yöntemlerin elde edilmesi ve hata 

tahmininde sıklıkla kullanılan Taylor polinomları, interpolasyon konusunda genellikle 

kullanılmazlar. Çünkü iyi bir interpolasyon polinomu tüm aralık boyunca fonksiyona 

doğru bir yaklaşım sağlamalıdır. Taylor polinomları ise verilen fonksiyona sadece 

belirli bir nokta civarında mümkün olduğunca yaklaşır. Bu sebeple doğruluk 

mertebeleri tüm aralık boyunca değil, sadece bu nokta civarında yüksektir, noktadan 

uzaklaştıkça genellikle doğruluk azalır [4]. Taylor polinomları yerine, özellikle 

bilgisayar uygulamalarına da elverişli olan ve çeşitli noktalardaki bilgileri içeren 

Newton interpolasyon polinomları ve Lagrange interpolasyon polinomları 

kullanılabilir. Bu çalışma içerisinde sadece Lagrange interpolasyon polinomlarından 

bahsedilecektir [4,20]. 

2.9.1 Lagrange interpolasyon polinomları  

Newton interpolasyon polinomları, türeve bölünmüş farklar yaklaşımı yapılarak elde 

edilir. Lagrange interpolasyon polinomları da aslında Newton interpolasyon 

polinomlarının yeniden formülleştirilmesidir. Ancak Newton interpolasyon 

polinomlarında olduğu gibi bölünmüş farkların hesaplanmasını gerektirmez [20]. 

Lagrange interpolasyon polinomları; 

																																																					í1(6) = î\+(6)4(6+)	
1

+A&

																																													(2.51)	 

eşitliği ile elde edilir. Burada \+(6) katsayıları, 

																											\+(6) =ï
6	 −	6B
6+	 −	6B

1

BA&
BC+

																																																			(2.52) 

şeklinde tanımlıdır. Lagrange formülünün temel mantığı, her \+(6) teriminin 6 = 6+ 

noktasında 1, diğer tüm noktalarda ise 0 olmasıdır [20]. Bu özellik düşünüldüğünde 

her \+(6)4(6+) çarpımı 6+ noktasında 4(6+) değerini alacaktır. Yani, (2.51) denklemi 

ile verilen, toplam D + 1 adet veri noktasından geçen, D. dereceden tek türlü belirli bir 

polinom oluşturacaktır. Lagrange interpolasyon polinomları sonlu farkların 
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hesaplanmasını gerektirmediğinden, diğer interpolasyon yöntemlerine göre 

programlama açısından nispeten daha avantajlıdır [4,20,27]. 

Teorem 2.5:	6&, 6%, … , 61 noktaları [K, L]	aralığında tanımlı ve 4 ∈ ñ1,%[K, L] olsun. 

∀6 ∈ [K, L] için }(6), 6&, 6%, … , 61 noktaları arasında bir sayı ve í1(6) interpolasyon 

polinomu olmak üzere 4(6), 

									4(6) = í1(6) +
4(1,%)I}(6)J
(D + 1)!

(6 − 6&)(6 − 6%)… (6 − 61)															(2.53) 

eşitliği ile tanımlanabilir. Eşitliğin sağ tarafında í1(6) interpolasyon polinomunu 

dışında kalan kısım, Lagrange interpolasyonunun hatasıdır [4].  

2.10 Sayısal İntegral (Sayısal Kareleme) 

 4(6) fonksiyonunun tanımlı olduğu [K, L]	aralığında ∫ 4(6)ò69
*  belirli integralini 

hesaplamak her zaman kolay olmayabilir. Böyle durumlarda sayısal integral yaklaşımı 

ile integralin gerçek sonucuna olabildiğince yaklaşılmaya çalışılır. Bu yaklaşım, 

sayısal kareleme olarak isimlendirilir. ∫ 4(6)ò69
*  belirli integraline yaklaşımda 

bulunabilmek için ∑ K+4(6+)1
+A&  toplamı kullanılır. Bir önceki başlıkta, [K, L] 

aralığında {6&, … , 61} ayrık noktalar kümesi için 4(6) fonksiyonunun Lagrange 

interpolasyon polinomu, (2.51), (2.52) ve (2.53)  eşitlikleri ile tanımlanmıştı. Bu 

polinom [K, L] aralığında 6 değişkenine göre integre edilirse,  

				ö 4(6)ò6
9

*
= ö î4(6+)\+(6)

1

+A&

ò6 + ö ï(6 − 6+)
4(1,%)I}(6)J
(D + 1)!

ò6
1

+A&

9

*

9

*
					 

																																		=îK+4(6+)
1

+A&

+
1

(D + 1)!
ö ï(6 − 6+)4(1,%)I}(6)Jò6		

1

+A&

9

*
		(2.54) 

elde edilir ki burada }(6) ∈ [K, L]	olmak üzere her 6	için K+ katsayıları, 

																																																				K+ = ö \+(6)ò6,					C = 0,1, … , D
9

*
																															(2.55) 

şeklinde tanımlı olmalıdır. Buradan kareleme formülünün, 

																																																								ö 4(6)ò6
9

*
≈îK+4(6+)		

1

+A&

																																						(2.56) 
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yaklaşımını sağladığı gözlemlenebilir. (2.54) denkleminde geri kalan terim ise hata 

terimi olarak kabul edilir. Kareleme yaklaşımlarını iyileştirmek, temel olarak, K+ 

katsayılarının nasıl seçilebileceğine bağlıdır. Burada K+ katsayıları Lagrange 

polinomları kullanılarak üretilmiştir [4,20,27]. {6&, … , 61} noktaları eşit aralıklı 

seçilerek elde edilen birinci ve ikinci derece Lagrange polinomları kullanılarak üretilen 

formüller Newton – Cotes kareleme formülleri olarak adlandırılır. Bunlar, yamuk 

kuralı ve Simpson kurallarıdır [4,20]. Bir sonraki bölümde de gösterileceği gibi her 

zaman eşit aralıklı noktalarla çalışmak iyi sonuç vermeyebilir. Bu çalışmada, K+ 

katsayılarının seçiminde eşit aralıklı noktaların kullanılmadığı Gauss Kareleme 

formüllerini incelenecektir. Yamuk kuralı ve Simpson kuralı ise, sadece, spektral 

ertelenmiş düzeltme yönteminin kararlılık bölgesi analizi sırasında integral hesabında 

kullanılacaktır. 

2.10.1 Runge fenomeni  

Runge Fenomeni, bir dizi eşit aralıklı interpolasyon noktaları üzerinde yüksek dereceli 

interpolasyon polinomlarının integre edilmesi durumunda meydana gelen, aralığın uç 

noktalarındaki salınım problemidir. Bu durum, Carl David Tolmé Runge tarafından 

polinom interpolasyonlarının hata davranışlarını incelerken keşfedilmiştir. Eşit aralıklı 

interpolasyon noktalarıyla polinom oluşturmak her ne kadar çok bilinen bir yol olsa da 

Runge Fenomeni bu yaklaşımın her zaman istenilen şekilde sonuçlanmayabileceğini 

göstermektedir. Teorem 2.4 ile tanımlanan Weierstrass Yaklaşım Teoremi’ nin bir 

sonucu olarak,  

    lim
1→D

w max
*5>59

|4(6) − í1(6)|x = 0								            (2.57) 

eşitliği yazılabilir [28].  Runge, bir örnek problem için bu eşitliğin 

    lim
1→D

w max
*5>59

|4(6) − í1(6)|x = ±∞					            (2.58) 

şeklinde olduğunu gözlemlemiştir [28]. Runge fenomeninin anlaşılabilmesi için 

aşağıda bu örnek problemin incelemesi yapılmıştır. 

 

Örnek Problem: Runge 4(6) = %
%,(#3!

 fonksiyonu için, [−1,1] aralığında eşit aralıklı 

noktalarda interpolasyon polinomu hesaplarken bazı sorunlarla karşılaşmıştır. C =

0,1, … , D	olmak üzere eşit aralıklı olarak seçilen 6+ değerleri için elde edilen í1(6) 

interpolasyon polinomu [−1,1] aralığının uç noktalarında salınım yapmıştır. Hatta 
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Runge, polinomun derecesi arttığında interpolasyon hatasının da sınırsız olabilecek 

kadar arttığını kanıtlayarak (2.58) eşitliğini elde etmiştir. Oluşturulan D.dereceden 

interpolasyon polinomu ile fonksiyon arasındaki hata daha önceki bölümlerde 

																								4(6) − í1(6) =ï(6 − 6+)
1

+A&

4(1,%)I}(6)J
(D + 1)!

,					} ∈ (−1,1)															(2.59) 

olarak tanımlanmıştı. Bu formülden, 

															 max
0%5>5%

|4(6) − í1(6)| ≤ max
0%5>5%

l4(1,%)(6)l
(D + 1)!

	∙ max
0%5>5%

ï(6 − 6+)
1

+A&

				 						(2.60) 

eşitsizliği elde edilebilir. Bu eşitsizlikten de görülebileceği gibi bu özel fonksiyon için, 

eşit aralıklı noktalar kullanılarak yapılan interpolasyonda yaklaşım hatası için üst 

sınırdaki çarpanların her biri, D büyüdükçe, sonsuza kadar büyür. Çünkü fonksiyonun 

D. dereceden türevleri D arttıkça hızlı bir şekilde büyüyecektir. Bu da Runge Fenomeni 

olarak adlandırılan duruma yol açmaktadır [28].  

2.10.2 Gauss kareleme  

Gauss kareleme yöntemlerinde [K, L] kapalı aralığındaki 6&, 6%, … , 61 noktaları eşit 

aralıklı olarak seçilmez. Bu noktalar ve (2.56) yaklaşımındaki K&, K%, … , K1 

katsayıları, yaklaşım sonucunda oluşacak hatayı en aza indirgeyecek şekilde seçilmeye 

çalışılır. Eğer noktalar eşit aralıklı olarak seçilmiyorsa, K&, K%, … , K1 katsayılarının ve 

6&, 6%, … , 61 noktalarının seçimi 2D adet parametre seçimi yapılacağı anlamına gelir. 

2D adet parametre seçimi ile tanımlanacak polinomun derecesi ise en fazla 2D − 1 

olacaktır. Yani Gauss kareleme, 6&, 6%, … , 61 noktalarının iyi seçilmesiyle 2D − 1 veya 

daha küçük dereceden polinomların tam olarak integre edilebilmesini sağlar. Ancak 

Gauss kareleme noktalarının tümü, integral alınan aralığın içindedir. Bazı 

uygulamalar, aralığın uç noktalarındaki hesaplamaları da gerektirir. Bu durumlarda, 

uç noktalardaki hesaplamalar için ekstrapolasyon işlemi gerekecektir. Bu çalışmada 

ise aralığın uç noktalarının da integral hesabına dahil edildiği Gauss -  Lobatto 

kareleme formülleri kullanılacaktır [2,14,20,29,30,31].  

2.10.3 Gauss – Lobatto kareleme formülleri  

Lobatto kareleme, aralığın uç noktalarında integral alınabilmesini sağlar. Bu nedenle 

aralığın uç noktalarında hesap yapabilmek için ekstrapolasyon yapma ihtiyacı kalmaz 
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[2,30]. Gauss kareleme, Legendre polinomunun köklerine dayanan integrasyon 

noktalarını ve bu polinomların türevlerine bağlı ağırlıkları kullanır. Lobatto kareleme 

ise, Legendre polinomlarının türevlerinin köklerini integrasyon noktaları olarak 

kullanırken, ağırlıklar Legendre polinomları olarak seçilir. Genel formül 6%, 6(, … , 61 

için, 

		ö 4(6)ò6
%

0%
= ù%4(−1) + ù14(1) +îù+4(6+)

10%

+A(

																						(2.61) 

şeklindedir. Burada 6+ değerleri C = 	2, … , D − 1 için í10%′(6) polinomlarının 

kökleridir. ù+ ağırlık fonksiyonları ise, 

																									ù+ =
2

D(D − 1)[í10%(6+)](
			 , ù%,1 =

2
D(D − 1)

																																(2.62) 

formülü ile tanımlıdır [30,31,32]. Çalışmanın ilerleyen bölümlerinde integral alınacak 

aralık [−1,1] aralığından farklı olduğunda, noktalar lineer transformasyon ile 

belirlenecektir.  
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3.  SPEKTRAL ERTELENMİŞ DÜZELTME YÖNTEMLERİ 

3.1 Adi Diferansiyel Denklemler İçin Picard İntegral Denklemi 

Üzerinde çalışılan başlangıç değer problemi bir önceki bölümde 4(6), 4* ∈ ℂ1	ve 

H:	ℝ × ℂ1 → ℂ1olmak üzere,  

	4"(6) = HI6, 4(6)J,			6 ∈ [K, L]																																														(2.2) 

 	4(K) = 4*																																																																																		(2.3)  

denklemleri ile tanımlanmıştı. Çalışmada, yüksek mertebeden yöntemlerle 

ilgilenileceği için H’in yeterince pürüzsüz olduğu varsayılacaktır [1,2]. Tanımlanan 

başlangıç değer  probleminin çözümü için akla gelen yöntemlerden biri, (2.2) 

denklemini, bir integral denkleme dönüştürmek ve çözüm için kullanılacak yöntemi 

bu integral denkleme uygulamaktır [1]. Bu denklem, “Picard integral denklemi” olarak 

adlandırılır. Picard integral denklemini elde edebilmek için, verilen (2.2) adi 

diferansiyel denkleminin her iki tarafı, 6 değişkenine göre, sınırları K’dan 6’ ye olmak 

üzere integre edilirse, buradan,  

																			ö 4"(6)ò6 = ö HI6, 4(6)Jò6
3

*

3

*
																																											(3.1) 

eşitliğine ulaşılır. (3.1) eşitliğine Analizin Temel Teoremi [33] uygulanıp, (2.2) ve 

(2.3) eşitlikleri yerine yazılacak olursa, 

				ö 4"(6)ò6
3

*
= 	4(6) − 4(K) = 4(6) − 4*					 

4(6) = 4* +ö 4"(6)ò6
3

*
					 

																																																				4(6) = 4* +ö HI6, 4(6)Jò6
3

*
																																						(3.2) 
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denklemi elde edilir [1,2,30,34,35]. (3.2) denklemi, başlangıç değer problemine 

eşdeğer Picard integral denklemi olarak adlandırılır. Burada her ne kadar problem 

çözülmüş gibi görülse de aslında çözülmemiştir. Çünkü 	4(6) fonksiyonu, 

(3.2)	eşitliğinin sağ tarafındaki integralin içinde de bulunmaktadır. Yani	4(6) 

fonksiyonunun eşiti açık olarak yazılamamıştır. Bu nedenle, bu aşamada çözüm için 

Picard iterasyonu olarak adlandırılan bir algoritma kullanılacaktır. Bu algoritmanın 

probleme uygulanmasıyla, problemin yaklaşık bir çözümünün elde edilmesi 

amaçlanır. Öncelikle elde edilen; 

4(6) = 4* +ö HI6, 4(6)Jò6
3

*
									 

denklemi için 4&(6) başlangıç çözümü tahmini yapılır. Daha sonra sırasıyla C =

0,1,2,3, … , D için, 

																										4+,%(6) = 4* +ö HI6, 4+(6)Jò6
3

*
																																												(3.4) 

denklemi kullanılarak çözüme ulaşılır. Bu algoritma ile sonlu bir k değerine 

gelindiğinde, 4@,%(6) 'nin diferansiyel denklemin gerçek çözümüne iyi bir yaklaşık 

değer olması beklenir. Bu durumda, kullanılan iterasyon yöntemi diferansiyel 

denklemleri çözmek için son derece güçlü bir araç olarak kabul edilebilir. Şimdi 

verilen probleme ait başlangıçtaki yaklaşık çözümün 4&(6) olduğu kabulü ile 

incelemelere başlanıyor olsun. Yaklaşım yönteminin başarısını ölçmek için kullanılan 

artık fonksiyon, bu probleme ait Picard integral denkleminden, yaklaşık çözümün 

çıkarılması ile elde edilir. Artık fonksiyon !(6, 4+(6)) ile gösterilirse, buradan 

hareketle ilk adımdaki artık fonksiyon yaklaşık çözüm 4&(6)	olmak üzere, 

									!I6, 4&(6)J = 4* +ö HIB, 4&(B)JòB −
3

*
4&(6)																							(3.5) 

denklemi ile tanımlanır [1,2,30,34,35]. Hata fonksiyonu ise N(6) ile gösterilmek üzere,  

                                           N(6) = 4(6) − 4&(6)																																																									(3.6) 

şeklinde tanımlanacak olursa, burada artık fonksiyon ile hata fonksiyonu arasında bir 

ilişki olduğu kolayca görülebilir. Bu adımda artık fonksiyon ve hata terimi arasındaki 

ilişkiyi daha yakından inceleyebilmek için öncelikle (3.6) düzenlenerek  

																											N(6) = 4(6) − 4&(6) ⇒ 4(6) = N(6) + 4&(6)																				(3.7) 
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eşitliği yazılır. (3.2) eşitliği (3.6)’ da yerine yazılarak, 

						N(6) + 4&(6) = 4(6) = 4* +ö HI6, 4(6)Jò6
3

*
																											(3.8) 

elde edilir. (3.7) eşitliği (3.8)’ de yerine yazılırsa, 

N(6) + 4&(6) = 4* +ö HIB, 4&(B) + N(B)JòB
3

*
								 

																N(6) = 4* − 4&(6) + ö HIB, 4&(B) + N(B)JòB
3

*
																												(3.9) 

elde edilir. (3.9) eşitliğinde integral içerisinde 6 değişkeni B değişkeni ile 

değiştirilmiştir. Elde edilen (3.9) eşitliğine ∫ HIB, 4&(B)JòB
3
*  integrali eklenip 

çıkarılarak, 

N(6) = 4* − 4&(6) + ö HIB, 4&(B) + N(B)JòB
3

*
−ö HIB, 4&(B)JòB		

3

*
 

																																																				+ö HIB, 4&(B)JòB
3

*
																																																						(3.10) 

elde edilir. Bu denklemde sınırları aynı olan integraller bir araya getirilip   

düzenlenerek, 

																			N(6) = 4* − 4&(6) + ö çHIB, 4&(B) + N(B)J − HIB, 4&(B)JéòB
3

*
 

																													+ö HIB, 4&(B)JòB
3

*
 

						N(6) = ö çHIB, 4&(B) + N(B)J − HIB, 4&(B)JéòB
3

*
+ 4* − 4&(6)				 

																													+ö HIB, 4&(B)JòB
3

*
																																																																													(3.11) 

elde edilir. (3.11) eşitliğinde (3.5) ile verilen eşitlik yerine yazılacak olursa, 

N(6) = ö çHIB, 4&(B) + N(B)J − HIB, 4&(B)JéòB
3

*
+ !I6, 4&(6)J 

																		N(6) − ö çHIB, 4&(B) + N(B)J − HIB, 4&(B)JéòB
3

*
= !I6, 4&(6)J							(3.12) 
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elde edilecektir. Çalışmada, (3.12) denklemi “düzeltme denklemi” olarak 

adlandırılacaktır [1,2,30,34,35]. Ayrıca (3.12) denklemi, !(6, 4) fonksiyonunun N 

fonksiyonuna ne kadar iyi yaklaşabileceğine dair bir ölçüt de vermektedir. Burada 

(3.12) denklemini düzenleyebilmek için Q:	ℝ	 × ℂ → ℂ olmak üzere,  

							Q(6, N) = HI6, 4&(6) + N(6)J − HI6, 4&(6)J																												(3.13) 

fonksiyonunu tanımlanabilir [1]. Tanımlanan bu yeni fonksiyon (3.12) denkleminde 

yerine yazılırsa hata fonksiyonu N(6), 6 değişkeni yerine B değişkeni yazılmasıyla, 

																																					N(6) = ö QIB, N(B)JòB
3

*
+ !(6)																																			(3.14) 

halini alır.  (3.14) denklemi (3.2) denklemi gibi, Picard tipi bir integral denklemdir. 

Çalışmanın ilerleyen bölümlerinde hata fonksiyonunun (3.14) olduğu düşünülecektir 

[1,2].  

3.2 Picard Denklemi İçin Euler Yöntemleri 

Euler formülünü elde edebilmek için yapılan işlemlerde, türev için sonlu farklar 

kullanımı yaygındır. Euler yöntemine alternatif bir bakış, problemin bir integral 

denklemi olarak yeniden düzenlenmesine dayanır. Bu integral denklemin Picard 

denklemi olarak adlandırıldığından bir önceki bölümde bahsedilmişti. Bu bölümde, 

elde edilen Picard integral denklemleri Euler yöntemleri ile çözülecektir. Euler 

yönteminin Picard denklemine uygulanışına geçmeden önce bir aralıkta parçalanışın 

ne anlama geldiği tanımlanmalıdır. K, L ∈ ℝ olmak üzere, [K, L]	 aralığının K = 6& <

6% < ⋯ < 610% < 61 = L koşulunu sağlayan her í = {6&, 6%, … , 61}	sonlu alt kümesine 

[K, L]	aralığının bir parçalanması; C ∈ {0,1,2, … , D}		olmak üzere 6+ noktalarına 

parçalanışın bölüm noktaları ve yine her C ∈ {1,2, … , D} için [6+0%, 6+]	ve	(6+0%, 6+) 

aralıklarına, sırasıyla, [K, L]	aralığının P parçalanmasına karşılık gelen kapalı ve açık 

alt aralıklar adı verilir. ∆6+ = 6+ − 6+0% > 0 değerlerine alt aralığın boyu (veya ölçüsü) 

denir. Eğer ∆6% = ∆6( = ⋯ = ∆61 ise, yani her C ∈ {1,2, … , D} için ∆6+ =
90*
1

 ise, í’ 

ye [K, L]	aralığının düzgün parçalanması adı verilir . Düzgün parçalanma durumunda 

tüm alt aralıkların boyu veya ölçüsü eşittir. í = {6&, 6%, … , 61}, [K, L] aralığının bir 

parçalanışı olsun. Bu aralıkta, (2.2) ve (2.3) denklemleri ile tanımlanan başlangıç 

değer problemi için (2.14) denklemi ile verilen açık Euler formülü, başlangıç değer 
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problemine karşılık gelen Picard integral denklemi için de kullanılabilecek bir 

yöntemdir. Aynı şekilde, (2.18) denklemi ile verilen kapalı Euler formülü de başlangıç 

değer problemine karşılık gelen Picard integral denklemine uygulanabilir. Bir önceki 

bölümde hata fonksiyonu da Picard tipi bir integral şeklinde tanımlanmıştı. Açık ve 

kapalı Euler yöntemleri, verilen aralıkta, her bir adımda elde edilen hata fonksiyonuna 

karşılık gelen ve Picard integral denklemi şeklinde olduğu gösterilen (3.14) için de 

kullanılabilir [1,2,30,34,35]. Burada daha önce tanımlanan (3.12) denkleminden 

hareketle, 

								N(6) = ö çHIB, 4+(B) + N(B)J − HIB, 4+(B)JéòB
3

*
+ !(6)																(3.15) 

eşitliği yazılabilir. (3.15) eşitliğinin her iki tarafının 6 değişkenine göre türevi alınırsa 

Analizin Temel Teoremi kullanılarak, 

																									
ò
ò6
N(6) = 	HI6, 4+(6) + N(6)J − HI6, 4+(6)J +

ò
ò6
!(6)																(3.16) 

elde edilir. (3.16) eşitliği  

				
N+,%(6) − N+(6)

∆6+
= HI6+ , 4+(6) + N+(6)J − HI6+ , 4+(6)J +

!(6+,%) − !(6+)
∆6+

				(3.17) 

şeklinde düzenlenebilir. Bu eşitliğin her iki tarafı ∆6+ terimi ile çarpılarak, 

N+,%(6) = N+(6) + ∆6+ wHI6+ , 4+(6) + N+(6)J − HI6+ , 4+(6)Jx 

                       +	!(6+,%) − !(6+)																                         (3.18) 

elde edilir. ∆6+ = 6+,% − 6+ ve HI6+ , 4+(6) + N+(6)J − HI6+ , 4+(6)J = Q(6+ , N+) kabulü 

ile (3.18) eşitliği, 

           N+,%(6) = N+(6) + ∆6+Q(6+ , N+) + !(6+,%) − !(6+)			             (3.19) 

eşitliğine dönüşür. Bu eşitlik, hata fonksiyonu için tanımlanmış açık Euler yöntemidir. 

Hata fonksiyonu için elde edilecek olan kapalı yöntem ise, 

																									N+,%(6) = N+(6) + ∆6+Q(6+,%, N+,%) + !(6+,%) − !(6+)			            (3.20) 

şeklinde tanımlı olacaktır [1].  
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3.2.1 Gauss noktaları 

 D doğal sayısı için, [−1,1] aralığında Gauss – Legendre polinomlarının D adet kökü 

6%, 6(, … , 61 noktaları olarak kabul edilsin. Bir [K, L] ⊂ ℝ aralığı için D	adet 

#%, #(, … , #1	Gauss noktası 

																#+ =
L − K
2

6+ −
L + K
2

																																																				(3.21) 

formülü ile tanımlıdır [1,2]. Yani herhangi bir [K, L] aralığında sayısal integral 

hesaplanmak isteniyorsa ve hesap yapılacak noktalar eşit aralıklı olarak seçilmiyorsa, 

bu noktaların, Gauss – Legendre polinomunun köklerini kullanarak, [−1,1] aralığında 

lineer transformasyonu alınabilir. Birinci bölümde belirtildiği gibi her bir #+ 	noktasına 

karşılık gelen fonksiyon 4(#+) değerleri de (2.51) ve (2.52) denklemleri ile tanımlı 

olan Lagrange interpolasyon polinomları ile bulunabilir. Böylece bulunmak istenen 

değer, 4(6+) yerine 4(#+) olacaktır. 

3.3 Klasik Ertelenmiş Düzeltme Yöntemleri 

Ertelenmiş düzeltme yaklaşımı, sayısal bir çözümün doğruluğunu arttırmak için 

kullanılan yöntemlerden biridir. Bu kısımda ertelenmiş düzeltme yaklaşımlarından 

olan, klasik ertelenmiş düzeltme yöntemlerinden bahsedilecektir. Öncelikle 

[K, L]	aralığının D + 1 adet 6+ noktası ile düzgün parçalanışı yapılsın. Bu durumda daha 

önce de bahsedildiği gibi, her bir [6+ , 6+,%]	alt aralığının boyu birbirine eşit olacaktır. 

Eğer, (2.2) − (2.3) denklemleri ile verilen başlangıç değer problemi, p. mertebeden 

doğruluğa sahip bir yöntem kullanılarak bu aralıklar üzerinde çözülürse, † =

(†%, … , †1) olacak şekilde yaklaşık başlangıç çözümleri elde edilecektir. Bu durumda 

başlangıç çözümleri için, 

															†+ = 4(6+) + 1(∆6@)                                          (3.22) 

olacaktır. 6+ noktaları göz önünde bulundurularak †+ yaklaşık çözümleri için D. 

dereceden tek türlü belirli interpolasyon polinomu í1(†, 6) olarak gösterilecek olursa, 

                       		N(6) = 4(6) − í1(†, 6)			                                              (3.23) 

eşitliği ile hata fonksiyonunu tanımlanabilir. (3.23) denkleminin her iki tarafındaki 

terimlerin 6 değişkenine göre türevi alınarak, 
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													N"(6) = 4"(6) −
ò
ò6
í1(†, 6)																																																			(3.24) 

elde edilir. (3.23) denkleminden görülebileceği gibi 4(6) = N(6) +

í1(†, 6)			olduğundan ve (2.2) denkleminden de görülebileceği gibi 4"(6) =

HI6, 4(6)J olduğundan (3.24) eşitliği, 

		N"(6) = H(6, N(6) + í1(†, 6)	) −
ò
ò6
í1(†, 6)								 

eşitliğine dönüşür. Burada N(0) = 0 kabulü ve (3.25) eşitliği ile birlikte hata 

fonksiyonu için, 

N"(6) = H(6, N(6) + í1(†, 6)) −
ò
ò6
í1(†, 6)																				 

N(0) = 0																																																																															 

başlangıç değer problemi tanımlanabilir. Bir sonraki adımda (3.26) başlangıç değer 

problemi başlangıçtaki p. mertebeden aynı sayısal yöntem kullanılarak çözülür. Yani 

hata fonksiyonu için C = 1,… , D olmak üzere yaklaşık A+ ≈ N(6+) değerleri elde edilir. 

Bu değerler yaklaşık çözümlere eklenerek, 

†+ + A+ ≈ 4(6+)			,				C = 1,… , D						  

olacak şekilde düzeltme çözümleri elde edilir. Ertelenmiş düzeltme prosedürü, 

güncellenen (6+ , †+ + A+) değerleri için yeni interpolasyon polinomu tanımlanarak 

devam eder. Ardından yeni hata fonksiyonu tanımlanır ve yeni düzeltme denklemi 

çözülür. [1,36,37] Aşağıda klasik ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin algoritması 

verilmiştir [1]. 

Algoritma 3.1 (Klasik Ertelenmiş Düzeltme) 
 
Yorum [Başlangıç Çözümünü Hesapla] 
 
!. mertebeden bir yöntem ile [0, &] aralığında her ( = 1,… , , için -! noktalarında .!

[#] ≈
.(-!) yaklaşık çözümlerini hesapla.  
 
Yorum [Düzeltme Çözümü Hesapla] 
 
  do 2 = 1,… , 3    
 

1) 4%5.&'(, -6 interpolasyon polinomunu hesapla. 
2) 7(-) = .(-) − 4%5.&'(, -6	hata fonksiyonunu hesapla. 

(3.25) 
 
(3.25) 

(3.26) 
 
(3.26) 

(3.27) 
 
(3.27) 
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3) Hata fonksiyonu için 7)(-) = : ;-, 7(-) + 4%5.&'(, -6= −
*
*+ 4%5.

&'(, -6 ve 7(0) =
0 ile başlangıç değer problemini tanımla. 

4) !. mertebeden bir yöntem ile [0, &] aralığında her ( = 1,… , , için -! noktalarında 
>! ≈ 7(-!) yaklaşık çözümlerini hesapla.  

5) Yeni .!
[&] = .!

[&'(] + >! yaklaşık çözümlerini hesapla. 
   enddo 

Bu algoritma ile görülebileceği gibi prosedür sonunda hatanın doğruluk mertebesinin, 

1I∆6@(F,%)J olması gerekir. D. dereceden Lagrange interpolasyon polinomu 

kullanıldığı için  4[B](6) mertebesinin D olduğu ve bu interpolasyon polinomunun 

türevinin alındığı düşünülecek olursa klasik ertelenmiş düzeltme yöntemi ile elde 

edilen çözümün doğruluk mertebesi 1I∆6IJK	(@(F,%),10%)J olacaktır [1,37]. Klasik 

ertelenmiş düzeltme yaklaşımlarında genelde iki sorunla karşılaşılmaktadır. Bunlardan 

biri birinci bölümde bahsedildiği gibi eşit aralıklı noktalar seçilmesi durumunda 

karşılaşılan Runge fenomenidir. İkinci sorun ise, her bir yineleme adımında yeni bir 

sayısal diferansiyel hesaplamasının gerekiyor olmasıdır. Türev, interpolasyon 

polinomunun yüksek dereceli seçilmesini engelleyen sayısal kararsızlıklar ortaya 

çıkarır. Bir sonraki kısımda bahsedilecek spektral ertelenmiş düzeltme 

yaklaşımlarında eşit aralıklı noktalar seçildiğinde ortaya çıkan sorun, Legendre 

polinomlarının kullanılması ile giderilmiş ve sayısal türev sebebiyle ortaya çıkan sorun 

Picard integral denklemleri kullanılarak ortadan kaldırılmaya çalışılmıştır [1,36,37].  

3.4  Euler Yöntemlerine Dayalı Spektral Ertelenmiş Düzeltme Yöntemleri 

Spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin temel fikri, verilen aralıkta bir ara çözüm 

hesaplamak için basit bir sayısal yöntem kullanmak ve ardından, klasik ertelenmiş 

düzeltme yöntemlerinde de olduğu gibi, bu ara çözümün doğruluğunu arttırmak için 

hata denklemine dayalı bir dizi düzeltme denklemini çözmektir. Bu çalışmada hem ara 

çözümleri hesaplamak hem de düzeltme denklemlerini çözmek için açık ya da kapalı 

Euler yöntemleri kullanılacaktır. Öncelikle, [K, L] aralığında [6+ , 6+,%] alt aralıklarının, 

C = 0,… , $ olmak üzere 6+ noktaları seçerek $ adet alt aralığa bölündüğü varsayılsın. 

Yani, burada, 6+ = 6& < 6% < ⋯ < 67 = 6+,% olacaktır. Spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemleri, (2.2) ve (2.3) denklemleri ile verilen başlangıç değer problemini, 

[6+ , 6+,%] alt aralıklarının parçalandığı bu alt aralıklar üzerinde çözmeyi hedefler. Katı 

olmayan denklemler için açık ve katı olan denklemler için kapalı Euler yöntemleri 

kullanılarak elde edilen yaklaşık çözüm her bir C = 0,… , $ için 4@(6+) = 4+@ olarak 
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gösteriliyor olsun. (3.19) − (3.20) denklemleri kullanılarak elde edilecek bir dizi 

düzeltme çözümü de N@(6+) = N+@ ile gösteriliyor olsun. Bu durumda giderek daha 

doğru bir yaklaşım sağlayabilmek için 4@,% = 4@ + N@ çözümleri hesaplanacaktır ve 

denklemdeki !w6, 4@(6)x fonksiyonuna sayısal kareleme kullanılarak yaklaşılacaktır.  

Bu nedenle  6+ noktaları birinci bölümde tanımlanan Gauss kareleme formüllerinden 

elde edilen noktalar olarak seçilecektir [1,2,30,34,35]. (3.18) denkleminden hareketle 

açık spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri için düzeltme denklemleri (3.14) Picard 

tipi integral denkleminin açık Euler yöntemi ile çözülmesiyle, 

  									N+,%@ = N+@ + Δ6+çH(6+ , 4+@ + N+@) − H(6+ , 4+@)é + !+,%(4@) − !+(4@)							(3.28) 

olarak elde edilecektir. Bu durum ayrıntılarıyla bir önceki bölümde açıklanmıştır. 

																							%++,%(4@) = ö Hwn, 4@(n)xòn
3"#$

3"
																																													(3.29) 

kabulü ile, artık fonksiyon için 

                     					!+,%(4@) − !+(4@) = %++,%(4@) − 4+,%@ + 4+@ 																														(3.30) 

eşitliği yazılabilir. Burada 4+@,% = 4+@ + N+@ 	, 4+,%@,% = 4+,%@ + N+,%@  ve (3.30) eşitlikleri 

göz önünde bulundurulursa (3.28)	denklemi 

	4+,%@,% − 4+,%@ = 4+@,% − 4+@ + Δ6+çHI6+ , 4+@ + 4+@,% − 4+@J − HI6+ , 4+@Jé 

          +	%++,%(4@) − 4+,%@ + 4+@ 																																	                       (3.31) 

denklemine dönüşecektir. (3.31)’ de gerekli sadeleştirmeler yapılırsa açık şemalar 

için, 

4+,%@,% = 4+@,% + Δ6+çHI6+ , 4+@,%J − HI6+ , 4+@Jé + %++,%(4@)									 

denklemi elde edilecektir. Yine (3.18) denkleminden hareketle kapalı spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemleri için düzeltme denklemleri 

	N+,%@ = N+@ + Δ6+çHI6+,%, 4+,%@ + N+,%@ J − HI6+,%, 4+,%@ Jé 

         +	!+,%(4@) − !+(4@)																																											           (3.33) 

şeklinde yazılabilir. Burada 4+@,% = 4+@ + N+@ , 4+,%@,% = 4+,%@ + N+,%@  ve (3.30) 

eşitlikleri göz önünde bulundurulursa (3.33) denklemi 

 

(3.32) 
 
(3.32) 
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					4+,%@,% − 4+,%@ = 4+@,% − 4+@ + Δ6+çHI6+,%, 4+,%@ + 4+,%@,% − 4+,%@ J − HI6+,%, 4+,%@ Jé 

    +	%++,%(4@) − 4+,%@ + 4+	@ 																																																          (3.34) 

denklemine dönüşecektir. (3.34) denkleminde gerekli sadeleştirmeler yapıldığında 

kapalı şemalar için 

    4+,%@,% = 4+@,% + Δ6+çHI6+,%, 4+,%@,%J − HI6+,%, 4+,%@ Jé + %++,%(4@)          (3.35) 

denklemi elde edilecektir [1,2,30,34,35]. Yani, spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin sayısal uygulamalarında önce Euler yöntemleri ile ara çözümler 

hesaplanacak daha sonra ise yine denklemlerin tipine bağlı olarak (3.32) ve (3.35) ile 

verilen açık ya da kapalı şemalar için uygun düzeltme denklemleri kullanılarak 

düzeltme çözümleri elde edilecektir. Aşağıda, açık spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemleri için algoritma verilmiştir.  

Algoritma 3.2 (Açık Spektral Ertelenmiş Düzeltme) 
 
Yorum [Ara Çözüm Hesapla] 
 
  do ! = 0,… , & − 1      

Katı olmayan denklemler için açık Euler yöntemi ile [*, +] aralığında her ! için -%&'[)] = -%[)] + /0% ∙
230% , -%[)]4 formülü ile ara çözümleri hesapla.  

   enddo 
 
Yorum [Düzeltme Çözümü Hesapla] 
 
 do 5 = 0,… , & − 2  
     do ! = 0,… , & − 1    
 

1) [*, +] aralığında her bir alt aralık için, Gauss kareleme formüllerini kullanarak, 7%%&'(-+) 
integralini hesapla.  

2) -%&'[+&'] = -%[+&'] + Δ0% ;230% , -%[+&']4 − 230% , -%[+]4< + 7%%&'(-+)		(3.32) formülü ile düzeltme 
çözümlerini hesapla. 

     enddo 
enddo  
 

Açıklama 3.1: Kapalı yöntemlerin uygulanışında kullanılacak olan algoritma burada 

tekrarlanmayacaktır. Ancak algoritmanın oluşturulabilmesi için Algoritma 3.2’ de 

verilen .!,(
[#] = .!

[#] + ?-! ∙ H(6?, 4?
[0]) formülü .!,(

[#] = .!
[#] + ?-! ∙ H(6?+1, 4?+1

[0] ) ile 

(3.32) formülü ise (3.35) ile değiştirilmelidir.  

Açıklama 3.2: Katı olmayan problemler için, & adet nokta kullanılarak ve p adet 

düzeltme adımı uygulanarak elde edilen çözümler !"!#$.@ , katı problemler için & 
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adet nokta kullanılarak ve p adet düzeltme adımı uygulanarak elde edilen çözümler 

!"%&$.@  ile gösterilecektir [1]. 

Teorem 3.1: Yeterince pürüzsüz herhangi bir H ∶ 	ℝ × ℂ → ℂ fonksiyonu ve herhangi 

&, p doğal sayıları için, !"!#$.@  ve !"%&$.@  yaklaşımları gerçek çözüme 

&CD(&, p + 1) doğruluk mertebesi ile yakınsayacaktır [1]. 

4.  RUNGE – KUTTA VE SPEKTRAL ERTELENMİŞ DÜZELTME 

YÖNTEMLERİNİN KARARLILIK BÖLGESİ ANALİZİ 

4.1 Runge – Kutta Yöntemlerinin Kararlılık Bölgesi Analizi 

Bu bölümde, Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgesi analizi yapılacaktır. 

Karalılık bölgesinin nasıl belirlendiği, 4"(6) = R4(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1] test 

problemi kullanılarak, ilk olarak, ikinci mertebeden Runge – Kutta yöntemleri için 

gösterilecektir. İkinci mertebeden Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgesini 

belirleyebilmek için, öncelikle, Euler yönteminde olduğu gibi test problemine ikinci 

mertebeden Runge – Kutta yöntemlerinden biri uygulanacaktır. İkinci mertebeden 

Runge – Kutta yöntemlerinden biri ve yöntem için !! ve !" değerleri önceki 

bölümlerde belirtilmişti. Test probleminden hareketle, 	4"(6+ , 4+) = R4+ ve ∆6R = ~ 

eşitlikleri p değerlerinde yerine yazılıp denklemler düzenlenecek olursa sırasıyla, 

     !! = ∆6'4# = (4#               (4.1) 

      !" = ∆6'#4# + (4#& = ((1 + ()4#                                   (4.2) 

elde edilecektir. Bu değerler, 4+,% = 4+ +
@$,@!
(

 eşitliğinde yerine yazılıp gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 

   4+,% = 4+ +
$<!+$(1+$)<!

(
														             (4.3) 

             				4+,% = £1 + ~ + =!

(
§ 4'																			             (4.4) 
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eşitliği elde edilecektir. Burada daha önceki bölümlerde tanımı yapılmış olan kararlılık 

fonksiyonun �(~) = 1 + ~ + =!

(
	olduğu gözlemlenebilir. İkinci mertebeden Runge – 

Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgesi ise |�(~)| = v1 + ~ + =!

(
v < 1 eşitsizliğinin 

kompleks düzlemde çizilmesi ile gösterilen bölge olacaktır. Birinci mertebeden Runge 

– Kutta yöntemleri Euler yöntemleri ile eşdeğerdir. Üçüncü ve dördüncü mertebeden 

yöntemlerin kararlılık bölgesi analizi ise ikinci mertebe yöntemlerin analizinde 

kullanılan adımlar takip edilerek yapılabilir. Dördüncü mertebeye kadar Runge – Kutta 

yöntemlerinin kararlılık fonksiyonları Çizelge 4.1. ile verilmiştir. İleride dördüncü 

mertebeye kadar Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgeleri şekil üzerinde de 

gösterilecektir [38,39]. 

Çizelge 4.1 1, 2, 3 ve 4. mertebeden Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık 
fonksiyonları. 

 

 

 

 

 

 

Bir sonraki bölümde spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık analizi 

yapılacaktır. Ardından dördüncü mertebeye kadar Runge – Kutta yöntemleri ile yine 

dördüncü mertebeye kadar spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık 

bölgeleri karşılaştırılacaktır.  

4.2 Spektral Ertelenmiş Düzeltme Yöntemlerinin Kararlılık Bölgesi Analizi 

Spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık bölgelerini belirleyebilmek için, 

her bir mertebede ara çözümler ve düzeltme çözümleri hesaplanacaktır. Runge – Kutta 

yöntemleri ile karşılaştırma yapabilmek adına, Runge – Kutta yöntemlerinde olduğu 

gibi burada da ikinci mertebeden yöntem için kararlılık analizi adımları gösterilecektir. 

Yöntemin Mertebesi Kararlılık Fonksiyonu  

1 1 + ~ 

2 1 + ~ +
~(

2
 

3 1 + ~ +
~(

2
+
~)

6
 

4 1 + ~ +
~(

2
+
~)

6
+
~$

24
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Ardından yöntemin daha net anlaşılabilmesi için üçüncü mertebe yöntem için de analiz 

adımları tekrar edilecektir. Analiz adımları uygulanırken düzeltme çözümünün 

hesaplanması, her bir C için %++,%I4[@]J ile gösterilen integrallerin hesaplanmasını 

gerektirecektir. Hesaplanması gereken integraller, bu aşamada işlem kolaylığı 

açısından, ikinci mertebeden yöntem için yamuk kuralı ve üçüncü mertebeden yöntem 

için Simpson kuralı kullanılarak hesaplanacaktır. İleride daha yüksek mertebeler için 

hesap yapabilmek ve kararlılık analizi adımlarını genelleştirebilmek amacıyla, 

integraller hesaplanırken Gauss kareleme yöntemleri kullanılacaktır. İkinci mertebe 

yöntemin kararlılık bölgesi belirlenirken test problemi için verilen [0, 1] aralığı iki eşit 

alt aralığa bölünecektir. Bu nedenle ∆6 = 1/2 kabul edilecektir. Üçüncü mertebeden 

yöntemin kararlılık bölgesi belirlenirken de test probleminin tanımlı olduğu aralık üç 

eşit parçaya bölünecektir. Burada da ∆6 = 1/3 kabul edilecektir. Ancak birinci 

mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi için kararlılık analizi yapılırken [0, 1] 

aralığı alt aralıklara bölünmediğinden ∆6 = 1 kabul edilecektir. Ayrıca ∆6R = ~ 

kabulünden hareketle R = ~ olması gerektiği de görülebilir. Birinci mertebe spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemi için p = 0, C = 0 alınarak işlemlere başlanacaktır. 

Açıklama 4.1: Kararlılık analizi adımlarını açık şemalar üzerinden verilmiştir. İleride 

kapalı şemalar için ara çözüm ve düzeltme çözümü formülleri verilecektir. Ayrıca 

belirli mertebeye kadar kararlılık bölgeleri de şekil üzerinde gösterilecektir. Ancak 

analiz adımları kapalı şemalar için tekrar edilmeyecektir. 

Açıklama 4.2 : Kararlılık analizleri boyunca zaman adımı boyutu ∆6 = ℎ kabul 

edilecektir. 

 

1. Mertebe: p = 0, C = 0 

Ara Çözüm:  4+,%
[@] = 4+

[@] + Rℎ4+
[@]	, 4&

[&] = 1	ve		ℎ = 1	                         (4.5) 

          p = 0 ⇒ 4+,%
[&] = 4+

[&] + R4+
[&]                 (4.6) 

											C = 0,								4%
[&] = 4&

[&] + R4&
[&]	  

																														4%
[&] = (1 + R)4&

[&]                                        (4.7) 

elde edilecektir. R = ~ kabulü göz önüne alınırsa, 4%
[&] = (1 + ~) olacaktır. Burada 

birinci mertebeden yöntem için sadece ara çözüm hesaplandığını gözlemlemek 
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gerekir. Açıkça görülebileceği gibi, Runge – Kutta yöntemlerinde olduğu gibi spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemlerinde de birinci mertebe yöntemin kararlılık bölgesi açık 

Euler yöntemi ile aynıdır. Bu da ara çözüm hesaplarken açık Euler yöntemi 

kullanıldığı için beklenen bir durumdur. Şimdi kararlılık bölgesi analizine ikinci 

mertebeden yöntem ile devam ediliyor olsun. İkinci mertebeden yöntem için bir adet 

düzeltme çözümü hesaplanacaktır. Her bir düzeltme çözümü, yöntemin mertebesini 1 

arttırmaktadır [34]. Bu analiz, düzeltme çözümünün hesaplanmasını gerekli 

kıldığından integral hesaplama zorunluluğu oluşacaktır. Şimdilik, bu integral 

hesabının ikinci mertebeden yöntem için yamuk kuralı [4] ile yapılacağı belirtilmişti. 

İkinci mertebeden yöntem için p = 0, C = 0, 1 kabul edilecektir. Ayrıca daha önce 

belirtildiği gibi [0, 1] aralığı iki eşit alt aralığa bölünecektir. 

2. Mertebe: p = 0, C = 0, 1 

Ara Çözüm:  4+,%
[@] = 4+

[@] + Rℎ4+
[@]		, 4&

[&] = 4&
[%] = 1	ve		ℎ = 1/2            (4.8) 

          p = 0 ⇒ 4+,%
[&] = 4+

[&] + ;
(
4+
[&]                 (4.9) 

												C = 0,								4%
[&] = 4&

[&] + ;
(
4&
[&] =	w1 + ;

(
x4&

[&]	  

																															4%
[&] = w1 + ;

(
x4&

[&]																																																																												(4.10)  

												C = 1,								4(
[&] = 4%

[&] + ;
(
4%
[&] =	w1 + ;

(
x4%

[&]	 ve  4%
[&] = w1 + ;

(
x4&

[&]														  

																									⇒ 			4(
[&] = w1 + ;

(
x	(4&

[&]																																																																							(4.11)

                       

Düzeltme Çözümü: 4+,%
[@,%] = 4+

[@,%] + 	Rℎ £4+
[@,%] − 4+

[@]§ + %++,%I4[@]J	, ℎ = 1/2         

                       (4.12) 

												p = 0 ⇒ 4+,%
[%] = 4+

[%] +	;
(
£4+

[%] − 4+
[&]§ + %++,%I4[&]J             (4.13) 

													C = 0,								4%
[%] = 4&

[%] +	;
(
£4&

[%] − 4&
[&]§ + %&%I4[&]J								           (4.14) 

 

Bu adımda %&%I4[&]J ile sembolize edilen integrali hesaplamak için yamuk kuralı 

uygulanırsa; 



37 

																							%&%I4[&]J = 	Rö 4[&](n)òn =
R
4
£4&

[&] + 4%
[&]§

3$

3,
																																		(4.15) 

																																										=
R
4
•4&

[&] + ¶1 +
R
2
ß4&

[&]®																																																				(4.16) 

		=
R
4
•¶1 + 1 +

R
2
ß4&

[&]®																																																									(4.17) 

		= 	©
R
2
+
R(

8
™4&

[&]																																																																					(4.18) 

                     ⟹4%
[%] = 4&

[%] +	;
(
£4&

[%] − 4&
[&]§ + %&%I4[&]J																								(4.19)	

																																							= ¶1 +
R
2
ß4&

[%] −
R
2
4&
[&] + %&%I4[&]J																									(4.20) 

																																							= ©1 +
R
2
+
R(

8
™4&

[&]																																																				(4.21) 

														C = 1,								4(
[%] = 4%

[%] +	;
(
£4%

[%] − 4%
[&]§ + %%(I4[&]J	                     (4.22) 

Yine bu adımda da %%(I4[&]J	integralini hesaplamak için yamuk kuralı kullanılırsa; 

																															%%(I4[&]J 	= Rö 4[&](n)òn =
R
4
£4%

[&] + 4(
[&]§

3!

3$
																										(4.23) 

																																																=
R
4
•¶1 +

R
2
ß4&

[&] + ¶1 +
R
2
ß	(4&

[&]®																												(4.24) 

																																															=
R
4
´©1 +

R
2
+ 1 + R +

R(

4
™4&

[&]¨																																		(4.25) 

																																															=
R
4
´©2 +

3
2
R +

R(

4
™4&

[&]¨																																															(4.26) 

																																															= ¶
R
2
+
3
8
R( +

1
16
R)ß4&

[&]																																															(4.27) 

 

																																				⟹ 4(
[%] = 4%

[%] +	
R
2
£4%

[%] − 4%
[&]§ + %%(I4[&]J																								(4.28) 

																																			= ¶1 +
R
2
ß4%

[%] −
R
2
4%
[&] + %%(I4[&]J																																											(4.29) 
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						= ¶1 +
R
2
ß ©1 +

R
2
+
R(

8
™4&

[&] −
R
2
¶1 +

R
2
ß4&

[&] + ¶
R
2
+
3
8
R( +

1
16
R)ß4&

[&]	(4.30) 

						= ©1 +
R
2
+
R(

8
+
R
2
+
R(

4
+
R)

16
−
R
2
−
R(

4
+
R
2
+
3
8
R( +

1
16
R)™4&

[&]																(4.31) 

						= ¶1 + 	R +
1
2
R( +

1
8
R)ß4&

[&]																																																																																		(4.32) 

elde edilecektir. Yine, R = ~ kabulü göz önüne alınırsa, 

																																					4(
[%] = ¶1 + 	~ +

1
2
~( +

1
8
~)ß4&

[&]																																										(4.33) 

eşitliğine ulaşılır.  

 

Açıklama 4.3: (4.33) eşitliğinden hareketle ikinci mertebeden spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemi için kararlılık fonksiyonu �(~) = 4(
[%]/4&

[&] oranı ile bulunacaktır. 

Euler ve Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık bölgesi analizlerinde olduğu gibi 

burada da |�(~)| < 1 eşitsizliğinin kompleks düzlemde çizilmesi ile yöntemin 

kararlılık bölgesi elde edilmiş olacaktır. |�(~)| = v1 + ~ + %
(
~( + %

O
~)v < 1 bölgesi 

Şekil 4.2 de mavi çizgi ile gösterilmiştir. Üçüncü mertebeden spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemi için de benzer şekilde kararlılık fonksiyonu  �(~) = 4)
[(]/4&

[&] oranı 

ile bulunacaktır. Ancak bu adımda, test problemi gereği 4&
[&] = 1 olduğu için analiz 

adımları boyunca 4&
[&] yerine 1 yazılıp, kararlılık fonksiyonun �(~) = 4)

[(]	şeklinde 

olduğu düşünülecektir.  

 

Şimdi kararlılık bölgesi analizine üçüncü mertebeden yöntem ile devam ediliyor olsun. 

Üçüncü mertebeden yöntemde iki adet düzeltme çözümü hesaplanacaktır. Daha önce 

de bahsedildiği gibi, bu analiz de düzeltme çözümünün hesaplanmasını gerekli 

kıldığından integral hesaplama zorunluluğu oluşacaktır. Üçüncü mertebe yöntem için 

bu hesabın Gauss – Lobatto noktaları ve ağırlıkları kullanılarak yapılması karmaşık 

olduğundan, işlemlerin daha rahat anlaşılabilmesi için integral hesabında Simpson 

kuralı [4] kullanılacaktır. Üçüncü mertebe yöntem için p = 0, 1		C = 0, 1, 2 olacaktır. 

Ayrıca [0, 1] aralığı üç eşit alt aralığa bölünecektir. 
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3. Mertebe: p = 0, 1		C = 0, 1, 2 

Ara Çözüm:  4+,%
[@] = 4+

[@] + Rℎ4+
[@]	, 4&

[&] = 4&
[%] = 4&

[(] = 1	ve		ℎ = 1/3						(4.34)

        

          p = 0 ⇒ 4+,%
[&] = 4+

[&] + ;
)
4+
[&]																																																																												(4.35)

                  

												C = 0,			4%
[&] = 4&

[&] + ;
)
4&
[&] =	w1 + ;

)
x4&

[&]	 ve  4&
[&] = 1 olduğundan, 

																										4%
[&] = ¶1 +

R
3
ß																																																																																								(4.36) 

												C = 1,			4(
[&] = 4%

[&] + ;
)
4%
[&] =	w1 + ;

)
x4%

[&]	 ve  4%
[&] = 1 + ;

)
  olduğundan, 

																										4(
[&] = w1 + ;

)
x	(																																																																																						(4.37)                       

												C = 2,			4)
[&] = 4(

[&] + ;
)
4(
[&] =	w1 + ;

)
x4(

[&]	 ve  4(
[&] = w1 + ;

)
	x
(
  olduğundan, 

																										4)	
[&] = w1 + ;

)
x	)																																																																																						(4.38)  

Düzeltme Çözümü: 4+,%
[@,%] = 4+

[@,%] + 	Rℎ £4+
[@,%] − 4+

[@]§ + %++,%I4[@]J	, ℎ = 1/3		       

        (4.39) 

												p = 0 ⇒ 4+,%
[%] = 4+

[%] +	;
)
£4+

[%] − 4+
[&]§ + %++,%I4[&]J																																		(4.40)   

													C = 0,								4%
[%] = 4&

[%] +	;
)
£4&

[%] − 4&
[&]§ + %&%I4[&]J																																				(4.41)  

Bu adımda %&%I4[&]J ile sembolize edilen integrali hesaplamak için Simpson kuralı 

kullanılırsa integral; 

														%&%I4[&]J = 	Rö 4[&](n)òn =
R
18
£4&

[&] + 44.$
[&] + 4%

[&]§
3$

3,
																									(4.42) 

şeklinde hesaplanacaktır. Burada öncelikle [6&, 6%] alt aralığı, orta nokta 6.$ kabul 

edilerek üç eşit parçaya bölünmüştür. Bu sebeple ikinci mertebe yöntemden farklı 

olarak bilinmeyen 4.$
[&]  değerinin hesaplanması gerekmektedir. 4.$

[&]  değeri temel 

kavramlar bölümünde formülleri verilen Lagrange interpolasyon polinomları ile 

hesaplanacaktır. Bu işlem adımları, diğer alt aralıklardaki integrallerin hesaplanması 

sırasında elde edilmesi gereken değerler için tekrar edilmeyecektir.   
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4.$
[&] = 4&

[&] ∙ \& + 4%
[&] ∙ \% + 4(

[&] ∙ \( + 4)
[&] ∙ \)																																																				(4.43) 

\& =
I6.$ − 6%JI6.$ − 6(JI6.$ − 6)J
(6& − 6%)(6& − 6()(6& − 6))

=
w−ℎ6 xw

−3ℎ
6 xw−5ℎ6 x

w−2ℎ6 x w−4ℎ6 x (−ℎ)
=
5
16
																	(4.44) 

\% =
I6.$ − 6&JI6.$ − 6(JI6.$ − 6)J
(6% − 6&)(6% − 6()(6% − 6))

=
wℎ6x w

−3ℎ
6 x w−5ℎ6 x

w2ℎ6 x w
−2ℎ
6 x w−4ℎ6 x

=
15
16
																		(4.45) 

\( =
I6.$ − 6&JI6.$ − 6%JI6.$ − 6)J
(6( − 6&)(6( − 6%)(6( − 6))

=
wℎ6x w

−ℎ
6 x w

−5ℎ
6 x

w4ℎ6 xw
2ℎ
6 x w

−2ℎ
6 x

=
−5
16
																					(4.46) 

\) =
I6.$ − 6&JI6.$ − 6%JI6.$ − 6(J
(6) − 6&)(6) − 6%)(6) − 6()

=
wℎ6x w

−ℎ
6 x w

−3ℎ
6 x

(ℎ) w4ℎ6 x w
2ℎ
6 x

=
1
16
																							(4.47) 

⇒ 4.$
[&] = 1 ∙

5
16

+
15
16

∙ ¶1 +
R
3
ß −

5
16

∙ ¶1 +
R
3
ß	( +

1
16

∙ ¶1 +
R
3
ß	)																						(4.48) 

						4.$
[&] = 1 +

R
6
−
R(

72
+

R)

432
																																																																																								(4.49) 

elde edilir. 4.$
[&]  değeri, %&%I4[&]J integralinde yerine yazılıp gerekli düzenlemeler 

yapılarak, 

																											4%
[%] = 1 +

R
3
+
R(

18
−

R)

324
+

R$

1944
																																																				(4.50) 

elde edilir. Bir sonraki adımda, aynı işlemler C = 1 ve C = 2 için de tekrar edilecektir. 

Öncelikle,  

																						C = 1,								4(
[%] = 4%

[%] +	
R
3
£4%

[%] − 4%
[&]§ + %%(I4[&]J																										(4.51) 

yazılabilir. Burada %%(I4[&]J integralini hesaplamak için yeniden Simpson kuralı 

kullanılırsa [6%, 6(] alt aralığının orta noktası 6.! olmak üzere integralin eşiti, 

																						%%(I4[&]J = 	Rö 4[&](n)òn =
R
18
£4%

[&] + 44.!
[&] + 4(

[&]§
3!

3$
																	(4.52) 
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şeklinde yazılır. Burada 4.!
[&]  değerinin bulunmasında da Lagrange interpolasyonu 

kullanılacaktır. (4.52) integralinin hesaplanıp (4.51)’ de diğer bilinmeyenlerle birlikte 

yerine yazılmasıyla, 

																															4([%] = 1 + 2R3 + 2R
(

9 + 5R)
162 −

R$
972 +

R#
5832																															(4.53) 

elde edilir. Buradan hareketle, aynı işlem adımları C = 2 için de tekrar edilecek olursa,  

																													C = 2,								4)[%] = 4([%] +	
R
3 £4(

[%] − 4([&]§ + %()I4[&]J																			(4.54) 

elde edilir. Burada %()I4[&]J integralini hesaplamak için yeniden Simpson kuralı 

kullanılırsa [6(, 6)] alt aralığının orta noktası 6.- olmak üzere integralin eşiti, 

																					%()I4[&]J = 	Rö 4[&](n)òn = R
18 £4(

[&] + 44.-
[&] + 4)[&]§						

3-

3!
												(4.55) 

şeklinde yazılır. (4.55) integralinin hesaplanıp (4.54) eşitliğinde diğer bilinmeyenlerle 

birlikte yerine yazılmasıyla, 

																														4)[%] = 1 + 	R + R
(

2 +
17R)
108 +

R$
72 −

R#
5832 +

RP
17496																			(4.56) 

elde edilir. Şimdi aynı işlemler p = 1 kabul edilerek tekrar edilecektir. 

																					p = 1 ⇒ 4+,%[(] = 4+[(] +	
R
3 £4+

[(] − 4+[%]§ + %++,%I4[%]J																								(4.57) 

																					C = 0,								4%[(] = 4&[(] +	
R
3 £4&

[(] − 4&[%]§ + %&%I4[%]J																											(4.58) 

																			%&%I4[%]J = 	Rö 4[%](n)òn = R
18 £4&

[%] + 44.$
[%] + 4%[%]§

3$

3,
																				(4.59) 

Burada, 

4.$
[%] = 4&[%] ∙ \& + 4%[%] ∙ \% + 4([%] ∙ \( + 4)[%] ∙ \)																				 

																						4.$
[%] = 1 +	R6 +

R(
72 −

7R)
2592 +

13R$
7776 −

R#
15552 +

RP
279936															(4.60) 

şeklinde elde edilir. Öncelikle 4.$
[%]  değeri %&%I4[%]J	integralinde yerine yazılarak 

integralin eşiti elde edilir. Ardından %&%I4[%]J integralinin eşiti (4.58)’ de yerine 

yazılarak, 
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						⇒ 4%[(] = 1 +	R3 +
R(
18 +

R)
162 −

R$
1296 −

7R#
17496 −

RP
69984 +

RQ
1259712								(4.61) 

elde edilir. Ardından aynı işlemler C = 1 ve C = 2 için tekrarlanır. 

																					C = 1,								4([(] = 4%[(] +	
R
3 £4%

[(] − 4%[%]§ + %%(I4[%]J																											(4.62) 

																			%%(I4[%]J = 	Rö 4[%](n)òn = R
18 £4%

[%] + 44.!
[%] + 4([%]§

3!

3$
																				(4.63) 

⇒ 4([(] = 1 +	2R3 + R
(

9 +
4R)
81 +

5R$
972 −

11R#
34992 +

RP
6561 −

RQ
209952 +

RO
3779136 

        (4.64) 

																						C = 2,								4)[(] = 4([(] +	
R
3 £4(

[(] − 4([%]§ + %()I4[%]J																										(4.65) 

																			%()I4[%]J = 	Rö 4[%](n)òn = R
18 £4(

[%] + 44.-
[%] + 4)[%]§

3-

3!
																				(4.66) 

							⇒ 4)[(] = 1 + 	R + R
(

2 +
R)
6 +

17R$
432 +

37R#
11664 +

RP
69984 +

67RQ
1259712 −

5RO
3779136

+ R'
11337408																																																																																										(4.67) 

elde edilir. Yine, R = ~ kabulü göz önüne alınırsa üçüncü mertebe yöntem için 

kararlılık fonksiyonu, 

															4)[(] = 1 + 	~ + ~
(

2 + ~
)

6 + 17~
$

432 + 37~#
11664 +

~P
69984 +

67~Q
1259712

− 5~O
3779136 +

~'
11337408																																																																		(4.68)	 

şeklinde yazılır. Açıklama 4.3 ile belirtildiği gibi burada (4.68) eşitliği kararlılık 

fonksiyonu olarak kabul edilecektir.  

 

Açıklama 4.4: Şekil 4.1 ve Şekil 4.2 ile dördüncü mertebeye kadar Runge – Kutta 

yöntemleri ile dördüncü mertebeye kadar açık spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin kararlılık bölgeleri gösterilmiştir. Şekillerde ikinci, üçüncü ve dördüncü 

mertebeden açık spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık bölgelerinin 

bulunmasında Gauss kareleme formüllerinden olan Gauss – Lobatto noktaları ve 



43 

ağırlıkları kullanılmıştır. Burada Gauss kareleme kullanılması sebebiyle [0, 1] 

aralığının eşit alt aralıklara bölünmeyeceği gözden kaçırılmamalıdır.  

 

Açıklama 4.5: Yine bu bölümde hem açık hem kapalı spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin algoritması verilerek daha yüksek mertebeler için kararlılık bölgeleri 

çizilecektir. Ayrıca Çizelge 4.2 ile dördüncü mertebeye kadar açık spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemlerinin kararlılık fonksiyonları verilmiştir. Hesaplamalar MATLAB 

ile yapılmış olup kod ek kısmında verilmiştir.  

 

Çizelge 4.2 1, 2, 3 ve 4. mertebeden spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin 
kararlılık fonksiyonları. 

 

Açıklama 4.6: İkinci mertebeden yöntem için yamuk kuralı ya da Gauss kareleme 

kullanılarak aynı bölgeler elde edilmektedir. Bu nedenle Şekil 4.2 ile integral 

çözümünde yamuk kuralı kullanılarak elde edilen bölge de gözlemlenebilir. Ancak bu 

üçüncü mertebe yöntem için geçerli bir durum değildir. Yani Simpson kuralı ve Gauss 

– Lobatto kareleme kullanılarak elde edilen bölgeler aynı değildir. Aşağıda Şekil 4.1 

ve 4.2 ile 1, 2, 3 ve 4. mertebeden Runge - Kutta yöntemlerinin ve spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemlerinin kararlılık bölgeleri verilmiştir. 

Yöntemin 
Mertebesi Kararlılık Fonksiyonu  

1 1 + / 

2 1 + / + /
!

2 + /
"

8  

3 
1 + / + /

!

2 + /
"

6 + /#
27 +

/$
324 −

/%
69984 +

245280638141603/&
4611686018427387904 +

6247944613358245/'
4722366482869645213696 

+ 6664474254248795/(
75557863725914323419136 

4 

1 + / + /
!

2 + /
"

6 + /#
24 +

497/$
61440 +

2311222308768609/%
2305843009213693952 +

4053239664633449/&
147573952589676412928 

− 2868959762621205/'
590295810358705651712 −

5655075532096953/(
4722366482869645213696 −

2805228267894373/)*
590295810358705651712 

+ 4587184953787949/)!
9671406556917033397649408 +

2731510396216039/)"
38685626227668133590597632 

− 8963905391656477/)#
4951760157141521099596496896 +

7422031030342845/)$
79228162514264337593543950336 

− 2711895953394501/)%
633825300114114700748351602688 
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Açıklama 4.7: Şekil 4.1 ve Şekil 4.2’ den de gözlemlenebileceği gibi, her iki 

yöntemde de birinci mertebeden kararlılık bölgeleri birbirine eşit olup, açık Euler 

yöntemi ile elde edilen kararlılık bölgesi ile aynıdır. Ancak en azından ikinci, üçüncü 

ve dördüncü mertebeden spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin kararlılık 

bölgelerinin yine aynı mertebeden Runge – Kutta yöntemlerinin kararlılık 

bölgelerinden daha geniş olduğu söylenebilir. Bu da spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin test problemi için daha kararlı olduğunu göstermektedir. Buradan 

hareketle, çalışmanın ilerleyen bölümlerinde incelenen diğer adi diferansiyel  

denklemler ve adi diferansiyel denklem sistemleri için de spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemlerinin kararlılık davranışının aynı doğrultuda olması beklenir.  

Çalışmanın ilerleyen bölümlerinde, spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin 

kararlılık bölgesini hesaplarken Gauss kareleme formüllerini kullanarak, integral 

hesabı genelleştirilecektir. İntegral hesabının nasıl yapılacağı açıklama ile eklenecek 

olup, ikinci mertebe için örnek hesaplama yapılacaktır. Aşağıda açık şemalar kararlılık 

analizi algoritması verilmiştir. Algoritma sonrası verilen şekiller ise Gauss kareleme 

formülleri kullanılarak elde edilmiş daha yüksek mertebeden yöntemlerin kararlılık 

bölgelerini göstermektedir. 

 

 

Şekil 4.2 1, 2, 3 ve 4. mertebeden spektral 
ertelenmiş düzeltme yöntemleri için 

kararlılık bölgeleri. 

 
Şekil 4.1 1, 2, 3 ve 4. mertebeden spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemleri için 
kararlılık bölgeleri. 

Şekil 4.1 1, 2, 3 ve 4. mertebeden 
Runge - Kutta yöntemleri için 

kararlılık bölgeleri. 
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Algoritma 4.1 (Açık Yöntem için Kararlılık Analizi) 
 
Yorum [Ara Çözüm Hesapla] 
 
do C = 0,… , ë − 1    
    Katı olmayan problemler için, açık Euler yöntemini kullanarak .!,(

[#] = (1 + :
;)
!,(	ara 

çözümlerini hesapla. 
enddo 
 
Yorum [Düzeltme Çözümü Hesapla] 
 
do p = 0,… , ë − 2 
  do C = 0,… , ë − 1    

1) [0,1] aralığında her bir alt aralık için, Gauss kareleme formüllerini kullanarak, 
%++,%I4[@]J integralini hesapla.  

2) Bölüm 4.2’ de olduğu gibi 4+,%
[@,%] = 4+

[@,%] +	 =
F
£4+

[@,%] − 4+
[@]§ + %++,%I4[@]J 

düzeltme çözümlerini hesapla.  
   enddo 
enddo 
 
Açıklama  4.8:     Algoritma 4.1’ de verilen %++,%I4[@]J  integrali, daha önce belirtildiği 

gibi,  Gauss – Lobatto nokta ve ağırlıkları kullanılarak hesaplanacaktır. Burada  Gauss 

– Lobatto nokta ve ağırlıklarının [−1, 1] aralığında tanımlı olduğu göz önünde 

bulundurulmalıdır. Bu sebeple her bir [6+ , 6+,%] alt aralığında hesaplanacak integraller, 

(2.61) eşitliği de göz önünde bulundurularak, 

																					A!!,(5.[<]6 = RB 4[R](n)òn
S.+1

S.
= R

(6?+1 − 6?)
2 B 4[R](n)òn

1

−1
																	(4.69) 

																																						= R
(6+,% − 6+)

2
≠ù%4(−1) + ù14(1) +îù+4(#+)

1

+A(

Æ				(4.70) 

eşitliği ile elde edilecektir.  Burada   #+ noktaları  daha önce verilen (3.21) eşitliği ile 

hesaplanacaktır. Yani her bir 6+ noktasının [−1, 1] aralığına lineer transformasyonu 

alınacaktır. (4.70) eşitliğindeki 	ù+ 	noktaları ise Gauss – Lobatto ağırlıkları olup birinci 

bölümde (2.62) formülleri ile verilmiştir. Bilinmeyen 4(#+) değerleri ise üçüncü 

mertebe yöntemde olduğu gibi Lagrange interpolasyonu ile hesaplanacaktır.  

Açıklama 4.9: Algoritma 4.1’ de 4+,%
[&] = (1 + =

F
)+,%  eşitliği ile elde edilen ara 

çözümlerin detayı, (4.11) ve (4.38) denklemleri ile gözlemlenebilir. Burada test 
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problemi gereği 4&
[&] = 1 kabul edildiği göz önünde bulundurulmalıdır.  Algoritmada  

ë mertebeyi temsil etmekte olup her bir analizde eşit alt aralıklarda çalışıldığı için   ℎ =
%
F
  alınmıştır. Buradan hareketle, kararlılık analizi boyunca R = ~ kabul edildiğinden 

Rℎ = 
=
F
  olduğu gözlemlenebilir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Açıklama 4.10: Açık şemalar için Şekil 4.3 – 4.6 ile verilen grafiklerde gözüken 

adacıklarla, MATLAB’ de kontur grafikleri elde edildiği için karşılaşılmaktadır.  Açık 

şemalar için şekilleri elde ederken kullanılan kod ek kısmında bulunmaktadır. 

Açıklama 4.11: Çalışmada, %++,%I4[@]J integrali hesaplanırken, aralığın uç noktalarını 

da dahil edebilmek amacıyla Gauss – Lobatto kareleme formülleri kullanılmıştır. 

Şekil 4.6  !"!#$(&%'  için kararlılık 
bölgesi. 

Şekil 4.5 !"!#$%#%$  için kararlılık 
bölgesi. 

 
Şekil 4.6 !"!#$%#%$  için kararlılık 

bölgesi. 

Şekil 4.3 !"!#$#$  için kararlılık 
bölgesi. 

 
Şekil 4.4 !"!#$%#%$  için kararlılık 

bölgesi. 

Şekil 4.4 !"!#$%&'   için kararlılık 
bölgesi. 

 
Şekil 4.5 !"!#$%#%$  için kararlılık 

bölgesi. 
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Gauss – Lobatto karelemenin detaylarını daha net anlayabilmek amacıyla, aşağıda, 

ikinci mertebeden yöntem için örnek bir uygulama verilmiştir.  

Açıklama 4.12: Şekil 4.3 – 4.6 incelendiğinde kararlılık bölgelerinin mertebe arttıkça 

genişlediği görülebilir. Yani problem çözümlerinde, mertebe arttıkça, zaman adımı ∆6’ 

nin daha büyük seçilebilmesi beklenir.  

2. mertebe yöntem için düzeltme çözümü hesaplarken C = 0 kabul edildiğinde 

karşılaşılan  %&%I4[&]J integrali [−1,1] aralığında Gauss – Lobatto nokta ve ağırlıkları 

ile  hesaplanırsa, 

%&%I4[&]J = 	Rö 4[&](n)òn
3$

3,
=
R(6% − 6&)

2
ö 4[&](n)òn
%

0%
 

																						= 	
R
4
Iù(1)4(#&) + ù(2)4(#%)J 	=

R
4
wù(1)4&

[&] +ù(2)4%
[&]x					(4.71) 

eşitliğine ulaşılacaktır. İkinci mertebeden yöntem için #(1) = −1 , #(2) = 1 , ù(1) =

1 ve ù(2) = 1 olduğu bilinmektedir. Burada 4(#&) ve 4(#%) değerlerinin 

hesaplanacağı #& ve #% noktaları #(1), #(2) değerleri ve 6&, 6% noktaları  kullanılarak 

lineer transformasyon ile elde edilecektir. Buradan hareketle #& ve #% noktaları, 

#& =
	6% −	6&

2
I#(1)J +

	6% + 6&
2

=
		6% −	6&

2
(−1) +

		6% + 6&
2

= 6&																				 

								#% =
	6% −	6&

2
I#(2)J +

	6% + 6&
2

=
		6% −	6&

2
(−1) +

		6% + 6&
2

= 6%															(4.72) 

şeklinde elde edilir. Böylelikle integral, 

													%&%I4[&]J = 	
R(6% − 6&)

2
ö 4[&](n)òn
%

0%
=
R
4
Iù(1)4(#&) + ù(2)4(#%)J 

=
R
4
I4(6&) + 4(6%)J																																																								 

                           =	 ;
$
£4&

[&] + 4%
[&]§ 																																																																															(4.73) 

olarak bulunacaktır. Burada integral sonucunun, yamuk kuralı kullanılarak elde edilen 

sonuç ile aynı olduğu gözlemlenebilir.  
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Açıklama 4.13: Eğer [K, L] aralığında rastgele bir 6+ noktasında çözüm isteniyorsa, 

daha önceki bölümlerde bahsedildiği gibi Lagrange interpolasyon polinomları 

kullanılarak istenen noktadaki çözüm hesaplanacaktır.    

 4.2.1  Ø∞Ø±/ şemaların kararlılık özellikleri 

1) Şekil 4.3 – 4.6 ile verilen grafiklerden, açık şemaların �b(~) < 0 için kararlı 

olduğunu gözlemlemek mümkündür.  

2) Tüm durumlarda, mertebe arttıkça kararlılık bölgelerinin büyüdüğü 

gözlemlenebilir.  

Daha önce de belirtildiği gibi, kapalı şemalar için aynı analiz adımları tekrar 

edilmeyecektir. Ancak kapalı şemalar için, integral hesabında Gauss kareleme 

formülleri kullanılan kararlılık analizinin algoritması ve kararlılık bölgeleri aşağıda 

verilmiştir. 

Algoritma 4.2 (Kapalı Yöntem için Kararlılık Analizi) 
 
Yorum [Ara Çözüm Hesapla] 
 
do C = 0,… , ë − 1    
    Katı problemler için, kapalı Euler yöntemini kullanarak 4+,%

[&] = %

U%012V
"#$	ara 

çözümlerini hesapla. 
enddo 
 
Yorum [Düzeltme Çözümü Hesapla] 
 
do p = 0,… , ë − 2 
  do C = 0,… , ë − 1    

1) [0,1] aralığında her bir alt aralık için, Gauss kareleme formüllerini kullanarak, 
%++,%I4[@]J integralini hesapla.  

2) Bölüm 4.2’ de olduğu gibi 4+,%
[@,%] = 4+

[@,%] +	 =
F
£4+,%

[@,%] − 4+,%
[@] § + %++,%I4[@]J 

düzeltme çözümlerini hesapla.  
   enddo 
enddo 
 
Açıklama 4.14: Aşağıda kapalı şemalar için 1. mertebeden 5. mertebeye kadar elde 

edilen kararlılık bölgeleri, şekiller aracılığıyla verilmiştir. Daha yüksek mertebeler için 

kararlılık bölgeleri çalışmaya eklenmemiştir. Burada daha yüksek mertebeler için 



49 

kararlılık bölgelerinin oldukça büyük olması sebebiyle hesaplama süresi göz önünde 

bulundurulmuştur.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.8 !"%&$(%  için kararlılık 
bölgesi. 

 

Şekil 4.7 !"%&$%&  için kararlılık 
bölgesi.  

 

Şekil 4.9 !"%&$)(  için kararlılık 
bölgesi. 

 

Şekil 4.10 !"%&$$)  için kararlılık 
bölgesi. 

 

Şekil 4.11 !"%&$#$  için kararlılık 
bölgesi. 

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30 35

-15

-10

-5

0

5

10

15



50 

 

4.2.2 Ø∞≤≥/ şemaların kararlılık özellikleri 

1) Şekil 4.7 – 4.11 ile verilen grafiklerden, kapalı şemaların �b(~) > 0 için 

kararlı olduğunu gözlemlemek mümkündür.  

2) Tüm durumlarda mertebe arttıkça kararlılık bölgelerinin büyüdüğü 

gözlemlenebilir. Hatta kapalı şemalar için kararlılık bölgeleri sonsuza 

yaklaşmaktadır.  
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5.  SPEKTRAL ERTELENMİŞ DÜZELTME YÖNTEMLERİNİN SAYISAL 

UYGULAMALARI 

Bu bölümde spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi dört farklı problemin çözümü için 

kullanılacaktır. Her bir problem için yöntemin teorik mertebesi ile sayısal mertebesi 

karşılaştırılacaktır. Yöntemin sayısal mertebesi Bölüm 2.3.5’ te verilen yöntem ile 

hesaplanacaktır. Yani her bir mertebe için zaman adımı ∆6 ve ∆6/2 kabul ederek, bu 

∆6 değerleri için gerçek çözüm ile yaklaşık çözüm arasındaki mutlak hata 

hesaplanacaktır. Ardından, 

y =
ln|!(∆6)| − ln|!(∆6/2)|

ln|2|
 

formülü ile spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin yakınsaklık mertebesi olan y 

bulunacaktır. 

 

5.1 Problem 1 

İlk problem; 

 4"(6) = −R4(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]		                   (5.2) 

şeklinde verilen başlangıç değer problemi olacaktır. Bu başlangıç değer problemi için 

R = 1 kabul ederek 

   4"(6) = −4(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]		                               (5.3) 

için ulaşılan sonuçlar, 10. mertebeye kadar Çizelge 5.1 ile verilmiştir. Çalışmanın 

ilerleyen bölümlerinde bu problem “birinci problem” olarak adlandırılacaktır. 

Açıklama 5.1: Çözülecek problemlerin kodlaması ve sayısal analizleri, LINUX 

platformunda FORTRAN 2018 programlama dili kullanılarak yapılmıştır.  

Açıklama 5.2: Analizler boyunca aksi belirtilmedikçe, çizelgelerde verilen sayısal 

sonuçlar ∆6 = 100% kabul edilerek hesaplanmıştır. 

(5.1) 
 
(5.1) 
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Açıklama 5.3: Çizelge 5.1 ile verilen sonuçlar, spektral ertelenmiş düzeltme 

yönteminin sayısal mertebelerinin teorik mertebeye oldukça yakın olduğu 

göstermektedir. Yani incelenen problem için spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri 

oldukça iyi sonuçlar vermektedir. 

Çizelge 5.1 4"(6) = −4(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]	 için sayısal mertebeler. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.2 Problem 2  

Analizi daha kapsamlı hale getirebilmek için bu kez, spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemi, 

															4"(6) = −2A sin(2A6) − %
W
(4 − cos	(2A6)) ,	4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]												(5.4)	

şeklinde verilen problemin çözümü için kullanılacaktır.	İlk olarak problemde, Ö = 1 

olduğu kabul edilecektir. Bu durumda problem,	

																4"(6) = −2A sin(2A6) − (4 − cos	(2A6)),	4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]													(5.5)	

halini alacaktır.	Ö = 1 için problemin analitik çözümü 4(6) = cos	(2A6) şeklindedir. 

Bu problem için de spektral ertelenmiş düzeltme yönteminden elde edilen çözümler 

Yöntemin Teorik 
Mertebesi Mutlak Hata (∆6) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

1 1.92010E-0002 1.03145 

2 1.52825E-0004 1.99671 

3 2.35702E-0006 3.00460 

4 1.70700E-0008 3.98961 

5 9.70200E-0011 4.96877 

6 4.57009E-0013 5.95163 

7 1.84064E-0015 6.93544 

8 6.47903E-0018 7.92010 

9 2.02648E-0020 8.90562 

10 5.70431E-0023 9.89181 
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ile sayısal mutlak hata hesaplanıp Çizelge 5.1 tekrarlanacaktır. Çalışmanın ilerleyen 

bölümlerinde bu problem “ikinci problem” olarak adlandırılacaktır. Aşağıda Çizelge 

5.2 – 5.5 ile ikinci problem için elde edilen sonuçlar verilmiştir 

Çizelge 5.2 4"(6) = −2A BCD(2A6) − (4 − EFB	(2A6)) , 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için 
sayısal mertebeler. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Açıklama 5.4: Birinci problem ile karşılaştırıldığında, Ö = 1 iken ikinci problem için 

spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin, teorik mertebeyi ilk problem kadar iyi 

yakalayamadığı gözlemlenebilir. Bunun sebebi her bir hata teriminde, kesme 

hatasından gelen 4(7,%) türevlerinin bulunuyor olmasıdır. Trigonometrik 

fonksiyonların türevleri düşünüldüğünde türevler sürekli tekrar edeceğinden, bir süre 

sonra kesme hatası daha baskın hale gelmeye başlayacaktır. Bu sebeple mertebenin ilk 

problem kadar iyi yakalanamaması ve hatanın her bir mertebe için daha büyük olması 

beklenen bir durumdur. Yine de Çizelge 5.4 ve Çizelge 5.5 ile zaman adımı 

küçüldükçe, yöntemin mertebeyi yakalamada hala başarılı olduğu gözlemlenebilir. 

Yöntemin mertebeyi yakalamadaki başarısını gözlemleyebilmek için Çizelge 5.4 ile 5. 

mertebeden çözümler, Çizelge 5.5 ile 7. mertebeden çözümler incelenmiştir. 

 

Yöntemin Teorik 
Mertebesi Mutlak Hata (∆6) Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

1 1.18726E-0002 0.10719 

2 5.46885E-0003 2.00255 

3 1.64664E-0006 2.24394 

4 1.18673E-0008 3.22779 

5 6.93893E-0011 4.24305 

6 3.38679E-0013 5.26596 

7 1.40279E-0015 6.28124 

8 5.05402E-0018 7.29196 

9 1.61306E-0020 8.30005 

10 4.62082E-0023 9.30801 
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Açıklama 5.5: Sayısal sonuçların elde edildiği kod dörtlü hassasiyete sahiptir. Bu 

nedenle hatanın çok küçüldüğü mertebeler için işlem yapılmasına gerek yoktur. Çünkü 

kullanılan bilgisayar bu hassasiyette ölçüm yapmamaktadır. Aşağıda, Çizelge 5.3 ile 

11. mertebe sonuçlar için bu durum açıkça gözlemlenebilir. 

Çizelge 5.3 4"(6) = −2A BCD(2A6) − (4 − EFB	(2A6)) , 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için 
11. mertebe sonuçlar.  

 

 

 

 

  

Açıklama 5.6: Çizelge 5.3 ile gözlemlenebileceği gibi zaman adımı ∆6/2 seçildiğinde 

hata 100(' olmaktadır. Bu bilgisayarın hesaplayabileceği yeterince küçük bir hatadır. 

Bu nedenle Açıklama 5.5 ile belirtildiği gibi çalışmada 11. mertebe ve sonrası 

çözümler için hesaplama yapılmayacaktır. 

Daha önce de bahsedildiği gibi ikinci problem için mertebe, birinci problem kadar iyi 

yakalanamamaktadır. Ancak aşağıda, zaman adımı küçüldükçe yöntemin mertebeyi 

yakalamadaki başarısını gösteren Çizelge 5.4 ve Çizelge 5.5 verilmiştir. 

Çizelge 5.4 4"(6) = −2A BCD(2A6) − (4 − EFB	(2A6)) , 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için 5. 
mertebe sonuçlar. 

 

  

 

  

 

 

 

Zaman Adımı Mutlak Hata  

∆- 1.20083E-0025 

∆-/2 9.44898E-0029 

∆-/4 7.28002E-0032 

∆-/8 1.21141E-0031 

∆-/16 9.80298E-0032 

Zaman Adımı Mutlak Hata  
Yöntemin 

Sayısal 
Mertebesi 

∆- 6.93983E-0011 4.24305 
∆-/2 3.66437E-0012 

4.71452 
∆-/4 1.39442E-0013 

4.87260 
∆-/8 4.75979E-0015 

4.93933 ∆-/16 1.55129E-0016 
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Çizelge 5.5 4"(6) = −2A BCD(2A6) − (4 − EFB	(2A6)) , 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için 7. 
mertebe sonuçlar. 

 

 

 

 

 

  

  

Açıklama 5.7: Çizelge 5.4 ve Çizelge 5.5 incelendiğinde, zaman adımı küçüldükçe 

sayısal mertebenin teorik mertebeye yaklaştığı gözlemlenebilir. Bu gözlem de  spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin ikinci problem için de iyi sonuçlar verdiğini 

göstermektedir. Ayrıca yöntem mertebe arttıkça da aynı başarılı davranışı 

sürdürmektedir. Ancak yine de her iki durumda da iyi sonuçlar elde edebilmek için 

zaman adımının en azından ∆6/16 seçilmesi gerektiği gözden kaçırılmamalıdır. Yani 

daha önce de belirtildiği gibi zaman adımı oldukça küçük seçilecektir. 

Açıklama 5.8: Bu noktaya kadar açık spektral ertelemiş düzeltme yöntemi katı 

olmayan problemlerin çözümü için kullanılmıştır. Bu problemlerin çözümü için 

kullanılan yöntem inşa edilirken açık Euler yönteminin temel alındığı 

unutulmamalıdır. Bir sonraki adımda, her iki uygulama problemi de daha katı hale 

getirilip, çözümleri için yine açık spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi 

kullanılacaktır. 

Öncelikle birinci problem için R = 10 ve ikinci problem için Ö = 100% kabul edilsin. 

Yani, birinci problem  4"(6) = −104(6), 4(0) = 1 halini ve ikinci problem 4"(6) =

−2A sin(2A6) − 10(4 − cos	(2A6)),	 4(0) = 1 halini alacaktır. Bu durumda 

problemlerin daha katı hale gelmesi ve açık Euler yöntemi temel alınarak inşa edilen 

spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin teorik mertebeyi yakalamada daha başarısız 

olması beklenir. Elde edilen sonuçlar, Çizelge 5.6 ve 5.7 ile verilmiştir.   

 

Zaman Adımı Mutlak Hata 
Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

∆6 1.40279E-0015 
6.28124 

∆6/2 1.80363E-0017 
6.71312 

∆6/4 1.71904E-0019 
6.86876 

∆6/8 1.47087E-0021 

6.93697 
 ∆6/16 1.20041E-0023 



56 

Çizelge 5.6 4"(6) = −104(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1] için 5. ve 7. mertebe sonuçlar. 

	

Çizelge 5.7 	4"(6) = −2A BCD(2A6) − 10(4 − EFB	(2A6)),	4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] 
için 5. ve 7. mertebe sonuçlar. 

 

Açıklama 5.9: Çizelge 5.6 ve 5.7 incelendiğinde, spektral ertelenmiş düzeltme 

yönteminin birinci problem için, R = 10 iken ikinci problem içinse Ö = 100% iken 

zaman adımı büyük seçildiğinde mertebeyi yakalayamadığı ancak zaman adımının 

küçülmesiyle birlikte mertebeyi yakalamaya başladığı gözlemlenebilir. Problemler 

daha katı hale gelmiş durumdadır. Zaman adımının çok küçük seçilmesinin hem işlem 

yükünü hem de maliyeti arttıracağı düşünüldüğünde, katı problemler için kapalı 

yöntemler seçilmesi gerektiği sonucu burada gözlemlenebilir. Bu durum Çizelge 5.8 

ile daha iyi gözlemlenecektir. 

Açıklama 5.9 ile belirtilen sonuçların daha net anlaşılabilmesi için ikinci problemde 

Ö = 100( kabulü ile devam ediliyor olsun. Yani bu noktada,  

4"(6) = −2A sin(2A6) − 100(4 − cos	(2A6)),	4(0) = 1																													(5.6)	

Zaman 
Adımı 

Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Mutlak Hata 
(7. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6 3.42603E-0009 3.58977 3.27459E-0013 1.64596 
∆6/2 2.84550E-0010 1.04634E-0013 

4.71904 6.46420 
∆6/4 1.08039E-0011 1.18508E-0015 

4.90273 6.80772 
∆6/8 3.61165E-0013 1.05782E-0017 

4.95949 6.91697 ∆6/16 1.16077E-0014    8.75355E-0020 

Zaman 
Adımı 

Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Mutlak Hata 
(7. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6 2.93143E-0006 4.12817 2.46216E-0009 5.27398 
∆6/2 1.67638E-0007 6.36332E-0011 

4.70050 6.48349 
∆6/4 6.44728E-0009 7.11131E-0013 

4.87467 6.78557 
∆6/8 2.19758E-0010 6.44588E-0015 

4.94268 6.90158 
 ∆6/16 7.14569E-0012    5.39127E-0017 



57 

probleminin çözümü yapılacaktır. Burada problemin yalnızca 5. mertebe için çözümü 

yapılacaktır. Çizelge 5.8, 5. mertebeden sonuçları göstermektedir. 

 
Çizelge 5.8 4"(6) = −2A BCD(2A6) − 100(4 − EFB	(2A6)), 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] 

için 5. mertebe sonuçlar 
  

 

 

 

 

 

  

Açıklama 5.10: Çizelge 5.8 ile açıkça gözlemlenebilir ki problemin daha katı hale 

gelmesiyle birlikte aynı zaman adımı kullanıldığında, yöntem oldukça başarısız hale 

gelmektedir. Yöntemin kararlılığının yanında, doğruluk kaybı olmaması için de zaman 

adımı çok küçük seçilmelidir. ∆6 = 100( seçimiyle zaman adımı gittikçe küçültülerek, 

teorik mertebe yakalanmaya başlamış olsa da artık katı problemler için yöntemin açık 

Euler yöntemi yerine kapalı Euler yöntemini kullanılarak inşa edilmesi gerektiği 

söylenebilir. İleride katı problemler için çözümler kapalı Euler yöntemi kullanılarak 

inşa edilen spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile yapılacaktır.  

5.3 Problem 3 

Bu noktaya kadar spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin analizi, katı ve katı 

olmayan adi diferansiyel denklemler için yapılmıştır. Şimdi açık Euler yöntemi 

kullanılarak inşa edilen yöntem ile adi diferansiyel denklem sistemlerinin çözümü 

yapılacaktır. Üçüncü problem katı olmayan Van Der Pol denkleminin çözümü 

problemi olacaktır. Van Der Pol denklemi, 4%"" − ∑(1 − 4%()4%" + 4% = 0 şeklinde 

ikinci mertebeden bir denklemdir. Burada ∑ > 0 olacak şekilde skaler bir 

parametredir. İkinci mertebeden bu adi diferansiyel denklem 4%" = 4( dönüşümünü 

kullanılarak birinci mertebeden iki adet adi diferansiyel denklem içeren, 

Zaman Adımı 
Yöntemin Sayısal 

Mertebesi (∆( = ∏π0X) 
Yöntemin Sayısal 

Mertebesi (∆( = ∏π0Y) 

∆6 88.73478 3.99202 

∆6/2 
7.06266 4.70612 

∆6/4 
6.65259 4.88277 

∆6/8 

3.10540 4.94746 ∆6/16 
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4%" = 4(    

           	4(" = ∑(1 − 4%()4( − 4%				                   (5.7) 

sistemine dönüştürülebilir [40]. Bu iki denklem için başlangıç koşulları 4%(0) = 2 ve 

4((0) = 0 olarak alınıp, bu başlangıç değer probleminin çözümü yapılacaktır. 

Aşağıda ∑ = 1 için 2., 5. ve 7. mertebeden elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

Çizelge 5.9 Van Der Pol problemi için 2. mertebe sonuçlar (∑ = 1). 

 

  

 

 

 

 

 

Çizelge 5.10 Van Der Pol problemi için 5. mertebe sonuçlar (∑ = 1). 

 

 

 

 

  

Çizelge 5.11 Van Der Pol problemi için 7. mertebe sonuçlar (∑ = 1). 

 

 

 

 

 

 

 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 
I.=,∆+ − .=,∆+/=I 1.16499E-0004 1.97788 
I.=,∆+/= − .=,∆+/AI 2.95747E-0005 

2.01434 
I.=,∆+/A − .=,∆+/BI 7.32054E-0006 

2.01222 
I.=,∆+/B − .=,∆+/(CI 1.81470E-0006 

2.00725 I.=,∆+/(C − .=,∆+/D=I 4.51403E-0007 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 
I.=,∆+ − .=,∆+/=I 3.90512E-0009 4.89695 
I.=,∆+/= − .=,∆+/AI 1.13107E-0010 

4.96178 
I.=,∆+/A − .=,∆+/BI 4.20592E-0011 

4.98378 
I.=,∆+/B − .=,∆+/(CI 1.32921E-0012 

4.99257 I.=,∆+/(C − .=,∆+/D=I 4.17522E-0014 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 
I.=,∆+ − .=,∆+/=I 5.44258E-0013 6.78464 
I.=,∆+/= − .=,∆+/AI 4.93655E-0015 

6.91236 
I.=,∆+/A − .=,∆+/BI 4.09824E-0017 

6.96042 
I.=,∆+/B − .=,∆+/(CI 3.29081E-0021 

6.98119 I.=,∆+/(C − .=,∆+/D=I 2.60468E-0023 
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Açıklama 5.11: Çizelge 5.9 – 5.11 ile verilen sonuçlardan son sütun incelendiğinde, 

açıkça görülebileceği gibi yöntemin sayısal mertebesi teorik mertebeyi başarıyla 

yakalamış durumdadır. Ayrıca zaman adımı küçüldükçe sayısal mertebe teorik 

mertebeye oldukça yakın hale gelmektedir. Yani yöntem adi diferansiyel denklemler 

ile oluşturulmuş denklem sistemini de başarıyla çözebilir durumdadır. Yine 

unutulmamalıdır ki, denklem katı olmayan adi diferansiyel denklemdir. 

 

Açıklama 5.12: Van Der Pol probleminin analitik çözümü bilinmediğinden sayısal 

mertebe hesaplanırken, öncelikle, farklı ∆6 değerleri için 4∆3 çözümleri hesaplanır ve 

artarda ∆6 değerlerinin yarıya indirildiği 4∆3 , 4∆3/( ,	4∆3/$	çözümleri ile karşılaştırılır. 

Daha sonra artarda gelen her bir 4∆3 çözümü arasındaki mutlak hata hesaplanıp,  

log( t
<!,∆50<!,∆5/!
<!,∆5/!0<!,∆5/7

t [17] formülü ile sayısal mertebe elde edilir. Burada yöntemin 

sayısal mertebesinin elde edilişinde 4( çözümünden elde edilen sonuçlar kullanıldığı 

için analizde 4(,∆3 gösterimi kullanılmıştır. 4% çözümünden elde edilen sonuçlar ile 

yapılacak analiz için gösterimler 4%,∆3, 4%,∆3/( ve 4%,∆3/$ şeklinde olmalıdır.     

  

Şimdi Van Der Pol problemi daha katı hale getirilip aynı yöntem ile sayısal çözüm 

yapılacaktır. Problemi katı hale getirmek için ∑ = 10 kabul edilecektir. Aşağıda bu 

problem için 5. mertebe sonuçlar verilmiştir.  

Çizelge 5.12 Van der Pol problemi için 5. mertebe sonuçlar (∑ = 10). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Açıklama 5.13: Problemin katı hale gelmesiyle elde edilen sonuçların katı olmayan 

denklemin çözümüne göre başarısız olduğu görülmektedir. ∑ = 100 seçildiğinde ise 

∆6’ nin çok küçük seçilmesi gerekmektedir. Bu durum da hesaplama maliyetini 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar 

Hata  
Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

l4(,∆3 − 4(,∆3/(l 1.10132E-0009 
5.55207 

l4(,∆3/( − 4(,∆3/$l 2.15596E-0011 
4.20716 

l4(,∆3/$ − 4(,∆3/Ol 1.16921E-0012 
4.63621 

l4(,∆3/O − 4(,∆3/%Pl 4.70167E-0013 

4.82695 l4(,∆3/%P − 4(,∆3/)(l 1.65651E-0014 
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oldukça arttıracaktır. Bu nedenle bu noktaya gelindiğinde, problemin çözümünün 

kapalı spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile yapılması gereklidir.   

 

5.4 Problem 4 

Şimdi aynı çözüm yöntemi, katı cisimler için Euler denklemleri ile ve dış kuvvetler 

dahil edilmeden oluşturulmuş yeni bir denklem sistemini çözmek için kullanılacaktır. 

Bu denklem sistemi ve denklemlere bağlı verilen başlangıç değerleri, katı cisim 

problemi olarak adlandırılacaktır. Katı cisim problemi,  

4%" = 4(4)	 

4(" = −4%4)	, 

4)" = −0.514%4(													                             (5.8) 

denklemleri ve 4%(0) = 0, 4((0) = 1, 4)(0) = 1	başlangıç koşulları ile tanımlıdır 
[41].  

 
Çizelge 5.13 Katı cisim problemi için 2. mertebe sonuçlar. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Çizelge 5.14 Katı cisim problemi için 5. mertebe sonuçlar. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

I.=,∆+ − .=,∆+/=I 
1.62378E-0004 

 1.96117 

I.=,∆+/= − .=,∆+/AI 4.17019E-0005 
1.98094 

I.=,∆+/A − .=,∆+/BI 1.05640E-0005 
1.99060 

I.=,∆+/B − .=,∆+/(CI 2.65828E-0006 
1.99534 I.=,∆+/(C − .=,∆+/D=I 6.66722E-0007 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

I.=,∆+ − .=,∆+/=I 
 

3.97359E-0010 4.99071 

I.=,∆+/= − .=,∆+/AI 1.24977E-0011 
4.99431 

I.=,∆+/A − .=,∆+/BI 3.92095E-0013 
4.99689 

I.=,∆+/B − .=,∆+/(CI 1.22794E-0014 
4.99838 I.=,∆+/(C − .=,∆+/D=I 3.84163E-0016 
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Çizelge 5.15 Katı cisim problemi için 7. mertebe sonuçlar. 

 
  

 

 

 

 

 

Açıklama 5.14: Çizelgeler ile katı cisim probleminin 2., 5. ve 7. mertebeden sayısal 

çözümleri verilmiştir. Çizelge 5.13 – 5.15 ile verilen sonuçlar incelendiğinde, yine 

sayısal mertebenin teorik mertebeyi yakaladığı gözlemlenebilir. Yani yöntem, bu 

denklem sisteminin çözümünde de başarılıdır.  

5.5 Katı Cisim Problemi ve Van Der Pol Problemi için Grafikler 

Bu bölümde Van Der Pol problemin ve katı cisim probleminin çözümleri grafikler 

üzerinde incelenecektir. Çözümler, öncelikle, bir diferansiyel denklem çözücüsü olan 

MATLAB ODE45 ile daha sonra da 5. mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi 

ile yapılarak iki yöntem karşılaştırılacaktır [40,41]. Literatürdeki bilgiler dikkate 

alındığında, ODE45’ in yaklaşık 4 veya 5. mertebe yakınsak sonuçlar vermesi 

beklenmektedir [8,15,42]. Çalışmada tutarlı olabilmek adına karşılaştırmalar 5. 

mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile yapılacaktır. ∑ = 1 için Van Der Pol 

probleminin çözümleri Şekil 5.1 ve katı cisim probleminin çözümleri Şekil 5.2 ile 

verilmiştir. 

 

 

 

 

Ardışık Çözümler 
Arasındaki Farklar 

Hata  
Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 

l4(,∆3 − 4(,∆3/(l 
1.00502E-0014 

 6.97182 

l4(,∆3/( − 4(,∆3/$l 8.00657E-0017 
6.98573 

l4(,∆3/$ − 4(,∆3/Ol 6.31730E-0019 
6.99638 

l4(,∆3/O − 4(,∆3/%Pl 4.96008E-0021 

6.99638 l4(,∆3/%P − 4(,∆3/)(l 3.88479E-0023 
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Açıklama 5.15: Şekil 5.1 ve 5.2 ile gözlemlenebileceği gibi her iki çözüm yöntemi 

için çözümler arasında gözle görülebilir bir fark yoktur. Bunun sebebi 5. mertebe 

hatanın çok küçük olmasıdır. Bu nedenle sonuçlar arasındaki farkın 

gözlemlenebilmesi için grafikler dönüm noktalarında yakınlaştırılacaktır. 

Yakınlaştırma işlemini sadece 4% çözümleri için yapılacaktır. 

Şekil 5.1 Van Der Pol probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmiş 
düzeltme yöntemi çözümlerinin karşılaştırması. 

 
Şekil 5.2 Van der Pol probleminin ODE45 ve 5.mertebe spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemi çözümlerinin karşılaştırması. 

Şekil 5.2 Katı cisim probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmiş 
düzeltme yöntemi çözümlerinin karşılaştırması. 

 
Şekil 5.3 Katı cisim probleminin ODE45 ve 5.mertebe spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemi çözümlerinin karşılaştırması. 
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Açıklama 5.16: Şekil 5.1 ve 5.2 yakınlaştırıldığında, ODE45 ile 5. mertebe spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemi arasında fark olduğu gözlemlenebilir. Ancak her iki 

problem için de gerçek çözüm bilinmediğinden hangi yöntemin problemleri çözmede 

daha başarılı olduğu  bilinmemektedir. Yine de 5. mertebe spektral ertelenmiş 

düzeltme yönteminin ODE45 ile oldukça tutarlı ve yakın çözümler verdiği 

gözlemlenebilir. Bu aynı zamanda yöntemin doğru uygulandığı anlamına da 

gelmektedir. 

Şekil 5.3 Van Der Pol probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmiş 
düzeltme yöntemi 4% çözümlerinin karşılaştırması. Yeşil çizgi ODE45 çözümünü, sarı 

çizgi SED5 çözümünü göstermektedir. 

 
Şekil 5.4 Van der Pol probleminin ODE45 ve 5.mertebe spektral ertelenmiş düzeltme 
yöntemi 4% çözümlerinin karşılaştırması. Yeşil çizgi ode45 çözümünü, sarı çizgi sdc5 

çözümünü göstermektedir. 

Şekil 5.4 Katı cisim probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmiş düzeltme 
yöntemi 4% çözümlerinin karşılaştırması. Yeşil çizgi ODE45 çözümünü, mor çizgi 

SED5 çözümünü göstermektedir. 



64 

5.6 1. ve 2. Problem için Grafikler 

Bu bölümde, ODE45 ile 5. mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yönteminden 

hangisinin gerçek çözüme daha yakın çözüm yapabildiğini anlayabilmek için (5.3) ve 

(5.5) problemlerinin çözümü yapılacaktır. Bu problemlerin gerçek çözümleri, 

sırasıyla, 4(6) = b03 ve  4(6) = cos	(2A6) şeklimdedir. Her iki problem için de 

ODE45 ve 5. mertebeden spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri ile sayısal çözümler 

hesaplanmıştır. Aşağıda, hangi yöntemin gerçek çözüme daha iyi yaklaştığını gösteren 

grafikler verilmiştir. 

	

  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

Şekil 5.8 Çözümlerin yakınlaştırılmış 
hali. 

 
Şekil 5.6 Çözümlerin yakınlaştırılmış 

hali. 

Şekil 5.7 (5.5) probleminin analitik 
çözümü, ODE45 çözümü ve 5. mertebe 
spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi 

çözümü. 

Şekil 5.6 Çözümlerin yakınlaştırılmış 
hali. 

 
Şekil 5.5 Çözümlerin yakınlaştırılmış 

hali. 

Şekil 5.5 (5.3) probleminin analitik 
çözümü, ODE45 çözümü ve 5. mertebe 
spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi 

çözümü. 
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Açıklama 5.17: Şekil 5.5 ve 5.7 ile görülebileceği gibi hem ODE45 hem de spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemleri analitik çözüme oldukça yakın sonuçlar vermektedir. 

Ayrıca her iki yöntemin de çözümleri diğer problemlerde olduğu gibi birbirine oldukça 

yakındır. Yine de Şekil 5.6 ve Şekil 5.8 incelendiğinde spektral ertelenmiş düzeltme 

yönteminin analitik çözüme daha yakın sonuç verdiği görülebilir. Yani hata ODE45 

çözümünden daha küçüktür. Bu da spektral ertelenmiş düzeltme yönteminin başarılı 

olduğunu göstermektedir.  

 

Açıklama 5.18: Yapılan analizler sırasında 1. problemden 4. probleme kadar, ∆6’ nin 

bazı değerleri için mertebe kaybıyla karşılaşılmıştır. Karşılaşılan mertebe kaybının 

nedeni ∆6’ nin kararlılık şartını sağlamasına rağmen doğruluk şartını sağlayabilmek 

için yeterince küçük olmamasıdır. Bu durumla ilgili açıklamalar, temel kavramlar 

bölümünde (Bkz. Bölüm 2.6) doğruluk bölgesi analizi yapılırken açık Euler yöntemi 

için verilmişti. Mertebe kaybının önüne geçebilmek için ∆6’ nin doğruluk aralığını da 

sağlayacak şekilde seçilmesi gerekir. Kararlılık ve doğruluk bölgeleri arasındaki 

ilişkiyi şekil üzerinde de gözlemleyebilmek için, aşağıda, iki farklı örnek mertebeye 

ait grafikler eklenmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hem Şekil 5.9 hem de Şekil 5.10 ile görülebilir ki, doğruluk toleransı (Ö) 

sıkılaştırıldığında doğruluk bölgeleri de küçülmektedir. Bu da zaman adımının daha 

küçük seçilmesi anlamını taşır. Öte yandan yine şekillerden açıkça görülebileceği 

üzere aynı hata toleransı (Ö = 100$) için yüksek mertebeli yöntemin doğruluk bölgesi 

Şekil 5.9 4. mertebe için kararlılık ve 
doğruluk bölgeleri.  

 
Şekil 5.8 Çözümlerin yakınlaştırılmış 

hali. 

Şekil 5.10 8. mertebe için kararlılık 
ve doğruluk bölgeleri. 

 
Şekil 5.7 Çözümlerin yakınlaştırılmış 

hali. 



66 

daha büyüktür. Dolayısıyla, yüksek mertebeli yöntemin zaman adımı büyüklüğü 

açısından düşük mertebeli yönteme göre daha verimli çalışması beklenir.  

5.7 Katı Problemler için Sayısal Çözümler 

Bu bölümde, bir önceki bölümde sayısal çözümü yapılan dört problem katı hale 

getirilip, kapalı spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri ile çözülecektir. Yine her bir 

problem için yöntemin teorik mertebesi ile sayısal mertebesi karşılaştırılacaktır. 

Burada da yöntemin sayısal mertebesi, Bölüm 2.3.5’ te verilen formül ile 

hesaplanacaktır. Birinci problem; 4"(6) = −R4(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1]		şeklinde 

verilen başlangıç değer problemiydi. Bu problem için R = 1 ve R = 10 kabul 

edildiğinde açık yöntem ile elde edilen sonuçlar bir önceki bölümde verilmiştir. Bu 

bölümde ise R = 10 kabul ederek, 4"(6) = −104(6), 4(0) = 1, 6 ∈ [0,1] 

probleminin çözümü, Algoritma 4.2 ile detaylandırılan, kapalı yöntem ile yapılacaktır. 

Çizelge 5.16 ile 5. mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi için  sayısal sonuçlar 

verilmiştir.  

 

Çizelge 5.16 4"(6) = −104(6), 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için açık ve kapalı yöntem ile 
elde edilen 5. mertebe sonuçlar. 

 

Açıklama 5.19: Bilindiği üzere, kapalı sayısal yöntemler için kararlılık limiti mevcut 

değildir. Yani, kapalı sayısal yöntemler zaman adımı için herhangi bir koşul olmadan 

ya da bir başka ifadeyle koşulsuz kararlıdır [13]. Bunun anlamı, kodun da kararlı bir 

şekilde çalışacak olmasıdır. Ancak, zaman adımı için kararlılık açısından hiçbir koşul 

olmamasına rağmen, kesme hatası yöntemin mertebesine de bağlı olacak şekilde, 

Zaman 
Adımı 

Açık Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Kapalı 
Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6 3.42603E-0009 3.58977 9.31395E-0010 4.05553 

∆6/2 2.84550E-0010 5.60139E-0011 
4.71904 3.39292 

∆6/4 1.08039E-0011 5.33234E-0012 
4.90273 4.37683 

∆6/8 3.61165E-0013 2.56659E-0013 

4.95949 4.71021 ∆6/16 1.16077E-0014 9.80479E-0015 
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zaman adımına bağımlıdır. Yani, zaman adımı büyüdükçe kesme hatası da 

büyüyecektir. Hatta kesme hatası zaman ilerledikçe artarak büyüyecektir. Bu da zaman 

ilerledikçe, teorik mertebenin kaybolmasına yol açacaktır. Bu durum, Çizelge 5.16 ile 

gözlemlenebilir.  

Açıklama 5.20: Aynı ∆6 değerleri için, kapalı Euler yöntemine dayalı inşa edilen 

spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile hesaplanan mutlak hataların daha küçük 

olduğu, Çizelge 5.16 ile gözlemlenebilir. Bu da beklenen bir durumdur. Bir sonraki 

adımda, analizin kapsamlı hale gelebilmesi için aynı problem ∆6 = 1 kabul edilerek 

hem açık hem de kapalı yöntem ile 5. mertebe için çözülecektir. Elde edilen sonuçlar, 

Çizelge 5.17 verilmiştir.  

 

Çizelge 5.17 4"(6) = −104(6), 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için açık ve kapalı yöntemler 
ile zaman adımı büyük seçilerek elde edilen 5. mertebe sonuçlar. 

 

Açıklama 5.21: Zaman adımı 10 kat büyük seçildiğinde, açık yöntem için hatanın ilk 

adımda kabul edilemeyecek kadar büyük olduğu Çizelge 5.17 ile gözlemlenebilir. 

Kapalı yöntem ise problemi daha küçük hata ile çözmektedir. Yine de Açıklama 5.17 

ile belirtildiği gibi kapalı yöntemin sayısal mertebesinin, teorik mertebeyi yakalaması 

zaman adımının küçülmesi ile mümkün olmaktadır. Bu durum Çizelge 5.18 ile 

gözlemlenebilir.  

 

 

 

Zaman 
Adımı 

Açık Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Kapalı 
Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6 389.52329 13.50998 2.66653E-0003 9.74326 

∆6/2 3.38892E-0002 3.11113E-0006 
14.30738 6.10879 

∆6/4 1.64679E-0006 4.50798E-0008 
11.02480 3.55864 

∆6/8 7.90373E-0010 3.82579E-0009 

0.06749 5.84014 ∆6/16 7.54249E-0010 6.67817E-0011 
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Çizelge 5.18 4"(6) = −104(6), 4(0) = 1,			6 ∈ [0,1] için açık ve kapalı yöntemler 
ile zaman adımı küçültülerek elde edilen 5. mertebe sonuçlar 

 

 

Şimdi aynı analiz, ikinci problem için Ö = 100(  kabulü ile tekrar edilecektir. Yani, 

4"(6) = −2A sin(2A6) − 100(4 − cos	(2A6)),	4(0) = 1																													(5.9)	

probleminin çözümü hem açık hem kapalı yöntem ile yapılacaktır. Bir önceki bölümde 

açık yöntemin bu problemi çözmede daha başarısız olduğu gözlemlenmişti. Bu 

bölümde ise her iki yöntemin problemi çözmedeki başarısı karşılaştırılacaktır. Aşağıda 

Çizelge 5.19 ile 5. mertebe spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi için açık ve kapalı 

yöntemler ile elde edilen sayısal sonuçlar verilmiştir. Çözümler sırasında ∆6 = 100% 

kabul edilmiştir.  

 

Açıklama 5.22: Aşağıda, Çizelge 5.19 ile ikinci problem için de aynı ∆6 değerleri için, 

kapalı Euler yöntemine dayalı inşa edilen spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile 

hesaplanan mutlak hataların daha küçük olduğu gözlemlenebilir. Hatta zaman adımı 	

∆6 = 100% iken açık yöntem için hata oldukça büyüktür. Kapalı yöntem ise her ne 

kadar başlarda teorik mertebeyi yakalayamasa da Çizelge 5.20 ile açıkça görülebilir ki 

zaman adımı küçüldükçe teorik mertebe yakalanmaktadır. Bu da bir önceki 

açıklamada bahsedildiği gibi kapalı yöntemler için beklenen bir davranıştır. Aynı 

zamanda bu örnekler kod uygulamasının da doğru çalıştığını göstermektedir. 

 

 

Zaman 
Adımı 

Açık Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Kapalı 
Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6/16 7.54249E-0010 4.57382 6.67817E-0011 2.37943 

∆6/32 3.16702E-0011 1.28348E-0011 
4.86684 4.18403 

∆6/64 1.08538E-0012 7.06081E-0013 
4.94802 4.63191 

∆6/128 3.51874E-0014 2.84777E-0014 

4.97533 4.82278 ∆6/256 1.11775E-0015 1.00623E-0015 
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Çizelge 5.19 4"(6) = −2A BCD(2A6) − 100(4 − EFB	(2A6)),	4(0) = 1,			6 ∈ [0,1]	
için 5. mertebe sonuçlar. 

 

Çizelge 5.20 4"(6) = −2A BCD(2A6) − 100(4 − EFB	(2A6)),	4(0) = 1,			6 ∈ [0,1]	 
için açık ve kapalı yöntemler ile zaman adımı küçültülerek elde edilen 5. mertebe 

sonuçlar. 

 

 

5.8 Van Der Pol Problemi için Sayısal Çözümler  

Bu bölümde, kapalı sayısal yöntem ile Van Der Pol probleminin çözümü yapılacaktır. 

(5.7) ile verilen 

4%" = 4(    

4(" = ∑(1 − 4%()4( − 4%    , 4%(0) = 2, 4%(0) = 0  

Zaman 
Adımı 

Açık Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Kapalı Yöntem 
için Mutlak Hata 

(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6 3.78749E23 
88.73478 

1.73601E-0005 
3.78979 

∆6/2 7.35215E-0004 1.25518E-0006 
7.06266 2.77066 

∆6/4 5.50109E-0006 4.99973E-0007 
6.65259 4.73234 

∆6/8 5.46782E-0008 1.88090E-0008 

3.10540 4.12132 ∆6/16 6.35320E-0009 1.08074E-0009 

Zaman 
Adımı 

Açık Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe)  

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

Kapalı 
Yöntem için 
Mutlak Hata 
(5. mertebe) 

Yöntemin 
Sayısal 

Mertebesi 

∆6/16 6.35320E-0009 
4.58595 

1.08074E-0009 
3.14423 

∆6/32 2.64531E-0010 1.22239E-0010 
4.84512 4.27391 

∆6/64 9.20332E-0012 6.31872E-0012 
4.93250 4.65914 

∆6/128 3.01374E-0013 2.50085E-0013 

4.96848 4.83350 ∆6/256 9.62592E-0015 8.77105E-0015 



70 

başlangıç değer problemi için ara çözümler kapalı Euler yönteminin uygulanması ile, 

          4+,%@ (1) = 4+@(1) + ∆6 ∙ 4+,%@ (2)  

         4+,%@ (2) = 4+@(2) − ∆6 ∙ ∑ •1 − w4+,%@ (1)x
(
® ∙ 4+,%@ (2) + 4+,%@ (1)              (5.10) 

şeklinde hesaplanmalıdır. (5.10) ile verilen denklemlerde, denklemin sağ tarafında yer 

alan terimler sola atılacak olursa sistem, 

          4+,%@ (1) − 4+@(1) − ∆6 ∙ 4+,%@ (2) = 0  

          4+,%@ (2) − 4+@(2) + ∆6 ∙ ∑ •1 − w4+,%@ (1)x
(
® ∙ 4+,%@ (2) − 4+,%@ (1) = 0    (5.11) 

şeklinde yazılır. Bu şekilde problem, H(4) ≡ 0 probleminin Newton yöntemi ile 

çözümü problemine dönüşecektir. Aynı hesaplamalar düzeltme çözümleri için de 

yapıldığında, düzeltme çözümlerini hesaplamak da H(4) ≡ 0 probleminin Newton 

yöntemi ile çözümü problemine dönüşecektir.  Newton yönteminin detayları Bölüm 

2.8 ile verilmiştir. Bu problemin ∑ = 100 için kapalı yöntem ile çözümünden elde 

edilen 2. ve 5. mertebe sonuçlar sırasıyla Çizelge 5.21ve 5.22 ile verilmiştir.  

Çizelge 5.21 Kapalı yöntem ile elde edilen 2. mertebe sonuçlar. 

  

 

 

 

 

  

Ardışık Çözümler Arasındaki 
Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 
>-8,∆9 − -8,∆9/8> 2.81525E-0010 2.14523 
>-8,∆9/8 − -8,∆9/:> 6.36410E-0011 

2.23283 
>-8,∆9/: − -8,∆9/;> 1.35391E-0011 

2.28426 
>-8,∆9/; − -8,∆9/'<> 2.77994E-0012 

2.18441 
>-8,∆9/'< − -8,∆9/=8> 6.11485E-0013 

1.97633 
>-8,∆9/=8 − -8,∆9/<:> 1.55400E-0013 

1.85958 
>-8,∆9/<: − -8,∆9/'8;> 4.28215E-0014 

1.86268 
>-8,∆9/'8; − -8,∆9/8><> 1.17744E-0014 

1.90667 
>-8,∆9/8>< − -8,∆9/>'8> 3.14031E-0015 

1.94578 
>-8,∆9/>'8 − -8,∆9/')8:> 8.15145E-0016 

1.96728 
>-8,∆9/')8: − -8,∆9/8):;> 2.0846E-0016 

2.00056 >-8,∆9/8):; − -8,∆9/:)?<> 5.20951E-0017 
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Çizelge 5.22 Kapalı yöntem ile elde edilen 5. mertebe sonuçlar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Açıklama 5.23: Çizelgelerde görülebileceği gibi, kapalı spektral ertelenmiş düzeltme 

yöntemi teorik olarak, daha büyük zaman adımları ile kararlı bir şekilde çalışmaktadır. 

Ancak zaman adımının büyük olmasıyla doğruluk mertebesi teorik mertebeden 

uzaklaşmaktadır. Çizelgeler bu teorik durumun, sayısal olarak da sağlandığının bir 

göstergesidir.  

Açıklama 5.24: Çizelgelerden de görülebileceği gibi, kapalı yöntem kullanılırken 

dikkat edilmesi gereken bazı durumlar vardır. Büyük zaman adımları ile teorik 

mertebeyi kaybetme riski mevcuttur. Bu sebeple, bir problemin çözümünde kararlığın 

mı yoksa doğruluğun mu ön planda tutulacağına karar verilerek, açık ya da kapalı 

yöntem kullanılmalıdır.  

 

 

 

 

 

 

 

Ardışık Çözümler Arasındaki 
Farklar Hata  Yöntemin Sayısal 

Mertebesi 
>-8,∆9 − -8,∆9/8> 1.61684E-0012 3.78718 
>-8,∆9/8 − -8,∆9/:> 1.17115E-0013 

2.43455 
>-8,∆9/: − -8,∆9/;> 2.16640E-0014 

2.47663 
>-8,∆9/; − -8,∆9/'<> 3.89224E-0015 

8.19927 
>-8,∆9/'< − -8,∆9/=8> 1.31426E-0017 

2.90023 
>-8,∆9/=8 − -8,∆9/<:> 1.77384E-0018 

2.15019 
>-8,∆9/<: − -8,∆9/'8;> 3.99618E-0019 

3.81120 
>-8,∆9/'8; − -8,∆9/8><> 2.84533E-0020 

4.43454 
>-8,∆9/8>< − -8,∆9/>'8> 1.31584E-0021 

4.72260 
>-8,∆9/>'8 − -8,∆9/')8:> 4.98379E-0023 

4.86245 
>-8,∆9/')8: − -8,∆9/8):;> 1.71323E-0024 

4.93149 >-8,∆9/8):; − -8,∆9/:)?<> 5.61423E-0026 
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6.  SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, adi diferansiyel denklem ya da denklem sistemleri ile oluşturulmuş 

başlangıç değer problemlerinin sayısal çözümlerinde kullanılan spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemlerinin incelemesi yapılmıştır. Öncelikle, yöntemin lineer kararlılık 

analizi yapılmıştır ve açık şemalar için kararlılık bölgelerinin, literatürle uyumlu 

olarak, popüler sayısal yöntem sınıflarından olan Runge – Kutta yöntemlerinden 

büyük olduğu gözlemlenmiştir. Aynı şekilde katı şemalar için kararlılık bölgelerinin 

de yine literatürle uyumlu olarak sonsuza kadar büyüdüğü gözlemlenmiştir. 

Çalışmada, spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri ile skalerden sisteme birçok 

problem çözülmüştür. Katı olmayan problemler için açık yöntem, katı problemler 

içinse kapalı yöntem kullanılarak elde edilen sonuçlar yorumlanmıştır. Açık spektral 

ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin, yine literatürle uyumlu olarak, katı olmayan 

problemlerin çözümünde başarılı olduğu gözlemlenmiştir. Çalışmada 11. mertebeye 

kadar çözümler elde edilebilmiştir. Çünkü problemlerin çözümünde kullanılan kod 

dörtlü hassasiyete sahiptir. 11. mertebede, bilgisayarın ölçemeyeceği kadar küçük 

hatalar elde edildiği için analiz burada sınırlandırılmıştır. Açık spektral ertelenmiş 

düzeltme yöntemleri ile katı problemlerin başarıyla çözülebilmesi içinse zaman 

adımının oldukça küçük seçilmesi gerektiği gözlemlenmiştir. Hatta bazı zaman adımı 

değerleri için açık yöntemle anlamlı çözümler elde edilememiştir. Katı problemlerin 

kapalı spektral ertelenmiş düzeltme yöntemi ile çözümünde ise yöntemin kararlı bir 

şekilde çalışabildiği ancak büyük zaman adımı değerleri için doğruluk kaybı olduğu 

gözlemlenmiştir. Yani doğruluk mertebesi, teorik mertebeden uzaklaşmaktadır. Yine 

de teoriyle uyumlu olarak, zaman adımının küçülmesiyle doğruluk mertebesi teorik 

mertebeyi yakalamaktadır. Elde edilen sonuçlardan hareketle, problemlerin 

çözümünde kararlılığın mı yoksa doğruluğun mu ön plana çıkarılacağı düşünülerek 

açık ya da kapalı spektral ertelenmiş düzeltme yöntemleri tercih edilmelidir. 

Sonuç olarak, bu çalışmada hem kararlılık bölgesi analizleri yapılarak hem de 

problemlerin çözümünde kullanılarak, spektral ertelenmiş düzeltme yöntemlerinin 
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başlangıç değer problemlerini çözmedeki doğruluk ve etki performansı incelenmiş ve 

yöntemin sıklıkla kullanılan diğer sayısal yöntemlerden bazıları ile karşılaştırılması 

yapılarak avantaj ve dezavantajları irdelenmiştir.   
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EK A: Kararlılık Analizi MATLAB Kodu 
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