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SPEKTRAL ERTELENMIS DUZELTME ZAMAN INTEGRASYONU
YONTEMLERI

OZET

Bu calismada, adi diferansiyel denklemler ile olusturulmus baslangic deger
problemlerinin sayisal ¢oziimlerini yapabilmek icin gelistirilmis “spektral ertelenmis
diizeltme” yontemleri incelenmistir. Spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin 6z,
Euler yontemlerine dayanmaktadir. Amag, birer ilkel zaman integrasyonu ydntemi
olan acik ve kapali (ileri ve geri) Euler yontemlerinin dogruluk mertebesini keyfi
mertebede arttirabilmektir. Problemler ¢oziiliirken, ilk adimda, tezin ilerleyen
boliimlerinde “ara ¢0ziim” olarak adlandirilacak olan baslangic ¢oziimii,
problemlerdeki denklemin yapisina uygun olarak, acik veya kapali Euler yontemleri
ile elde edilmistir. Daha sonra ara ¢oziime diizeltme prosediirii uygulanarak ileride
“diizeltme ¢6ziimii” olarak adlandirilacak olan ¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen
sonuclarin literatlirle uyumlu oldugu ve istenen sekilde keyfi mertebede dogruluk
saglanabildigi gézlemlenmistir.

Birinci boliimde, baslangic deger problemlerinin gerekliliginden ve ¢oziimlerinde
kullanilan sayisal yontemlerden bahsedilmis olup, spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin yapisi anlatilmastir.

Ikinci boliimde, literatiir arastirmasina yer verilmistir. Yontemin elde edilisinde ve
uygulamasinda karsilasilacak olan temel kavramlardan bahsedilmistir. Ayrica bu
boliimde, yontemin temelinde yer alan Euler yontemlerinin nasil elde edildiginden
bahsedilip, kararlilik bolgesi analizleri yapilmistir. Yine, yontemin uygulamasinda
siklikla karsilasilacak olan kati diferansiyel denklemlere de bu bolimde yer
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin elde edilisi, ¢alismada
belirlenen baslangi¢ deger problemi iizerinden anlatilmistir. Ayrica, yine bu bdliimde,
klasik ertelenmis diizeltme yontemlerinden bahsedilerek, spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin, klasik ertelenmis diizeltme yontemlerinden farklarina deginilmistir.

Doérdiincii boliimde, baslangic deger problemlerinin ¢éziimiinde siklikla bagvurulan
sayisal yontem siniflarindan olan Runge - Kutta yontemlerinin ve spektral ertelenmis
diizeltme yontemlerinin kararlilik bolgesi analizleri yapilmigtir. Bu kararlilik bolgeleri
sekiller araciligiyla karsilastirilmistir.  Ayrica, spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin kararlilik davranisi hem agik hem kapali semalar i¢in incelenmis olup
sonugclar sekiller ile verilmistir.

Besinci boliimde, spektral ertelenmis diizeltme yontemleri, tek bir denklemden sisteme
kadar dort adet baslangi¢ deger problemine uygulanarak elde edilen sayisal sonuglar
cizelgeler ile caligmaya eklenmistir. Her bir problem i¢in yontemin teorik mertebesi
ile sayisal mertebesi karsilastirilmistir. Ayrica yine her bir problem i¢in bir diferansiyel
denklem ¢oziiciisii olan ODE45 ile 5. mertebe agik spektral ertelenmis diizeltme
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yonteminin ¢oziimleri karsilastirlmistir. Gergek ¢6zliimii bilinen problemler i¢in her
iki yontemin de gergek c¢oziimle karsilastirilmasi yapilip, sonuglar sekiller ile
gosterilmistir.

Sonug olarak, bu calismada hem kararlilik bdlgesi analizleri yapilarak hem de
problemlerin ¢oziimiinde kullanilarak, spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin
baslangi¢ deger problemlerini ¢ozmedeki dogruluk ve etki performansi incelenmis ve
yontemin siklikla kullanilan diger sayisal yontemlerden bazilari ile karsilagtirilmasi
yapilarak avantaj ve dezavantajlarindan bahsedilmistir.

XX



SPECTRAL DEFERRED CORRECTION TIME INTEGRATION METHODS

SUMMARY

In this study, the Spectral Deferred Correction (SDC) method developed to solve the
initial value problems consisting of ordinary differential equations (ODEs) or the
systems of ordinary differential equations with arbitrary order of accuracy has been
examined. The essence of the spectral deferred correction method is based on an
iterative correction procedure that increases the order of accuracy of a primitive time
integration method such as forward or backward Euler methods. While solving the
problems, in the first step, the initial solution, which will be called "provisional
solution" in the following sections of the thesis, is obtained by forward or backward
Euler methods in accordance with the structure of the equation in the problems. Then,
by applying the correction procedure to these provisional solutions, that will be called
"correction solutions" are obtained in the later parts of the thesis. It has been observed
that the obtained results are consistent with the literature, and arbitrary order of
accuracy can be achieved as desired.

In Section 1, the necessity of initial value problems and the numerical methods used
in their solutions are mentioned and the structure of spectral deferred correction
methods is explained. At the end of the introduction, a discussion about the results
obtained by applying the spectral deferred correction method to the problems has been
added.

In Section 2, literature research is given. The preliminaries that will be encountered in
obtaining and applying the spectral deferred correction methods are mentioned.
Spectral deferred correction methods are Euler based methods. Therefore, the details
of Euler methods for both explicit and implicit schemes are provided in this section.
In addition, stability region analysis of both forward and backward Euler methods were
performed. In the same section, one of the major differences between spectral deferred
correction methods and classical deferred correction methods, Gauss - Lobatto
quadrature formulas, is discussed. Finally, the concepts of efficiency, stability,
consistency, convergence, which are the essential parts of the numerical methods are
presented in this section.

In Section 3, the derivation of spectral deferred correction methods is presented by
considering the initial value problems in the following form:

¢'(t) =F(t,¢(0), t € [a,b] 2.2)
p(a) = ¢g. (2.3)

The derivation starts with rewriting equation (2.2) in Picard integral equation form.
Then, the residual function and error function are defined by applying Picard iteration
to this integral equation. By making use of the relationship between the error function
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and the residual function, the correction equation containing the error function is
obtained. In the next step, explicit and implicit Euler methods are applied to this
correction equation. Thus, for Explicit schemes

8iv1(t) = 6;(t) + h;G(¢;,6;) + E(tiyq) — E(t) (3.19)

and for implicit schemes
8i+1(t) = 6;(t) + hiG(tis1, 6i41) + E(tirq) — E(&) (3.20)

are obtained. The definition of classical deferred correction methods is also included
in this section. The essence of both classical and spectral deferred correction methods
is based on the solution of a new initial value problem created with the equation based
on the error function. Other differences between classical deferred correction methods
and spectral deferred correction methods are also provided in this section.

In Section 4, stability region analysis of Runge - Kutta methods, which are among the
most famous numerical method classes used in the solution of initial value problems
and spectral deferred correction methods, are performed. Typically, in literature, the
stability analysis is done for the following test problem:

P'(t) =Ap(t), ¢(0)=a, 1<0 (2.19)

The stability properties of the method were examined through this test problem that
contain both stiff and non-stiff cases. The stability regions of the spectral deferred
correction methods (SDC) were compared with the same order Runge-Kutta (RK)
methods. Note that both RK and SDC methods were built on top of the first order
convergent forward or backward Euler methods depending on explicit or implicit
discretization meaning that the both numerical approaches are identical when the order
of accuracy is equal to one. However, meaningful comparison is obtained whenever
the order of accuracy is two or higher. In this study, head on comparison between
second, third, and fourth order RK and SDC methods was performed. All numerical
findings indicate better stability behaviour of the SDC method versus the RK methods.
In other words, fairly larger stability regions with the SDC method that is consistent
with the literature was obtained. In this part of the thesis, in order to get the stability
functions of the spectral deferred correction methods, for simplicity the integral that is
the necessary part of the spectral deferred correction method is calculated with the
trapezoidal rule, but in general the Gauss - Lobatto quadrature formulas are used. A
general algorithm that uses Gauss — Lobatto quadrature for arbitrary order of accurate
spectral deferred correction method is provided towards the end of this section.

In Section 5, several test problems are solved ranging from scalar to system of
differential equations including stiff and non-stiff cases. Numerical studies are
performed to verify the order of convergence of the proposed scheme for both explicit
and implicit integrations. Using the obtained results, the theoretical order of the
method and the numerical order were compared. The code is set to quad precision to
achieve meaningful error analysis. As a result, up to 11. order of accuracy is verified
with explicit schemes. Also, in this section the code is compared with MATLAB's built
in ODEA45 that is fifth order accurate. The solutions obtained with both ODE45 and
5th order spectral deferred correction methods are superimposed on same figures. As
a result of this comparison, it has been concluded that the spectral deferred correction
method can easily compete with MATLAB’s ODE45 solver. It is also observed that
the 5th order explicit spectral deferred correction code can run with relatively larger
time steps. In addition, numerical results show that the 5th order spectral deferred

xxii



correction method has smaller errors when we run both methods with the same size
time step.

As a result, in this study the stability, accuracy, and efficiency performance of spectral
deferred correction methods for solving initial value problems were examined.
Advantages and disadvantages of explicit versus implicit spectral deferred correction
method are presented by providing stability region analysis and accuracy tables. Also,
the SDC methods are compared with other frequently used methods such as RK
methods and advantages and disadvantages are discussed.
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1. GIRIS

Gergcek hayat problemlerinin  pek c¢ogu, diferansiyel denklemler ile
modellenmektedir. Diferansiyel denklemler birgok fiziksel teorinin de merkezinde
yer almaktadir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin ya da diferansiyel
denklemlerle olusturulmus denklem sistemlerinin ¢dziimii, fiziksel olaylarin
anlagilabilmesi ve yorumlanabilmesi acisindan ¢ok dnemli bir yere sahiptir. Cogu
durumda, fiziksel problemleri modelleyen denklem ya da denklem sisteminin
gergek coziimiine ulagmak miimkiin olmayabilir. Ciinkii bu denklemler ya da
sistemler lineer olmayan yapiya sahiptir. Gergek ¢oziimiin elde edilemedigi bu tip
durumlarda gergek c¢oziime yaklasilmaya calisilir. Yaklasik ¢oziim olarak
adlandirilan bu ¢oziimleri elde edebilmek amaciyla, literatiirde, bircok yontem
gelistirilmistir.  Gelistirilen bu  yontemler, sayisal yontemler olarak
adlandirilmaktadir. Bu calismada, oncelikle, adi diferansiyel denklemlerden
olusan baslangi¢ deger problemleri tanimlanarak, bu problemlerin ¢6ziimii i¢in
gelistirilmis ve siklikla kullanilan sayisal yontem siniflarindan olan, Euler ve
Runge — Kutta yontemlerinin elde edilislerinin ve kararlilik bolgesi analizlerinin
Ozeti yapilmistir. Daha sonra, yine bir sayisal yontem sinifi olan “ertelenmis
diizeltme yontemleri” nin incelemesi yapilmistir. Bu yontem sinifina bagl olarak
hem klasik hem de spektral ertelenmis diizeltme ydntemlerinin algoritmalar
verilerek, her iki yontemin de birbirinden farklari agiklanmistir. Yine c¢aligma
icerisinde spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik analizi yapilarak
kararlilik bolgeleri sekiller araciligi ile gosterilmistir. Elde edilen kararlilik
bolgeleri acik semalar icin Runge - Kutta yontemlerinden elde edilen bolgelere
gore oldukca biiyiiktiir. Kapali semalar i¢in de kararlilik bolgelerinin oldukga
biiylik oldugu gozlemlenmistir. Caligmada incelenen adi diferansiyel denklemler,
kat1 diferansiyel denklemler ve kati olmayan diferansiyel denklemler olarak ikiye
ayrilmaktadir. Bu sebeple, ¢alisma boyunca incelemeler hem kati hem de kati
olmayan problemler i¢in yapilmistir. Spektral ertelenmis diizeltme yontemlerini
detayli olarak inceleyebilmek i¢in, oncelikle, verilen adi diferansiyel denklem,

kendisine karsilik gelen Picard integral denklemine doniistiiriilmiistiir. Daha sonra



Picard integral denklemine, denklemin yapisina uygun olarak, agik veya kapali
Euler yontemleri uygulanarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen sayisal
coziimlerden hareketle hata formiilleri olusturulmustur. Bu hata formiillerine
ertelenmis diizeltme prosediirii uygulanip, olusturulan algoritmalarin dogruluk
mertebeleri incelenmistir. incelemeler, tek denklem veya denklem sistemi ile
olusturulan c¢esitli baslangic deger problemleri {izerinden yapilmistir. Tim bu
incelemeler sonucunda, keyfi mertebede yaklasik c¢oziimlere ulasilabildigi
gozlemlenmistir. Literatiirle uyumlu olarak, kati olmayan problemler icin elde
edilen acik semalarin kararlilik davramisinin oldukg¢a tatmin edici oldugu
gozlemlenebilmistir [1,2]. Spektral ertelenmis diizeltme yonteminin bazi popiiler
sayisal yontemlerle karsilastirmasi yapilmis ve yine literatiirle uyumlu olarak
spektral ertelenmis diizeltme yonteminin diger yontemlerle rekabet edebildigi
gozlemlenmistir. Kati  problemlerle ilgili denemelerde ise ydntemin
uygulamasinin, yine diger popiiler sayisal yontemlerden elde edilen algoritmalarla
karsilagtirilabilir  durumda oldugu gdzlemlenmistir [1,2]. Tim sayisal

hesaplamalar, ¢izelgeler ve sekiller araciligi ile teze eklenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Adi Diferansiyel Denklemler ve Baslangi¢c Deger Problemleri

Diferansiyel denklem; bir veya daha fazla bagimsiz degisken, bu bagimsiz
degiskenlere bagli bilinmeyen bir fonksiyon ve bu bilinmeyen fonksiyonun bir veya
daha fazla mertebeden tiirevi arasindaki iligkiyi iceren denklemdir. Yani
denklemdeki temel mantik, baz1 degiskenlerin diger degiskenlere gore degisime
ugramasidir. Diferansiyel denklem, yalnizca bir adet bagimsiz degiskenin
tiirevlerini igeriyorsa “adi diferansiyel denklem” adin1 alir [3,4].

Diferansiyel denklemler ile olusturulan problemler, genellikle, baslangic deger
problemleri ve sinir deger problemleri olarak siniflandirilir. Bu c¢aligmada
incelemeler, adi diferansiyel denklemler ile olusturulmus baslangic deger
problemleri {izerinden yapilacaktir. Bu problemler, diferansiyel denklemin
coziimlerinden, belirli bir baslangi¢ kosulunu saglayanlar1 ¢oziim olarak kabul
ettigi i¢in “baslangic deger problemi” olarak adlandirilmaktadir [3,4].

¢, bir onceki paragrafta bahsedilen, denklemdeki bilinmeyen fonksiyon olmak
lizere, bu bilinmeyen fonksiyonun t bagimsiz degiskenine bagli oldugu diisiiniilsiin.
Bu durumda m. mertebeden adi diferansiyel denklem, ¢(t) fonksiyonun m.

mertebeye kadar tiirevlerini i¢eriyor olmak sarti ile

¢ (@) = F(t, ¢(0), ¢' (), 9" (1), ~, ™ () 2.1)

esitligi ile tanimlidir. Burada baslangic deger problemi olusturmak icin baslangi¢
kosullar1 da belirtilmelidir. m. dereceden bir diferansiyel denklem i¢in ¢, baslangi¢
an1 olacak sekilde baslangic kosullari, ¢ (to) = ¢g, ¢'(to) = b1, ..., ™ 1(ty) =
¢m—1 denklemleri ile tanimlanir ve bu kosullar, verildigi gibi, m. mertebeden bir
diferansiyel denklemde m adet olmalidir [3,4,5]. Calisma boyunca ele alinacak
baglangic deger problemi, ¢(a) = ¢, baslangi¢ kosulu, ¢(t), ¢, € C" ve

F: R X C™ - C" olmak iizere,



¢'(t) = F(t,p(t)), t € [a,b] 2.2)
¢(a) = ¢q (2.3)

denklemleri ile tanimlidir. Burada C", n boyutlu genel kompleks vektor uzayini temsil

etmektedir [1,2].

2.2 Baslangi¢ Deger Problemlerinin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Tamm 2.1: F(¢t, ¢(t)) fonksiyonu, bir D ¢ R? kiimesinde taniml1 olsun. ¢ degiskeni,
(t, d1) ve (t, ¢,) noktalar ve sabit bir L > 0 sayisi igin
|F(t,$1) — F(t, ¢2)| < L1 — ¢l (24)

esitsizligi saglaniyorsa fonksiyon Lipschitz kosulunu sagliyor, denir ve burada L

sabiti, Lipschitz sabiti olarak isimlendirilir [3,4].

Teorem 2.1: F(t, ¢(t)) fonksiyonunun, D = {(t,¢)|a < t < b ve — o0 < ¢p < o}
seklinde tanimlanan D boélgesinde siirekli oldugu varsayilsin. Eger F fonksiyonu, D
bolgesi tizerinde (2.4) Lipschitz kosulunu sagliyorsa (2.2) ve (2.3) denklemleri ile

verilen baglangi¢ deger probleminin, a < t < b igin tek bir ¢(t) ¢oziimii vardir [4].
Tamm 2.2: ¢'(t) = F(t,$(t)), t € [a,b] (2.2)
¢(a) = ¢q (2.3)

denklemleri ile verilen baslangi¢ deger problemi eger,

e Tek bir ¢p(t) ¢oziimiine sahipse,
e (Oziimiin davranis1 katsayilarin, parametrelerin, smir veya baslangic
kosullarinin degisimine bagliysa ve kiiciikk degisimler, ¢oziimde biiyiik

degisimlere sebep olmuyorsa,
iyi tanimhdir [4,6].

Teorem 2.2: F(t,¢(t)) fonksiyonu, D ={(t,¢)|a<t<bve— o < ¢ < o}
seklinde tanimlanan D bolgesinde siirekliyse ve (2.4) Lipschitz kosulunu sagliyorsa

(2.2) ve (2.3) denklemleri ile verilen baslangig¢ deger problemi iyi tanimlidir [4].



2.3 Sayisal Yontemler

Diferansiyel denklem problemlerinin gergek ¢oziimiinii bulmak olduk¢a dnemlidir.
Ancak girig bolimiinde de bahsedildigi gibi, ¢ogu zaman, bu denklemlerin gercek
¢ozlimiinlii elde etmek oldukca zor olabilir. Ciinkii gercek hayat problemlerini
modelleyen denklemlerin geneli lineer olmayan yapidadir. Bu nedenle, ¢ogu durumda
amaclanan, gercek ¢oziimii elde etmek degil, gercek ¢ozlime olabildigince yakin bir
¢coziim elde edebilmektir. Bu ¢ozlimler, yaklasik ¢oziim olarak adlandirilmaktadir.
Yaklasik ¢oziimleri elde edebilmek icin kullanilan ydntemler “sayisal yontemler”
olarak adlandirilir. Sayisal yontemler problem c¢oziimiinde son derece etkilidir.
Yontemlerin birgogu bilgisayarlarda uygulanmak {izere tasarlanmistir. Bu nedenle
sayisal bilgisayarlarin gelisimiyle birlikte sayisal yontemler daha da Onem
kazanmigtir. Sayisal yontemler genellikle iki grupta incelenebilir. Birinci grup, yiiksek
mertebe yakisaklik semalarindan olusur. ikinci grup ise diisiik mertebe yakinsaklik
semalarindan olusur ve belirli yontemler kullanilarak bu semalarin yakinsaklig
arttirtlmaya caligilir. Runge — Kutta yontemleri ve dogrusal ¢ok adimli yontemler, ilk
grupta yer alan sayisal yontemlere 6rnek olarak verilebilir. Euler yontemleri ise ikinci
grupta yer alan ydntemlere birer Ornektir. Ikinci grupta yer alan semalarin
yakinsakliginin arttirilmasi i¢in, Richardson ekstrapolasyonu veya ¢aligmanin
ilerleyen boliimlerinde detayli olarak anlatilacak olan ertelenmis diizeltme prosediirii
kullanilabilir [1]. Yiiksek ve diisiikk mertebe yontemlerin birbirlerine gore avantaj ve
dezavantajlari bulunmaktadir. Ornegin; yiiksek mertebe yontemler, uygulamada,
diisitk mertebe yontemlere gore daha karmasiktir. Verimli ve saglam (robust) bir
yiiksek mertebe sema olusturmak her zaman kolay degildir. Ayrica, yliksek mertebe
yontemler ¢oziimde siireksizligin oldugu bolgelerde fiziksel olmayan salinim ve
kararsizliklara sebep olabilir. Diisiik mertebe yontemler ise, yiiksek mertebe yontemler
kullanilarak elde edilen dogruluk mertebesini yakalayabilmek i¢in ¢cogu zaman daha
kiigiik araliklar tizerinde c¢alismayr gerektirir. Bu acgidan da bazi miihendislik
problemleri i¢in yeterli bir dogruluk mertebesi elde etmek, diisiik mertebe yontemlerle
cok daha zor ve maliyetli olabilir [7]. Bu noktada sayisal yontemlerinin verimliligi,

yakinsakligi, kararlilig1 ve dogrulugu gibi kavramlarin tanimlanmasi gereklidir.



2.3.1 Sayisal yontemlerin verimliligi

Bir sayisal yontemin verimliligi, is yiikii karsiliginda elde edilen ¢oziimiin dogrulugu
ile tanimlanir. Yani bir problem i¢in en verimli sayisal yontem, toplamda en az islem

ile en dogru sonucun elde edildigi yontemdir [8].
2.3.2 Sayisal yontemlerin yakinsakhg:

Adim boyutu At, ele alinan diferansiyel denklemin i. adimdaki ger¢ek ¢oziimii ¢ (t;)
ve ayni adimda say1sal yontem kullanilarak elde edilen yaklasik ¢coziimii ¢ (t;) olmak

iizere gergek ve yaklasik ¢6zlim i¢in

lim max |¢~)(ti) — ¢(ti)| =0 (2.5)

At—0 1<isN

esitligi saglaniyorsa, kullanilan sayisal yontem diferansiyel denkleme yakinsaktir,
denir [4,9,10,11]. Yakisaklik, bir sayisal yontemin problem ¢dziimiinde basarili
olarak nitelendirilebilmesi i¢in gerekli olan Ozelliklerden biridir. Ancak bazi
durumlarda (2.5) esitligini gosterebilmek zor olabilir. Bu durumda yakinsaklig

garanti edebilecek olan tutarlilik ve kararlilik kavramlari incelenir [4,11,12,13].
2.3.3 Sayisal yontemlerin dogrulugu, tutarhgi ve kararhhgi

Tanim 2.3 (Yerel Kesme Hatasi): Sayisal analizde, sonsuz sayida terimden olusan
bir toplama islemi, gerektiginde belirli bir terimden kesilerek iki kisma ayrilir. Sonlu
sayida terimden olusan degerce biiyiik olan ilk kismin tiim toplama islemine esit
oldugu varsayilir ve kalan kisim, ilk kisma oranla degerce ¢ok kiicliik oldugu
diisiiniilerek, hata terimi olarak kabul edilir. Kesilen kisimdan kaynaklanan hata,
“kesme hatas1” olarak adlandirilir. Sayisal yontemin dogrulugunu, belirli bir islem
adiminda 6l¢mek i¢in kullanilan kesme hatalar1 ise “yerel kesme hatasi” olarak

adlandirilir [4,10,11,14].

Tamm 2.4 (Yerel Dogruluk Mertebesi): At adim boyutu olmak {izere i. adimdaki

yerel kesme hatas1 7;(At) olarak verilen bir sayisal yontem i¢in eger,

At - 0 iken 7;(At) = O(AtP+Y) (2.6)

esitligi saglantyorsa sayisal yontemin yerel dogruluk mertebesi p’dir, denir [8,11,15].



Tanim 2.5 (Tutarhhlik): At adim boyutu olmak {izere i. adimdaki yerel kesme hatas1

7;(At) olarak verilen bir sayisal yontem i¢in eger,

lim max |7;(At)| =0 2.7)

At—0 1<i<N

esitligi saglaniyorsa, yontem diferansiyel denklem ile tutarlidir. Yani adim boyutu
sifira yaklasirken, yontemin yerel kesme hatasi da sifira yaklagiyorsa, yontem

diferansiyel denklem ile tutarli kabul edilir [4,13,15].

Tammm 2.6 (Kararhhk): Bir sayisal yontemin kararliligi, hatanin hesaplamalar
sirasinda ne kadar biiytlidiigline baghdir. Eger bir sayisal yontem baslangi¢ kosulunda
yapilacak kiiciik degisikliklerle, yaklasik ¢oziim ile gercek ¢oziim arasindaki farkin

biiylik olmasina neden olmuyorsa kararhdir [4,6,11].

Teorem 2.3 (Denklik Teoremi): Bir sayisal yontemin tutarli ve kararli olmasi,

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir [11,12,13,16].

Aciklama 2.1: Denklik teoremi, niimerik analizin temel teoremi olarak da
bilinmektedir. Sayisal yontemin yakinsakligmin gosterilmesinin karmasik oldugu
durumlarda, kararlilik ve tutarlilik gosterilerek sayisal yontemin yakinsaklig

belirlenir.

2.3.4 Sayisal yontemlerin yakinsakhik mertebesi

Sayisal bir yontemin yakinsaklik mertebesi, zaman adimi boyutu kiigiildiikce sayisal
¢cozlimdeki hatanin degisimini 6lger. Zaman adimi boyutu At icin, E'(At), baslangic
deger problemi bir sayisal yontemle ¢oziildiigiinde gercek ¢oziim ile yaklasik ¢oziim
arasindaki farki yani hatay1 gosteriyor olsun. Eger At — 0 iken |E (At)| = kAtP ise p
sayisal yontemin yakinsaklik mertebesi olarak adlandirilir. Buradaki k, baslangi¢

deger problemine ve sayisal yonteme bagl bir sabittir [8,11,13,17].

2.3.5 Sayisal yontemlerin yakinsaklhik mertebesini hesaplama

Bir baglangi¢ deger problemi ve bu problemin ¢dziimiinde kullanilacak sayisal yontem

icin zaman adim1 At iken hata E'(At) ile gosteriliyor olsun. Bu durumda,

|E (At)| _ kAtP

M — 2~ — 2.8
2t50 |E(at/2)] ~ ato k(At/2)P (2:8)



yazilabilir. (2.8) de her iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa,

E(At)

In |E(At/2)

~ In(2P) (2.9)
ve buradan,

In|E (At)] —ln|E(%)|
p= In|2]

(2.10)

elde edilecektir. (2.10)’ dan hareketle, belirli bir At degeri i¢in sayisal yontemin

yakinsaklik mertebesi olarak adlandirilacak olan q,

_I|EAD)| - n|E(At/2)]

T (2.11)

seklinde hesaplanabilecektir. Burada At — 0 iken ¢ = p olmasi1 beklenir [8,17].

2.4 Euler Yontemleri

2.4.1 A¢ik Euler yonteminin tiiretilmesi

Euler yontemi, baslangi¢c deger problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan en temel sayisal
yontemlerden biridir. Yontemi elde edebilmek i¢in, 6ncelikle, [a, b] aralig1 boyunca t;

noktalari, At adim boyutu ve N > 0 olmak tizere heri = 0,1,2, ..., N igint;,; — t; =
At; = bN;a olacak sekilde esit aralikli olarak tanimlanmalidir [3,4]. ¢(t), (2.2) - (2.3)
denklemleri ile verilen baslangi¢c deger probleminin tek ¢6ziimii ve ayn1 zamanda |[a,

b] araliginda iki kez tiirevlenebilir ise heri = 0,1, 2, ..., N — 1 igin,

(tiv1 — t;)

B(tina) = B8 + (tir = )P (E) + =" ()

! A 2 124
= ¢(t) + At (¢) + - 9" (€, & € (£, tisr) (2.12)
olacak sekilde Taylor serisi agilim1 yapilabilir. ¢’ (£) = F(t, ¢(t)) oldugundan (2.12)
esitligi

B(tin) = D(t) + At F(t, p(t)) + 229" (&) (2.13)
2!

2
seklinde yazilip, AZL' ¢"' (&;) terimi hata terimi olarak kabul edilecek olursa, agik Euler

formiilii olarak adlandirilan,



d(tiyr) = d(&) + At F(t;, p(¢)), i =0,1,-+,N—1 (2.14)
esitligi elde edilir [4,10,18]. Seri agiliminda, bu adimda ikinci mertebeden tiirevi igeren
% ¢"' (&;) teriminin g6z ardi edilmesinden kaynaklanan yerel kesme hatasi ise O (At?)
ile gosterilir [18].

2.4.2 Kapali Euler yonteminin tiiretilmesi

Kapali Euler yontemini elde edebilmek i¢in her i = 0,1, 2, ..., N i¢in t; = t;;, — At;
kabul edilerek,

G(t) = d(tivs — Aty) = P(tiy1) — At;d' (tiy1) + O(AL?) (2.15)

Taylor serisi agilimi yapilabilir. (2.15) seri agihminda ¢'(t) = F(t, (1)) esitligi
yerine yazilip diizenlendiginde,

(t) = P(tisr) — At F(tiry, d(t141)) + 0(AL?) (2.16)

P (tiv1) = d(t) + Aty F(tirr, d(t141)) + 0(AL?) (2.17)

elde edilir. Yine acik Euler yonteminde oldugu gibi (2.17) esitliginde de hata terimi

esitlikten ¢ikarilarak kapali Euler formiilii olarak adlandirilan,
$(tir1) = p(t) + At F(tisr, ¢(tisn)), i=0,1,,N=1 (2.18)

esitligi elde edilmis olur [4,18]. (2.18) esitliginden goriilebilecegi gibi bu yontemde,
bilinmeyen ¢ (t;,;) ¢6ziimii denklemin her iki tarafinda da bulundugundan denklem

acikca ¢oziilemez. Bu nedenle yontem, kapali Euler yontemi olarak adlandirilmistir.

2.5 Euler Yontemlerinin Kararhhk Bolgesi Analizi

2.5.1 A¢ik Euler yonteminin kararhhk bolgesi analizi

Bu bolimde,

¢'(t) = 2p(1), P(to) =a, 1 <0 (2.19)

probleminin agik ve kapali Euler yontemleri ile ¢oziimii yapilarak, a¢ik ve kapali Euler
yontemlerinin kararlilik bolgeleri belirlenecektir. Bu problem, kararlilik bolgesi

analizinde kullanilan ve literatiirde “test problemi” olarak adlandirilan bir problemdir

[11].



(2.19) test probleminin ger¢ek ¢oziimii ¢(t) = ae?® seklindedir. Bu test
probleminin yaklasik ¢oziimiinii hesaplayabilmek i¢in acik Euler yontemi

uygulandiginda,

P (tiv1) = (&) + At.F(t;, d(8)) = ¢ (t;) + AtAg(t;)
= (1 + AtD) () (2.20)

elde edilecektir ve i iterasyon adiminin ardindan i. adimdaki yaklasik ¢6ziim

D (tir) = (1 + AtD)id(ty) = (1 + Atd)ia 2.21)

seklinde olacaktir. Burada, i. adimdaki gercek ¢6ziim ile yaklasik ¢6ziim arasindaki

hata
le?* — (1 + Atd)||al (2.22)

seklindedir. (2.22)’ den hareketle sayisal yontemin kararlilig: e*? terimi ile 1 +
AtA terimi arasindaki farkin biiyiikliigiine baghdir. 4 < 0 kabul edildiginden, i
arttikca gercek ¢oziim et sifira yaklasacaktir. Ancak, (2.22) denklemine gore
yaklagik ¢oziim sadece |1 + AtA| < 1 sart1 saglandiginda sifira yaklasabilir. Yani,
agik Euler yontemi, ancak |1 + AtA | < 1 sartini sagladigi durumda kararh olabilir
[11]. Bu durumda, acik Euler yonteminin kararlilik bolgesinin belirlenebilmesi, A’
nin kompleks olabilme durumu g6z 6niinde bulundurulup AtA = z kabul edilerek,
|1+ AtA| =|1+2z| <1 esitsizliginin ¢6ziimlenmesini gerekli kilar. Yani,
(1 4+ AtA) = R(AtA) kabul edilirse, agik Euler yontemi, R(AtA) = R(z) <1

sartinin saglandig1 bolgede kararlidir [11,19,20].

Tanim 2.7 (Kararhlik Fonksiyonu): Bir 6nceki boliimde R(z) ile gosterilen

deger, kararlilik fonksiyonu olarak adlandirilir. Tek adimli yontemler igin

kararlilik fonksiyonu R(z) = % orani ile belirlenir [11,19].

1

Tamm 2.8 (Kararhhk Bélgesi): Bir sayisal yontem icin kararlilik bolgesi, D =
{AtA = z € C| R(z) < 1} kiimesi ile tanimlidir [11,19]. Tanimdan hareketle, agik

Euler yonteminin kararlilik bolgesi,
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D={AtA=z€C||1+zl <1} (2.23)

olarak yazilabilir. Bu bolge Sekil 2.1 ile gosterilmistir. Sekilden de goriilebilecegi
gibi agik Euler yonteminin kararlilik bolgesi ¢izilen |1 + z| = 1 ¢emberinin i¢

bolgesidir.

2.5.2 Kat1 diferansiyel denklemler

Acik Euler yonteminin test problemi igin, |1 + AtA | < 1 sartin1 sagladig1 durumda
kararli olabilecegi bir dnceki boliimde anlatilmigti. Bu da —2 < AtAd < 0 olmasi
anlamina gelir ki, bu durum acik Euler yonteminin uygulanisinda adim boyutunun
siirli olmasina yol acar. Test problemi i¢in A biiylidiikge, At ile gdsterilen zaman
adim1 biiyiikliigiiniin kabul edilemeyecek kadar kiigiik bir seviyede olacagi agikca
goriilmektedir. Bu tiir sinirlamalara sebep olan problemler kati problemler olarak
adlandirilir [11,19,20]. Kat1 problemlerin ¢dziimiinde genellikle kapali sayisal

yontemler kullanilir.

2.5.3 Kapali Euler yonteminin kararhhk bolgesi analizi

Kararlilik bolgesi analizi i¢in (2.19) test problemine, adim biiyiikliigi sabit bir At

kabul edilerek, kapali Euler yontemi uygulanirsa,
¢(ti+1) = ¢(ti) + At-F(ti+1»¢(ti+1)) = ¢(ti) + At/kb(tiﬂ)
¢ (tiv1) = AtAP(tir1) = d(t) = P(t141)(1 = Atd) = ¢(&)

1 1\
$(tin) = == d(t) = (ti) = () @ (2.24)
elde edilir. Burada kapali Euler yonteminin kararlilik fonksiyonu R(AtA) = 1—21: )
olacaktir. Yine AtA = z kabul edilerek,
1
Dz{AmzzeC||Es1} (2.25)

olacak sekilde kapali Euler yonteminin kararlilik bélgesi belirlenebilir [11,19,20].
Bu esitsizligin kompleks diizlemde cizilmesi ile Euler yonteminin kararlilik
bolgesi gosterilmis olacaktir. Bolge, Sekil 2.2 ile verilmistir. (2.25) sartinin
saglanmasi |1 — z| = 1 olmasi ile miimkiindiir. Sekilden de goriilebilecegi gibi

kapal1 Euler yonteminin kararlilik bdlgesi ¢izilen ¢gemberin dis bolgesidir.
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Tamm 2.9 (A- Kararhhk): Yontemin kararli oldugu D bolgesi, tiim sol yar1 diizlemi

iceriyorsa, yonteme A — kararli denir. Ornegin; kapali Euler yontemi A — kararlidir

[1,11].

2.6 Dogruluk Bolgesi

Teorem 2.3 ile verilen Denklik Teoremi geregince, bir sayisal yontemin tutarlt ve
kararli olmasi, yakinsak olmasi ig¢in gerek ve yeter sarttir. Dogruluk ve tutarlilik
kavramlari ise sayisal analizde birbirine denk kabul edilir [21]. Bu sebeple bir dnceki
boliimde kararlilik bdlgesi analizi yapilan Euler yontemi i¢in bu boliimde dogruluk
bolgesi tanimi verilecektir. Dogruluk bolgesi analizi adimlari, sadece agik Euler

yontemi i¢in gosterilecektir.

Tamm 2.10 (Dogruluk Bélgesi): Verilen test problemi ve kullanilan Euler yontemi
icin & mutlak hata toleransin1 gosteriyor olmak tizere, € > 0 ve A € C degerleri igin

AtA = z kabulii ile dogruluk bolgesi,
|p1(2) —e*| < ¢ (2.26)

seklinde tanimlanir [1,22].
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Test problemi igin ¢, (z) = 1 + z degeri yerine yazilirsa dogruluk bolgesi,
|p1(z) —e?|=|1+z—-e*|<¢ (2.27)

seklinde elde edilir. Simdi, agik Euler yontemi i¢in kararlilik bolgesi kavramina A’ nin
reel oldugu kabulii ile tekrar bakilacak olursa |1+ AtA| <1 formiilii asagidaki

esitsizlikle esdeger olacaktir:

At < —- (2.28)

Burada, (2.28) esitsizligi, A degerlerine bagli olarak, yontemin kararli ¢alismasi i¢in
At zaman adimina kisitlama getirmektedir. Yani At degerleri i¢in bir iist sinir

belirlemektedir. Ornegin, 1 = —20 segilecek olursa zaman adiminin alabilecegi deger
At <1071 (2.29)

seklinde olacaktir. Ayni sekilde, yani A nin reel oldugu kabulii ile dogruluk bolgesi

g0z Online alinirsa, asagidaki esitsizlikle karsilasilacaktir:

—e<1+AAt—eMt<e (2.30)

X

Burada e*’ in Taylor serisi agilimindan hareketle, tiim x degiskenleri i¢in 1 + x <

e* = 1+ x — e* < 0 oldugu diisiiniilecek olursa,
—e<1+AAt—e?t <0 (2.31)
—1—e< At —eMt < -1 (2.32)

esitsizligi yazilabilir. Yine e*’ in Taylor serisi agcilimindan hareketle, dncelikle her x
igin

x2
x—e"=—1—7+Y.M.T. (2.33)

yazilabilir. (2.33) esitliginden hareketle, (2.32) i¢in
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(AAt)?

1< —1—
€= 2

(2.34)

(AAt)?
2

=

< &= (1A)? < 2e = |AAt| < V2e (2.35)

yazilabilir. (2.35) esitsizligi, yontemin tutarli (dogru) olmasi i¢in A degerlerine bagh

olarak At’ nin alabilecegi iist sinir1 belirlemektedir. Ornegin, ¢ = 1072 ve 1 = —20
kabul edilirse,
ae <2102 2.36
=20 (2:36)

esitsizligine ulasilir. Acik Euler yontemi i¢in yapilan bu analizler sirasinda, kararlilik
ve tutarlilik i¢in iki farkli iist sinirla karsilagilmistir. Yani yontem (2.29)’ dan da
anlasilabilecegi lizere At < 107! ile kararhi calisiyorken, &= 1072 toleransiyla
¢oziim yapilmak isteniyorsa (2.36)° dan gozlemlenebilecegi gibi At < 1072
secilmelidir. Aksi takdirde denklik teoremi geregi yakinsaklikta problem yasanacaktir.
Yani mertebe diismesi beklenebilir. Mertebe kayb1 durumuyla, 5. boliimde analizler
sirasinda karsilagilmistir. Sekil 2.3 - 2.4 acgik Euler yontemi i¢in hem kararlilik hem

dogruluk boélgelerini gostermektedir (Bkz. 2.23 — 2.26). Dogruluk bdlgesi ¢iziminde

tolerans € = 1072 kabul edilmistir.

2
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2.7 Runge — Kutta Yontemleri

Runge — Kutta yontemleri, baslangi¢ deger problemlerinin ¢6zlimii i¢in kullanilan ve
yiiksek mertebeler icin diizenlenebilen sayisal yontemlerdir. Bu boliimde incelemeler,
ikinci mertebeden Runge — Kutta ydntemleri iizerinden yapilacaktir. Ileride ikinci

mertebeden Runge - Kutta yontemlerinin kararlilik bolgesi analizi de yapilacaktir.

2.7.1 ikinci mertebeden Runge — Kutta yontemleri

(2.2) ile verilen ¢'(t) = F (t, ¢)(t)) adi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii igin ikinci

mertebeden bir yontem elde edebilmek amaciyla, 6ncelikle,

Pt + At) = p(t) + At'(£) +4 ¢ (1) + 0(At?) (2.37)

olacak sekilde ikinci mertebeden bir Taylor serisi acilimi yapiliyor olsun. (2.37)
esitliginde birinci tiirev (2.2) denkleminin sag tarafi ile degistirilebilir. (2.37)
esitligindeki ikinci tiirev i¢inse (2.2) denkleminin her iki tarafinin bir kez daha tiirevi

almmalidir. Buradan hareketle, ikinci tiirev i¢in,
" (t;) = Fe(t;, ) + Fy(t;, )@’
= Fe(ti, @) + Fy(t;, )F (t;, P) (2.38)
esitligi yazilabilir. (2.2) ve (2.38) esitlikleri (2.37)” de yerine yazilip elde edilen esitlik
diizenlenirse,

At;?
2

d(t; + Aty) = p(t;) + At;F(t;, P) + [Fe(ti, @) + Fy(ti, §)F (81, p) | + 0(AL?)

=¢(t) + TF(tir @) + - [F(ti, @) + At Fo(t;, ) + At;Fy (i, PIF (t;, ) |

+0(At?) (2.39)

elde edilecektir. Bu noktada F(t;, ¢) fonksiyonu i¢in ¢ok degiskenli Taylor serisi

acilimi kullanilacaktir. Bu acilim,

F(t+At;, ¢+ k) =F(t;, ) +At;F(t;, @) + Fp(t;, Pk + - (2.40)
seklindedir. (2.40) esitliginden hareketle ,

F(t; + At;, ¢ + At;F(t;, §)) = F(t;, ¢) + At;F(t;, $)

+ At Fy (i, @)F (t, ¢) + O(At?) (2.41)
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esitligi yazilabilir. (2.41) esitligi (2.39)’ da yerine yazilirsa,

d(t; + Aty) = d(t;) + 7F(ti; ¢) + 7F(ti + Aty, ¢ + At F (t;, P))

+ 0(At3) (2.42)

elde edilecektir. Boylelikle (2.42) esitliginden hareketle, en yaygin kullanilan ikinci

mertebeden Runge — Kutta yontemlerinden biri

ki = AtF(t, ¢(t)) (2.43)

k, = At;F(t; + At;, p(t;) + k) (2.44)

olmak iizere, ¢;.1 = ¢; + (kl;r—kZ) esitligi ile tanimlanacaktir [4,11,23].

2.8 Lineer Olmayan Sistemler icin Newton Yontemi

Newton yontemi, f(x) = 0 probleminin ¢6ziimiinde siklikla kullanilan yontemlerden
sayisal yontemlerden biridir. Burada Newton yOntemi, bilinmeyen sayisinin denklem
sayisina esit oldugu bir sistemin ¢Oziimii ilizerinden anlatilacaktir. Bu denklem

sisteminin,

Fi = (¢1, P2, ¢3, ., Pp) =0

FZ = (¢1' ¢2, ¢3' '--'¢n) =0
F3 = (¢1' ¢2, ¢3' '--'¢n) =0

Ey = (@1, 92, ¢3, ., ) = 0 (2.45)

seklinde oldugu dusiiniilebilir. (¢4, ¢, P3, ..., Py) bir ¢ vektorini, (Fy, Fy, Fs, ..., F,)
bir vektdr - degerli F fonksiyonunu gosteriyor olmak sartiyla, (2.45) sisteminin

¢Ozimil,
F(¢)=0 (2.46)

probleminin ¢dziimii anlamma gelecektir. Oncelikle (2.46) icin,
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F(¢) = F(¢o) +JF($o) (¢ — ¢o) (2.47)

dogrusal yaklasimi yazilabilir. Burada oncelikle ¢ = ¢; sec¢imi ile, bu dogrusal

yaklasim i¢in

F(¢o) + JF (o) (1 — o) =0 (2.48)

esitlifini saglayacak ¢, degerlerinin bulunmasi hedeflenir. Bu amagcla (2.48)

esitliginden,

b1 = bo— UF (o)) F(ho) (2.49)

olacak sekilde ¢, elde edilebilir. Bu islem (2.49)’ u saglayacak uygun ¢, degeri
bulunana kadar her bir adimda iteratifli olarak tekrar edilir [24,25,26]. ileride kapali
Euler yontemi temel alinarak olusturulan spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile Van

Der Pol probleminin ¢6ziimiinde, Newton yonteminden yararlanilacaktir.

2.9 interpolasyon ve Polinom Yaklasimi

Bir fonksiyonun bir dizi veri noktasi i¢in degerlerinin bilindigi varsayildiginda, veri
noktalar1 arasindaki bilinmeyen degerlerin tahmin edilmesi gereken durumlarda
kullanilan en popiiler yontemlerden biri interpolasyondur. Bu sebeple interpolasyon,
ara deger bulma islemi olarak da ifade edilebilir. En sik kullanilan interpolasyon
yontemi, polinom interpolasyonudur. Polinom interpolasyonu ile, bilinen veri
noktalar1 kullanilarak, verilen fonksiyon i¢in bir yaklasim polinomu elde edilmeye
caligilir. Bilinmeyen degerlerin bulunabilmesi i¢in polinom interpolasyonunun
kullanilmasinin en dnemli nedenlerinden biri, kapali ve sinirli bir aralikta tanimlanan
stirekli bir fonksiyon igin fonksiyona istenildigi kadar yakin bir polinomun
yazilabilmesidir. Bu sonu¢ Teorem 2.4 - Weierstrass Yaklasim Teoremi ile agagida

verilmistir.

Teorem 2.4: ¢(t) fonksiyonunun bir [a,b] araliginda tanimh ve siirekli oldugu

varsayilsin. Her € > 0 igin,

lp(6) —P(D)| <e,Vt€[a,b] (2.50)

olacak sekilde bir P(t) polinomu yazilabilir [4].
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Fonksiyonlara yaklasimda polinom siifinin yaygin olarak kullanilmasinin bir diger
onemli nedeni ise bir polinomun tiirevini ve integralini hesaplayabilmenin kolay
olmasi, ayrica, tiirev ve integral alma islemi sonucunda elde edilen ifadelerin de yine
birer polinom olmasidir [4]. Sayisal analizde, sayisal yontemlerin elde edilmesi ve hata
tahmininde siklikla kullanilan Taylor polinomlari, interpolasyon konusunda genellikle
kullanilmazlar. Ciinkii iyi bir interpolasyon polinomu tiim aralik boyunca fonksiyona
dogru bir yaklagim saglamalidir. Taylor polinomlar1 ise verilen fonksiyona sadece
belirli bir nokta civarinda miimkiin oldugunca yaklasir. Bu sebeple dogruluk
mertebeleri tiim aralik boyunca degil, sadece bu nokta civarinda yiiksektir, noktadan
uzaklastikca genellikle dogruluk azalir [4]. Taylor polinomlar1 yerine, 6zellikle
bilgisayar uygulamalarina da elverisli olan ve ¢esitli noktalardaki bilgileri igeren
Newton interpolasyon polinomlar1 ve Lagrange interpolasyon polinomlari
kullanilabilir. Bu ¢alisma icerisinde sadece Lagrange interpolasyon polinomlarindan

bahsedilecektir [4,20].

2.9.1 Lagrange interpolasyon polinomlari

Newton interpolasyon polinomlari, tiireve boliinmiis farklar yaklagimi yapilarak elde
edilir. Lagrange interpolasyon polinomlar1 da aslinda Newton interpolasyon
polinomlarmin yeniden formiillestirilmesidir. Ancak Newton interpolasyon
polinomlarinda oldugu gibi boliinmiis farklarin hesaplanmasini gerektirmez [20].

Lagrange interpolasyon polinomlari;

n
P() = ) L) 251)
i=0
esitligi ile elde edilir. Burada L;(t) katsayilari,
n
t — tj
Li(t) = H (2.52)
Lt — ¢
Jj=0
j#i

seklinde tanimlidir. Lagrange formiiliniin temel mantigi, her L;(t) teriminin t = ¢t;
noktasinda 1, diger tiim noktalarda ise 0 olmasidir [20]. Bu 6zellik diisiiniildiiglinde
her L; (t)¢(t;) carpimu t; noktasinda ¢(t;) degerini alacaktir. Yani, (2.51) denklemi
ile verilen, toplam n + 1 adet veri noktasindan gegen, n. dereceden tek tiirlii belirli bir

polinom olusturacaktir. Lagrange interpolasyon polinomlart sonlu farklarin
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hesaplanmasin1 ~ gerektirmediginden, diger interpolasyon yontemlerine gore

programlama agisindan nispeten daha avantajlidir [4,20,27].

Teorem 2.5: t,, t;, ..., t, noktalar1 [a, b] arahiginda tammh ve ¢ € C"*1[qa, b] olsun.
Vvt € [a, b] igin &(t), to, ty, ..., t, noktalar1 arasinda bir say1 ve B,(t) interpolasyon
polinomu olmak tizere ¢ (t),

A GO)

D Tt t) (- t) (2.53)

() = P,(8) +

esitligi ile tanimlanabilir. Esitligin sag tarafinda B,(t) interpolasyon polinomunu

disinda kalan kisim, Lagrange interpolasyonunun hatasidir [4].

2.10 Sayisal Integral (Sayisal Kareleme)

¢(t) fonksiyonunun tanimli oldugu [a, b] araliginda ffgb(t)dt belirli integralini
hesaplamak her zaman kolay olmayabilir. Boyle durumlarda sayisal integral yaklagimi
ile integralin gercek sonucuna olabildigince yaklasilmaya calisilir. Bu yaklasim,
sayisal kareleme olarak isimlendirilir. f:d)(t)dt belirli integraline yaklasimda
bulunabilmek i¢in Y-, a;¢(t;) toplami kullanilir. Bir onceki baslikta, [a, b]
araliginda {t,, ..., t,} ayrik noktalar kiimesi i¢in ¢(t) fonksiyonunun Lagrange
interpolasyon polinomu, (2.51), (2.52) ve (2.53) esitlikleri ile tanimlanmigti. Bu

polinom [a, b] araliginda t degiskenine gore integre edilirse,

[pwac=" Zgb(t)L ©dc+ | n(t—t)qb(zﬂ_)i_(ig'))dt

n

1
= D ad(t) + gy f H(t—t)¢("+”(€(t))dt (254)

i=0

elde edilir ki burada £(t) € [a, b] olmak iizere her t i¢in a; katsayilari,
b
a; = f L;(t)dt, i=01,..,n (2.55)
a

seklinde taniml1 olmalidir. Buradan kareleme formiiliiniin,

n

fa o)t ~ Y ao) (2.56)

i=0
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yaklasimini sagladigi gozlemlenebilir. (2.54) denkleminde geri kalan terim ise hata
terimi olarak kabul edilir. Kareleme yaklasimlarini iyilestirmek, temel olarak, a;
katsayilarinin nasil segilebilecegine baglidir. Burada a; katsayilar1 Lagrange
polinomlar1 kullanilarak ftretilmistir [4,20,27]. {to, ..., t,} noktalar1 esit aralikli
secilerek elde edilen birinci ve ikinci derece Lagrange polinomlar kullanilarak iiretilen
formiiller Newton — Cotes kareleme formiilleri olarak adlandirilir. Bunlar, yamuk
kurali ve Simpson kurallaridir [4,20]. Bir sonraki boliimde de gosterilecegi gibi her
zaman esit aralikli noktalarla calismak iyi sonu¢ vermeyebilir. Bu ¢alismada, a;
katsayilarinin se¢iminde esit aralikli noktalarin kullanilmadigi Gauss Kareleme
formiillerini incelenecektir. Yamuk kurali ve Simpson kurali ise, sadece, spektral
ertelenmis diizeltme yonteminin kararlilik bolgesi analizi sirasinda integral hesabinda

kullanilacaktir.

2.10.1 Runge fenomeni

Runge Fenomeni, bir dizi esit aralikl1 interpolasyon noktalar tizerinde yiiksek dereceli
interpolasyon polinomlarinin integre edilmesi durumunda meydana gelen, araligin ug
noktalarindaki salinim problemidir. Bu durum, Carl David Tolmé Runge tarafindan
polinom interpolasyonlarinin hata davraniglarini incelerken kesfedilmistir. Esit aralikli
interpolasyon noktalariyla polinom olusturmak her ne kadar ¢ok bilinen bir yol olsa da
Runge Fenomeni bu yaklasimin her zaman istenilen sekilde sonuglanmayabilecegini
gostermektedir. Teorem 2.4 ile tanimlanan Weierstrass Yaklasim Teoremi’ nin bir

sonucu olarak,

lim ((max |6 (t) = B(0)]) = 0 2.57)

esitligi yazilabilir [28]. Runge, bir 6rnek problem i¢in bu esitligin

m (max [(6) = Bu(D)]) = £ (2.58)

li
n—-oo
seklinde oldugunu gozlemlemistir [28]. Runge fenomeninin anlasilabilmesi igin

asagida bu 6rnek problemin incelemesi yapilmaistir.

1

Ornek Problem: Runge ¢ (t) = YT

fonksiyonu i¢in, [—1,1] araliginda esit aralikl1

noktalarda interpolasyon polinomu hesaplarken bazi sorunlarla karsilagmistir. i =
0,1, ...,n olmak tiizere esit aralikli olarak secilen t; degerleri icin elde edilen P, (t)

interpolasyon polinomu [—1,1] aralifinin u¢ noktalarinda salinim yapmistir. Hatta
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Runge, polinomun derecesi arttifinda interpolasyon hatasinin da sinirsiz olabilecek
kadar arttigin1 kanitlayarak (2.58) esitligini elde etmistir. Olusturulan n.dereceden

interpolasyon polinomu ile fonksiyon arasindaki hata daha 6nceki boliimlerde

T o)
¢(t>—Pn(t)—1;[(t—ti)W, fE(-11) (259
olarak tanimlanmisti. Bu formiilden,
(n+1)
N CRICE e e _rﬂaéll_[(t—” (260

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizlikten de goriilebilecegi gibi bu 6zel fonksiyon igin,
esit aralikli noktalar kullanilarak yapilan interpolasyonda yaklasim hatasi i¢in {ist
sinirdaki ¢arpanlarin her biri, n biiylidiik¢e, sonsuza kadar biiyiir. Ciinkii fonksiyonun
n. dereceden tiirevleri n arttik¢a hizl bir sekilde biiyiiyecektir. Bu da Runge Fenomeni

olarak adlandirilan duruma yol agmaktadir [28].
2.10.2 Gauss kareleme

Gauss kareleme yontemlerinde [a, b] kapali araligindaki t, ty, ..., t,, noktalari esit
aralikli olarak secilmez. Bu noktalar ve (2.56) yaklasimindaki ag,ay, ..., a,
katsayilari, yaklasim sonucunda olusacak hatayi en aza indirgeyecek sekilde secilmeye
calisilir. Eger noktalar esit aralikl olarak se¢ilmiyorsa, ay, a4, ..., a, katsayilarinin ve
to, t1, ..., t, noktalarinin se¢imi 2n adet parametre se¢imi yapilacagi anlamina gelir.
2n adet parametre sec¢imi ile tanimlanacak polinomun derecesi ise en fazla 2n — 1
olacaktir. Yani Gauss kareleme, ¢, ty, ..., t,, noktalarinin iyi se¢ilmesiyle 2n — 1 veya
daha kiiclik dereceden polinomlarin tam olarak integre edilebilmesini saglar. Ancak
Gauss kareleme noktalarmin tiimii, integral alman araligin icindedir. Bazi
uygulamalar, araligin u¢ noktalarindaki hesaplamalar1 da gerektirir. Bu durumlarda,
uc noktalardaki hesaplamalar icin ekstrapolasyon islemi gerekecektir. Bu ¢alismada
ise araligmn ug¢ noktalarinin da integral hesabina dahil edildigi Gauss - Lobatto

kareleme formiilleri kullanilacaktir [2,14,20,29,30,31].

2.10.3 Gauss — Lobatto kareleme formiilleri

Lobatto kareleme, araligin u¢ noktalarinda integral alinabilmesini saglar. Bu nedenle

araligin u¢ noktalarinda hesap yapabilmek i¢in ekstrapolasyon yapma ihtiyaci kalmaz
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[2,30]. Gauss kareleme, Legendre polinomunun kdoklerine dayanan integrasyon
noktalarini ve bu polinomlarin tiirevlerine bagl agirliklar1 kullanir. Lobatto kareleme
ise, Legendre polinomlarinin tiirevlerinin koklerini integrasyon noktalari olarak
kullanirken, agirliklar Legendre polinomlar: olarak segilir. Genel formiil ¢, t,, ..., t,

igin,
[ 6@t =mip 1) + w0+ Y wig(e) (261)

seklindedir. Burada t; degerleri i = 2,..,n—1 i¢in P,_,'(t) polinomlarinin
kokleridir. w; agirlik fonksiyonlar ise,

~ 2 2

M = DP@ M T am—1) (2.62)

formiilii ile tanimlidir [30,31,32]. Calismanin ilerleyen bdliimlerinde integral alinacak
aralik [—1,1] araligindan farkli oldugunda, noktalar lineer transformasyon ile

belirlenecektir.
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3. SPEKTRAL ERTELENMIS DUZELTME YONTEMLERI

3.1 Adi Diferansiyel Denklemler icin Picard integral Denklemi

Uzerinde ¢aligilan baslangic deger problemi bir énceki béliimde ¢(t), ¢, € C* ve

F:R X C" - C"olmak tizere,
¢'(0) = F(t, (), t€[a,b] (2.2)
¢(a) = ¢q (2.3)

denklemleri ile tanimlanmisti. Calismada, yiiksek mertebeden yoOntemlerle
ilgilenilecegi i¢in F’in yeterince piiriizsiiz oldugu varsayilacaktir [1,2]. Tanimlanan
basglangic deger probleminin ¢oziimii i¢in akla gelen yontemlerden biri, (2.2)
denklemini, bir integral denkleme doniistiirmek ve ¢6ziim ic¢in kullanilacak yontemi
bu integral denkleme uygulamaktir [1]. Bu denklem, “Picard integral denklemi” olarak
adlandirilir. Picard integral denklemini elde edebilmek igin, verilen (2.2) adi
diferansiyel denkleminin her iki tarafi, t degiskenine gore, sinirlart a’dan t’ ye olmak

iizere integre edilirse, buradan,

f ¢’(t)dt=fF(t,¢(t))dt (3.1)

esitligine ulagilir. (3.1) esitligine Analizin Temel Teoremi [33] uygulanip, (2.2) ve

(2.3) esitlikleri yerine yazilacak olursa,

[ ¢ = 90 - 9@ = 60) -
$() = o+ f $'(D)dt

d(t) = ¢, +f F(t, ¢(t))dt (3.2)
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denklemi elde edilir [1,2,30,34,35]. (3.2) denklemi, baslangi¢ deger problemine
esdeger Picard integral denklemi olarak adlandirilir. Burada her ne kadar problem
¢oziilmiis gibi goriilse de aslinda ¢6ziilmemistir. Ciinkii ¢ (t) fonksiyonu,
(3.2) esitliginin sag tarafindaki integralin iginde de bulunmaktadir. Yani ¢(t)
fonksiyonunun esiti acik olarak yazilamamistir. Bu nedenle, bu asamada ¢6ziim igin
Picard iterasyonu olarak adlandirilan bir algoritma kullanilacaktir. Bu algoritmanin
probleme uygulanmasiyla, problemin yaklasik bir ¢6ziimiiniin elde edilmesi

amaclanir. Oncelikle elde edilen;

o) = ¢g +f F(t, ¢(t))dt

denklemi i¢in ¢o(t) baslangic ¢éziimii tahmini yapilir. Daha sonra sirasiyla i =

0,1,2,3, ...,n igin,

B = b+ | Pt pu(0)de 3.4)

denklemi kullanilarak ¢6ziime ulasilir. Bu algoritma ile sonlu bir k degerine
gelindiginde, ¢y, (t) 'nin diferansiyel denklemin ger¢ek ¢oziimiine iyi bir yaklagik
deger olmasi beklenir. Bu durumda, kullanilan iterasyon yontemi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in son derece gii¢lii bir ara¢ olarak kabul edilebilir. Simdi
verilen probleme ait baslangigtaki yaklasik ¢oziimiin ¢y(t) oldugu kabulii ile
incelemelere baslaniyor olsun. Yaklasim yonteminin basarisini 6l¢gmek i¢in kullanilan
artik fonksiyon, bu probleme ait Picard integral denkleminden, yaklasik ¢éztimiin
¢ikarilmasi ile elde edilir. Artik fonksiyon E(t,¢;(t)) ile gosterilirse, buradan

hareketle ilk adimdaki artik fonksiyon yaklasik ¢6ziim ¢ (t) olmak tizere,

Bt 4o(0)) = da + | F(5,90())ds = 4o(® 35)

denklemi ile tanimlanir [1,2,30,34,35]. Hata fonksiyonu ise § (t) ile gdsterilmek iizere,

6(t) = ¢(t) — ¢o(t) (3.6)

seklinde tanimlanacak olursa, burada artik fonksiyon ile hata fonksiyonu arasinda bir
iliski oldugu kolayca goriilebilir. Bu adimda artik fonksiyon ve hata terimi arasindaki

iliskiyi daha yakindan inceleyebilmek i¢in dncelikle (3.6) diizenlenerek

8(t) = ¢(6) = Po(t) = d(t) = 5(t) + Po(t) (3.7)
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esitligi yazilir. (3.2) esitligi (3.6) da yerine yazilarak,
t
5(0) + $0(®) = 6O = 9 + | F(6,6(0))de (38)
a
elde edilir. (3.7) esitligi (3.8)’ de yerine yazilirsa,

50 + $0®) = o + | F(s4ols) +8(5))ds

5(6) = e — bo(0) + f F(s, o(s) + 6())ds (3.9)

elde edilir. (3.9) esitliginde integral icerisinde t degiskeni s degiskeni ile
degistirilmistir. Elde edilen (3.9) esitligine fatF(s, $o(s))ds integrali eklenip

cikarilarak,

8(t) = g — Po(t) + f F(s, $o(s) + 5(3))ds - f F(s, ¢0(5))d5

a

+f F(s,¢o(s))ds (3.10)

elde edilir. Bu denklemde sinirlar1 ayni olan integraller bir araya getirilip

diizenlenerek,

5(t) = g — Po(t) + f [F(s, $o(s) + 5(5‘)) - F(Sr ¢0(5))]d5
+ftF(s, cpo(s))ds
50 = [ [F(s. 05D +8(5)) = F(s,90())]ds + o — 4ol

+f F(s,¢o(s))ds (3.11)

elde edilir. (3.11) esitliginde (3.5) ile verilen esitlik yerine yazilacak olursa,

o) = f [F(s, Po(s) + 5(5)) - F(s, gbo(s))]ds + E(t, gbo(t))

o(t) — f [F(s, bo(s) + 6(5)) — F(s, qbo(s))]ds = E(t, qbo(t)) (3.12)

25



elde edilecektir. Calismada, (3.12) denklemi “diizeltme denklemi” olarak
adlandirilacaktir [1,2,30,34,35]. Ayrica (3.12) denklemi, E(t, ¢) fonksiyonunun §
fonksiyonuna ne kadar iyi yaklasabilecegine dair bir 6l¢iit de vermektedir. Burada

(3.12) denklemini diizenleyebilmek i¢in G: R X C — C olmak iizere,

G(t,8) = F(t,o(t) +8(t)) — F(t, o(1)) (3.13)

fonksiyonunu tanimlanabilir [1]. Tanimlanan bu yeni fonksiyon (3.12) denkleminde

yerine yazilirsa hata fonksiyonu §(t), t degiskeni yerine s degiskeni yazilmasiyla,

5(t) = ftc;(s, 8(s))ds + E(¢) (3.14)

halini alir. (3.14) denklemi (3.2) denklemi gibi, Picard tipi bir integral denklemdir.
Calismanin ilerleyen boliimlerinde hata fonksiyonunun (3.14) oldugu diisiiniilecektir

[1,2].

3.2 Picard Denklemi I¢cin Euler Yontemleri

Euler formiiliinii elde edebilmek i¢in yapilan islemlerde, tiirev icin sonlu farklar
kullanim1 yaygindir. Euler yontemine alternatif bir bakis, problemin bir integral
denklemi olarak yeniden diizenlenmesine dayanir. Bu integral denklemin Picard
denklemi olarak adlandirildigindan bir 6nceki bolimde bahsedilmisti. Bu boliimde,
elde edilen Picard integral denklemleri Euler yontemleri ile ¢oziilecektir. Euler
yonteminin Picard denklemine uygulanisina gegmeden Once bir aralikta pargalanisin
ne anlama geldigi tamimlanmalidir. a, b € R olmak iizere, [a, b] araliginin a = t; <
t; < < tp_q < t, = bkosulunusaglayan her P = {t,, t,, ..., t,,} sonlu alt kiimesine
[a, b] araliginin  bir pargalanmasi; i € {0,1,2,...,n} olmak {lizere t; noktalarina
pargalanigin boliim noktalar1 ve yine her i € {1,2,...,n} i¢in [t;_q,t;] ve (t;_1, t;)
araliklarina, sirasiyla, [a, b] araliginin P pargalanmasina kargilik gelen kapali ve agik

alt araliklar ad1 verilir. At; = t; — t;_; > 0 degerlerine alt araligin boyu (veya olgiisii)
denir. Eger At, = At, = -+ = At,, ise, yani her i € {1,2,...,n} igin At; = b%a ise, P’
ye [a, b] araliginin diizgiin pargalanmasi adi verilir . Diizgiin par¢alanma durumunda
tim alt araliklarin boyu veya 6lgiisii esittir. P = {t, ty, ..., t,}, [a, b] araliginin bir
parcalanist olsun. Bu aralikta, (2.2) ve (2.3) denklemleri ile tanimlanan baglangi¢
deger problemi i¢in (2.14) denklemi ile verilen acik Euler formiilii, baslangi¢ deger

26



problemine karsilik gelen Picard integral denklemi i¢in de kullanilabilecek bir
yontemdir. Ayni sekilde, (2.18) denklemi ile verilen kapali Euler formiilii de baglangig
deger problemine karsilik gelen Picard integral denklemine uygulanabilir. Bir 6nceki
boliimde hata fonksiyonu da Picard tipi bir integral seklinde tanimlanmisti. A¢ik ve
kapal1 Euler yontemleri, verilen aralikta, her bir adimda elde edilen hata fonksiyonuna
karsilik gelen ve Picard integral denklemi seklinde oldugu gosterilen (3.14) icin de
kullanilabilir [1,2,30,34,35]. Burada daha once tanimlanan (3.12) denkleminden
hareketle,

o(t) = f [F(s, d;(s) + 6(5)) - F(s, cpi(s))]ds + E(t) (3.15)

esitligi yazilabilir. (3.15) esitliginin her iki tarafinin ¢t degiskenine gore tiirevi alinirsa

Analizin Temel Teoremi kullanilarak,

d d
Ea(t) = F(t,¢;(t) + (1)) — F(t, $: (D)) + EE(t) (3.16)

elde edilir. (3.16) esitligi

2l 20 _ bt i) + 8,0) Pt 9 (0) + 2o ) (347,
seklinde diizenlenebilir. Bu esitligin her iki tarafi At; terimi ile ¢arpilarak,
8isa(8) = 8:(8) + At; (F (£, :(6) + 8:(6)) — F (£, 6:(0)))

+E(tiv1) — E(8) (3.18)

elde edilir. At; = t;4q — t; ve F(t;, ¢:(t) + 6;(©)) — F(t;, ¢:(t)) = G(¢;, 6;) kabulii
ile (3.18) esitligi,

8i41(t) = 6;(t) + At;G(¢;, 6;) + E(ti11) — E(8) (3.19)

esitligine doniisiir. Bu esitlik, hata fonksiyonu i¢in tanimlanmis agik Euler yontemidir.

Hata fonksiyonu i¢in elde edilecek olan kapali yontem ise,
8i+1(t) = 6;(6) + At;G(ti1, 6i41) + E(tiv1) — E(t) (3.20)

seklinde taniml1 olacaktir [1].
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3.2.1 Gauss noktalari

n dogal sayis1 i¢in, [—1,1] araliginda Gauss — Legendre polinomlarinin n adet kokii
ti,ty, ..., t, noktalar1 olarak kabul edilsin. Bir [a,b] € R araligi i¢in n adet

X1, Xy, ..., X, Gauss noktast

b—a b+a
X; = ti_ 2 (321)

formili ile tanimhdir [1,2]. Yani herhangi bir [a, b] araliginda sayisal integral
hesaplanmak isteniyorsa ve hesap yapilacak noktalar esit aralikli olarak secilmiyorsa,
bu noktalarin, Gauss — Legendre polinomunun koéklerini kullanarak, [—1,1] araliginda
lineer transformasyonu alinabilir. Birinci boliimde belirtildigi gibi her bir x; noktasina
karsilik gelen fonksiyon ¢(x;) degerleri de (2.51) ve (2.52) denklemleri ile taniml
olan Lagrange interpolasyon polinomlar: ile bulunabilir. Béylece bulunmak istenen

deger, ¢ (t;) yerine ¢(x;) olacaktir.

3.3 Klasik Ertelenmis Diizeltme Yontemleri

Ertelenmis diizeltme yaklasimi, sayisal bir ¢oziimiin dogrulugunu arttirmak igin
kullanilan yontemlerden biridir. Bu kisimda ertelenmis diizeltme yaklasimlarindan
olan, klasik ertelenmis diizeltme yontemlerinden bahsedilecektir. Oncelikle
[a, b] arahiginin n + 1 adet t; noktast ile diizgiin pargalanisi yapilsin. Bu durumda daha
once de bahsedildigi gibi, her bir [t;, t;,,] alt araliginin boyu birbirine esit olacaktir.
Eger, (2.2) — (2.3) denklemleri ile verilen baglangi¢ deger problemi, k. mertebeden
dogruluga sahip bir yontem kullanilarak bu araliklar iizerinde c¢oziliirse, y =
(¥4, -, ¥n) olacak sekilde yaklasik baslangic ¢oziimleri elde edilecektir. Bu durumda

baslangi¢ ¢oziimleri igin,
Y = ¢(t;) + 0(At5) (3.22)

olacaktir. t; noktalar1 g6z Oniinde bulundurularak y; yaklasik ¢oziimleri i¢in n.

dereceden tek tiirlii belirli interpolasyon polinomu P, (y, t) olarak gosterilecek olursa,

§(t) = (1) = B, 1) (3.23)

esitligi ile hata fonksiyonunu tanimlanabilir. (3.23) denkleminin her iki tarafindaki

terimlerin t degiskenine gore tiirevi alinarak,
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d
5'(6) = ¢'() = Pa(v,0) (3.24)

elde edilir. (3.23) denkleminden  gériilebilecegi  gibi  ¢(t) = 6(t) +
BP,(y,t) oldugundan ve (2.2) denkleminden de goriilebilecegi gibi ¢'(t) =
F(t,¢(t)) oldugundan (3.24) esitligi,

d
§'M =FESO + k1. 0)) — Rt (3.25)

esitligine donisiir. Burada &(0) = 0 kabulii ve (3.25) esitligi ile birlikte hata

fonksiyonu i¢in,

d
§'() =F(t,8(t) + By, ) — - B (1, 1)

5(0) =0 (3.26)

baslangi¢ deger problemi tanimlanabilir. Bir sonraki adimda (3.26) baslangi¢c deger
problemi baslangictaki k. mertebeden ayni sayisal yontem kullanilarak ¢6ziiliir. Yani
hata fonksiyonu i¢in i = 1, ..., n olmak tizere yaklasik m; = §(t;) degerleri elde edilir.

Bu degerler yaklasik ¢coziimlere eklenerek,
vitm=et) , i=1..,n (3.27)

olacak sekilde diizeltme ¢ozlimleri elde edilir. Ertelenmis diizeltme prosediiri,
giincellenen (t;,y; + m;) degerleri i¢in yeni interpolasyon polinomu tanimlanarak
devam eder. Ardindan yeni hata fonksiyonu tanimlanir ve yeni diizeltme denklemi
cozilir. [1,36,37] Asagida klasik ertelenmis diizeltme yontemlerinin algoritmasi

verilmistir [1].
Algoritma 3.1 (Klasik Ertelenmis Diizeltme)

Yorum [Baslangi¢c Coziimiinii Hesapla]

(0]

k. mertebeden bir yontem ile [0, T'] araliginda her i = 1, ..., n i¢in t; noktalarinda ¢;

¢(t;) yaklasik ¢oztimlerini hesapla.
Yorum [Diizeltme Co6ziimii Hesapla]
doj=1,..,J

1) Pn(¢j -1 t) interpolasyon polinomunu hesapla.
2) 8(t) = ¢(t) — P,(¢p’ 1, t) hata fonksiyonunu hesapla.
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3) Hata fonksiyonu i¢in §'(t) = F (t, 6(t) + Pn(qu_l, t)) — %Pn((;bj_l, t) ve 6(0) =
0 ile baslangic deger problemini tanimla.
4) k. mertebeden bir yontem ile [0, T] araliginda her i = 1, ..., n i¢in t; noktalarinda
m; = §(t;) yaklasik ¢oziimlerini hesapla.
5) Yeni qbl.[] I = ql)l.[] “Hy n; yaklasik ¢oziimlerini hesapla.
enddo
Bu algoritma ile goriilebilecegi gibi prosediir sonunda hatanin dogruluk mertebesinin,

O(Atk(]“)) olmas1 gerekir. n. dereceden Lagrange interpolasyon polinomu

kullanildigr i¢in - ¢Ul(t) mertebesinin n oldugu ve bu interpolasyon polinomunun
tiirevinin alindig1 diisiiniilecek olursa klasik ertelenmis diizeltme yontemi ile elde
edilen ¢dziimiin dogruluk mertebesi O(At™in *U+Dn=D) olacaktir [1,37]. Klasik
ertelenmis diizeltme yaklagimlarinda genelde iki sorunla karsilagilmaktadir. Bunlardan
biri birinci boliimde bahsedildigi gibi esit aralikli noktalar segilmesi durumunda
karsilasilan Runge fenomenidir. ikinci sorun ise, her bir yineleme adiminda yeni bir
sayisal diferansiyel hesaplamasinin gerekiyor olmasidir. Tiirev, interpolasyon
polinomunun yiiksek dereceli secilmesini engelleyen sayisal kararsizliklar ortaya
cikarir. Bir sonraki kisimda bahsedilecek spektral ertelenmis diizeltme
yaklagimlarinda esit aralikli noktalar secildiginde ortaya ¢ikan sorun, Legendre
polinomlarmin kullanilmasi ile giderilmis ve sayisal tiirev sebebiyle ortaya ¢ikan sorun

Picard integral denklemleri kullanilarak ortadan kaldirilmaya calisilmistir [1,36,37].

3.4 Euler Yontemlerine Dayal Spektral Ertelenmis Diizeltme Yontemleri

Spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin temel fikri, verilen aralikta bir ara ¢oziim
hesaplamak icin basit bir sayisal yontem kullanmak ve ardindan, klasik ertelenmis
diizeltme yontemlerinde de oldugu gibi, bu ara ¢6ziimiin dogrulugunu arttirmak igin
hata denklemine dayali bir dizi diizeltme denklemini ¢c6zmektir. Bu ¢calismada hem ara
coziimleri hesaplamak hem de diizeltme denklemlerini ¢6zmek i¢in agik ya da kapali
Euler yontemleri kullanilacaktir. Oncelikle, [a, b] aralifinda [¢;, t; ] alt araliklarinin,
i =0, ...,p olmak lizere t; noktalar1 secerek p adet alt araliga boliindiigii varsayilsin.
Yani, burada, t; = t; < t; < - <t, = t;;, olacaktir. Spektral ertelenmis diizeltme
yontemleri, (2.2) ve (2.3) denklemleri ile verilen baglangi¢ deger problemini,
[t;, t; 1] alt araliklarinin pargalandigi bu alt araliklar tizerinde ¢6zmeyi hedefler. Kati
olmayan denklemler i¢in acgik ve kati olan denklemler i¢in kapali Euler yontemleri

kullamlarak elde edilen yaklasik ¢oziim her bir i = 0, ..., p igin ¢*(t;) = ¢p¥ olarak
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gosteriliyor olsun. (3.19) — (3.20) denklemleri kullanilarak elde edilecek bir dizi
diizeltme ¢oziimii de 5% (t;) = 6F ile gosteriliyor olsun. Bu durumda giderek daha

dogru bir yaklasim saglayabilmek icin ¢p**1 = ¥ + §* ¢oziimleri hesaplanacaktir ve
denklemdeki E (t, Pk (1:)) fonksiyonuna sayisal kareleme kullanilarak yaklasilacaktir.

Bu nedenle t; noktalar1 birinci boliimde tanimlanan Gauss kareleme formiillerinden
elde edilen noktalar olarak secilecektir [1,2,30,34,35]. (3.18) denkleminden hareketle
acik spektral ertelenmis diizeltme yontemleri i¢in diizeltme denklemleri (3.14) Picard

tipi integral denkleminin agik Euler yontemi ile ¢oziilmesiyle,
i1 = 8 + At [F (8, ¢F + 8/) — F(t, 9] + Eir (95) — Ei(9%)  (3.28)

olarak elde edilecektir. Bu durum ayrintilariyla bir 6nceki bolimde agiklanmaigtir.

[+1(pk) = ft 'tm F(T, gb"(r))dr (3.29)

4

kabulii ile, artik fonksiyon i¢in
Ei+1(¢k) -3 Ei(¢k) > Iii+1(¢k) ~ ¢g(+1 + ¢zk (3.30)

esitligi yazilabilir. Burada ¢t = ¥ + 8, k! = ¢pk. | + 65, ve (3.30) esitlikleri

g6z onilinde bulundurulursa (3.28) denklemi
BT Bl = ¢ — b+ AG[F (o + o — ) — F(t 7))

+ 1) — blen + B (3.31)
denklemine doniisecektir. (3.31)” de gerekli sadelestirmeler yapilirsa agik semalar
igin,

(= ol + A [F (6, ) — F(t, 0] + 177 (09 (332)

denklemi elde edilecektir. Yine (3.18) denkleminden hareketle kapali spektral

ertelenmis diizeltme yontemleri i¢in diizeltme denklemleri
61'k+1 = 5ik + Ati[F(ti+1'¢zk+1 + 5ik+1) - F(ti+1'¢g€+1)]
+ Ei1(9°) — Ei(¢%) (3.33)

seklinde yazilabilir. Burada ¢f*' = ¢k +6F |, ¢kl = ¢k, + 6K, ve (3.30)

esitlikleri g6z 6niinde bulundurulursa (3.33) denklemi

31



zlc++11 - ¢g€+1 = {Hl - ¢:€ + Ati[F(tl'+1'¢lk+l + ¢£(++11 - ¢lk+1) - F(ti+1»¢1k+1)]
+IFN(PF) — ply + B (3.34)

denklemine doniisecektir. (3.34) denkleminde gerekli sadelestirmeler yapildiginda

kapali semalar icin
S = o+ A [F(ti+1' D) = Ftiss ¢zk+1)] + I (9%) (3.35)

denklemi elde edilecektir [1,2,30,34,35]. Yani, spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin sayisal uygulamalarinda once Euler yontemleri ile ara ¢oziimler
hesaplanacak daha sonra ise yine denklemlerin tipine bagl olarak (3.32) ve (3.35) ile
verilen acik ya da kapali semalar i¢in uygun diizeltme denklemleri kullanilarak
diizeltme c¢oziimleri elde edilecektir. Asagida, acik spektral ertelenmis diizeltme

yontemleri i¢in algoritma verilmistir.

Algoritma 3.2 (Acik Spektral Ertelenmis Diizeltme)
Yorum [Ara Coziim Hesapla]

doi=0,..,]—1

Kati1 olmayan denklemler i¢in agik Euler yontemi ile [a, b] araliginda her i i¢in ¢)i[3]1 = (j)i[O] + At; -

F (ti, <;bi[0]) formiilii ile ara ¢oziimleri hesapla.
enddo

Yorum [Diizeltme Coziimii Hesapla]

dok=0,..,]—2
doi=0,..,]—1

1) [a,b] araliginda her bir alt aralik i¢in, Gauss kareleme formiillerini kullanarak, Iii+1(¢k)
integralini hesapla.

2) ol = ol ae [F (e, oY) = F(t,0M)] + 171 (9%) (3.32) formilli ile diizeltme
¢ozlimlerini hesapla.
enddo
enddo
Ag¢iklama 3.1: Kapali yontemlerin uygulanisinda kullanilacak olan algoritma burada
tekrarlanmayacaktir. Ancak algoritmanin olusturulabilmesi i¢in Algoritma 3.2° de
verilen ¢/%h = ¢!” +4t; - F(t, ¢!") formiilic ¢}3, = ¢! + 4t; - F(ti1, 9% ile

(3.32) formiilii ise (3.35) ile degistirilmelidir.

Ag¢iklama 3.2: Kat1 olmayan problemler i¢in, m adet nokta kullanilarak ve k adet

diizeltme adimm uygulanarak elde edilen ¢dziimler EuExpk,, kat1 problemler icin m
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adet nokta kullanilarak ve k adet diizeltme adim1 uygulanarak elde edilen ¢oziimler

Eulmpk ile gosterilecektir [1].

Teorem 3.1: Yeterince piirlizsiiz herhangi bir F : R X € — C fonksiyonu ve herhangi
m, k dogal sayilar igin, EuExpk ve Eulmpk, vyaklasimlari gercek ¢oziime

min(m, k + 1) dogruluk mertebesi ile yakinsayacaktir [1].

4. RUNGE - KUTTA VE SPEKTRAL ERTELENMIiS DUZELTME
YONTEMLERININ KARARLILIK BOLGESI ANALIZI

4.1 Runge — Kutta Yontemlerinin Kararhlik Bolgesi Analizi

Bu boliimde, Runge — Kutta yontemlerinin kararlilik bolgesi analizi yapilacaktir.
Karalilik bolgesinin nasil belirlendigi, ¢'(t) = A¢p(t), ¢(0) =1,t € [0,1] test
problemi kullanilarak, ilk olarak, ikinci mertebeden Runge — Kutta yontemleri i¢in
gosterilecektir. Ikinci mertebeden Runge — Kutta ydntemlerinin kararlilik bdlgesini
belirleyebilmek i¢in, dncelikle, Euler yonteminde oldugu gibi test problemine ikinci
mertebeden Runge — Kutta yontemlerinden biri uygulanacaktir. ikinci mertebeden
Runge — Kutta yontemlerinden biri ve yontem icin k; ve k, degerleri onceki
boliimlerde belirtilmisti. Test probleminden hareketle, ¢'(t;, ¢;) = A¢; ve AtA =z

esitlikleri k degerlerinde yerine yazilip denklemler diizenlenecek olursa sirasiyla,
ky = AtA¢p, = z¢; (4.1)
ko = AtA(¢, + zp,) = z(1 + 2), (4.2)

elde edilecektir. Bu degerler, ¢;,1 = ¢; + % esitliginde yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa,

biv1=¢i + w 4.3)

i = [1+2+Z] e, (4.4)
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esitligi elde edilecektir. Burada daha dnceki boliimlerde tanimi1 yapilmis olan kararlilik

2 .
fonksiyonun R(z) =1+ z + Z? oldugu gozlemlenebilir. Ikinci mertebeden Runge —

2
Kutta yontemlerinin kararlilik bolgesi ise |R(z)| = |1 +z+ Z?| < 1 esitsizliginin

kompleks diizlemde ¢izilmesi ile gosterilen bolge olacaktir. Birinci mertebeden Runge
— Kutta yontemleri Euler yontemleri ile esdegerdir. Ugiincii ve dérdiincii mertebeden
yontemlerin kararlilik bolgesi analizi ise ikinci mertebe yontemlerin analizinde
kullanilan adimlar takip edilerek yapilabilir. Dérdiincii mertebeye kadar Runge — Kutta
yontemlerinin kararlilik fonksiyonlar1 Cizelge 4.1. ile verilmistir. leride dérdiincii
mertebeye kadar Runge — Kutta yontemlerinin kararlilik bolgeleri sekil tizerinde de

gosterilecektir [38,39].

Cizelge 4.1 1,2, 3 ve 4. mertebeden Runge — Kutta yontemlerinin kararlilik

fonksiyonlari.
Yontemin Mertebesi Kararhhk Fonksiyonu
1 1+2z
2
z
2 14+z+4+—
2
3 14+z+ z + z
g4+ 4
2 6
4 1+z+ z + z + z
g4 44
2 6 24

Bir sonraki boliimde spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik analizi
yapilacaktir. Ardindan dordiincii mertebeye kadar Runge — Kutta yontemleri ile yine
dordiincii mertebeye kadar spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik

bolgeleri karsilagtirilacaktir.

4.2 Spektral Ertelenmis Diizeltme Yontemlerinin Kararhlik Bolgesi Analizi

Spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik bolgelerini belirleyebilmek igin,
her bir mertebede ara ¢oziimler ve diizeltme ¢oziimleri hesaplanacaktir. Runge — Kutta
yontemleri ile karsilastirma yapabilmek adina, Runge — Kutta yontemlerinde oldugu

gibi burada da ikinci mertebeden yontem i¢in kararlilik analizi adimlar1 gosterilecektir.
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Ardindan yontemin daha net anlasilabilmesi i¢in {i¢lincli mertebe yontem i¢in de analiz
adimlart tekrar edilecektir. Analiz adimlar1 uygulanirken diizeltme ¢6zliimiiniin
hesaplanmasi, her bir i i¢in Iii“(qb[k]) ile gosterilen integrallerin hesaplanmasini
gerektirecektir. Hesaplanmasi gereken integraller, bu asamada islem kolaylig1
acisindan, ikinci mertebeden yontem i¢in yamuk kurali ve {i¢lincii mertebeden yontem
icin Simpson kurali kullanilarak hesaplanacaktir. ileride daha yiiksek mertebeler igin
hesap yapabilmek ve kararlilik analizi adimlarim1 genellestirebilmek amaciyla,
integraller hesaplanirken Gauss kareleme yontemleri kullanilacaktir. Ikinci mertebe
yontemin kararlilik bolgesi belirlenirken test problemi i¢in verilen [0, 1] aralig iki esit
alt araliga béliinecektir. Bu nedenle At = 1/2 kabul edilecektir. Uciincii mertebeden
yontemin kararlilik bolgesi belirlenirken de test probleminin tanimli oldugu aralik ii¢
esit parcaya boliinecektir. Burada da At = 1/3 kabul edilecektir. Ancak birinci
mertebe spektral ertelenmis diizeltme yontemi igin kararlilik analizi yapilirken [0, 1]
aralig1 alt araliklara boliinmediginden At =1 kabul edilecektir. Ayrica AtA =z
kabuliinden hareketle A = z olmas1 gerektigi de goriilebilir. Birinci mertebe spektral

ertelenmis diizeltme yontemi i¢in k = 0, i = 0 alinarak islemlere baslanacaktir.

Aciklama 4.1: Kararhilik analizi adimlarini acik semalar iizerinden verilmistir. ileride
kapali semalar i¢in ara ¢oziim ve diizeltme ¢oziimii formiilleri verilecektir. Ayrica
belirli mertebeye kadar kararlilik bolgeleri de sekil iizerinde gdsterilecektir. Ancak

analiz adimlar1 kapali semalar i¢in tekrar edilmeyecektir.

Aciklama 4.2 : Kararlilik analizleri boyunca zaman adimi boyutu At = h kabul

edilecektir.

1. Mertebe: k=0, i =0

Ara Coziim: ¢¥) = oI + argp!M 9l = 1ve h =1 (4.5)
k=02 ¢t =" +2¢,” (4.6)
i=0, ¢ =g +a9;

= @+ 1e) (47)

elde edilecektir. A = z kabulii g6z Oniine alinirsa, qbl[o] = (1 + z) olacaktir. Burada

birinci mertebeden yontem i¢in sadece ara ¢oziim hesaplandigini gézlemlemek
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gerekir. Acikga goriilebilecegi gibi, Runge — Kutta yontemlerinde oldugu gibi spektral
ertelenmis diizeltme yontemlerinde de birinci mertebe yontemin kararlilik bolgesi agik
Euler yontemi ile aymidir. Bu da ara ¢oziim hesaplarken agik Euler ydntemi
kullanildig1 i¢in beklenen bir durumdur. Simdi kararlilik boélgesi analizine ikinci
mertebeden yontem ile devam ediliyor olsun. ikinci mertebeden yontem igin bir adet
diizeltme ¢6ziimii hesaplanacaktir. Her bir diizeltme ¢6ziimii, yontemin mertebesini 1
artirmaktadir [34]. Bu analiz, diizeltme ¢o6ziimiiniin hesaplanmasin1 gerekli
kildigindan integral hesaplama zorunlulugu olusacaktir. Simdilik, bu integral
hesabinin ikinci mertebeden yontem i¢in yamuk kurali [4] ile yapilacag: belirtilmisti.
Ikinci mertebeden yontem icin k = 0, i = 0,1 kabul edilecektir. Ayrica daha dnce

belirtildigi gibi [0, 1] aralig1 iki esit alt araliga boliinecektir.

2. Mertebe: k =0, i =0,1

Ara Coziim: ¥l = ¢! + Ang! ¢l = oY = 1ve B =172 (4.8)
k=0 =" +20° (4.9)
i=0, 1[0] o [0] . ¢[0] ( ) (EO]

= (142) ) (4.10)
i=1, £01 _ [0] 42 ¢[0] ( ) 1[0] ve {0] _ (1 +%) ([)O]
> i = (1+3) 29 (4.11)

Diizeltme Coziimii: /i7" = ¢! + 2h [/ = o] + 171 (p1M)), h = 172

i+1
(4.12)
A .
i=0, ¢ =+ 2o - o] + () (4.14)

Bu adimda I (qb[o]) ile sembolize edilen integrali hesaplamak ic¢in yamuk kurali

uygulanirsa;

36



15(0) = f 1 ()dr =7 [¢[°]+¢£°]]

=3[+ (1+3) 0]
~il(eereg)ol]
- ()"
= ¢/ = of + 2{ol - o] + 1 (91
(1o 3) -G )

A A
(0]
<1+2+8> 0

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Yine bu adimda da I? (qb[o]) integralini hesaplamak i¢in yamuk kurali kullanilirsa;

1Z(¢) =2 f 1 ()dr = [¢[°]+¢£°]]
=5[(e g+ (1) 200

:%_<1+%+1+A+§> ([,O]l

:<2+;A+§> (Eo]l

1 3 1
_(Z L2924 = 133 [0]
_<2+8’1 +16’1) 0

Il
AN

— ¢[1] [1] [¢[1] 1[0]] + 112(¢[0])

A A
<1+2) [ _ 2 101 4 j2(gplon)
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(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)



N A, A 103 1
— -z AT Iy () I Y (0] L2292 = a3) 40l
<1+2)<1+2+8> ! 2<1+2) ! +<2+8,1 +16,1)¢0 (4.30)

(142 B AR A B S L) 431
\" 2 8 2 4 16 2 4 2 8 16" |70 (431)
1 1
- (1 + A+ §A3) [o] (4.32)
elde edilecektir. Yine, A = z kabulii gz oniine alinirsa,
1 1
2[1] = <1 + z+ EZZ + §z3) (EO] (4.33)

esitligine ulagilir.

Aciklama 4.3: (4.33) esitliginden hareketle ikinci mertebeden spektral ertelenmis
diizeltme yontemi i¢in kararlilik fonksiyonu R(z) = ([)2[1] / ¢)([,0] orani ile bulunacaktir.
Euler ve Runge — Kutta yontemlerinin kararlilik bdlgesi analizlerinde oldugu gibi

burada da |R(z)| < 1 esitsizliginin kompleks diizlemde ¢izilmesi ile yOntemin
kararlilik bolgesi elde edilmis olacaktir. |[R(z)| = |1+ z + %ZZ + %23 < 1 bolgesi

Sekil 4.2 de mavi cizgi ile gosterilmistir. Ugiincii mertebeden spektral ertelenmis

diizeltme yontemi i¢in de benzer sekilde kararlilik fonksiyonu R(z) = ¢£2] / qb(go] orani

ile bulunacaktir. Ancak bu adimda, test problemi geregi ¢£o] = 1 oldugu i¢in analiz

adimlar1 boyunca ¢([)o] yerine 1 yazilip, kararlilik fonksiyonun R(z) = gz] seklinde

oldugu diisiintilecektir.

Simdi kararlilik bolgesi analizine {igiincii mertebeden yontem ile devam ediliyor olsun.
Ucgiincii mertebeden yontemde iki adet diizeltme ¢oziimii hesaplanacaktir. Daha dnce
de bahsedildigi gibi, bu analiz de diizeltme ¢o6ziimiiniin hesaplanmasin1 gerekli
kildigindan integral hesaplama zorunlulugu olusacaktir. Ugiincii mertebe yéntem icin
bu hesabin Gauss — Lobatto noktalar1 ve agirliklar kullanilarak yapilmasi karmagsik
oldugundan, islemlerin daha rahat anlasilabilmesi i¢in integral hesabinda Simpson
kurali [4] kullanilacaktir. Ugiincii mertebe yéntem icin k = 0,1 i = 0, 1, 2 olacaktir.

Ayrica [0, 1] aralig Gig esit alt araliga boliinecektir.
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3. Mertebe: k =0,1i=0,1,2

Ara Coziim: ¢/ = ¢! 4 2np!H!, 01 = gl = pl8 — 1ve n=1/3 (4.34)
0 A 0
k=0 ¢l =gl +g¢i[ 1 (4.35)

i=0, ¢[o] [O] + = ¢[o] ( ) (EO] ve ¢[o] = 1 oldugundan,

ol _ (1 +%) (4.36)

i=1, ¢[o] [O] + = ¢[o] ( ) 1[0] ve ¢£o] =1 +§ oldugundan,
Pl=(1+3)2 (4.37)

i=2, ¢[o] [O] + - ¢[o] ( ) 2[0] ve [O] (1 + - )2 oldugundan,

Pr=(1+3)° (4.38)

Diizeltme Coziimii: /1" = ¢/ + 2h [/ — ¢ + 111 (K1), h = 1/3

(4.39)
A i

k=0= ¢i[J1r]1 = ¢i[1] + E[‘pi[l] - ¢i[0]] +1771 (1) (4.40)

i=0, o=+ Z[pl - o] + 1 (61 (4.41)

Bu adimda I, (cp[O]) ile sembolize edilen integrali hesaplamak i¢in Simpson kurali

kullanilirsa integral;
13(6) = 2 f ¢ (D)dr = = 2[00+ 400 + 91 (4.42)

seklinde hesaplanacaktir. Burada oncelikle [to,t;] alt araligi, orta nokta t,, kabul
edilerek ii¢ esit parcaya boliinmiistiir. Bu sebeple ikinci mertebe yontemden farkli
olarak bilinmeyen ¢m] degerinin hesaplanmasi gerekmektedir. qu] degeri temel

kavramlar boliimiinde formiilleri verilen Lagrange interpolasyon polinomlar: ile
hesaplanacaktir. Bu iglem adimlari, diger alt araliklardaki integrallerin hesaplanmasi

sirasinda elde edilmesi gereken degerler i¢in tekrar edilmeyecektir.
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T[r(l)i = ¢([)0] Lo+ ¢1[0] Ly + ¢2[0] Ly + ¢3[0] "Ls (4.43)

(s = ), — ) (6 - 1) (H) (DY)

Ly = (to — t)(tg — t)(tg — t3) (_TZh) (%‘rh) n =16 (4.44)
L (tm, = to)(tm, — t2)(tm, — t3) _ (%) (_Tgh) (_TSh) _b (4.45)
1 _ _ — 2h\ (—2h\ (—4h '
(t; — to) (& — ) (E — t3) (?) (%) (%) 16
L - (tm, = to)(tm, — t1)(tm, — t3) _ (%) (_T) (_TSh) _ -5 (4.46)
2 (tz - to)(tz - t1)(t2 - t3) (?h) (%) (_TZh) 16 .
L. = (tm1 N to)(tml e tl)(tml - tZ) r (%) (_Th) (_T?)h) r i (4 47)
° (t3 - to)(t3 = t1)(t3 - tz) (h) (%) (2_6h) 16 .
=>¢>r[fﬂ=1-%+1—Z-<1+%)—%-<1+%)2+1—16-<1+§)3 (4.48)
o _ g A2 2 (4.49)
my 6 72 432 '

elde edilir. qb,[,?i degeri, I&(d)[o]) integralinde yerine yazilip gerekli diizenlemeler

yapilarak,

o A A AL A
Lo 3 18 324 1944

(4.50)

elde edilir. Bir sonraki adimda, ayni1 islemler i = 1 ve i = 2 i¢in de tekrar edilecektir.

Oncelikle,

, p
i=1 ¢l =i+ Zlol - "] + 12(9!) (4.51)

yazilabilir. Burada 112(¢[°]) integralini hesaplamak icin yeniden Simpson kurali

kullamlirsa [t;, t,] alt araligmin orta noktasi t,,,, olmak iizere integralin esiti,

tz /1
12(¢1) = 2 t I (dr = = |61 + 4y, + 61| (4.52)
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seklinde yazilir. Burada qb,[,?l degerinin bulunmasinda da Lagrange interpolasyonu
kullanilacaktir. (4.52) integralinin hesaplanip (4.51) de diger bilinmeyenlerle birlikte
yerine yazilmasiyla,

24 222 528 At A5

[1]
=1 _
2 + 3 + 9 + 162 972 + 5832

(4.53)
elde edilir. Buradan hareketle, ayn1 islem adimlar1 i = 2 i¢in de tekrar edilecek olursa,
) A
i=2, ¢l =i+ Zlol - ol] + (9! (4.54)

elde edilir. Burada I3 (cp[O]) integralini hesaplamak i¢in yeniden Simpson kurali

kullamlirsa [t5, t3] alt araligmin orta noktasi t,,,, olmak lizere integralin esiti,

t3
3(¢1) = 2 ft ¢l (r)dr = 1’1—8 |62 + 4l + oL"| (4.55)

seklinde yazilir. (4.55) integralinin hesaplanip (4.54) esitliginde diger bilinmeyenlerle

birlikte yerine yazilmasiyla,

) | 7 AN | K 4.56
sy 2 108 72 5832 17496 (4:56)
elde edilir. Simdi ayni islemler k = 1 kabul edilerek tekrar edilecektir.
_ (21 _ (20, A[02l _ ] L it
k=1=¢ = ¢+ 3|0 — o] + 11 (1) (4.57)
_ (21 _ 02l ALl 0] L a0l
i=0, o =+ T|ot" - | + B (o) (4.58)
1 11] " AT [, 0]
B(e) = 2| @M@adr = 2|6 +40m! + o1 (4.59)
to
Burada,
mi =90 Lo+ ¢ Ly + @5 - Lo+ 95 Ls
W A B8 13 VE LK 4o
mi~ =T g7 7272592 " 7776 15552 ' 279936 (4.60)

seklinde elde edilir. Oncelikle ¢,[,ﬂ degeri I&(q[)[l]) integralinde yerine yazilarak
integralin esiti elde edilir. Ardindan I} ((])[1]) integralinin esiti (4.58)’ de yerine

yazilarak,
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2] A2 A At s A8 A7
>¢, =1+ s+—<+

- - - 4.61
3t 18" 162 1206 17496 69984 1250712 (6D

elde edilir. Ardindan ayni islemler i = 1 ve i = 2 igin tekrarlanir.

, A

i=1 ¢ =i+ Z]ol - o] + 2(9) (4.62)

20ty - g [ _ A [, ]
F(¢) = 2| ¢M@adr == |1 +4p) + ¢l (4.63)

ty
LGl AR AR s x yo,x
¢z = 39 ' 81 '972 34992 ' 6561 209952 ' 3779136
(4.64)
, A

i=2, ¢l =i+ Tl - o] + (o) (4.65)

SR TIN _ A [, ]
B¢ = 2| ¢M@adr == |65 + 45 + ¢l (4.66)

ty
B, LB B T 3 X eTr 518
= = ~ T e
%3 2 "6 ' 432 ' 11664 ' 69984 ' 1259712 3779136
/19

T A 4.67
* 11337408 (4.67)

elde edilir. Yine, A = z kabulii gbz Oniline alinirsa iiglincii mertebe yontem igin

kararlilik fonksiyonu,

=1t 24 ot 30t 11664 T 69982 T 1259712

528 z°

T 3779136 T 11337408

(2] z? 73 17z*  372° 78 6727
3

(4.68)

seklinde yazilir. Agiklama 4.3 ile belirtildigi gibi burada (4.68) esitligi kararlilik

fonksiyonu olarak kabul edilecektir.

Aciklama 4.4: Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 ile dordiincli mertebeye kadar Runge — Kutta
yontemleri ile dordiincii mertebeye kadar agik spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin kararlilik bolgeleri gosterilmistir. Sekillerde ikinci, iiglincii ve dordiincii
mertebeden acgik spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik bolgelerinin

bulunmasinda Gauss kareleme formiillerinden olan Gauss — Lobatto noktalar1 ve
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agirhiklar kullanilmigtir. Burada Gauss kareleme kullanilmasi sebebiyle [0, 1]

araliginin esit alt araliklara boliinmeyecegi gozden kagirilmamalidir.

Aciklama 4.5: Yine bu boliimde hem agik hem kapali spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin algoritmasi verilerek daha yliksek mertebeler icin kararlilik bolgeleri
cizilecektir. Ayrica Cizelge 4.2 ile dordiincii mertebeye kadar acgik spektral ertelenmis
diizeltme yontemlerinin kararlilik fonksiyonlart verilmistir. Hesaplamalar MATLAB

ile yapilmis olup kod ek kisminda verilmistir.

Cizelge 4.2 1, 2, 3 ve 4. mertebeden spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin
kararlilik fonksiyonlari.

Yontemin .
Mertebesi Kararhlik Fonksiyonu

1 1+z
2 z2  Z8

1 —l .

tz+5+3
z2 7% z*  Z5 z° 245280638141603z7 624794461335824528
1+z4+—=+—+—-+—— + +
3 2 6 27 324 69984 4611686018427387904 4722366482869645213696
+ 66644742542487952°
75557863725914323419136
z?2 7z z% 49775 2311222308768609z° 4053239664633449z7
1+z4+—=+—+—+ + +
2 6 24 61440 2305843009213693952 147573952589676412928
286895976262120528 56550755320969532° 280522826789437321°
590295810358705651712 4722366482869645213696 590295810358705651712
4 + 4587184953787949212 + 2731510396216039z3
9671406556917033397649408  38685626227668133590597632
8963905391656477z* + 7422031030342845z2%°
4951760157141521099596496896 = 79228162514264337593543950336
271189595339450121¢

"~ 633825300114114700748351602688

Aciklama 4.6: ikinci mertebeden yontem icin yamuk kurali ya da Gauss kareleme
kullanilarak ayni boélgeler elde edilmektedir. Bu nedenle Sekil 4.2 ile integral
¢cozlimiinde yamuk kurali kullanilarak elde edilen bdlge de gézlemlenebilir. Ancak bu
ticlincli mertebe yontem igin gegerli bir durum degildir. Yani Simpson kurali ve Gauss
— Lobatto kareleme kullanilarak elde edilen bolgeler ayn1 degildir. Asagida Sekil 4.1
ve4.2ile 1, 2, 3 ve 4. mertebeden Runge - Kutta yontemlerinin ve spektral ertelenmis

diizeltme yontemlerinin kararlilik bolgeleri verilmistir.
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6
—— RK1(Euler) —— SED1(Euler)
—RK2 —— SED2
ol ——RK3 ol —— SED3
—— RK4 , E —— SED4
/N e B |
2 P ——T 2 ¥ S \\
ALY H| o /
= e = [
E° [ v E" Vo
DN’ ) WU\ \
A O g
-4t 4
6 ‘ : ‘ . : -6 ; . f
-6 -4 2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
Re(2) Re(2)

Sekil 4.1 1, 2, 3 ve 4. mertebeden
Runge - Kutta yontemleri i¢in
kararlilik bolgeleri.

Sekil 4.2 1, 2, 3 ve 4. mertebeden spektral
ertelenmis diizeltme yontemleri i¢in
kararlilik bolgeleri.

Aciklama 4.7: Sekil 4.1 ve Sekil 4.2° den de goézlemlenebilecegi gibi, her iki
yontemde de birinci mertebeden kararlilik bolgeleri birbirine esit olup, agik Euler
yontemi ile elde edilen kararlilik bolgesi ile aynidir. Ancak en azindan ikinci, ti¢lincii
ve dordiincii mertebeden spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin kararlilik
bolgelerinin yine ayni mertebeden Runge — Kutta yoOntemlerinin kararlilik
bolgelerinden daha genis oldugu soylenebilir. Bu da spektral ertelenmis diizeltme
yontemlerinin test problemi icin daha kararli oldugunu gdstermektedir. Buradan
hareketle, calismanin ilerleyen bdliimlerinde incelenen diger adi diferansiyel
denklemler ve adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in de spektral ertelenmis diizeltme

yontemlerinin kararlilik davraniginin ayni dogrultuda olmasi beklenir.

Calismanin ilerleyen boliimlerinde, spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin
kararlilik bolgesini hesaplarken Gauss kareleme formiillerini kullanarak, integral
hesab1 genellestirilecektir. Integral hesabinin nasil yapilacag: agiklama ile eklenecek
olup, ikinci mertebe i¢in 6rnek hesaplama yapilacaktir. Asagida acik semalar kararlilik
analizi algoritmasi verilmistir. Algoritma sonrasi verilen sekiller ise Gauss kareleme
formiilleri kullanilarak elde edilmis daha yiiksek mertebeden yontemlerin kararlilik

bolgelerini gostermektedir.
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Algoritma 4.1 (Acik Yontem icin Kararhlik Analizi)
Yorum [Ara Coziim Hesapla]

doi=0,..,]—1

Kati olmayan problemler icin, agik Euler yontemini kullanarak ¢i[2]1 =1+ ;)”1 ara

¢oOziimlerini hesapla.
enddo

Yorum [Diizeltme Coziimii Hesapla]

dok=0,..,]—2
doi=0,..,/]—1
1) [0,1] aralifinda her bir alt aralik i¢in, Gauss kareleme formiillerini kullanarak,
11**(¢!¥) integralini hesapla.
2) Boliim 4.2’ de oldugu gibi ¢/ T = g+ 4 ;[d)i[kﬂ] = qbl.[k]] + 171 (oK)
diizeltme ¢oziimlerini hesapla.
enddo
enddo
Aciklama 4.8: Algoritma 4.1’ de verilen Ii”l(ql)[k]) integrali, daha dnce belirtildigi
gibi, Gauss — Lobatto nokta ve agirliklar1 kullanilarak hesaplanacaktir. Burada Gauss
— Lobatto nokta ve agirliklarinin [—1,1] araliginda tanimli oldugu goz Oniinde
bulundurulmalidir. Bu sebeple her bir [t;, t;,,] alt araliginda hesaplanacak integraller,

(2.61) esitligi de géz oniinde bulundurularak,

ti+1 1 —t) 1}
[+ (1) = AJ oM (D)dr = ,1(’5+12—tl)J oM (D) dr (4.69)
t; -1

_ /1(“+12—_ti)<w1¢(—1) +wp¢(1) + Z Wi¢(xi)> (4.70)

esitligi ile elde edilecektir. Burada x; noktalar1 daha once verilen (3.21) esitligi ile
hesaplanacaktir. Yani her bir t; noktasinin [—1, 1] araligina lineer transformasyonu
aliacaktir. (4.70) esitligindeki w; noktalar1 ise Gauss — Lobatto agirliklar1 olup birinci
bolimde (2.62) formiilleri ile verilmistir. Bilinmeyen ¢(x;) degerleri ise tgiinci
mertebe yontemde oldugu gibi Lagrange interpolasyonu ile hesaplanacaktir.

Aciklama 4.9: Algoritma 4.1° de ¢i[-(|)—]1 =(1 +§)"+1 esitligi ile elde edilen ara

coziimlerin detayi, (4.11) ve (4.38) denklemleri ile gozlemlenebilir. Burada test
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problemi geregi q,)(go] = 1 kabul edildigi g6z 6niinde bulundurulmalidir. Algoritmada

J mertebeyi temsil etmekte olup her bir analizde esit alt araliklarda ¢alisildigii¢in h =

% alinmistir. Buradan hareketle, kararlilik analizi boyunca A4 = z kabul edildiginden

Ah = 7 oldugu gozlemlenebilir.

6 10
o o i e
4 e il [
P 6 -
” I yee
2F / ‘ ) «/
For | 2o
L* 2 \
2t \ J 4 \
/ N
\\ // . - (
) e — & %l \\\'/f R
-6—6 ‘5 4’4 '3 2 1 (; 1‘ 2 -1910 fB é ; ; 0
Re(2) Re(2)
Sekil 4.3 EuExp? igin kararlilik Sekil 4.4 EuExp3, icin kararlilik
bolgesi. bolgesi.
A~/ a 10 /,/” )
dl #
E o g
\ N
\\ “
\\\\ ‘ 10 S
-10 J = o = S / S i /J
12 10 8 s 4 2 o 2 T, 12 10 5 P 4\ 2 0
Re(2) Re(2)
Sekil 4.5 EuExpls icin kararlilik Sekil 4.6 EuExp3g icin kararlilik
bolgesi. bolgesi.

Aciklama 4.10: Acik semalar i¢in Sekil 4.3 — 4.6 ile verilen grafiklerde goziiken
adaciklarla, MATLAB’ de kontur grafikleri elde edildigi i¢in karsilagilmaktadir. Acik

semalar i¢in sekilleri elde ederken kullanilan kod ek kisminda bulunmaktadir.

Ac¢iklama 4.11: Calismada, Ii”l(gl)["]) integrali hesaplanirken, arali§in u¢ noktalarim

da dahil edebilmek amaciyla Gauss — Lobatto kareleme formiilleri kullanilmistir.
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Gauss — Lobatto karelemenin detaylarini daha net anlayabilmek amaciyla, asagida,

ikinci mertebeden yontem icin 6rnek bir uygulama verilmistir.

Aciklama 4.12: Sekil 4.3 — 4.6 incelendiginde kararlilik bolgelerinin mertebe arttik¢a
genigledigi goriilebilir. Yani problem ¢éziimlerinde, mertebe arttik¢a, zaman adimi At’

nin daha biiyiik secilebilmesi beklenir.

2. mertebe yontem icin diizeltme ¢oziimii hesaplarken i = 0 kabul edildiginde
kargilasilan I} (qb[o]) integrali [—1,1] araliginda Gauss — Lobatto nokta ve agirliklari

ile hesaplanirsa,

t1 _ 1
I&(¢[0]) =21 ¢l ()dr = Mtlz—t())f o1 (7)dr
to -1

=—(w(1)q>(xo)+w(2)¢(x1)) (w(1)¢[°]+ w(2)¢i")  (471)

esitligine ulagilacaktir. Ikinci mertebeden yontem i¢in x(1) = —1,x(2) = 1,w(1) =
1 ve w(2) =1 oldugu bilinmektedir. Burada ¢(x,) ve ¢(x;) degerlerinin
hesaplanacagi x, ve x; noktalar1 x(1), x(2) degerleri ve t,, t; noktalar1 kullanilarak

lineer transformasyon ile elde edilecektir. Buradan hareketle x, ve x; noktalari,

tl +t0 tl_ to t1+t0
= 1) + =t
D=t

Xo =

tl + ¢y t; — t1 + &y

-1+

2 (x() +

X] = =t (4.72)

seklinde elde edilir. Boylelikle integral,

A(t1

(gl = 2~ ) f PO = % (WD) + w@DP(x))

A
= Z(Qb(to) + ¢(t1))

= 2|t + 6] (4.73)

olarak bulunacaktir. Burada integral sonucunun, yamuk kurali kullanilarak elde edilen

sonug ile ayn1 oldugu gézlemlenebilir.
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Aciklama 4.13: Eger [a, b] aralifinda rastgele bir t; noktasinda ¢6ziim isteniyorsa,
daha onceki boliimlerde bahsedildigi gibi Lagrange interpolasyon polinomlar

kullanilarak istenen noktadaki ¢6ziim hesaplanacaktir.
4.2.1 EuExp semalarin kararhhk ozellikleri

1) Sekil 4.3 — 4.6 ile verilen grafiklerden, agik semalarin Re(z) < 0 i¢in kararl
oldugunu gézlemlemek miimkiindiir.
2) Tim durumlarda, mertebe arttikga kararlilik bolgelerinin biiylidigi

gozlemlenebilir.

Daha once de belirtildigi gibi, kapali semalar i¢in ayni analiz adimlar tekrar
edilmeyecektir. Ancak kapali semalar i¢in, integral hesabinda Gauss kareleme
formiilleri kullanilan kararlilik analizinin algoritmas1 ve kararlilik bdlgeleri asagida

verilmistir.

Algoritma 4.2 (Kapal Yontem icin Kararhlik Analizi)
Yorum [Ara Coziim Hesapla]

doi=0,..,/—-1
Kat1 problemler i¢in, kapali Euler yoOntemini kullanarak ¢[0] =

i+1 Z)i+1

ara

coziimlerini hesapla.
enddo

Yorum [Diizeltme Coziimii Hesapla]

dok=0,..,]—2
doi=0,..,]—1
1) [0,1] aralifinda her bir alt aralik i¢in, Gauss kareleme formiillerini kullanarak,
11**(¢!¥) integralini hesapla.
2) Boliim 4.2’ de oldugu gibi ¢ = plF+l 4 ;[qbl.[’jj U ol |+ 172 (o)
diizeltme ¢oziimlerini hesapla.
enddo
enddo

Aciklama 4.14: Asagida kapali semalar i¢in 1. mertebeden 5. mertebeye kadar elde
edilen kararlilik bolgeleri, sekiller araciligiyla verilmistir. Daha yiiksek mertebeler icin

kararlilik bolgeleri calismaya eklenmemistir. Burada daha yiiksek mertebeler igin
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kararlilik bolgelerinin oldukga biiyiik olmasi1 sebebiyle hesaplama siiresi géz Oniinde

bulundurulmustur.
2 5
15 4
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i
0.5
- 5
Eo E.l
05 1
At 2r
151 N
o
- |
-1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 5 - - - - - . -
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
Re(z) Re(2)
Sekil 4.7 Eulmp? igin kararlilik Sekil 4.8 Eulmp; icin kararlilik
bolgesi. bolgesi.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 o ; “0 “5 2‘0 2‘5 3‘0 p
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. 2 . .
Sekil 4.9 Eulmps lem kararlilik Sekil 4.10 Eulmp; icin kararlilik
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20 \ /
- //
. . | | |

Re(z)
Sekil 4.11 EulmpZ igin kararlilik
bolgesi.
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4.2.2 Eulmp semalarin kararhhk ozellikleri

1) Sekil 4.7 — 4.11 ile verilen grafiklerden, kapali semalarin Re(z) > 0 igin
kararli oldugunu goézlemlemek miimkiindiir.

2) Tim durumlarda mertebe arttikca kararlilik bolgelerinin  biiyiidiigii
gozlemlenebilir. Hatta kapali semalar icin kararlilik bolgeleri sonsuza

yaklagsmaktadir.
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5. SPEKTRAL ERTELENMIS DUZELTME YONTEMLERININ SAYISAL
UYGULAMALARI

Bu boliimde spektral ertelenmis diizeltme yontemi dort farkli problemin ¢oziimii i¢in
kullanilacaktir. Her bir problem i¢in yontemin teorik mertebesi ile sayisal mertebesi
karsilastirilacaktir. Yontemin sayisal mertebesi Boliim 2.3.5° te verilen yontem ile
hesaplanacaktir. Yani her bir mertebe i¢in zaman adimi1 At ve At/2 kabul ederek, bu
At degerleri icin gercek c¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki mutlak hata
hesaplanacaktir. Ardindan,

_ In|E(At)| — In|E (At/2)]
- In|2| (5.1)

formiilii ile spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin yakinsaklik mertebesi olan g

bulunacaktir.

5.1 Problem 1
Ik problem;
¢'(t) = —2¢(t), $(0) =1,t €[0,1] (5.2)

seklinde verilen baglangi¢ deger problemi olacaktir. Bu baslangi¢ deger problemi igin

A = 1 kabul ederek

¢'(t) = —¢(), $(0) =1t €[0,1] (5.3)

icin ulasilan sonuglar, 10. mertebeye kadar Cizelge 5.1 ile verilmistir. Caligmanin

ilerleyen boliimlerinde bu problem “birinci problem” olarak adlandirilacaktir.

Aciklama 5.1: Coziilecek problemlerin kodlamasi ve sayisal analizleri, LINUX

platformunda FORTRAN 2018 programlama dili kullanilarak yapilmstir.

Aciklama 5.2: Analizler boyunca aksi belirtilmedikge, ¢izelgelerde verilen sayisal

sonuglar At = 10~ kabul edilerek hesaplanmistir.
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Aciklama 5.3: Cizelge 5.1 ile verilen sonuglar, spektral ertelenmis diizeltme
yonteminin sayisal mertebelerinin teorik mertebeye olduk¢a yakin oldugu
gostermektedir. Yani incelenen problem i¢in spektral ertelenmis diizeltme yontemleri

oldukga 1yi sonuglar vermektedir.

Cizelge 5.1 ¢'(t) = —¢(t), ¢(0) = 1,t € [0,1] i¢in sayisal mertebeler.

Yontemin Teorik Yéntemin
Mertebesi Mutlak Hata (At) Sayisal .
Mertebesi

1 1.92010E-0002 1.03145

2 1.52825E-0004 1.99671

9 2.35702E-0006 3.00460

4 1.70700E-0008 3.98961

5 9.70200E-0011 4.96877

6 4.57009E-0013 5.95163

7 1.84064E-0015 6.93544

8 6.47903E-0018 7.92010

9 2.02648E-0020 8.90562

10 5.70431E-0023 9.89181

5.2 Problem 2

Analizi daha kapsamli hale getirebilmek i¢in bu kez, spektral ertelenmis diizeltme
yontemi,

¢'(t) = —2msin(2nt) —< (¢ — cos (2mt)) ,p(0) = 1, t€[0,1]  (5.4)

seklinde verilen problemin ¢dziimii igin kullanilacaktir. {lk olarak problemde, £ = 1

oldugu kabul edilecektir. Bu durumda problem,
¢'(t) = —2msin(2rwt) — (¢p — cos (2mt)), p(0) =1, t € [0,1] (5.5)

halini alacaktir. € = 1 i¢in problemin analitik ¢6ziimii ¢(t) = cos (2rt) seklindedir.

Bu problem i¢in de spektral ertelenmis diizeltme yonteminden elde edilen ¢oziimler
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ile sayisal mutlak hata hesaplanip Cizelge 5.1 tekrarlanacaktir. Caligmanin ilerleyen
boliimlerinde bu problem “ikinci problem” olarak adlandirilacaktir. Asagida Cizelge

5.2 — 5.5 ile ikinci problem i¢in elde edilen sonuglar verilmistir

Cizelge 5.2 ¢’ (t) = —2m sin(2nt) — (¢ — cos (2mt)), $(0) =1, t € [0,1] igin
sayisal mertebeler.

Vo T ok s sy Ve S
1 1.18726E-0002 0.10719
2 5.46885E-0003 2.00255
3 1.64664E-0006 2.24394
4 1.18673E-0008 3.22779
5 6.93893E-0011 4.24305
6 3.38679E-0013 5.26596
7 1.40279E-0015 6.28124
8 5.05402E-0018 7.29196
9 1.61306E-0020 8.30005
10 4.62082E-0023 9.30801

Ac¢iklama 5.4: Birinci problem ile karsilastirildiginda, € = 1 iken ikinci problem i¢in
spektral ertelenmis diizeltme ydnteminin, teorik mertebeyi ilk problem kadar iyi
yakalayamadigr goézlemlenebilir. Bunun sebebi her bir hata teriminde, kesme
hatasindan gelen @®*D  tiirevlerinin bulunuyor olmasidir. Trigonometrik
fonksiyonlarin tiirevleri diistiniildiigiinde tiirevler siirekli tekrar edeceginden, bir siire
sonra kesme hatas1 daha baskin hale gelmeye baglayacaktir. Bu sebeple mertebenin ilk
problem kadar iyi yakalanamamas1 ve hatanin her bir mertebe i¢in daha biiyiik olmas1
beklenen bir durumdur. Yine de Cizelge 5.4 ve Cizelge 5.5 ile zaman adimi
kiigtildiikge, yontemin mertebeyi yakalamada hala basarili oldugu gozlemlenebilir.
Y 6ntemin mertebeyi yakalamadaki basarisini gézlemleyebilmek icin Cizelge 5.4 ile 5.

mertebeden c¢oziimler, Cizelge 5.5 ile 7. mertebeden ¢Oziimler incelenmistir.
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Aciklama 5.5: Sayisal sonuclarin elde edildigi kod dortlii hassasiyete sahiptir. Bu
nedenle hatanin ¢ok kii¢iildiigii mertebeler i¢in islem yapilmasina gerek yoktur. Ciinkii
kullanilan bilgisayar bu hassasiyette 6l¢iim yapmamaktadir. Asagida, Cizelge 5.3 ile

11. mertebe sonuglar i¢in bu durum agik¢a gézlemlenebilir.

Cizelge 5.3 ¢'(t) = —2msin(2nt) — (¢ — cos (2nt)), $(0) =1, t € [0,1] igin
11. mertebe sonuglar.

Zaman Adimi Mutlak Hata
At 1.20083E-0025
At/2 9.44898E-0029
At/4 7.28002E-0032
At/8 1.21141E-0031
At/16 9.80298E-0032

Aciklama 5.6: Cizelge 5.3 ile gézlemlenebilecegi gibi zaman adim1 At /2 segildiginde
hata 1072 olmaktadir. Bu bilgisayarin hesaplayabilecegi yeterince kiigiik bir hatadir.
Bu nedenle Agiklama 5.5 ile belirtildigi gibi calismada 11. mertebe ve sonrasi

cozlimler i¢in hesaplama yapilmayacaktir.

Daha o6nce de bahsedildigi gibi ikinci problem i¢in mertebe, birinci problem kadar iyi
yakalanamamaktadir. Ancak asagida, zaman adimi kiigiildiikge yontemin mertebeyi

yakalamadaki basarisini gdsteren Cizelge 5.4 ve Cizelge 5.5 verilmistir.

Cizelge 5.4 ¢'(t) = —2m sin(2nt) — (¢ — cos (2nt)) , $(0) =1, t € [0,1] igin 5.
mertebe sonuglar.

Yontemin
Zaman Adim1 | Mutlak Hata Sayisal
Mertebesi
At 6.93983E-0011 424305
At/2 3.66437E-0012
4.71452
At/4 1.39442E-0013
4.87260
At/8 4.75979E-0015
At/16 1.55129E-0016  +93933
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Cizelge 5.5 ¢’ (t) = —2m sin(2nt) — (¢ — cos (2nt)), $(0) =1, t € [0,1] igin 7.
mertebe sonugclar.

Zaman Adimi Mutlak Hata Yontemin Saylsal
Mertebesi

At 1.40279E-0015 6.28124

At/2 1.80363E-0017
6.71312

At/4 1.71904E-0019
6.86876

At/8 1.47087E-0021
At/16 1.20041E-0023 6.93697

Aciklama 5.7: Cizelge 5.4 ve Cizelge 5.5 incelendiginde, zaman adimi kiiciildiikce
sayisal mertebenin teorik mertebeye yaklastigi gozlemlenebilir. Bu gdzlem de spektral
ertelenmis diizeltme yoOntemlerinin ikinci problem i¢in de iyi sonuglar verdigini
gostermektedir. Ayrica yontem mertebe arttikca da ayni basarili davranisi
siirdiirmektedir. Ancak yine de her iki durumda da iyi sonuglar elde edebilmek icin
zaman adiminin en azindan At/16 secilmesi gerektigi gézden kagirilmamalidir. Yani

daha once de belirtildigi gibi zaman adimi1 oldukga kiiciik segilecektir.

Aciklama 5.8: Bu noktaya kadar agik spektral ertelemis diizeltme yontemi kati
olmayan problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilmistir. Bu problemlerin ¢ézliimii igin
kullanilan yontem insa edilirken agik Euler yonteminin temel alindigi
unutulmamalidir. Bir sonraki adimda, her iki uygulama problemi de daha kat1 hale
getirilip, ¢Ozlimleri icin yine acik spektral ertelenmis diizeltme yontemi

kullanilacaktir.

Oncelikle birinci problem i¢in A = 10 ve ikinci problem i¢in ¢ = 10~ kabul edilsin.
Yani, birinci problem ¢'(t) = —10¢(t), ¢(0) = 1 halini ve ikinci problem ¢’ (t) =
—2msin(2mt) — 10(¢ — cos (2mt)), ¢(0) =1 halini alacaktir. Bu durumda
problemlerin daha kat1 hale gelmesi ve acik Euler yontemi temel alinarak insa edilen
spektral ertelenmis diizeltme yonteminin teorik mertebeyi yakalamada daha basarisiz

olmasi beklenir. Elde edilen sonuglar, Cizelge 5.6 ve 5.7 ile verilmistir.
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Cizelge 5.6 ¢’ (t) = —10¢(t), ¢(0) =1, t € [0,1] igin 5. ve 7. mertebe sonuglar.

Zaman Mutlak Hata Yg:;f;llm Mutlak Hata Yg:}t:;:lm
Adim (5. mertebe) Mertebesi (7. mertebe) Mertebesi
At 3.42603E-0009 358977 3.27459E-0013 1.64596
At/Z 2.84550E-0010 1.04634E-0013
4.71904 6.46420
At/4- 1.08039E-0011 1.18508E-0015
490273 6.80772
At/8 3.61165E-0013 1.05782E-0017
At/16 1.16077E-0014 4.95949 8.75355E-0020 6.91697

Cizelge 5.7 ¢'(t) = —2m sin(2nt) — 10(¢p — cos (2mt)), $(0) =1, t € [0,1]
icin 5. ve 7. mertebe sonuglar.

Zaman Mutlak Hata Yg:}t:;:;n Mutlak Hata Yg:;fsl:ll n
Adim (5. mertebe) Mertebesi (7. mertebe) Mertebesi
At 2.93143E-0006 412817 2.46216E-0009 527398

At/Z 1.67638E-0007 6.36332E-0011
4.70050 6.48349

At/4— 6.44728E-0009 7.11131E-0013
4.87467 6.78557

At/8 2.19758E-0010 6.44588E-0015
6.90158

At/16 7.14569E-0012 4.94268 5.39127E-0017

Aciklama 5.9: Cizelge 5.6 ve 5.7 incelendiginde, spektral ertelenmis diizeltme
yonteminin birinci problem igin, A = 10 iken ikinci problem icinse € = 1071 iken
zaman adimi biiyiik secildiginde mertebeyi yakalayamadigi ancak zaman adiminin
kiigilmesiyle birlikte mertebeyi yakalamaya bagladigi gozlemlenebilir. Problemler
daha kat1 hale gelmis durumdadir. Zaman adiminin ¢ok kii¢lik secilmesinin hem iglem
yiikiinii hem de maliyeti arttiracagi diisliniildiigiinde, kati problemler i¢in kapali
yontemler secilmesi gerektigi sonucu burada gézlemlenebilir. Bu durum Cizelge 5.8

ile daha iyi gézlemlenecektir.

Agiklama 5.9 ile belirtilen sonuglarin daha net anlasilabilmesi i¢in ikinci problemde

€ = 1072 kabulii ile devam ediliyor olsun. Yani bu noktada,

¢'(t) = —2msin(2nt) — 100(¢p — cos (2mt)), p(0) =1 (5.6)
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probleminin ¢6ziimii yapilacaktir. Burada problemin yalnizca 5. mertebe igin ¢oziimii

yapilacaktir. Cizelge 5.8, 5. mertebeden sonuglar1 gostermektedir.

Cizelge 5.8 ¢’ (t) = —2m sin(2nt) — 100(¢p — cos (2nt)), ¢p(0) =1, t € [0,1]
icin 5. mertebe sonuglar

Yontemin Sayisal Yontemin Sayisal

Zaman ALy tebesi (At = 10~1) Mertebesi (At = 1072)

At

88.73478 3.99202
At/2

7.06266 470612
At/4

6.65259 4.88277
At/8
At/16 3.10540 4.94746

Aciklama 5.10: Cizelge 5.8 ile agik¢a gozlemlenebilir ki problemin daha kati hale
gelmesiyle birlikte aynit zaman adimi kullanildiginda, yontem oldukga basarisiz hale
gelmektedir. Yontemin kararliliginin yaninda, dogruluk kaybi olmamasi i¢in de zaman
adimu ¢ok kiigiik secilmelidir. At = 1072 se¢imiyle zaman adimu gittikge kiiciiltiilerek,
teorik mertebe yakalanmaya baslamis olsa da artik kati problemler i¢in yontemin agik
Euler yontemi yerine kapali Euler yontemini kullanilarak insa edilmesi gerektigi
sdylenebilir. Ileride kati problemler icin ¢dziimler kapali Euler yontemi kullanilarak

insa edilen spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile yapilacaktir.
5.3 Problem 3

Bu noktaya kadar spektral ertelenmis diizeltme yonteminin analizi, kati ve kati
olmayan adi diferansiyel denklemler icin yapilmistir. Simdi acik Euler yontemi
kullanilarak insa edilen yontem ile adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii
yapilacaktir. Ugiincii problem kati olmayan Van Der Pol denkleminin ¢dziimii
problemi olacaktir. Van Der Pol denklemi, ¢} — u(1 — ¢?)¢p; + ¢ = 0 seklinde
ikinci mertebeden bir denklemdir. Burada p > 0 olacak sekilde skaler bir
parametredir. ikinci mertebeden bu adi diferansiyel denklem ¢] = ¢, déniisiimiinii

kullanilarak birinci mertebeden iki adet adi diferansiyel denklem iceren,
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b1 = ¢,

¢y =u(l- qb%)ﬁbz — 1

(5.7)

sistemine doniistiiriilebilir [40]. Bu iki denklem i¢in baglangi¢ kosullar1 ¢, (0) = 2 ve

¢,(0) =0 olarak alinip, bu baslangic deger probleminin ¢6ziimii yapilacaktir.

Asagida u = 1i¢in 2., 5. ve 7. mertebeden elde edilen sonuglar verilmistir.

Cizelge 5.9 Van Der Pol problemi i¢in 2. mertebe sonuglar (u = 1).

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
|p2.0c — D2ac)2] 1.16499E-0004 197788
| 2062 = Da.aesal 2.95747E-0005
2.01434
| 20674 — D2,aes8] 7.32054E-0006
2.01222
|D286/8 — D2,¢/16] 1.81470E-0006
2.00725

|¢2,At/16 - ¢2,At/32|

4.51403E-0007

Cizelge 5.10 Van Der Pol problemi i¢in 5. mertebe sonuclar (1 = 1).

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
|¢2,At - ¢2,At/2| 3.90512E-0009 4.89695
| 2062 = Da.acsal 1.13107E-0010
4.96178
| 206/ — D2aess| 4.20592E-0011
4.98378
|d286/8 — D2.¢/16] 1.32921E-0012
4.99257

|¢2,At/16 - ¢2,At/32|

4.17522E-0014

Cizelge 5.11 Van Der Pol problemi i¢in 7. mertebe sonuclar (1 = 1).

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
| 206 — D2.ae/2] 5.44258E-0013 78464
| 2062 = Da.acsal 4.93655E-0015
6.91236
| 206/ — D2aess| 4.09824E-0017
6.96042
|d286/8 — D2,¢/16] 3.29081E-0021
6.98119

|¢2,At/16 - ¢2,At/32|

2.60468E-0023
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Aciklama 5.11: Cizelge 5.9 — 5.11 ile verilen sonuglardan son siitun incelendiginde,
acikca goriilebilecegi gibi yontemin sayisal mertebesi teorik mertebeyi basariyla
yakalamis durumdadir. Ayrica zaman adimi kiigiildiikce sayisal mertebe teorik
mertebeye oldukg¢a yakin hale gelmektedir. Yani yontem adi diferansiyel denklemler
ile olusturulmus denklem sistemini de basariyla ¢ozebilir durumdadir. Yine

unutulmamalidir ki, denklem kat1 olmayan adi diferansiyel denklemdir.

Aciklama 5.12: Van Der Pol probleminin analitik ¢6ziimii bilinmediginden sayisal
mertebe hesaplanirken, oncelikle, farkli At degerleri i¢in ¢, ¢ozlimleri hesaplanir ve
artarda At degerlerinin yariya indirildigi ¢a¢ , Pac/z > Pac/a Oziimleri ile karsilagtirilir.
Daha sonra artarda gelen her bir ¢,, ¢Ozilimii arasindaki mutlak hata hesaplanip,

log, b2.0t—P2at/2

[17] formiilii ile sayisal mertebe elde edilir. Burada yOontemin
b2.at/2—D2,nt/4

say1sal mertebesinin elde edilisinde ¢, coziimiinden elde edilen sonuglar kullanildig:

icin analizde ¢, 5, gOsterimi kullanilmustir. ¢p; ¢oziimiinden elde edilen sonuglar ile

yapilacak analiz i¢in gosterimler ¢ a¢, $1,a¢/2 V€ P1,a¢/4 s€klinde olmalidir.

Simdi Van Der Pol problemi daha kat1 hale getirilip ayn1 yontem ile sayisal ¢6ziim
yapilacaktir. Problemi kati hale getirmek i¢in ¢ = 10 kabul edilecektir. Asagida bu

problem i¢in 5. mertebe sonuglar verilmistir.

Cizelge 5.12 Van der Pol problemi i¢in 5. mertebe sonuglar (u = 10).

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
| P2t — Pane/2] 1.10132E-0009 555207
|p2nt/2 — Ponesal 2.15596E-0011
420716
|p2at/a — Poness] 1.16921E-0012
4.63621
|p2at/8 — Bant/re] 4.70167E-0013
4.82695
|¢2,At/16 - ¢2,At/32| 1.65651E-0014

Aciklama 5.13: Problemin kat1 hale gelmesiyle elde edilen sonuclarin kati olmayan
denklemin ¢6ziimiine gore basarisiz oldugu goriilmektedir. u = 100 seg¢ildiginde ise

At’ nin ¢ok kiiciik secilmesi gerekmektedir. Bu durum da hesaplama maliyetini
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oldukga arttiracaktir. Bu nedenle bu noktaya gelindiginde, problemin ¢oziimiiniin

kapal1 spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile yapilmasi gereklidir.

5.4 Problem 4

Simdi ayn1 ¢6ziim yontemi, kati cisimler i¢in Euler denklemleri ile ve dis kuvvetler
dahil edilmeden olusturulmus yeni bir denklem sistemini ¢6zmek icin kullanilacaktir.
Bu denklem sistemi ve denklemlere bagli verilen baglangi¢ degerleri, kati cisim

problemi olarak adlandirilacaktir. Kati cisim problemi,

b1 = P23
¢y = =103,
¢4 = —051¢1¢; (5.8)

denklemleri ve ¢,(0) =0, ¢,(0) =1, $5(0) = 1 baslangig kosullart ile tanimhidir
[41].

Cizelge 5.13 Kati cisim problemi i¢in 2. mertebe sonuglar.

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
1.62378E-0004
|¢2,At - ¢2,At/2| 196117
|p2.ae/2 — B2,ne/4] 4.17019E-0005
1.98094
|¢2,At/4 - ¢2,At/8| 1.05640E-0005
1.99060
| 2,068 — D2,¢16] 2.65828E-0006
1.99534
|d206/16 — P2ae/32] 6.66722E-0007

Cizelge 5.14 Kat1 cisim problemi i¢in 5. mertebe sonuglar.

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
(P20 = baaere] 3.97359E-0010 4.99071
| 2062 — Da.ae/al 1.24977E-0011
4.99431
|p2.ne/4 — B2nes8] 3.92095E-0013
4.99689
| 2068 — D2.ae/16] 1.22794E-0014
4.99838
|d206/16 — P2ae/32] 3.84163E-0016
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Cizelge 5.15 Kat1 cisim problemi i¢in 7. mertebe sonuglar.

Ardisik Coziimler Hata Yontemin Sayisal
Arasindaki Farklar Mertebesi
1.00502E-0014
|b2.00 = D2t/ 607182
|¢2,At/2 - ¢2,At/4| 8.00657E-0017
6.98573
|¢2,At/4 - ¢2,At/8| 6.31730E-0019
6.99638
|¢2,At/8 - ¢2,At/16| 4.96008E-0021
6.99638
|¢2,At/16 - ¢2,At/32| 3.88479E-0023

Aciklama 5.14: Cizelgeler ile kat1 cisim probleminin 2., 5. ve 7. mertebeden sayisal
coziimleri verilmistir. Cizelge 5.13 — 5.15 ile verilen sonuglar incelendiginde, yine
sayisal mertebenin teorik mertebeyi yakaladigi gozlemlenebilir. Yani yontem, bu

denklem sisteminin ¢éziimiinde de basarilidir.

5.5 Kat1 Cisim Problemi ve Van Der Pol Problemi icin Grafikler

Bu boélimde Van Der Pol problemin ve kati cisim probleminin ¢éztimleri grafikler
izerinde incelenecektir. Coziimler, dncelikle, bir diferansiyel denklem ¢oziiciisti olan
MATLAB ODEA4S5 ile daha sonra da 5. mertebe spektral ertelenmis diizeltme yontemi
ile yapilarak iki yontem karsilastirilacaktir [40,41]. Literatiirdeki bilgiler dikkate
alindiginda, ODE45’ in yaklasik 4 veya 5. mertebe yakinsak sonuglar vermesi
beklenmektedir [8,15,42]. Calismada tutarli olabilmek adma karsilagtirmalar 5.
mertebe spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile yapilacaktir. ¢ = 1 i¢in Van Der Pol
probleminin ¢oziimleri Sekil 5.1 ve kati1 cisim probleminin ¢oziimleri Sekil 5.2 ile

verilmistir.
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Van Der Pol Probleminin 5.Mertebe SED ve ODE45 Coziimlerinin Kargilagtirmasi

Phi1 ODE45¢6:
Phi2 00545;; ‘/”\ A F‘g\‘4
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Zaman (t)

Sekil 5.1 Van Der Pol probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmis
diizeltme yontemi ¢oziimlerinin karsilagtirmasi.

4 Kati Cisim Probleminin 5.Mertebe SED ve ODE45 G6zii inin Kargilagtirmasi
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— - —- Phi2 SED55z \ /% s \ /
Phi3 SED5g6z \ / '\ & i /
-1 1 Nyl St I I N
0 2 4 6 8 10 12
Zaman (t)

Sekil 5.2 Kat1 cisim probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmig
diizeltme yontemi ¢oziimlerinin karsilagtirmasi.

Aciklama 5.15: Sekil 5.1 ve 5.2 ile gozlemlenebilecegi gibi her iki ¢éziim yontemi
icin ¢Oziimler arasinda gozle goriilebilir bir fark yoktur. Bunun sebebi 5. mertebe
hatanin ¢ok kiiciik olmasidir. Bu nedenle sonuglar arasindaki farkin
gozlemlenebilmesi i¢in  grafikler doniim noktalarinda  yakinlagtirilacaktir.

Yakinlastirma islemini sadece ¢, ¢Oziimleri i¢in yapilacaktir.
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-1.75}

-1.85

Goziim (Phi)

-1.95|

-2.05

I I I | | |
9.6 9.8 10 10.2 10.4 10.6
Zaman (t)

Sekil 5.3 Van Der Pol probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmis
diizeltme yontemi ¢, ¢oziimlerinin karsilagtirmasi. Yesil ¢cizgi ODE45 ¢oziimiinii, sar1
cizgi SEDS ¢oziimiinii gostermektedir.

-0.8 -

-0.85 |

(3 \ )/
E 0ol \ 4
] R /
o 4
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R 7
095 AN 2
s /4
N\
N
N
9 R
. . . . | . . .
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4
Zaman (t)

Sekil 5.4 Kat1 cisim probleminin ODE45 ve 5. mertebe spektral ertelenmis diizeltme
yontemi ¢, ¢oziimlerinin karsilagtirmasi. Yesil ¢izgi ODE45 ¢oziimiinii, mor ¢izgi
SEDS ¢oziimiinii gdstermektedir.
Agciklama 5.16: Sekil 5.1 ve 5.2 yakinlastirildiginda, ODEA4S5 ile 5. mertebe spektral
ertelenmis diizeltme yontemi arasinda fark oldugu gozlemlenebilir. Ancak her iki
problem i¢in de gercek ¢oziim bilinmediginden hangi yontemin problemleri ¢6zmede
daha basarili oldugu bilinmemektedir. Yine de 5. mertebe spektral ertelenmis
diizeltme yonteminin ODE45 ile oldukca tutarli ve yakin ¢ozliimler verdigi
gozlemlenebilir. Bu aynm1 zamanda ydntemin dogru uygulandigi anlamma da

gelmektedir.
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5.6 1. ve 2. Problem icin Grafikler

Bu bolimde, ODE45 ile 5. mertebe spektral ertelenmis diizeltme yoOnteminden

hangisinin gergek ¢6ziime daha yakin ¢6ziim yapabildigini anlayabilmek i¢in (5.3) ve

(5.5) problemlerinin ¢oziimii yapilacaktir. Bu problemlerin gercek c¢oziimlert,

sirastyla, ¢p(t) = et

ve ¢(t) = cos (2nt) seklimdedir. Her iki problem i¢in de

ODEA45 ve 5. mertebeden spektral ertelenmis diizeltme yontemleri ile sayisal ¢oziimler

hesaplanmistir. Asagida, hangi yontemin gercek ¢coziime daha iyi yaklastigin1 gosteren

grafikler verilmistir.

1.Problemin 5.Mertebe SED ve ODE45 Céziimlerinin Kargilagtirmasi
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09
08
For
e
€
R
So0s
05
0.4
Phi ODE45¢62
Phi SEDSG6Z
Phi Analitikgoz
03 " N . . . . . . .
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 09 1
Zaman (t)

Sekil 5.5 (5.3) probleminin analitik
¢cOziimii, ODE45 ¢oziimii ve 5. mertebe
spektral ertelenmis diizeltme yontemi

i 2.Problemin 5.Mertebe SED ve ODE45 Gdzii K
1L =T
& +
* #
% ¥
X 7
0.5 % 4
- x +
é Y #
E o X #
-
S #
o
* #
-05 N £
X A
X A
* A
¥ f
1 T
+  Phi ODE4Sg6z
Phi SED5¢62
Phi Analitikgoz
15 . ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1
Zaman (t)

Sekil 5.7 (5.5) probleminin analitik
¢Ozlimii, ODE45 ¢oziimii ve 5. mertebe
spektral ertelenmis diizeltme yontemi
¢Ozimii.
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1.Problemin 5.Mertebe SED ve ODE45 Cozii
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0.61 0612 0618 0.62

Sekil 5.6 Coziimlerin yakinlastirilmis
hali.

2.Problemin 5.Mertebe SED ve ODE45 Coziimlerinin Kargilagtirmasi
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Sekil 5.8 Coziimlerin yakinlastirilmis
hali.



Aciklama 5.17: Sekil 5.5 ve 5.7 ile goriilebilecegi gibi hem ODE45 hem de spektral
ertelenmis diizeltme yontemleri analitik ¢6ziime oldukca yakin sonuglar vermektedir.
Ayrica her iki yontemin de ¢ozlimleri diger problemlerde oldugu gibi birbirine oldukga
yakindir. Yine de Sekil 5.6 ve Sekil 5.8 incelendiginde spektral ertelenmis diizeltme
yonteminin analitik ¢ézlime daha yakin sonug verdigi goriilebilir. Yani hata ODE45
¢cozlimiinden daha kii¢liktlir. Bu da spektral ertelenmis diizeltme yonteminin basarili

oldugunu gostermektedir.

Aciklama 5.18: Yapilan analizler sirasinda 1. problemden 4. probleme kadar, At’ nin
baz1 degerleri i¢in mertebe kaybiyla karsilasilmistir. Karsilagilan mertebe kaybinin
nedeni At’ nin kararlilik sartin1 saglamasina ragmen dogruluk sartin1 saglayabilmek
icin yeterince kiicliik olmamasidir. Bu durumla ilgili agiklamalar, temel kavramlar
boliimiinde (Bkz. Boliim 2.6) dogruluk bolgesi analizi yapilirken acik Euler yontemi
icin verilmisti. Mertebe kaybinin niine gecebilmek icin At’ nin dogruluk araligini da
saglayacak sekilde secilmesi gerekir. Kararlilik ve dogruluk bolgeleri arasindaki
iliskiyi sekil lizerinde de gozlemleyebilmek i¢in, asagida, iki farkli 6rnek mertebeye

ait grafikler eklenmistir.

6

— Kararlilik Bolgesi

Kararlilik Bélgesi
— Dogruluk Bélgesi R =1 ///\\\ © |—— Dogruluk Bélgesi
’ Dogruluk Bolgesi 6r e \ ——Dog dlgesi | |
sl // ) gesi | | . \ i \ Dogruluk Bolgesi
R(z) =1 S — P A

\\<,
N\ \
\\ /' ;
\
|

Im(z)
Im(z)
s

\\\\\)ﬁ \\\ 4 “ |
4 N ™~ /
6 e A
sl ™
-6 -4 2 R;‘(Z) 2 4 6 -8 -6 -4 2 Re(z) 0 2 4 6
Sekil 5.9 4. mertebe i¢in kararlilik ve Sekil 5.10 8. mertebe igin kararlilik
dogruluk bolgeleri. ve dogruluk bolgeleri.

Hem Sekil 5.9 hem de Sekil 5.10 ile goriilebilir ki, dogruluk toleransi (¢)
sikilastirildiginda dogruluk bolgeleri de kiigiilmektedir. Bu da zaman adiminin daha
kii¢iik secilmesi anlamini tasir. Ote yandan yine sekillerden agikca goriilebilecegi

lizere ayni hata toleransi (¢ = 107%) i¢in yiiksek mertebeli yontemin dogruluk bdlgesi
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daha biiyiiktiir. Dolayisiyla, yliksek mertebeli yontemin zaman adimi biiyiikliigii

acisindan diislik mertebeli yonteme gore daha verimli ¢aligmasi beklenir.

5.7 Kati1 Problemler icin Sayisal Coziimler

Bu boliimde, bir onceki boliimde sayisal ¢oziimii yapilan dort problem kati hale
getirilip, kapal1 spektral ertelenmis diizeltme yontemleri ile ¢oziilecektir. Yine her bir
problem i¢in yontemin teorik mertebesi ile sayisal mertebesi karsilastirilacaktir.
Burada da yontemin sayisal mertebesi, Bolim 2.3.5° te verilen formiil ile
hesaplanacaktir. Birinci problem; ¢'(t) = —A¢(t), ¢(0) = 1,t € [0,1] seklinde
verilen baglangi¢c deger problemiydi. Bu problem i¢in A =1 ve A =10 kabul
edildiginde agik yontem ile elde edilen sonuglar bir dnceki boliimde verilmistir. Bu
bolimde ise A =10 kabul ederek, ¢'(t) =—10¢(t), $(0) =1,t € [0,1]
probleminin ¢dziimii, Algoritma 4.2 ile detaylandirilan, kapali yontem ile yapilacaktir.
Cizelge 5.16 ile 5. mertebe spektral ertelenmis diizeltme yontemi i¢in sayisal sonuglar

verilmistir.

Cizelge 5.16 ¢'(t) = —10¢(t), »(0) =1, t € [0,1] icin agik ve kapal yontem ile
elde edilen 5. mertebe sonuclar.

Acik Yontem icin  Yontemin "Kapal.l . Yontemin
Zaman Yontem icin
Mutlak Hata Sayisal Sayisal
Adimi . Mutlak Hata .
(5. mertebe) Mertebesi Mertebesi
(5. mertebe)
At 3.42603E-0009 358977 9.31395E-0010 405553
At/2 2.84550E-0010 5.60139E-0011
4.71904 3.39292
At/4 1.08039E-0011 5.33234E-0012
4.90273 4.37683
At/8 3.61165E-0013 2.56659E-0013
At/16 | 1.16077E-0014 ¥ 9g0a79E.0015 471021

Aciklama 5.19: Bilindigi lizere, kapali sayisal yontemler i¢in kararlilik limiti mevcut
degildir. Yani, kapali sayisal yontemler zaman adimi i¢in herhangi bir kosul olmadan
ya da bir baska ifadeyle kosulsuz kararlidir [13]. Bunun anlami, kodun da kararli bir
sekilde calisacak olmasidir. Ancak, zaman adimi i¢in kararlilik agisindan higbir kosul

olmamasina ragmen, kesme hatas1 yontemin mertebesine de bagl olacak sekilde,
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zaman adimmna bagimlidir. Yani, zaman adimmi biiyiidiikkce kesme hatasi da
bliyliyecektir. Hatta kesme hatas1 zaman ilerledikge artarak biiytliyecektir. Bu da zaman
ilerledikce, teorik mertebenin kaybolmasina yol acacaktir. Bu durum, Cizelge 5.16 ile

gozlemlenebilir.

Aciklama 5.20: Aynm1 At degerleri i¢in, kapali Euler yontemine dayali insa edilen
spektral ertelenmis diizeltme yOntemi ile hesaplanan mutlak hatalarin daha kiigiik
oldugu, Cizelge 5.16 ile gozlemlenebilir. Bu da beklenen bir durumdur. Bir sonraki
adimda, analizin kapsamli hale gelebilmesi i¢in ayni problem At = 1 kabul edilerek
hem acik hem de kapali yontem ile 5. mertebe i¢in ¢oziilecektir. Elde edilen sonuglar,

Cizelge 5.17 verilmistir.

Cizelge 5.17 ¢'(t) = —10¢(t), ¢(0) =1, t € [0,1] i¢in agik ve kapali yontemler
ile zaman adimi biiyiik secilerek elde edilen 5. mertebe sonuglar.

Acik Yontem icin  Yontemin "Kapal.l . Yontemin
Zaman Yontem icin
Mutlak Hata Sayisal Sayisal
Adimi . Mutlak Hata .
(5. mertebe) Mertebesi Mertebesi
(5. mertebe)
At 389.52329 13.50998 2.66653E-0003 974326
At/2 3.38892E-0002 3.11113E-0006
14.30738 6.10879
At/4 1.64679E-0006 4.50798E-0008
11.02480 3.55864
At/8 7.90373E-0010 3.82579E-0009
At/16 | 7.54249E-0010 0067 g gagi7E-001 84014

Ag¢iklama 5.21: Zaman adim1 10 kat biiytik secildiginde, acik yontem i¢in hatanin ilk
adimda kabul edilemeyecek kadar biiyiik oldugu Cizelge 5.17 ile gdézlemlenebilir.
Kapal1 yontem ise problemi daha kii¢iik hata ile ¢6zmektedir. Yine de Ag¢iklama 5.17
ile belirtildigi gibi kapali yontemin sayisal mertebesinin, teorik mertebeyi yakalamasi
zaman adimimin kiigiilmesi ile miimkiin olmaktadir. Bu durum Cizelge 5.18 ile

gozlemlenebilir.
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Cizelge 5.18 ¢'(t) = —10¢(t), ¢(0) =1, t € [0,1] igin acgik ve kapali yontemler
ile zaman adimu kiiciiltiilerek elde edilen 5. mertebe sonuclar

Acik Yontem icin  Yontemin "Kapal.l . Yontemin
Zaman Yontem icin
Mutlak Hata Sayisal Sayisal
Adimi . Mutlak Hata .
(5. mertebe) Mertebesi Mertebesi
(5. mertebe)
At/16 7.54249E-0010 457382 6.67817E-0011 237943
At/32 3.16702E-0011 1.28348E-0011
4.86684 4.18403
At/64 1.08538E-0012 7.06081E-0013
4.94802 4.63191
At/128 3.51874E-0014 2.84777E-0014
At/256 | 1.11775E-0015 97333 1 00623E-0015  +82278

Simdi ayni analiz, ikinci problem igin € = 10~2 kabulii ile tekrar edilecektir. Yani,
¢'(t) = —2msin(2nt) — 100(¢p — cos (21t)), p(0) =1 (5.9

probleminin ¢oziimii hem agik hem kapali yontem ile yapilacaktir. Bir 6nceki boliimde
acik yontemin bu problemi ¢ozmede daha basarisiz oldugu gozlemlenmisti. Bu
boliimde ise her iki yontemin problemi ¢6zmedeki basarisi karsilastirilacaktir. Asagida
Cizelge 5.19 ile 5. mertebe spektral ertelenmis diizeltme yontemi i¢in agik ve kapali
yontemler ile elde edilen sayisal sonuglar verilmistir. Coziimler sirasinda At = 1071

kabul edilmistir.

Aciklama 5.22: Asagida, Cizelge 5.19 ile ikinci problem i¢in de ayn1 At degerleri i¢in,
kapali Euler yontemine dayali insa edilen spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile
hesaplanan mutlak hatalarin daha kiigiik oldugu gozlemlenebilir. Hatta zaman adimi1
At = 1071 iken acik yontem icin hata oldukga biiyiiktiir. Kapali yontem ise her ne
kadar baglarda teorik mertebeyi yakalayamasa da Cizelge 5.20 ile agikca goriilebilir ki
zaman adimi kigiildiikge teorik mertebe yakalanmaktadir. Bu da bir Onceki
aciklamada bahsedildigi gibi kapali yontemler i¢in beklenen bir davranistir. Aym

zamanda bu 6rnekler kod uygulamasinin da dogru ¢alistigin1 gostermektedir.
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Cizelge 5.19 ¢'(t) = —2m sin(2rwt) — 100(¢p — cos (2mt)), $(0) =1, t € [0,1]

icin 5. mertebe sonuglar.

Zaman Acik Yontem icin Yontemin Kapah Yontem Yontemin
Adimi Mutlak Hata Sayisal icin Mutlak Hata Sayisal
(5. mertebe) Mertebesi (5. mertebe) Mertebesi
At 3.78749E23 28 73478 1.73601E-0005 378979
At/2 7.35215E-0004 1.25518E-0006
7.06266 2.77066
At/4 5.50109E-0006 4.99973E-0007
6.65259 4.73234
At/8 5.46782E-0008 1.88090E-0008
At/16 | 6.35320E-0009 3.10540 1.08074E-0000 12132

Cizelge 5.20 ¢'(t) = —2m sin(2nt) — 100(¢p — cos (2mt)), $(0) =1, t € [0,1]
icin agik ve kapali yontemler ile zaman adimu kiigiiltiilerek elde edilen 5. mertebe

sonuglar.
.. . . .. . Kapah .. .
Acik Yontem icin  Yontemin :, w» Yontemin
Zaman Yontem icin
Mutlak Hata Sayisal Sayisal
Adimi . Mutlak Hata .
(5. mertebe) Mertebesi Mertebesi
(5. mertebe)
At/16 6.35320E-0009 4 58595 1.08074E-0009 314423
At/32 2.64531E-0010 1.22239E-0010
4.84512 4.27391
At/64 9.20332E-0012 6.31872E-0012
4.93250 4.65914
At/128 3.01374E-0013 2.50085E-0013
At/256 | 9.62592E-0015 YOO8 g 99105E0015 #8330

5.8 Van Der Pol Problemi i¢in Sayisal Coziimler

Bu boliimde, kapali sayisal yontem ile Van Der Pol probleminin ¢éziimii yapilacaktir.

(5.7) ile verilen

b1 = ¢,

¢y =p(1 - ¢%)¢2 — 1
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baslangi¢ deger problemi i¢in ara ¢oziimler kapali Euler yonteminin uygulanmast ile,
¢ (D) = ¢f (1) + At - ¢4 (2)
2
Bha (@ = $E@) -8t p[1- (#5 D) | @ + 0D 5:10)

seklinde hesaplanmalidir. (5.10) ile verilen denklemlerde, denklemin sag tarafinda yer

alan terimler sola atilacak olursa sistem,
¢)lk+1(1) - ¢l{(1) —At- ¢£(+1(2) =0
Bha (@ = 9F@ + 0t u[1- (9ha (D) |- #ha@ - 9k (D =0 (11)

seklinde yazilir. Bu sekilde problem, F(¢) = 0 probleminin Newton yontemi ile
¢cOziimii problemine doniisecektir. Ayni hesaplamalar diizeltme ¢dzlimleri i¢in de
yapildiginda, diizeltme ¢oziimlerini hesaplamak da F(¢) = 0 probleminin Newton
yontemi ile ¢oziimii problemine doniisecektir. Newton yonteminin detaylar1 Boliim
2.8 ile verilmistir. Bu problemin p = 100 i¢in kapali yontem ile ¢oziimiinden elde

edilen 2. ve 5. mertebe sonuglar sirasiyla Cizelge 5.21ve 5.22 ile verilmistir.

Cizelge 5.21 Kapal1 yontem ile elde edilen 2. mertebe sonuglar.

Ardisik Coziimler Arasindaki Hata Yontemin Sayisal
Farklar Mertebesi

|¢2,At - ¢2,At/2| 2.81525E-0010 514523

|P20e/2 — Pant/al 6.36410E-0011
2.23283

|P2ac/4 — Poaessl 1.35391E-0011
2.28426

|#2at/8 — Paat/rel 2.77994E-0012
2.18441

|¢2,At/16 - ¢2,At/32| 6.11485E-0013
1.97633

|¢2,At/32 - ¢2,At/64| 1.55400E-0013
1.85958

|¢2,At/64 - ¢2,At/128| 4.28215E-0014
1.86268

|¢2,At/128 - ¢2,At/256| 1.17744E-0014
1.90667

|¢2,At/256 - ¢2,At/512| 3.14031E-0015
1.94578

|¢2,At/512 - ¢2,At/1024| 8.15145E-0016
1.96728

|¢2,At/1024 - ¢2,At/2048| 2.0846E-0016
2.00056

|¢2,At/2048 - ¢2,At/4096| 5.20951E-0017
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Cizelge 5.22 Kapali yontem ile elde edilen 5. mertebe sonuglar.

Ardisik Coziimler Arasindaki

Yontemin Sayisal

Farklar Hata Mertebesi

|p2ae — Dane2] 1.61684E-0012 398718

|2ae/2 — Poatsal 1.17115E-0013
2.43455

|P20e/a — Panrssl 2.16640E-0014
2.47663

|P20e/8 — Dont/16] 3.89224E-0015
8.19927

|¢2,At/16 - ¢2,At/32| 1.31426E-0017
2.90023

|¢2,At/32 - ¢2,At/64| 1.77384E-0018
2.15019

|¢2,At/64 - ¢2,At/128| 3.99618E-0019
3.81120

|¢2,At/128 - ¢2,At/256| 2.84533E-0020
4.43454

|¢2,At/256 - ¢2,At/512| 1.31584E-0021
4.72260

|¢2,At/512 - ¢2,At/1024| 4.98379E-0023
4.86245

|¢2,At/1024 = ¢2,At/2048| 1.71323E-0024
4.93149

|¢2,At/2048 _ ¢2,At/4o96|

5.61423E-0026

Aciklama 5.23: Cizelgelerde goriilebilecegi gibi, kapali spektral ertelenmis diizeltme
yontemi teorik olarak, daha biiyiik zaman adimlart ile kararl bir sekilde calismaktadir.
Ancak zaman adiminmn biiyiik olmasiyla dogruluk mertebesi teorik mertebeden

uzaklagsmaktadir. Cizelgeler bu teorik durumun, sayisal olarak da saglandiginin bir

gostergesidir.

Aciklama 5.24: Cizelgelerden de goriilebilecegi gibi, kapali yontem kullanilirken
dikkat edilmesi gereken bazi durumlar vardir. Biiyiikk zaman adimlan ile teorik
mertebeyi kaybetme riski mevcuttur. Bu sebeple, bir problemin ¢dziimiinde kararligin

mi1 yoksa dogrulugun mu 6n planda tutulacagina karar verilerek, acik ya da kapal

yontem kullanilmalidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, adi diferansiyel denklem ya da denklem sistemleri ile olusturulmus
baslangi¢ deger problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde kullanilan spektral ertelenmis
diizeltme ydntemlerinin incelemesi yapilmistir. Oncelikle, yontemin lineer kararlilik
analizi yapilmistir ve agik semalar i¢in kararlilik bdlgelerinin, literatiirle uyumlu
olarak, popiiler sayisal yontem simiflarindan olan Runge — Kutta yontemlerinden
biiylik oldugu gozlemlenmistir. Ayni sekilde kati semalar icin kararlilik bolgelerinin
de yine literatlirle uyumlu olarak sonsuza kadar biiyiidiigi goézlemlenmistir.
Calismada, spektral ertelenmis diizeltme yontemleri ile skalerden sisteme birgok
problem ¢oziilmiistiir. Kati olmayan problemler i¢in acik yontem, kat1 problemler
icinse kapali yontem kullanilarak elde edilen sonuglar yorumlanmistir. Agik spektral
ertelenmis diizeltme yoOntemlerinin, yine literatiirle uyumlu olarak, kati olmayan
problemlerin ¢ézlimiinde basarilt oldugu gozlemlenmistir. Calismada 11. mertebeye
kadar ¢oziimler elde edilebilmistir. Ciinkii problemlerin ¢oziimiinde kullanilan kod
dortlii hassasiyete sahiptir. 11. mertebede, bilgisayarin 6lgemeyecegi kadar kiiciik
hatalar elde edildigi i¢in analiz burada sinirlandirilmistir. Agik spektral ertelenmis
diizeltme yontemleri ile kati problemlerin basariyla ¢oziilebilmesi iginse zaman
adiminin oldukga kiiciik se¢ilmesi gerektigi gozlemlenmistir. Hatta bazi zaman adinu
degerleri icin acik yontemle anlamli ¢ozlimler elde edilememistir. Kat1 problemlerin
kapal1 spektral ertelenmis diizeltme yontemi ile ¢oziimiinde ise yontemin kararli bir
sekilde calisabildigi ancak biiyiik zaman adim1 degerleri i¢in dogruluk kaybi oldugu
gozlemlenmistir. Yani dogruluk mertebesi, teorik mertebeden uzaklagmaktadir. Yine
de teoriyle uyumlu olarak, zaman adiminin kiigiilmesiyle dogruluk mertebesi teorik
mertebeyi yakalamaktadir. Elde edilen sonuglardan hareketle, problemlerin
cozlimiinde kararliligin m1 yoksa dogrulugun mu 6n plana ¢ikarilacag: diisiiniilerek
acik ya da kapali spektral ertelenmis diizeltme yontemleri tercih edilmelidir.

Sonug olarak, bu calismada hem kararlilik bodlgesi analizleri yapilarak hem de

problemlerin ¢oziimiinde kullanilarak, spektral ertelenmis diizeltme yontemlerinin
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baslangi¢ deger problemlerini ¢ozmedeki dogruluk ve etki performansi incelenmis ve
yontemin siklikla kullanilan diger sayisal yontemlerden bazilari ile karsilagtirilmasi

yapilarak avantaj ve dezavantajlari irdelenmistir.
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EK A: Kararlilik Analizi MATLAB Kodu
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EK A

% Matlab script code to perform stability analysis
% for the Explicit SDC method.

syms z
order = 1;
t(l) = 0.0;
for i =1 : order

t(i+l) = t(i) + 1.0/order;
end

phi = sym('phi', [order+l,order]);

for k = 1 : order
phi(1l,k)=1.0;
end

for i =1 : order
phi(i+1,1) = (1 + vpa(l/order)*z)"(i);
phi(i+1,1) = expand(phi(i+1l,1));

S delete the smaller coefficients terms e.g. c_i < le-3
[c,y]l= coeffs (phi(i+l,1),2z);
[cc] = zerosout(c);
phi(i+1,1) = dot(cc,y);
end
Y= set the lobatto points and weights

[ x, w] = lobatto_set ( order );

|
=

for k = order -1
for i = 1 : order

[L] = Lagrange Coeff (t,x,i,order);

[Int_iipl] = integral (phi(l:order+1,k),L,w,order);

phi (i+1,k+1) = phi(i,k+1l) +vpa(l/order)*z* (phi(i,k+1) - phi(i,k))...
+ vpa(0.5* (£t (i+l) - t(i)))*z*Int_iipl;

phi (i+1,k+1) = expand( phi(i+l,k+1));

Fooooos delete the smaller coefficients terms e.g. c_i < le-3
[c,y]= coeffs (phi(i+l,k+1),2z);
[cc] = zerosout(c);

phi (i+1,k+1) = dot(cc,y):

end
end

R = expand (phi (order+1l,order)) ;

o

R Con ou T plo & I G S O e e
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[x,y]=meshgrid(-16:.1:2,-16:.1:16);
z = x +li*y;

zlevel= abs (subs(R));

contour (x,y, zlevel, [1.,1.],'b");
grid on

function [Int iipl] = integral (phi_temp,L,w,order)

phi tilde = sym('phi tilde', [order]);

for j =1 : order
phi_tilde(j) = 0;

for ii = 1 : order + 1

phi_tilde(j) = phi_tilde(j) + phi temp(ii)*L(ii,j):;

end
end

Int iipl = 0;

for j = 1 : order

Int_iipl = Int_iipl + w(3j)*phi_tilde(j);

end
end

function [L] = Lagrange Coeff(t,x,i,order)

syms tt
LL = sym('LL', [1 (order+l)]):;

for j =
LL(3)
end

1 : order + 1
=1;

for ii =1 : order + 1
for j =1 : order + 1
if j ~= ii

LL(ii) = LL(ii)*(tt - t(3))/(t(ii) - t(3));

end
end
end

xt = 0.5*%(t(i+1) - t(i))*x + 0.5*(t(i+l) + t(i));

for ii =1 : order + 1
for j = 1 : order

tt = xt(j);

L(ii,j) = subs(LL(ii));
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if abs(L(ii,j))<le-8
L(ii,j) = 0;
end
end
end

function [cc] = zerosout (c)
m = length(c);

for i =1 :m
if abs(c(i))<le-100

c(i)=0;
end
end
cc = c;

end
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