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EUCLID UZAYLARINDAKI HIPERYUZEYLERIN
GAUSS TASVIRININ TiPLERI VE CHENG YAU OPERATORU

OZET

Chen ve Piccini tarafindan ortaya konan "E™ Euclid uzaymin bir alt manifoldunun
Gauss tasviri alt manifoldu ne dlciide belirler?" probleminden sonra sonlu tipten Gauss
tasvirine sahip alt manifoldlarin analizi ¢ok aktif bir arastirma konusu haline gelmistir.
Simdiye kadar bu probleme bazi faydali kismi ¢oziimler sunulmusgtur.

E™ Euclid uzayinin n boyutlu bir M alt manifolduna, eger x konum vektorii A
Laplace operatoriiniin 6zvektorlerinin sonlu bir toplami olarak ifade edilebilirse sonlu
tiptendir denir. Dolayistyla M alt manifoldunun sonlu tipten olmas1 i¢in, x = xo +
X1 +xp-++ +x, olmalidir. Burada x( sabit tasvir ve xi,x»,...,x, ise A; € R olmak
tizere i = 1,2,... k i¢in Ax; = Ajx; sartin1 saglayan sabit olmayan tasvirlerdir. Eger
A, A2, ..., A Ozdegerleri birbirinden farkli ise M alt manifoldu k-tipindendir denir.

M, Euclid uzayinin bir hiperyiizeyi olsun. Benzer sekilde bir y : M" — E"*! diizgiin
fonksiyonuna, eger M hiperyiizeyinin Laplace operatoriiniin k tane ayrik 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektorlerin toplami olarak yaziliyorsa, k-tipindendir denir. Eger boyle
bir k de8eri varsa, Y fonksiyonuna sonlu tiptendir denir.

Yukarida verilen tanimdan dolay1 M hiperyiizeyinin 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

AG = A(G+C)

diferansiyel denkleminin bir A € R 6zdegeri ve C sabit vektorii icin saglanmasi oldugu
elde edilir. E3 Euclid uzayindaki diizlemler, dik silindirler ve kiireler 1-tipi Gauss
tasvirine sahip yiizeylerdir.

Euclid uzayindaki sonlu tipten alt manifoldlar pek ¢ok geometrici tarafindan ¢alisilmig
ve Onemli sonuglara ulagilmistir. Halen de bu konu ile ilgili pek cok agik problem
bulunmakta ve bu acik problemler ¢oziilmeye calisilmaktadir. Bu problemlerin bazilar
da hiperyiizeylerin Gauss tasvirleri ile ilgilidir. Giinlimiize kadar pek cok geometrici
Euclid uzaylarindaki hiperyiizeylerin Gauss tasvirlerinin iizerine ¢caligsmistir.

Diger taraftan, Euclid uzayindaki bir M manifolduna, G Gauss tasviri
AG = f(G+C)

denklemi diizgiin bir f fonksiyonu ve bir C sabit vektorii icin saglanirsa, noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Eger bu denklem C = 0 i¢in saglanirsa Gauss
tasviri birinci ¢esit noktasal 1-tipinden; C # 0 icin saglanirsa ikinci cesit noktasal
I-tipindendir denir. Ornegin, E* Euclid uzayindaki helikoit, katenoid ve dik koni
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip ylizeylerdir. Son senelerde bu kavramlar
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genigletilerek genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifold tanimi
verilmistir. Euclid uzayindaki bir M manifoldunun G Gauss tasviri

AG = f1G+ foC

denklemi fi,f> diizgiin fonksiyonlar1 ve bir C sabit vektorii icin saglanirsa
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir.  Ornegin, E* Euclid
uzayindaki tiim donel yiizeyler genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir.

Bu tez calismasinda E? uzayindaki yiizeylerin Gauss tasvirlerinin tiplerine gore
simflandirilmalar ile ilgili bazi teoremler ¢calistlmistir. Ugiincii boliimde Cheng-Yau
operatoriine gore noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip sabit ortalama egrilikli ve
sabit esas egrilikli yiizeyler ile ilgili bilinen sonuglar ayrintili bir sekilde agiklanmistir.
Sonra Weingarten yiizeyleri incelenmistir. E3 Euclid uzayindaki dogrusal Weingarten
yiizeyinin Cheng-Yau operatoriine gore ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi i¢in bu yiizeyi diizlemin agik bir parcasi olmasi gerektigi gosterilmistir.

Dordiincii boliimde ise E* Euclid uzayindaki minimal yiizeylerin Cheng-Yau
operatoriine gore genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in bazi
teoremler elde edilmistir. Ayrica, helikal yiizeyler incelenmis ve E3 Euclid uzayindaki
bir helisoidal yiizeyin [J noktasal 1-tipinden Gauss haritasina sahip olmasi icin gerek
ve yeter sartin o ylizeyin bir donel yiizey olmas1 veya sabit Gauss egriligine sahip
olmas1 gerektigi gosterilmigtir.
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THE TYPES OF THE GAUSS MAP AND CHENG YAU OPERATOR
OF HYPERSURFACES IN EUCLIDEAN SPACES

SUMMARY

Finite type maps from a submanifold of a Euclidean space into another Euclidean space
have been studied by many geometers and important results have been obtained. There
are still many open problems related to this subject to be solved.

Let M be a hypersurface of E"™!. A smooth function y : M" — E"*! is said to be
of k-type if it can be expressed as a sum eigenvectors corresponding to k distinct
eigenvalues of the Laplace operator of M. If such a k exists, then y is said to be
finite type.

After the problem ‘To what extent does the type of the Gauss map of a submanifold
of E™ determine the submanifold?’ was introduced by Chen and Piccini, the study of
submanifolds with finite type Gauss map became a very active research subject. Many
affirmative partial solutions to this problem have appeared and provide some particular
results.

Some of these problems are related with the Gauss map of hypersurfaces. Many
geometers has studied type of the Gauss map of hypersurfaces in Euclidean spaces
so far.

From the definition above it is obtained that a hypersurface M has 1-type Gauss map if
and only if the differential equation

AG = A(G+C)

is satisfied for an eigenvalue A € R and constant vector C. For example, planes,
circular cylinders and spheres in E? are surfaces with 1-type Gauss maps. The other
examples in Euclidean spaces are mass symmetric 2-type submanifolds and minimal
hypersurfaces of a hypersphere with constant sectional curvature.

On the other hand, a submanifold M of a Euclidean space has a pointwise 1-type if the
Gauss map of M satisfies
AG = f(G+C)

for some smooth function f and constant vector C, where A denotes the Laplace
operator defined on M. If this equation is satisfied for C = 0 then a pointwise 1-type
Gauss map is said to be of the first kind, otherwise, it is said to be of the second
kind. For example, a catenoid, a helicoid and a right cone in E3 are surfaces with
pointwise 1-type Gauss map. In the recent years, by extending this notion, the definiton
of generalized 1-type Gauss map has been given.

A submanifold M of a Euclidean space has a generalized 1-type Gauss map if Gauss
map of M satisfies
AG = f1G+ foC
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for smooth functions fi, f, and constant vector C, where A denotes the Laplace
operator defined on M. For example all rotational surfaces in the Euclidean space
[E3 has generalized 1-type Gauss map. If the f; and f> functions are constant in this
equation, then the M has a 1 type Gauss map. If f; = f> in this equation then M has a
pointwise 1-type Gauss map.

On the other hand, a surface is said to be Weingarten if its principal curvatures ki, k,
satisfy

ki = ¢(k2)

for a smooth fuction ¢. These kind of surfaces has caught the interest of many
geometers so far. Note that surfaces with constant Gaussian curvature can be assumed
to be a Weingarten surface. In particular, a surface is said to be linear Weingarten if

ky =aky +b

for some constants a,b € R. This class also contains surfaces with constant mean
curvature and also minimal surfaces.

Another well-known class of surfaces in the Euclidean spaces is helicoidal surfaces.
Namely, a helicoidal surface is generated by applying a composition of rotation and
translation to a suitable curve. Note that class of rotational surfaces is a particular case
of this kind of surfaces which appear when the speed of the translation is zero.

On the other hand the Laplace operator A of the hypersurface of M" belongs to a
sequence Lg,Ly,...,L,1 of the second order elliptic differential operators. These
operators represent the linear operators of the first variation of corresponding mean

curvature of M. The particular cases of L; are Ly = —A and the Cheng-Yau operator
.

In time, the definition of finite type maps is studied by considering the operator L
instead of A. Note that the Cheng-Yau operator L; = [ has caught special attention.
Many geometers have obtained classification results about hypersurfaces with [-finite
type Gauss map as well as [J-pointwise 1-type Gauss map. In this thesis, the Gauss
map of hypersurfaces of Euclidean spaces is studied by considering the Cheng-Yau
operator []. Then the Weingarten surfaces are investigated.

In Section 3, first the known results for surfaces with constant mean curvature and
constant principal curvature with pointwise 1-type Gauss map with respect to the [
Cheng-Yau operator are explained in detail.

Then the Weingarten surfaces are investigated. It is proved that a linear Weingarten
surface in E3 has O-pointwise 1-type Gauss map of the second kind if and only if it is
an open part of a plane.

In section 4, some theorems are obtained for minimal surfaces to have a generalized
1-type Gauss map. It is shown that a minimal surface in E3 to have a generalized
1-type Gauss map if and only if it satisfies equation

@ (C,e1)+ @ (C,er) =0,

where
@) = (Veer,e2),n = —(Ve,en,e).
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Besides, it is shown that a minimal surface in E to have a generalized 1-type Gauss
map if it satisfies equation

wyei (o)) — 0fex(w;) = @1 (05 + OF —K),
where @, and @, are defined by

w; = <Ve,»€1,€2> 1= 1,2.

Furthermore, helicoidal surfaces are also studied. It is proved that a helicoidal surface
in IE3 has a generalized 1-type Gauss map if and only if it is either a rotational surface
or a genuine helicoidal surface with constant Gaussian curvature.
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1. GIRIS

[E™ Euclid uzayinda n boyutlu bir M alt manifoldunun, x konum vektorii A Laplace
operatoriiniin  0zvektorlerinin sonlu bir toplami olarak ifade edilebilirse, M alt
manifoldu sonlu tiptendir denir, [1]. Dolayisiyla M alt manifoldunun sonlu tipten
olmasi i¢in, x = xg +x1 + X2 ...+ x, olmalidir. Burada x( sabit tasvir ve xi,...,x,’ler
ise Ax; = Aix;, A €R i=1,..., ksartin1 saglayan sabit olmayan tasvirlerdir. Eger
A, A2, ..., A Ozdegerleri birbirinden farkli ise M alt manifoldu k-tipindendir denir.
Aslinda, sonlu tipten alt manifoldlar ilk olarak Takahashi tarafindan 1966 senesinde [2]
numarali makalede calisilmigtir. Bu makalede Ax = 0 durumunda x daldirmasinin
minimal oldugu ve Ax = Ax(A # 0) durumunda ise x daldirmasinin bir kiirenin i¢inde
minimal oldugu gosterilmistir.

1986 senesinde Chen, Morgan ve Nore tarafindan sonlu tipten alt manifold kavrami
bir Euclid uzayinin bagka bir Euclid uzayina giden diizgiin tasvirlere genisletilmesi ile
sonlu tipten tasvir tanimu verilmistir, [3]. Bu calismada ayrica bir tasvirin sonlu tipten
olmasi icin gerek ve yeter sartlar da elde edilmistir.

Chen ve Piccini tarafindan 6zel olarak Euclid uzaylarinda sonlu tipten Gauss tasvirine
sahip alt manifoldlar iizerine calistimis ve E”*! Euclid uzayinda 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip kompakt yiizeyler simflandirilmistir, [4].  Ayrica, E”*! Euclid
uzayindaki kompakt bir M hiperyiizeyinin 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter sartin bu hiperyiizeyin bir S” C E"*! hiperkiiresi olmas1 gerektigi
gosterilmisgtir.

2000 senesinde Kim ve Yoon tarafindan noktasal 1-tipinden Gauss tasvirinin tanimi
verilmistir, [5]. Bu makalede {i¢ boyutlu Minkowski uzayinda noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip dogrusal yiizeyler (Ing."ruled surfaces") calisilmis ve bu yiizeyler
icin tam siniflandirma teoremleri elde edilmistir. Ayrica, iic boyutlu Minkowski

uzayinda minimal dogrusal yiizeylerin yeni bir karakterizasyonu verilmistir.

Son yillarda Euclid uzaylarinin hiperyiizeyleri iizerinde Ly = —A olmak iizere
Lo,Ly,...,L,_1 ikinci dereceden operatorleri tanimlanmak suretiyle, L; operatdriine
gore sonlu tipten tasvir tanimi verilmigtir. Burada k = 0,1,2,...,n — 1 i¢in L

operatorleri M hiperyiizeyinin normal varyasyonlarindan ileri gelen (k + 1)’inci



ortalama egriliginin birinci varyasyonunun dogrusallastirilmis operatoriidiir.  Ozel
olarak, L; = [J operatorii Cheng-Yau operatorii olarak adlandirilir, [6]. L; operatoriine
gore sonlu tipten tasvirler ilk olarak [7] numarali makalede calisiimistir. Bu makalede,
Alias ve Giirbiiz tarafindan E"*! Euclid uzayinda x konum vektorii Lyx = Ax + b
sartin1 saglayan hiperyiizeyler incelenmistir. Burada A € RU"+D*(+1) gabit bir matris
ve b € R sabit bir vektordiir. Her k i¢in bu sart1 saglayan hiperyiizeylerin sifir
(k4 1)’inci ortalama egrilige sahip hiperyiizeyler, dairesel hiperyiizeylerin agik pargasi
ve S™(r) x R"™™ k41 <m <n-—1, formundaki dik kiiresel hipersilindirler oldugu
gosterilmistir.

Ozel olarak L; = [ operatériine gore sonlu tipten tasvirler Kashani tarafindan 2009
senesinde ilk olarak calisilmustir, [8]. Bu makalede R”*! Euclid uzayindaki tamamen
umbilik olan hiperyiizeyler, S (r) x R*~" formundaki silindirler, regle yiizeyler, donel
ylizeyler incelenmistir.

Diger taraftan L; = [J operatoriine gore sonlu tipten Gauss tasvirine sahip
hiperyiizeyler ile ilgili olarak ilk calisma [9] makalesinde yapilmistir. Bu calismada

asagidaki tanim verilmistir.

Tamm 1. B3 Euclid uzayindaki yonlendirilmis bir M yiizeyinin Gauss tasviri, siirekli

bir f fonksiyonu ve bir C sabit vektorii i¢in
0G=f(G+C) (1.1)

denklemini saglarsa, M yiizeyine [] noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir.
Daha kesin olarak [ noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine, (1.1) denklemi eger C =0
icin saglaniyorsa birinci cesit; aksi takdirde Gauss tasvirine ikinci ¢egit denir. Ayrica
(1.1) denklemi sabit bir f fonksiyonu icin saglanirsa o zaman M yiizeyinin [] I-tipinden

Gauss tasvirine sahip oldugu soylenir.

Ayrica, [9] numarali makalede (1.1) denklemini saglayan yiizeyler calisilmistir.
Sabit Gauss egriligine, sabit ortalama egrilie, sabit asal egriligine sahip yiizeylere
odaklanilmigs ve bu yiizeyler icin siniflama ve karakterizasyon teoremleri elde
edilmisgtir.

[10] numarali makalede E* Euclid uzaymndaki donel ve helikal yiizeyler Gauss
tasvirleri agisindan incelenmistir. (1.1) denklemini saglayan yiizeylerin tam

siniflandirmasi yapilmistir.



2018 senesinde Yoon ve digerleri tarafindan genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri
tanim1 yapilmistir, [11]. Bu makalede 3 boyutlu Minkowski uzayinda herhangi
bir varsayimda bulunmadan genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olasi
tim regle yiizeyleri smiflandirilmigtir. [12] numarali makalede Laplace operatorii
yerine Cheng-Yau operatorii kullanilarak yeni bir tanim verilmistir. Bu yeni tanim
ile E*> Euclid uzayindaki genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip konik
yiizeyler simiflandirilmig, herhangi bir silindirik yiizeyin genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip oldugu ve diizlem harig tiim agilabilir yiizeylerin genellestirilmis
I-tipinden Gauss tasvirine sahip olmadii gosterilmistir.  Ayrica, E"2? Euclid
uzayindaki silindirik hiperylizeylerin her zaman genellestirilmis 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu ispatlanmisgtir.

[13] numarali makalede ise genellestirilmig 1-tipinden Gauss tasviri fikrine benzer

sekilde [1-1 tipi Gauss tasviri kavrami 6nerilmistir:

Tamm 2. Eger
UG = f1G+ foC (1.2)

denklemi f1, f> diizgiin fonksiyonlari ve bir C sabit vektorii i¢cin saglanirsa, M yiizeyine

genellestirilmis U] I-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir.

[13] numaralh makalede ayrica E3 Euclid uzayindaki donel yiizeyler ve kanal yiizeyleri
siniflandirilmig ve bir donel yiizeyin genellestirilmis [ 1-tipi Gauss tasvirine sahip
oldugu gosterilmistir. Ayrica bir kanal yiizeyinin genellestirilmis [ 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartin bir donel yiizeyin veya bir torusun bir
acik parcasi ise sahip oldugu gosterilmistir.

[14] numarali makalede ise Laplace operatorii yerine Cheng-Yau operatorii kul-
lanilmustir. E® Euclid uzayindaki birim hizda profil egriligine sahip bir donel yiizeyin
genellestirilmis [] 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica,
genellestirilmig L] 1-tipinden Gauss tasvirine sahip kanal yiizeyleri de calisilmistir.
Bu yiiksek lisans tezi bes boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde tezin geri kalaninda
kullanilacak olan kavramlar ve notasyonlar verilecek, ayrica bazi temel hesaplamalar
ayrintili olarak gosterilecektir.

Ugiincii boliimde ise E? Euclid uzayinda [J noktasal I-tipinden Gauss tasvirine
sahip yiizeyler incelenmis ve [] noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip Weingarten

yiizeylerin siniflandirmasi yapilarak yeni bir sonug¢ verilmistir.
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Tezin dordiincii boliimiinde ise genellestirilmis [J 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
yiizeyler ile ilgili baz1 yeni siniflandirma teoremleri elde edilmistir.
Son boliimde ise tezde yapilanlarin kisa bir 6zeti verilmis ve ileride calisilabilecek bazi

acik problemler sunulmustur.



2. TEMEL BILGILER
Bu boliimde tezin geri kalan kisminda kullanilacak olan temel kavramlar ve

notasyonlar verilecektir. Bu kavramlar [1] numarali kaynaktan ayrintili olarak takip

edilebilir.

2.1 Euclid Uzaymin Hiperyiizeyleri

E"*! ile metrik tensorii
g=()=) dx @1
i=1
ile verilen n + 1 boyutlu Euclid uzayr gosterilsin ve bu uzaym Levi-Civita
konneksiyonu V olsun.
Burada E"*! Euclid uzayinin bir M hiperyiizeyi goz 6niine alinsin. M hiperyiizeyinin
Levi-Civita konneksiyonu V, birim normali N olmak iizere, her X,Y teget vektor alani
icin
VxY = VxY+h(X,Y)N (2.2)

VxN = —§(X) (2.3)

denklemlerine Gauss ve Weingarten denklemleri denir. Burada 4 yiizeyin ikinci asal

formu ve S ise sekil operatoriidiir. Diger taraftan, M hiperyiizeyinin Gauss tasviri

G:M—S'CcE"!,

seklinde tamimlanir. S sekil operatorii kendine es oldugu i¢in Se; = kje; i =1,2,...,n
olacak sekilde ki, ...., k, diizgiin fonksiyonlar1 ve ey, ....,e, vektor alanlar1 vardir. Bu
fonksiyonlara ve vektor alanlarina M hiperyiizeyinin, sirasiyla, asal egrilikleri ve asal

dogrultular1 denir. Ayrica ayrik i, j,l = 1,2,...,n indisleri i¢in

ei(kj) = awije;)(ki—kj), (2.4)
(L)ij(el)(ki—kj) = (D,-l(ej)(ki—k]) (2.5)



seklindeki denklemler Codazzi denklemleridir ki burada ;; ile
wij(er) = (Veeire;) (2.6)

seklinde verilen konneksiyon fonksiyonlar1 gosterilmistir.

Simdi n = 2 durumu goz Oniine alinsin. M yiizeyinin ortalama egriligi H ve Gauss

egriligi K
ki + ko
= 2.7
> (2.7)
K = kik (2.8)

olarak tanimlanir. H = 0 ise M ylizeyine minimaldir, K = 0 ise M yiizeyine diizdiir

denir. Ayrica, eger kj ve k asal egrilikleri bir f : R — R diizgiin fonksiyonu i¢in
ky = f (ki)

denklemini sagliyorsa, M yiizeyine Weingarten yiizeyidir denir. Ozel olarak, eger

ky =aky+b
ise M yiizeyine dogrusal Weingarten yiizeyi denir. @, ve ®, fonksiyonlar1

®) = (Ve e1,e2), mm=—(Ve,e2,e1)
olarak tanimlansin. Bu durumda Gauss denklemi
el(m) —ex(m)+of+03 = —K (2.9)

seklindedir.
Diger taraftan, M yiizeyinin teget uzaymnn bir {dy, dy} baz alani i¢in, bir

f € C=(M) fonksiyonunun gradiyenti

1

V= g11822 — (812)2 {(g22fc —g12fy) O+ (—g12fc +&11fy) Oy } (2.10)

formiilii ile tanimlanir. Eger e, e, ortanormal bir ¢at1 alani ise (2.10) denklemi

Vf=ei(f)er+exf)ez

halini alir.



2.2 L; Operatorleri

Bu alt boliimde Euclid uzayinda tanimli L operatorleri ile ilgili bazi temel kavramlar
ve sonuclar verilecektir. Bu kavramlar ile ilgili genis bir bilgiye, 6rnegin, [7] numarali
kaynaktan ulagilabilir.
E"*+! Euclid uzaymin bir M hiperyiizeyi géz 6niine alinsin. M hiperyiizeyinin asal
egrilikleri ky,k> ..., k, olmak iizere S sekil operatoriiniin n tane degismezi her p € M
icin

sk(p) = or(ki(p),.ska(p)), 1<k<n (2.11)

seklinde tanimlanir. Burada, oy : R” — R fonksiyonlar1 R" kiimesinde

Ok(Xt, o Xn) = Y Xi oo X (2.12)

i1<...<ig

seklinde verilen simetrik fonksiyonlardir. Yani,

O1(X1,.-0yXy) = X1 F+X2++Xx4

O (X1, s Xn) = X1X2+X2X3 4+ X1 Xp
O3(X1,. 5 Xn) = X1X2X3 +X2X3X4 + -+ 4 Xp_2Xp—1Xp
On(X1y.eyXpy) = X1X2---Xp

seklindedir. Ayrica, S sekil operatoriiniin karakteristik polinomu
n
i(t) =det(tI—8) = Y (—1)kspt"* (2.13)
k=0

yardimiyla belirlenen s; fonksiyonlari kullanilarak hiperyiizeyin ortalama egriligi Hy

(Z)szsk, 0<k<n (2.14)

denklemiyle tanimlanir. Ozellikle k = 1 oldugunda

e 1
Hy =~ ;1 ki = r—ltr(S) =H (2.15)
elde edilir.
Ayrica

H, =kiky- -k,



fonksiyonu, n = 2 iken yiizeyin Gauss egriligi, n > 3 iken de hiperylizeyin
Gauss-Kronecker egriligi olarak isimlendirilir.

Pe: 2 (M) — Z (M) ile verilen klasik Newton doniisiimleri
Po=1, P.=spl—SoP, | = (Z)HkI—SoPk_l k=12,...n  (2.16)

seklinde tanimlanir. Burada, [ ile 2" (M) nin birim operatorii gosterilmistir. Esdeger
olarak
P, = ;)(—1)Jsk_jsf = ];)(_1)1 (k ]) H,_ jsj 2.17)

seklinde yazilabilir. P, Newton doniisiimleri ile ilgili olarak

Li(f) = div(R(V(f)) (2.18)

seklinde tanimlanan ikinci dereceden dogrusal Ly : C*(M) — C*(M) operatorii goz
ontine alinsin. k& = 0 olmasi durumunda, Py = I oldugu i¢in Ly = —A olur. Burada A
ile M hiperyiizeyinin Laplace operatorii gosterilmistir. L; = [J operatoriine Cheng-Yau
operatorii denir, [1].

Dogrudan hesapla

Li(f) = div(A(V(/f))
= div(siVf=S(Vf))

- i div[siei(f)ei — S(ei(f)ei)]

i=1

Il
™=

~
—

div [(s1ei(f) —kiei(f))ei]

I
M=

N
I
—_
~.
I
—_

(Ve; [(s1 = kiei(f))] eisej)

|
1=

N
|
~.
I

(ej[(s1—ki)ei(f))]ei+[(s1 —ki)ei(f)] Ve;eire;)

—ki)ei(f)] <e,,e]> + [( )el(f)] <Vejeivej>

N
I

—_
~
I

—_

Il Il
™M= T
M: 'l:?x

ej[(s1—ki)ei(f)] &+ [(s1 — ki)ei(f)] wij(e))

i=1j=1

- Zl (61 =k)e( )+ L X | Y (51 — ks (ep)er(F)]
= i=1j=1

= i ,#.ei(kj)ei(f) + i(ﬂ —ki)eiei(f) +i i [(Sl _ki)wij(ej)ei(f)]
i=1j#i i= i=1j=



bulunur. Buradaki ilk terimde (2.4) denklemi ile verilen Codazzi denklemi kullanilirsa,

i i w;j(e;) (ki —kj)ei(f) + i(sl —ki)eiei(f) (2.19)

i=1 j=1 i=1

+ Z Z (s1—ki)w;j(ej)ei(f)

i=1j=1
elde edilir. Diger taraftan,
21 Z] ;j(ej) (ki = kj)ei(f) + Zl Z](Sl ki)wij(e;)ei(f)
i=1j= i=1j=
= L Y oyle))(si—kjeils)

I
—_
.
I
—_

I
1=
=

|
T

VN
S
~.
Y
~
S—

D
~
~~
~
N—

I
_

I

(

©
s
I
=~
~
SN——r
I
<
a
~.
SN—
~~
-
N~—

~
I
—_

olmasindan dolay1 (2.19) denklemi

n

Df = [Z (S1 — ki) (e,‘e,' — Vel.ei)

i=1

(f)

halini alir. Dolayisiyla, L] operatorii

(2.20)
i=1

0 = [i(sl—ki)(eiei_ve[ei)

olarak elde edilir. Diger taraftan, [J : C*(M) — C*(M) operatoriiniin dogal bir

genisletilmesi
0:C*(M,RY) = (M, R")
Oy = (Oy1,0vy,,....Oyy)

seklinde tanmimlanir. Burada, v : M — R¥ fonksiyonu y = (w1, y», . .., w;) seklindedir.

k = n+ 1 olmasi durumunda (2.20) denkleminden

Oy = z<s1—ki><veiveiw—VveiefW>]

UG = Z(sl - ki)(veive,‘G - vVeie,' G)




bulunur. Bu denklemden,

(DG)L = ( 1—kl’)kih(€i,€,')G

I

I
—_

(s1 ki)k?G

I
M=

|
/\ ~.

S1S2—3S3)G (2.21)

veE

O
Q
Pﬂ
[
M=

n
(s1 — ki) ei(ki)ei+kiveiei_Zwij<ei)kjej>
=1

~
—_

I
.ME

~
—_

(s1— ki) ei(ki)ei—zn:wi.i(ei)(ki—kj)ej)

J=1

(s1 —ki) | ei(ki)ei+ Y ej(ki)ei)

I

i=1 JF#i
= —Vs, (2.22)
elde edilir. (2.21) ve (2.22) denklemlerinden ise
0G = —VS2 — (S1S2 — 3S3)G (2.23)

bulunur. n = 2 olmasi durumunda asagidaki yardimci teorem elde edilir.

Yardima Teorem 1. M, E? uzayinda K Gauss egriligine ve H ortalama egriligine

sahip bir yiizey olsun. O zaman, M yiizeyinin G Gauss tasviri icin
UG = —-VK-2HKG (2.24)
elde edilir.

Actklama 2.1. E? uzayindaki bir M yiizeyine eZer asal egrilikleri sabitse

izoparametriktir denir. Bu durum asagidaki i¢ durumdan birinde miimkiindiir.

* M bir diizlemin acik bir parcasidir. Bu durumda, G sabit bir vektor oldugu i¢in
LG = 0 olur ve (1.1) denklemi C = —G vektorii i¢in de saglanir. Yani, M yiizeyinin

ikinci cesit [] noktasal 1-tipinden oldugu soylenebilir.
* M bir ¢embersel dik silindirin acik bir parcasidir. Bu durumda [JG = 0 olur.

* M bir kiirenin agik bir par¢asidir. Bu durumda 0OG = AG olur.
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3. NOKTASAL 1-TIPINDEN GAUSS TASVIRI
Bu béliimde ilk olarak E? Euclid uzayindaki [J noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip yiizeyler ile ilgili elde edilmis sonuclarin bir kismi detayli olarak anlatilacaktir.
Daha sonra ise bu sonuglarin bir genellestirilmesi elde edilecektir.

Asagidaki yardimci teorem daha sonraki sonuglarin elde edilmesi i¢in kullanilacaktir.

Yardime1 Teorem 2. [9, 10] B3 Euclid uzayindaki yonlendirilmis bir M yiizeyi iz
ontine alinsin ve bu yiizeyin asal egrilikleri ile asal dogrultulari, sirasiyla, ky,k; ile

e1,ey olsun. C € C*(M,E3) vektor alan ancak ve ancak

e1(C1) = 0C+kCs, 3.1
e1(C) = —mCy, 3.2)
e1(C3) = —kCy, 3.3)
e2(C) = mGy, (3.4)
e2(C) = —Ci+kCs, 3.5)
e (C3) = —koC, (3.6)

esitlikleri saglanirsa sabittir. Burada, C; = (C,e), C; = (C,ez), C3 = (C,G),
0 = (Ve e1,e2), 0 =—(V,,ea,e1) seklindedir.

Ispat. G, M yiizeyinin Gauss tasviri olmak iizere bir C vektor alani
C=Cie1 +Crer + 3G
seklinde yazilir. Dogrudan yapilan hesaplamalarla,

Vo, C = e1(Cr)er +e1(Cr)er+e1(C3)G+C1V,, e +CaV, e
+C36e1 G7

= e1(Cr)e;1+e1(Cr)er+er(c3)G+C(mrer +k1G) — Croeg

—Cskyey,
= (e1(C)) —01Cy — k1 C3)e; + (€1(C2) + 0, Cy)en (3.7)
+(e1(C3) +k1C1)G

11



veE

<

,C = ez(Cl)el+e2(C2)ez—}—ez(C3)G+Clveze1+C2662e2
+C3V,, G,
= e(C1)e1+ex(Cr)er +€2(C3)G+C1 Ve, e1+CaVey €0
+C3V,, G,
= (e2(C1) — nCr)er + (e2(Ca) + @aCi — kaC3)er (3.8)

+(e2(C3) + k2 C2)G

elde edilir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinden dolay1 ﬁel C=0ve @ez C = 0 olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart, sirasiyla, (3.1)-(3.3) ve (3.4)-(3.6) denklemlerinin saglanmasidir.
Il

3.1 Sabit Egrilikli Yiizeyler

Bu alt boliimde [9] numarali makalede elde edilmis olan sonuglarin bazilar1 genis bir

sekilde aciklanmistir.

Teorem 1. E’ Euclid uzayindaki bir M yiizeyinin LG = 0 denklemini saglamas: icin

gerek ve yeter sart diiz olmasidir.

Ispat. Gerek sartin ispati icin [JG = 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda (2.24)
denkleminden

VK +2HKG =0

bulunur ve bu esitligin teget ve normal kisimlardan ise Ky € R olmak iizere, sirasiyla,

K = Ko

2KbH = 0 (3.9)

elde edilir. Ky # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda (3.9) denkleminde H = 0 elde
edilir H =0 ve K = Kj oldugu i¢in M yiizeyi izoparametrik ve minimal olur.
Dolayistyla, M bir diizlemin agik bir parcasidir. Fakat bu durum Ky # 0 olmast ile
celisir. Sonug olarak M diizdiir. Asagidaki teoremin ispati Yardimci Teorem 1’den

hemen goriiliir. ]

12



Teorem 2. B> Euclid uzayinda yonlendirilmis bir M viizeyinin birinci cesit O noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter sart sabit Gauss egriligine

sahip olmasudir.

Teorem 3. E* Euclid uzayinda yonlendirilmis bir M vyiizeyinin birinci ¢egit O
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart diiz veya bir kiirenin

actk bir parcasi olmasidur.

Ispat. M yiizeyi birinci gesit [J 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olsun. Yardimci

Teorem 2.1 den dolay1 M yiizeyinin G Gauss tasviri bir A sabiti i¢in
0G=AG
denklemini saglar. K = Ky # 0 sabit olsun. O zaman
—2KoH =\

denklemi ve buradan H = sabit elde edilir ve H = sabit oldugundan M izoparametrik

olur. M, izoparametrik ve K # 0 oldugundan bir kiirenin agik bir pargasidir. 0

Onerme 1. E3 Euclid uzaymdaki baglantli minimal bir M yiizeyinin ikinci cesit O
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast icin gerek ve yeter sart M yiizeyinin

bir diizlemin agik parcast olmasidir.

Ispat. Eger M vyiizeyi ikinci ¢esit [J noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip ise
o zaman (2.12) denklemi C # 0 sabit vektorii ve diizgiin bir f fonksiyonu igin
saglamr. & = {p € M | f(p) # O} kiimesi tamimlansin. Simdi & # 0 oldugunu
kabul edelim. M minimal bir yiizey oldugundan (2.11) ve (2.12) denklemlerinden
f(G+C) = —VK denklemi elde edilir. Bu denklemin iki tarafinin G ile i¢ ¢arpimi

alinirsa C3 = (C,G) = —1 bulunur. C vektoriiniin sabit olmasindan dolay: (3.3) ve
(2.6) denklemlerinden, k; = —k, olmasindan dolay1
k1Ci =kyCy =0 (3.10)

olur. Eger M iizerinde k| = 0 ise S = 0 olur ki bu durum M yiizeyinin bir diizlemin
acik bir pargasi olmasi gerektigini gosterir. Simdi ¢, = {p € M | k;(p) # 0} agik
kiimesinin bos olmadig1 varsayilsin. Bu durumda (3.10) denklemlerinden &' iizerinde

C1 = C; = 0 bulunur. Boylece, C # G olur ve 0, kiimesi diizlemin agik bir pargasi

13



olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle &> = 0 elde edilir ki bu da & kiimesinde k; = 0
oldugu anlamina gelir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, &' = @ olmalidir ki bu durum M
yiizeyinin bir diizlemin agik pargasi oldugunu gosterir.

Yeter sartin ispati i¢in, M yiizeyinin bir diizlemin agik bir parcasi oldugu varsayilsin.
Bu durumda M yiizeyinin Gauss tasviri bir Gg € R? sabit vektorii icin G = Gy olur ki
bu da JG = 0 denklemini saglar. Bundan dolay1 (2.12) denklemi C # Gy ve diizgiin
bir f fonksiyonu i¢in saglanir. Buradan M yiizeyinin ikinci cesit [ noktasal 1-tipinden

Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir. O]

Teorem 4. [9] E> uzaymn sabit ortalama egrilige sahip, baglantili bir M yiizeyi giz
oniine alinsin. O zaman M yiizeyi L1 I-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek
ve yeter sart M yiizeyinin bir kiirenin, bir dik cembersel silindirin veya bir diizlemin

bir agik parcast olmasidur.

Ispat. ki,ko M yiizeyinin asal egrilikleri ve ej,e, ise karsilik gelen asal dogrultular

olsun. M yiizeyi sabit ortalama egrilige sahip oldugundan, bir 4 sabiti i¢cin
ki +k» = hg

olur. Buradan

ei(ki) = —ei(ks), i=1,2 (3.11)

sonucu elde edilir. Simdi, M yiizeyinin [J 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
varsayilsin. O zaman f = A sabiti ve C sabit vektorii i¢in (1.1) denklemi saglanir. Bu

nedenle, (1.1) ve (2.24) denklemlerinden
—VK —hyKG=A(G+C) (3.12)

denklemi elde edilir. (2.4), (3.11) ve (3.12) denklemlerinden

7LC| = —el(K) :el(kl)(kl —kz), (3.13)
AC = —ex(K)=ex(ki) (ki —k2), (3.14)
A(C3+1) = —hoK (3.15)

denklemleri bulunur. (3.15) denkleminin e; vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.13)

denklemi kullanilirsa

lel(C3 + l) = —h()el(K) = AhoCy (3.16)
14



elde edilir. A = 0 ise o zaman [JG = 0 elde edilir ve Teorem1’den dolay1 M yiizeyi diiz

olur. Dolayisiyla M yiizeyi izoparametriktir. A # 0 ise (3.16) denkleminden

e1(C3) = hoCi (3.17)
denklemi bulunur. (3.3) ve (3.17) denklemlerinden

Ci(ho+k)=0 (3.18)

bulunur. Ayni sekilde, (3.15) denkleminin e, vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.14)

denklemi kullanilirsa
Aer(C3+ 1) = —hper(K) = AhoCs (3.19)
elde edilir. A = 0 ise o zaman [JG = 0 elde edilir ve Teorem1’den dolay1 M yiizeyi diiz
olur. A # 0 ise (3.19) denkleminden
e2(C3) = hoCy (3.20)
denklemi elde edilir. (3.6) ve (3.20) denklemlerinden
Ca(ho+k2) =0 (3.21)

bulunur. & = {p € M | k; # 0,ky # 0} acik kiimesi goz Oniine alinsin. O zaman
C1 = C; =0 elde edilir. Bu durumda (3.13) ve (3.14) denklemlerinden K = sabit elde

edilir ve yine M yiizeyi izoparametrik olur. [

3.2 Sabit Asal Egrilikli Yiizeyler

Bu alt bolimde E* Euclid uzayindaki asal egriliklerden biri sabit olan yiizeyler
incelenecek ve bu tiir yiizeyler i¢in bir teorem verilecektir.

M, E? Euclid uzayinda bir yiizey ve e, e, asal dogrultular, k1, k> bunlara karsilik gelen
asal egrilikler olsun. k&, asal egriliginin sabit oldugu varsayilsin. Bu durumda, (2.4)

Codazzi denklemi
ex(kr) = (ki —ka), (3.22)

0 = (ki—k) (3.23)
seklini alir. (3.23) denkleminden dolayr w, = 0 olur. Dolayisiyla, (2.9) Gauss
denkleminden

er(w) = 0f +K (3.24)
bulunur, [9].
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Teorem 5. [9] M, E® Euclid uzayinda sabit egrilikli bir yiizey olsun. O zaman, M
yiizeyinin [ I-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart bir diiz

yiizey veya kiirenin ag¢ik bir parcasi olmasidtr.

Ispat. M, E? Euclid uzayinda k, sabit egriligine ve (] 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olsun. Ayrica kp # 0 durumu incelenecek olsun. Bu durumda (1.1) denklemi f = A

sabiti ve C vektoril i¢in saglanir. Bu nedenle (1.1) ve (2.24) denklemleri kullanilarak
—VK—-2HKG=A(G+C) (3.25)

elde edilir. (3.25) denkleminin, e, e, vektor alanlart ve G Gauss tasviri ile i¢ ¢carpimi

alinir ve (3.22) denklemi kullanilirsa

ACT = —key(ky) (3.26)
ACQ = —kw (k] — kz) (3.27)
)«(C3+1) — —klkz(kl +k2) (3.28)

elde edilir.

U ={p | ki(p) # 0ve ki(p) # ka} agik kiimesi gbz oniine alinsin ve &, % agik
kiimesinin baglantili bir a¢ik kiimesi olsun. %/ kiimesinin bog oldugu gosterilecektir.
O kiimesinde (3.23) denklemi @, = 0 i¢in saglanir. k # 0 ve & # 0 olsun. Eger acik
bir &, C O pargasinda @; = 0 olursa ®; = w, = 0 elde edilir ve &, diiz olur ki bu
durum c¢eligkidir. Bu nedenle, genelligi kaybetmeden yerel olarak & acik kiimesinde

@, # 0 kabul edilsin. (3.22) ve (3.28) denklemlerinden
AerCs = —kyy (ky — ko) (2k1 +k2) (3.29)
elde edilir. Daha sonra, (3.27) ve (3.29) denklemleri (3.6) denkleminde kullanilirsa
koo (ki — ko) (2ky + ko) = —k3 01 (k1 — k2) (3.30)
denklemi bulunur. Bu denklemin yeniden diizenlenmesiyle
o) (k) —k2) (k1 +k2) =0 (3.31)
bulunur. Eger & iizerinde @; = 0 ise @; = @, oldugundan dolay1 & tizerinde

K =R(ej,er,e1,e2) = <Ve|Veze1 — V¢, Ve €1 _V[el,ez]el =0 (3.32)
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olur ve ¢ diizdiir. Aksi takdirde & kiimesinin 03 = {p € & | w;(p) # 0} alt kiimesi
izerinde, (3.31) denkleminden dolay1 k; + k; = O olur ki, k, sabit oldugu icin O3
izoparametrik ve minimaldir. Dolayisiyla 3 diizlemin agik bir parcasidir ve diizdiir.
Fakat bu durum &’nun tanimiyla ¢elisir. Dolayisiyla &3 bos kiimedir ve & iizerinde
®; = 0 olur. Bu durumda (3.32) denklemi & iizerinde saglanir ve bu da ¢’ nun diiz
oldugunu gosterir. Sonug olarak %/ kiimesi bos kiime olmalidir. Yani M iizerinde
k1 = kp veya ki = 0 olur ki bu da M yiizeyinin ya diiz oldugunu ya da bir kiirenin ac¢ik

bir parcasi oldugunu gosterir. [

3.3 Weingarten Yiizeyleri

Bu alt boliimde yeni bir sonug olarak asagidaki teorem elde edilecektir.

Teorem 6. E3 Euclid uzayindaki dogrusal bir Weingarten yiizeyinin Cheng-Yau
operatoriine gore ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast icin

gerek ve yeter sart bu yiizeyin bir diizlemin agik bir parcast olmasidir.

Ispat. E? Euclid uzayindaki bir M dogrusal Weingarten yiizeyi goz Gniine alisin ve

bu yiizeyin asal egrilikleri ky, ko, asal dogrultulari ise eq, e; olsun. Bu durumda
ky =aki+b a,beR (3.33)

olur ve M yiizeyinin K Gauss egriligi ile H ortalama egriligi

K = ak}+ bk (3.34)
(a+Dky b

= =4 3.35

D) (3.35)

seklinde elde edilir. (2.24),(3.34) ve (3.35) denklemlerinden
0OG = (2aky +b) [(e1 (ki )e1 +ea(ki)ea) + ((a* +a)ki + (2ab + b)ki + b*k1)G|3.36)

bulunur. $imdi M ylizeyinin ikinci cesit noktasal 1 tipinden Gauss tasvirine sahip
oldugu varsayilsin. Bu durumda (1.1) denklemi bir C # 0 vektorii i¢in saglanir. (1.1)
ve (3.36) denkleminden

fCi = (2ak;+Db)e;(ky), (3.37)
fC, = (2aki+Db)ey(ky), (3.38)
fA+C) = [((@®+a)ki+ (2ab+Db)k; +b*ki)] (3.39)
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elde edilir. (3.39) denkleminin her iki tarafinin e; vektor alanina gore tiirevi alinirsa
e1(f)(C3+ 1)+ fe1(C3) = ei (ki) [3(a® +a)ki +2(2ab + b)ki + b?] (3.40)
elde edilir. Bu esitlikte (3.39) denklemi kullanilirsa,
e1(f)(C3+ 1) = fki(C1) + e (ki) [3(a* +a)kT +2(2ab + b)k) +b?] (3.41)

olur. (3.39) ve (3.41) denklemleri kullanilarak,

e1(f)
f

elde edilir. Eger oy fonksiyonu (3.43) denklemindeki f fonksiyonunu saglayacak

(3a* + 5a)k3 + (4ab + 3b)k; + b*
kq (alq —l—b) [(a—|— l)kl —l—b]

= €1 (kl) (3.42)

sekilde tanimlanirsa (3.42) denkleminden
ei(a) =0
bulunur. Dolayisiyla,
f = ouki(aky +b)? ((a+ Dk +5) D | e(oy) =0 (3.43)

olur. Benzer sekilde (3.39) denkleminin bu kez e; vektor alanina gore tiirevi alinir ve

gerekli iglemler yapilirsa,
e2(f)(C3+1) = fka(Co) +e1 (ki) [3(a® +a)ki +2(2ab + b)k + b?] (3.44)

olur. (3.39) ve (3.44) denklemlerinden ise,

5a® +3a)k? + (7ab + 2b)k; + 2b*
f) _ . ) 50+ 30K+ (Tab - 2b)k + 545)
f ki(aky +D)[(a+ 1)k + D]
elde edilir ve f fonksiyonu benzer sekilde
f =k (aky +b) ((a+ Dk + b)Y er(ay) =0 (3.46)
olarak bulunur. (3.43) ve(3.46) denklemleri kullanilarak,
a1g1 — g2 =0 (3.47)
bulunur. Burada
g1 = ouky(aky+b)?((a+ Dk +b)>/ @) (3.48)
g2 = k3 (aki+b)((a+ 1)k +b)>/ @D (3.49)
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seklindedir.
(3.37) ve (3.38) denklemleri, sirasiyla, C, ve C; ile carpilir ve elde edilen denklemler

taraf tarafa cikarilirsa
lea(k1)C1 — ey (k1)Ca] (2ak; +D) =0 (3.50)

esitligine ulasilir. Eger 2ak; + b = 0 ise M yiizeyi sabit asal egrilikli olacaktir. Bu

durumda ise Teorem 5’den dolay1 ispat tamamlanir. Dolayisiyla (3.50) denkleminden
[ez(kl)cl —el(kl)cz] =0 (3.51)

elde edilir.
Diger taraftan, (3.37) denkleminin e, vektor alanina gore ve (3.38) denkleminin e

vektor alanina gore tiirevi alinir ve elde edilen denklemler taraf tarafa cikarilirsa,

ex(f)C1—e1(f)C2=0 (3.52)
elde edilir.
(3.51) ve (3.52) denklemleri birlestirilirse
62(](1) —el(kl) C1 . 0
(ez(f) —~e1(f) )(Cz ) - ( o) (3-53)
elde edilir.

Durum 1. C; = (G, = 0. Bu durumda (3.3) ve (3.6) denklemlerinden dolay1 C3 =
1

sabit olur. Dolayisiyla G = C—C sabit bir vektor olur. Yani M bir diizlemin agik bir
3

parcasidir. Bu durumda ispat tamamlanr.

Durum 2. (C;,C;) # (0,0). (3.53) denkleminden

e1(ky)ea(f) —ex(ky)er(f) =0, (3.54)
elde edilir. (3.43) ve (3.46) denklemleri (3.54) denkleminde yerine yazilirsa,

0= ey (ki)ea(k1) [oap1 — a1 pa] (3.55)
bulunur. Burada,

p1 = (3ak?+2bky) ((a+ ki) +b6) '+ 2a3K3 +2abk3) ((a+ 1)k +b) 17 |

pr = (3a*K}+4abky +b) (a-+1)ki +b)* " + (207K} + 4abk} + 2bky )it
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seklindedir. (3.55) denkleminden,
opr—aipr=0
bulunur. Diger taraftan, (3.43) ve (3.56) denklemlerinden

q = (aky+0b),
g = ki((a+1)k +b)>a-D/@r)

olmak iizere,

q10 —q200 =0

denklemine ulagilir. (3.56) ve (3.57) denklemlerinin birlestirilmesinden

g1 —q a \_ (0
P2 D1 05} 0
bulunur. f # 0 oldugu icin (3.58) denkleminden

P2g2 —p1g1 =0

(3.56)

(3.57)

(3.58)

elde edilir. Buradaki pip,p>,q1,92> fonksiyonlar1 yerine yazilirsa bir 7 diizgiin

fonksiyonu i¢in,

T(kl) =0

denklemine ulasilir ki, bu da k;’in sabit oldugunu gosterir. M dogrusal bir Weingarten

yiizeyi oldugu i¢in k> de bir sabittir. Yani, M izoparametrik bir yiizeydir. Ag¢iklama

1’den dolay1 ispat tamamlanr.
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4. GENELLESTIRILMIS 1-TIPINDEN GAUSS TASVIRI
Bu boliimde Euclid uzayinda genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirleri ile ilgili yeni

sonuclar elde edilecektir.

4.1 Minimal Yiizeyler

Bu alt boliimde minimal bir yiizeyin genellestirilmis [ 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip olmasi ile ilgili baz1 sartlar elde edilmistir.

Onerme 2. M, E? Euclid uzaymda minimal bir yiizey olsun. M yiizeyinin

genellestirilmis L1 I-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart
0] <C,€1>—|—0)2<C,€2>:0 “4.1)

denkleminin saglanmasidir.

Ispat. M genellestirilmis (] 1-tipinden Gauss tasvirine sahip minimal bir yiizey olsun.

Bu durumda diizgiin fi, f> # 0 fonksiyonlar1 i¢in

UG =—-VK -2HKG = fiG+ /ol 4.2)
saglanir. M minimal bir yiizey oldugundan H = 0 ve k; = —k; olur. Dolayisiyla,
K = —ii,
VK = =2k (61 (kl)el —i—ez(kz)ez)

olur. (4.2) denkleminin sirasiyla e, e, vektor alanlart ve G Gauss tasviri ile i¢ ¢carpimi

alinirsa

2kiei (ki) = foaly,
2kiea(ky) = foCo,

-1 = LG
denklemleri elde edilir. Bu denklemler ve (2.4) denklemi kullanilirsa
—4kiw, = fiCy, (4.3)
4oy = f, (4.4)
- = LG 4.5)
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olur. (4.3) ve (4.4) denklemleri sirasiyla @; ve @, ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa
f(01C1+CG) =0 (4.6)

denklemi elde edilir. f> = 0 olmasindan dolay1 (4.6) denklemi (4.1) denklemini verir.
Yeter sartin ispat1 i¢in M yiizeyinin minimal oldugu ve (4.1) denkleminin bir C sabit
vektorii icin saglandigi varsayilsin. Eger (C,e ) = (C,e) = 0 ise (4.1) denklemi 6zdes
olarak saglandigindan ispat tamamlanir. Simdi (C,e;) # 0 varsayilsin. Bu durumda,

4k

f1:—f2<C,G>, = <C,€1> (<C,€1>7£O)

secilirse (1.2) denklemi saglanir. Yani, M yiizeyi genellestirilmis [J 1-tipinden Gauss

tasvirine sahiptir.

]
Asagidaki teoremde minimal bir yiizeyin genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi i¢in bir gerek sart bulunmustur.

Onerme 3. M, E? Euclid uzaymda minimal bir yiizey olsun. Eger M genellestirilmis

L1 I-tipinden Gauss tasvirine sahip ise

wie)(0)) — 0ier () = o (03 + P —K) 4.7)

denklemi saglanir.

Ispat. M genellestirilmis (] 1-tipinden Gauss tasvirine sahip minimal bir yiizey olsun.
~ 2

Bu durumda (4.3) ve (4.4) denklemleri saglanir. f> = % olsun. Bu durumda (4.3) ve

(4.4) denklemleri

C, = —fwom (4.8)
G = fHo (4.9)

halini alir. (4.8) denkleminin e; vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.1) denklemi

kullanilirsa

e1(C1) = e1(foan) = —e1 (K)o — frei(mn) = Hhot +kCs

denklemi elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle,

S
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bulunur. Aym sekilde (4.9) denkleminin e; vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.2)

denklemi kullanilirsa

e1(Cy) = e1(Ho1) = e1(H) 01 + frer () = oy

denklemi elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle,

7N fzwlwz —f2€1w1

4.11
e1(f2) o (4.11)
bulunur. (4.10) ve (4.11) denklemlerinden dolay1
F0] + ki o1Cs+ Horer () = Hane (o) — Hro0F (4.12)

olur. Diger taraftan, (4.8) denkleminin e, vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.4)

denklemi kullanilirsa,

e2(C1) = —ex (o) = —ex(fo) o — frea () = fro1 0,

denklemi elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle

fro10,+ frex(on)
(0]

bulunur. Aym sekilde (4.9) denkleminin e, vektor alanina gore tiirevi alinir ve (3.5)

er(fa) =—

(4.13)

denklemi kullanilirsa

e2(C2) = e2(oon) = ex( o) o1 + faea (1) = fr03 — ki C3

denklemi elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle
~ faea(o) +kiCs — fH03)

=— 4.14
ea(f2) o (4.14)
bulunur. (4.13) ve (4.14) denklemlerinden dolay1
B (0}or + ores () = Hrones(@r) + ki 0:Cs — fro3 (4.15)
olur. (2.9), (4.12) ve (4.15) denklemlerinin kullanilmasiyla
L(oe(o)—Ko) = froe (o) —koCs (4.16)
f(mer(m)—Km) = —hoier(w)+kioCs (4.17)

denklemleri elde edilir. (4.16) ve (4.17) denklemleri sirasiyla @, ve @ ile ¢arpilip

taraf tarafa toplanip diizenlenirse

fza)] (0)) [62(601) — €] (602) — ZK] = fz [(1)2261 (601) — a)lzez(wz)} (4.18)

elde edilir. (2.9) ve (4.18) denklemleri birlestirilirse (4.7) denklemine ulagilir. ]
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4.2 Helikal Yiizeyler

M, E? Euclid uzayinda yer vektorii
F(y,t) = (¢ +at,ycost,ysint) (4.19)

ile verilen helikal bir yiizey olsun. Burada a sabit bir say1 ve ¢ = ¢(y), R’nin agik
araliginda tanimli ve tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

a = 0 ise M profil egriligine sahip donel bir yiizey olur. a # 0 ise M yiizeyine gercek
bir helikal yiizey denir.

Dogrudan yapilan hesaplamalar ile,

Fy = ((P/7()OSI’,Sil'll’)7 E = (a7 _ySIIlt,yCOSt),

" (4.20)
Fyy = (¢ ,0,0), F; = (0,—sint,cost), F;; = (0,—ycost, —ysint)
elde edilir. Bu tiirevler kullanildiginda
2
gu=9 +1,80=ad, gn=a>+)
hir = y¢,2 , hip = _Z :
(a2 +y2(9" +1))!/2 (2 +y2(9" +1))1/2 2D
242
ha = Y ?2
(a? +y2(9" +1))1/2

elde edilir. Burada, g ve h ile M yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlari

gosterilmigtir. Bu denklemler kullanilarak M yiizeyinin ortalama H egriligi ve Gauss

K egriligi
y3¢/¢// —a2
K=K = 4.22
(y) (a2+y2(¢/2+1))2> ( )
_ 39" (@ ) +2a%9 + (9" +1)y%9
H _H(y) - 2(a2+y2(¢/2 + 1))3/2 (423)

seklinde elde edilir. Ayrica M yiizeyinin Gauss tasviri

1
(a2 +y2(¢" +1))1/2
olur. (2.10) ve (4.21) kullanilarak

/

. K
A +y2(¢" +1)

elde edilir. Daha sonra (2.24), (2.10), (4.30) ve (4.34) denklemleri kullanilarak

G(F(y,t)) = (y,asint — y(l)/ COSt,—acost — yq)/ sint)  (4.24)

((a2 +32)dy — a¢’at) (4.25)

OG(F (y,t)) = (C(y),A(y) cost + B(y) sint,A(y) sint — B(y) cost) (4.26)
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elde edilir. Burada

(@ +y*) K 2yHK¢'
Aly) = — / (4.27)
0) @+ (0" +1) (2432 (9% +1))"?
ayq)/K/ 2aHK
By) = — - (4.28)
(y> a2+y2(¢ +1) (a2+y2(¢/2+1))1/2
2 / /
C(y) Yo R 2HK (4.29)

@+ (9" +1)  (a24y2 (97 +1))
seklindedir, [10].
Ik olarak a = 0 durumu, yani M yiizeyinin bir dénel yiizey oldugu durum goz oniine

alinacaktir.

F, = ((Pl,cost,sint), F, = (0, —ysint,ycost),

" (4.30)
Fyy = (¢ 0,0), F; = (0,—sint,cost), F;; = (0, —ycost,—ysint)
olmasindan dolay1 (4.20) denklemi
n 2
guu=9¢ +1,82=0 gn=y
hll _ y(p// h12 . h22 . y2¢2 (431)
02(9" + 1))/ ’ (2(9" +1))1/2
halini alir. Ayrica, (4.22) ve (4.23) denklemlerinden
y3¢/¢//
K=K()) = — 5, (4.32)
(y* (9" +1))
3 " 2 2 /
+ +1
H=H@y) = 22 - (9 )3y/2¢ (4.33)
2(y*(¢” +1))
elde edilir. M yiizeyinin Gauss tasviri ise,
1 / /
G(F(y,t)) = - y,—y@® cost,—y@ sint (4.34)
seklindedir. (4.26) denkleminden ise,
OG(F(y,1)) = (C(y),A(y) cost,A(y) sin?) (4.35)
elde edilir. A ile C fonksiyonlari
2K’ 2yHK ¢’
A(y) = - ) y/z )jz (P ]/27 (436)
(9" +1) (9" +1))
2 ! /
vo K 2yHK
Cly) = — 5 (?2 — B i (4.37)
YOT D) (32(9"” 1))
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halini alir. M yiizeyinin genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
varsayilsin. Bu durumda (1.2) denklemi f;, f> diizgiin fonksiyonlar1 ve bir C sabit

vektorii i¢in saglanir. (1.2), (4.34) ve (4.35) denklemlerinden

Cly) = (yz(q),szl))l/z‘FfZCl, (4.38)

A(y)cost = _flyqblcosf/ﬁ £, (4.39)
(2(¢” +1))

A(y)sint = fly‘z’lsmtl e (4.40)
(2(¢" +1))

elde edilir. Bu denklemlerden dolay1, C; # 0 olmak iizere C = (C},0,0)

' K(¢ +y)
Ci(9”+1)

2
K
fi=—2 “2HK fo=-—

/ 1/2
(207 +1)"
elde edilir. Bu durumda (1.2) denklemi, C = (C},0,0) olmak iizere (4.41) denklemi ile

(4.41)

verilen f] ve f, fonksiyonlari i¢in saglanir. Dolayisiyla, asagidaki sonug elde edilmis

olur:

Teorem 7. [14] E? Euclid uzayindaki her donel yiizey genellestirilmis O 1-tipinden

Gauss tasvirine sahiptir.

Simdi a # 0, yani M yiizeyinin genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
varsayilsin. Bu durumda (1.2) denklemi f;, f> diizgiin fonksiyonlar1 ve bir C sabit

vektorii i¢in saglanir. (2.24), (4.24) ve (4.26) denklemleri kullanilirsa

cly) = J1y +hC, (4.42)

(@ +32 (97 +1))'"

fi (a sint —yq)'cost)
A(y)cost + B(y)sint = i/ + fC, (4.43)
(@452 (0° +1))

fi (acost -l—y(p/ sint)
A(y)sint — B(y)cost = — 2 TG (4.44)

(4% (9" +1))

S

, 1/2
(@502 (9% 1)
cost ve sint ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

elde edilir. F; = olsun. (4.43) ve (4.44) denklemleri sirasiyla

Aly) = —Fly(])/ + f2(Cycost +Cssint) (4.45)
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bulunur. Benzer sekilde (4.43) ve (4.44) denklemleri sirasiyla sint ve —cost ile

carpilip taraf tarafa toplanirsa
B(y) = —Fia+ f»(Cysint — C3 cost) (4.46)

elde edilir. (4.45) ve (4.46) denklemleri sirasiyla a ve yq)/ ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa
aA(y) +yB(y)¢, =f (a(Cg cost + Cssint) -|—y¢, (Cysint —C3 cost)> (4.47)

elde edilir. Bu denklemden

_ aA(y) +yB(y)¢’
a(Cycost +Cssint) +y¢'(Cy sint — C3 cost)

/2

bulunur. f; degeri (4.45) denkleminde yazilirsa

A(y)(C3cost —Cysint) + B(y)(Cy cost 4 Cs sint)
a(Cycost +Cssint) +y¢'(Cy sint — C3 cost)

=

bulunur. F ve f, degerleri (4.42) denkleminde yazilip diizenlenirse

" + Y cost+ y3sint =0 (4.48)
elde edilir. Burada,
n = Ci(aA+y¢ B), (4.49)
B = GOBG)—aC(y)+CAY)+y$ C()), (4.50)
B = Ca(—yA(y) —y9' C(y) +C3(yB(y) —aC(y)) (4.51)

seklindedir. (4.48) denkleminden dolayr 73 = %» = 13 = 0 olmaldir. p» = =0

denklemlerinden

(s, e (&)=(0)  wo

bulunur.

Durum 1. (C;,C3) # (0,0). Bu durumda (4.52) denkleminden,

A2
(B) —aC(y)) + (yA0) +C0)0') =0

bulunur. Bu denklem

(yA(y) +C(y)¢'> =0, (yB(y)—aC(y))=0 (4.53)
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durumlarinda saglanir. (4.28), (4.29) ve (4.53) denklemlerinden dogrudan hesapla
K =0 elde edilir. Bu durumda K = sabit olur.

Durum 2. (C; = (3 =0. Bu durumda (4.43) ve (4.44) denklemleri C; = C3 = 0 i¢in

¢coziiliirse
—fiy9'
Aly) = ,
(@ +y2 (97 +1))'?
fia
B(y) =
(a+32 (9" +1)) '

elde edilir. Bu denklemler diizenlenirse,
aA(y)+y¢ B(y) =0
elde edilir. Bu denklem (4.27) ve (4.28) ile birlestirilirse
ak’ (a2 12 (0" + 1)) —0

bulunur. Bu durumda a =0 veya K =0 olur. a = 0 olmasit durumunda M yiizeyi donel
bir yiizey olur. K = 0 olmasi durumunda ise K = sabit olur. Dolayisiyla, asagidaki

sonug elde edilmis olur:

Teorem 8. E* Euclid uzayindaki bir helikal yiizeyin genellestirilmis [ I-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart o yiizeyin ya bir donel yiizey

olmast ya da sabit Gauss egriligine sahip olmasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde E? Euclid uzayindaki yiizeylerin Gauss tasvirlerinin tiplerine gore
siniflandirilmalariyla ilgili bazi teoremler calisiimistir. Cheng-Yau operatoriine gore
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip sabit ortalama egrilikli ve sabit esas egrilikli
yiizeyler ile ilgili yakin ge¢cmiste elde edilmis sonuglar detaylica verilmistir. Ayrica,
Teorem 6 ile dogrusal Weingarten yiizeyleri ile ilgili siniflandirma elde edilmistir. Bu
sonug, daha onceki sonuglarin bazilarinin genisletilmesidir.

Doérdiincii boliimde, yakin zamanda verilmis olan genellestirilmis 1-tipinden Gauss
tasviri ile ilgili baz1 incelemeler yapilmustir. Yeni birer sonug olan Onerme 2, Onerme
3 ve Teorem 8’de bu dogrultuda bazi ilerlemeler kaydedilmistir.

Yakin gelecekte bu teoremlerin Riemann uzay formlarindaki kargiliklar1 bagka
geometriciler tarafindan da caligilabilir. Ozellikle Weingarten yiizeyleri ile ilgili

verilmig olan Teorem 6’nin hiperyiizeyler i¢in de ¢alisilabilecegi diistiniilmektedir.
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