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F, x (F,+vF,) HALKASI UZERINDE LINEER KODLAR

OZET

Kaynaktan aliciya bilgi transferi sirasinda giiriiltii ismi verilen etkenler sebebiyle
iletisim kanalinda hatalar meydana gelmektedir. Bu hatalarin tespiti ve miimkiinse
diizeltilmesi kodlama teorisi alaninin ¢aligma konusudur. Kodlama teorisi alaninda
ilk calismalar cisimler iizerinde iken daha sonra halkalar iizerinde de c¢alisilmaya
baglanmigtir. Halkalar iizerindeki kod ailelerinin Gray doniisiim ismi verilen 6zel
bir doniisiim altindaki goriintiilerinin literatiirdeki kodlardan daha fazla hata diizeltme
kapasitesine sahip oldugu tespit edilmistir. Bu yiizden halkalar tizerindeki kodlar daha
fazla galisilmaya baglanmustir.

Bu calisma bir halka iizerindeki kodlart incelediginden, ilk olarak Bolim 1°de
literatiirde halkalar lizerinde yapilan kodlama teorisi ¢alismalar1 hakkinda bir literatiir
calismasi yapilmigtir. Daha sonra Boliim 2°de kodlama teorisi, halkalar, sonlu cisimler
ve lineer kodlar hakkinda bazi temel bilgiler verilmistir.

Kendi i¢inde 6 alt boliime ayrilan Boliim 3’te ise asil calisma bulunmaktadir. Boliim
3.1’de v = v olmak iizere R = F, x (F, +vF,) halkasinin yapisi tanitilmis ve R
halkasindan IF;” cismine iki tane Gray doniisiim tanimlanmstir. Ayrica Oklit ve
Hermityen i¢ carpimlarin tanimlar1 verilmistir.

Boliim 3.2°de ise R halkasi tizerindeki lineer kodlar ¢alisilmigtir. Gray denk kodlarin
tanimu1 verilmis ve R iizerinde n uzunlugundaki bir C kodunun iirete¢ matrisinin yapisi
calisilmasgtir.

Boliim 3.3’te ise R halkasi iizerindeki serbest kodlar calisilmistir. Bilinmektedir ki,
cisimler tizerindeki kodlarin iirete¢ matrisinin tiim satirlar1 lineer bagimsizdir. Ancak
bu durum halkalar icin gegerli degildir. Bu yiizden bir halka tizerindeki kodlarin iireteg
matrislerinin farkli sayida satirdan olusabilecegi sOylenebilir. Bu boliimde R halkasi
tizerindeki lineer kodlarin iirete¢ matrislerinin satirlarinin lineer bagimsiz olmasi i¢in
gerekli sartlar belirlenmistir.

Boliim 3.4’te R halkas iizerinde dual kodlar ¢alisilmigtir. Boliim 3.1°de tanimlamus
oldugumuz iki adet i¢ carpima gore dual ve kendine dual olan kodlar calisilmistir. R
halkas1 iizerindeki bir C kodunun Oklit ve Hermityen i¢ carpimlara gore duallerinin
tirete¢ matrislerinin (yani kontrol matrisi) yapist incelenmistir.

Boliim 3.5’te ise R halkasi iizerindeki devirli kodlar ¢alisilmistir. R iizerindeki bir
devirli kod R, = R[x|/(x" — 1) polinom halkasinin bir idealine kargilik geldiginden, R,
polinom halkasinin ideallerinin yapis1 incelenmis ve iirete¢ polinomu belirlenmistir.

Boliim 3.6°da ise tam, simetrik, Hamming, Lee ve Gray agirlik sayaclarinin tanimlari
verilmigtir. Daha sonra bu agirlik sayaclarina gore R tizerinde n uzunluklu bir C lineer
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kodu icin MacWilliams 6zdeslikleri belirlenmistir. Tam agirlik sayacinda R halkasinin
elemanlarinin bir siralamasina ihtiya¢ duyuldugundan, R halkasinin elemanlarin
siralamak i¢in kullaniglt bir yontem belirlenmistir.
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LINEAR CODES OVER THE RING F, x (F, +vF,)

SUMMARY

During the transfer of information from the source to the receiver, errors occur in the
channel due to factors known as noise. The detection and, if possible, correction of
these errors constitute the working scope of the coding theory. While the initial studies
in coding theory focused on fields, later research extended to rings. It was observed
that families of codes over rings, under a special transformation called the Gray
transformation, possess a greater error-correction capacity in their images compared to
codes in the existing literature. Consequently, codes over rings have gained increased
attention due to their enhanced error-correction capabilities.

Since this work deals with codes on a ring, Section 1 provides a literature review on
codes on rings. Then, in Section 2, some basic preliminaries are given about coding
theory, rings, finite fields and linear codes. Definitions of code, codeword, generator
and parity check matrices, standard form, Euclidian inner product, dual code, self
orthogonal code, self dual code, Hamming distance, Hamming weight, equivalence
of codes, cyclic code, reciprocal of a polynomial are given.

Section 3 contains the main study. Section 3 is divided into 6 subsections. In Section
3.1, the structure of the ring R = F, x (F, +vF,) with v = v introduced. Let p be a
prime power and [, be a field. Throughout the thesis, the ring R is the direct product
F, x (Fy+vF,) of the rings F, and F,[v] := F, +vF,, where F,[v] is isomorphic to
the ring F,[x]/(x* — x) via the F,-linear function mapping v to x + (x> — x). So, v? = v
in the ring

Fylvl={b+vc|b,c €Fy},

which is a vector space over I, with basis {1,v}, and the multiplication on [, [v] is
extended by linearity so that (b +vcy)(by +veay) = biby +v(bica +c1by +c1c2).

The ring R is a vector space over F, of dimension 3, with basis {(1,0), (0,1),(0,v)},
where F,-action on R is given by A(a,b+vc) = (Aa,Ab+vAc).

We first describe some linear isomorphisms between R and IFS with some properties,
and then use them to define linear isomorphisms between R" and (Fg)3 where n is any
positive integers. These linear maps (called Gray maps) allow us to obtain g-ary linear
codes of length 3n by considering the images of linear codes over R of length n.

It is defined two inner products called Euclidian and Hermitian. The first one of Gray
maps mentioned above preserves orthogonality with respect to the Euclidean inner
product and the second preserves orthogonality with respect to the Hermitian inner
product.
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In Section 3.2, linear codes on the ring R are studied. By a linear code over R of length
n we mean any R-submodule of R". We proved that ®(C) = C; x C; x Cj if and only
if C is an R-submodule of R" where C;,C,,C; are linear codes over ;. Hamming and
Lee distances of any two codeword of a code C over R are defined. Also Hamming and
Lee weights are defined. In this section the structure of the generator matrix of a code
C on R according to the dimensions of the linear codes C; is determined.

In Section 3.3, we study linear codes over R which are also free as R-modules. In other
words, we study linear codes over R having an R-generator matrix whose rows are
linearly independent over R. We know that all rows of the generator matrix of codes
over fields are linearly independent. However, this is not the case for rings. Therefore,
the generator matrices of codes over rings can have different numbers of rows. In this
section, necessary conditions have been set for the rows of the generator matrices of
linear codes over the ring R to be linearly independent. As a result of this section we
showed the following result: C is a free R-module if and only if k; = k, = k3 where
ki= dim]pq C;. Moreover, if C is a free R-module then rankzC is unique and rankgC = k;.

In Section 3.4 we consider duals of a linear code C over R with respect to Euclidean
and Hermitian inner products. For any codes (not necessarily linear) C over R and D
over I, of lengths n, we use the notations C* and D™ for the duals with respect to the
Euclidean inner product and the C* for the dual with respect to the Hermitian inner
product. Therefore,

Ct ={xcR"|[x,c]; =O0r Vc €C}
D" ={x€cF}|[x.d]y=0p, Vd € D}
C*={xeR"|[x,c]y =0rVceC}.

It is clear from their definitions that, for any y € R", the maps [ ,y|z,[,¥]y : R" = R
are R-module homomorphisms, implying that C* and C* are linear codes over R of
length n for any linear code C over R of length n. We say that a linear code C over R
is Euclidean (respectively, Hermitian) self dual if ct=cC (respectively, C* = C). The
structure of the generator matrices (i.e., the control matrix) of the duals of a code C
over the ring R is studied.

In Section 3.5 we study cyclic codes over R. We begin by recalling some preliminaries.
Let S be any ring. A linear code C over S of length n is called cyclic if
(cn—1,€0,C1y--scn—2) € C for all (co,ci,...,cn—1) € C. In other words, cyclic codes
over S of length n are linear codes that are invariant setwise under the right cyclic shift
operator sh : S" — S" defined by sh(so,81,-,8n—1) = (Sn—1,50,51, ---,Sp—2) Which is an
S-module automorphism of S".

For a linear code C over R of length n, C is cyclic if and only if each C; is a cyclic code
over IF,. Let R, := R[x]/(x" — 1) be the quotient ring of the polynomial ring R[x] over
S by the ideal (x* — 1) of R[x] generated by the polynomial x* — 1 € R[x]. We use the
overline notation to denote the elements of the quotient ring R,, so that the elements of
R, are f(x) := f(x)+ (x" — 1) where f(x) € R[x]. Consider the R-module isomorphism
p: R" — R, defined for any r = (rg,ry,...,rn—1) € R" by

p(r)=pr(x) where py(x)=ro+rx+---+r,_ X" €R[x].
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Using p we may identify linear codes C over R of length n with R-submodules p(C)
of S,,. Furthermore, C is cyclic if and only if p(C) is an ideal of R,. We showed that
R[x] and R, are principal ideal rings. We give the following result for the generator
polynomials of R,: For any ideal 2 of R, there is a unique polynomial p(x) € R[x]

such that 2 = <p(x)> , p(x) divides X" — 1 in R[x] and p;(x) € IF4[x] is monic for all i.

In Section 3.6 we consider several weight enumerators (complete, symmetric,
Hamming, Lee and Gray) of a linear code C over R and relate them to the weight
enumerators of the dual of C.

One of the classic proofs of the MacWilliams identities for linear codes over finite
fields uses group characters and the discrete Fourier transformation. Let R be a
finite commutative ring with unity. Assume that there is a group homomorphism
X : (R,4+) — C* whose kernel does not contain any nonzero ideal of R. In this case,
the aforementioned classic proof of the MacWilliams identities works almost verbatim

for linear codes over R and shows that there are similar identities for linear codes over
R.

We consider the trace map Tr: F, — Z,, of the field extension Z, C I,. It is well known
in the case of finite extensions of finite fields that Tr is an onto Z,-linear transformation
and

Tr(a)=a+ ol +of +---+a?

for any a € IF,. We define
X:R—C*, x(a,b+vc)= ¢ Trla+2b+c)

where § = ¢*™i/P is a primitive p th root of unity in C.

For any r € R and any v = (v, v2,...,v,) € R" we let ¢,(v) = |[{i | vi = r}| be the number
of components of v equal to . Note that n — ¢o(v) = w(v). For any linear code C over
R of length n the complete weight enumerator KW ((Z,),cg) of C is the polynomial

KWC((Zr>r€R) = Z Hzfr((:) = Z HZci
ceCreR ceCi=1

over C with |R| variables Z, indexed by the elements r of R where ¢; denotes the i th
component of c.

We give the Macwilliams identities for a linear code C over R according to complete
weight enumerator as follows. Let C be a linear code over R of length n and let R =
{r1,r2,...,rs}. Then,

ICIKW, (Zyy, Zrys s Zr)) = KWe (Tyy, Ty, o, T

where
[ 1. T Ty | = [ Zy, 21y, Zey | MT

and M is the |R|x|R| matrix over C whose rows and columns are indexed by the
elements of R in the given order and whose (r;,r;) th entry is Y (r;r;).

Since we need an ordering of the elements of the ring R when determining the
Macwilliams identities of a code over a ring R, a useful method for ordering the
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elements of the ring R is given in Section 3.6. We conclude this section by obtaining
the Macwilliams identities for a linear code C over R with according to Hamming,
Symmetric, Lee, Gray weight enumerators.
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1. LITERATUR OZETI VE GIRIS

Kodlama teorisi; kaliteli bir iletisimi saglamak i¢in iletisim sirasinda ortaya ¢ikan
ve giiriiltii olarak ifade edilen hatalar tespit etmeyi ve miimkiinse diizeltmeyi amag
edinmektedir. Bu amaci gerceklestirebilmek i¢in cisimler tizerindeki hata diizelten
kodlar ile ilgili olduk¢a fazla ¢alisma yapilmigtir. Claude Shannon’in [1] calismasi
cebirsel kodlama teorisi alanindaki ilk calisma olarak kabul edilmistir. Cisimler
izerinde yapilan caligmalar daha sonra halkalar lizerinde yapilmaya baslanmustir.
Halkalar tizerindeki kodlar i¢in [2] ¢alismast bir baglangi¢ olmustur ve bu calismadan
sonra Z4 halkasi lizerindeki kodlar hakkinda ¢okga calisma yapilmistir. Bu calismada
Z4 halkast iizerindeki lineer kodlar ile Z, halkas: iizerindeki lineer olmayan kodlar
arasinda "Gray doniisiim" adi verilen uzaklig1 koruyan bir doniisiim tanimlanmustir.
Bu doniisiimden faydalanarak cok hata diizelten ve lineer olmayan ikili kodlar
elde edilmistir. Son zamanlarda bazi zincir halkalar1 {izerindeki lineer kod aileleri
tanimlanmig olmasina ragmen Z4 halkas1 iizerindeki kodlar hala popiilerligini
korumaktadir. [3] calismasinda u?> = 0 olmak iizere Zs + uZo = 7Z» / (uz) halkasi

2 — vy olmak iizere

tizerindeki devirli kodlar calisilmigtir . [23] calismasinda ise v
[, + vIF, halkasi tizerindeki lineer ve devirli kodlar incelenmistir. Blackford Z4
tizerindeki cift uzunluga sahip negacyclic kodlar ise [4] ¢alismasinda ¢alisilmugtir.
Bu durum [5]-[7] calismalarinda Z, + uZ, halkasim k tane degiskene genellenerek
kendine dual, devirli, lineer basta olmak iizere pek ¢ok kod ailesi tanimlanmis ve hata
diizeltme kabiliyetleri en yiiksek olan yeni kodlar elde edilmistir. [8] calismasinda Z, +
uZo = 7/ (u® — u) iizerinde degismeli olmayan bir carpma islemi ile carpik devirli kod
aileleri tammlanmustir. [9] calismasinda ise Z, +uZy = 7/ (u®> — u) iizerinde kendine
dual olan optimal kodlar elde edilmistir. [10] calismasinda Z3 + uZs = Z3/(u® — u)
tizerinde devirli kod ve lineer kod aileleri tanimlanarak MacWilliams 6zdeglikleri elde

edilmistir. [11] ¢aligmasinda ise [10] ¢aligmasi herhangi p asal sayis1 i¢in Z,,/ (u” — u)

halkasi lizerinde genellestirilip sabit devirli kodlarin yapisi incelenmistir.



Son zamanlarda ise direkt ¢carpim halkalar {izerindeki ¢alismalar agirlik kazanmaya
baglamistir. Aydogdu ve Giirsoy Z,Z47Zg halkas1 iizerindeki devirli kodlar1 [24]
calismiglardir. Betsumiya ve Gulliver [, x ¥, halkasi iizerinde ekstrem kendine dual
kodlar1 [26] ve yine Betsumiya ve Harada ayni halka lizerinde optimal kendine dual
kodlar1 [25] caligmuglardir. Caligkan ve Aksoy [27,28] ise Fy x (IF + vIFp) halkast
iizerinde lineer ve kendine dual kodlar1 ¢calismiglar ve ayrica bazi agirlik sayaglarina

gore MacWilliams 6zdesliklerini belirlemiglerdir.



2. CISIMLER UZERINDE KODLAMA TEORISI VE LINEER KODLAR
HAKKINDA TEMEL BILGILER

2.1 Kodlama Teorisine Giris

Iletisim sistemleri ve veri depolama cihazlar1 gibi bilgi ortamlari, giiriiltii veya diger
sebepler nedeniyle uygulamada kesinlikle giivenli degildir. Bilginin transferinin
gerceklestirildigi ortam kanal olarak isimlendirilir. Telefon ve internet birer kanal
ornegidir.  Bilginin transferi sirasinda bazi olumsuz faktorler nedeniyle iletisim
sirasinda hatalarin meydana gelmesi kacinilmaz olup bu olumsuz kosullar giiriiltii

olarak adlandirilir.

Kodlama teorisi, bilginin kaynaktan aliciya dogru ve etkili bir sekilde aktarilmasini
saglayan metotlar1 belirleyen calisma alamidir. Iletilen bilginin iletisim kanalinda
maruz kaldig1 bazi olumsuz kosullar sebebiyle olusan hatay1 diizeltmek, dogru bir
iletisim i¢in gereklidir. Kodlama teorisi olusan bu hatalar1 farkli yontemler kullanarak
belirlemek ve miimniinse bu hatalar1 diizeltmeyi amacglamaktadir. Bilgi kanala
gonderilmeden Once sembollere doniistiiriilir ve bu doniistiirme islemine kodlama
denir. Bu sembollerin kanaldan cikarken tekrar bilgiye doniistiiriilmesi iglemine
ise coziimleme denir. Kodlama teorisi; mesajlarin kolay tasinmasi, bilginin hizl
kodlanmasi, olusan hatalarin diizeltilmesi, alinan mesajlarin hizli ¢oziimlenmesi ve
en kisa siirede maksimum bilgi transferini yapmak ile ilgilenir. Bilgi aktarimi semasi

asagidaki gibidir.
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Sekil 2.1 : Bilgi aktarim semast

2.2 Cisimler Uzerinde Lineer Kodlar

Tamm 2.2.1. [, kiimesi q elemanly bir cisim olmak iizere ¥y, vektor uzayiun her M alt
kiimesine, uzunlugu n ve eleman sayist M olan bir kod denir. Bu alt kiimenin her bir

elemanina ise kodsoz denir. Bu parametrelere sahip kod (n,M),-kod olarak gosterilir.

Tamim 2.2.2. ¥y uzaywun boyutu k olan bir alt vektor uzayina ¥ iizerinde uzunlugu
n, boyutu k olan bir C lineer kod denir ve [n,k],- kod seklinde gosterilir. Eger kod Fy

cismi iizerinde ise iKili (binary) kod, [F3 cismi iizerinde ise uiclii (ternary) kod denir.

Ornek 2.2.3. F, cismi iizerindeki C = {0000,0011,1100,1111} kodu bir [4,2]-ikili

lineer koddur.

2.2.1 Uretec ve kontrol matrisleri

Tamm 2.2.4. C kodu |n, k| parametrelerine sahip bir lineer kod olsun. C kodu k boyutlu

bir vektor uzayr oldugundan {cy,c3,...,c} baz elemanlart olmak iizere bu vektirleri
1

%)
satir kabul eden G matrisine irete¢ matrisi denir. Yani G = | | | matrisine iirete¢

Cn
matris denir.

Ornek 2.2.5. C = {00000, 11021, 10220,21211,22012,20110, 12122,01101,02202}
kodu T3 iizerinde bir lineer kod olsun. C = {a;(11021) + 0(10220) : i, € F3}



olarak yazilabildiginden C kodunun bir bazi {11021,10220} seklinde olup iirete¢

.. 11021
matrisi G = [10220} olur.

Tamm 2.2.6. Bir C lineer kodunun dual kodunu iireten H matrisine parite kontrol

matris denir ve C = {x € Fy : HTx =0} olur.

0010
Ornek2.2.7. H= |1 0 O 1| matrisinin parite kontrol matrisi oldugu ikili C kodu
0101
o\ [
C= (01,02,63,C4)€F§:H 21 =1o
3
0
C4

olur. Boylece

c3=0,c1+c4=0,c0+c4=0

elde edilir. ¥, iizerinde bu denklem sisteminin ¢oziimii c3 = 0,c; =c) =c4 =71

seklindedir. O halde C = {0000, 1101} olarak elde edilir.

Tanm 2.2.8. G matrisi bir [n,k|,-kodun iirete¢ matrisi olsun. Satir iglemleri ve
gerekirse siitunlarin yerlerini degistirerek G¥E [, A] formuna getirilen G matrisine
standart formdadir denir. Burada Iy boyutu k X k olan birim matris ve A boyutu

k x (n—k) olan bir matristir.

Teorem 2.2.9. Bir [n,k],-kodunun iiretec matrisi standart formda verilmis ise H =
[—AT,I n—k] matrisi parite kontrol matrisidir.

1 021
0 1 2 2

0
2 1 0 1
parite kontrol matrisidir. Diger bir ifadeyle C kodunun dual kodunun iirete¢c matrisidir.

Ornek 2.2.10. C kodu bir [4,2]3-lineer kod ve G = [ } matrisi iirete¢

matrisi olsun. G matrisi standart formda ve H = ] matrisi C kodunun

Simdi H yardimiyla C kodunu tekrar belirlemeye calisalim.

1

c
C= (cl,C2,C3,C4)EIF§:H Ci =

C4

S O O

oldugundan c| +cy 4+ c3 = 0 ve 2¢1 + ¢c2 + ¢4 = 0 elde edilir. Bu denklem sisteminin

coziimii c3 =r, c4 =S, c; =r+2s, co = r+ s seklindedir. Bu yiizden

C={(r+2s,r+s,ns):rscFs}



olur.

11110
=10

/
matrisi C kodu icin iiretec matristir. G ve G matrislerinin satirca denk matrisler

oldugu kolaylikla goriilebilir.
2.2.2 Dual kod

Tanm 2.2.11. C kodu F, iizerinde bir lineer kod olsun.  ,) bir i¢ ¢arpum belirtsin. C

kodunun dual kodu C+ = {x Fy: (x,c) =0, Ve € C} seklinde tanimlanmaktadir.

Teorem 2.2.12. [12] C kodu I iizerinde n uzunluklu boyutu k olan bir lineer kod

olmak iizere asagidakiler dogrudur:

i. |Cl=4"
ii. C* bir lineer koddur ve boy(C) + boy(C*) = n olur.
iii. (CH)t=cC

Tamm 2.2.13. C kodu ¥ iizerinde bir lineer kod olsun. Eger C C C+ ise C koduna
kendine ortogonal (self orthogonal) kod ve eger C = C" ise C koduna kendine dual

(self dual) kod denir.

Kendine dual kod icin C ve C* kodlar1 ayn boyutta olacaklarindan Teorem 2.2.12
nedeniyle n uzunlugu cift olmak zorundadir. C kodunun kendine dual olmas: i¢in

gerek ve yeter sart C kodunun kendine ortogonal ve k = 5 olmasidur.
2.2.3 Hamming agirhg ve Hamming uzakhgi

Tanmm 2.2.14. x = (x1,%2,...,%), ¥ = (¥1,Y2,--,Yn) € Fy olmak iizere x ile y

arasindaki Hamming uzaklik birbirinden farkli pozisyonlarin sayist olarak tanimlantr.

17 xi?'é)’i

Yani dy (x,y) = |{i: x; #yi, 1 <i<n}|olur. Bagka bir ifadeyle dy (x;,y;) = {0 i y;
Y 1 Jl

olmak iizere dy (x,y) = dp(x1,y1) +du (x2,y2) + ... + di (xn,yn) seklindedir.

Ornek 2.2.15. T} iizerinde x = (1001011) ve y = (0110101) olmak iizere d(x,y) = 6
olur. FS iizerinde x = (102211) ve y = (111220) ise d(x,y) = 4 olur.



Teorem 2.2.16. Hamming uzakligi ¥y iizerinde bir metriktir. Yani her x,y,z € Fy icin

asagidakiler saglanir:

i. dy(x,x)=0

ii. dg(x,y)>0vedy(x,y) =0 olmast icin gerek ve yeter sart x =y olmasidir.
ii. dy(x,y) =dy(y,x)

. dy(x,y) <dg(x,2)+du(z,y)

Tanmm 2.2.17. F, iizerinde n uzunlugunda bir C kodunun minimum uzakhg,

dmin(C) = min{dy (x,y) : x # y,x,y € C} olarak tammlanir. Minimum uzakligi d olan
bir [n, k], kod d uzakhig1 da eklenerek [n,k,d), seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.18. Bir x € K, Hamming agwrhigi, x vekidriiniin sifirdan  farkh

koordinatlarimn sayisidir ve wy (x) ile gosterilmektedir.

Teorem 2.2.19. Her x,y € Iy icin dy (x,y) = wy (x —y) gerceklenir.
Ispat. x,y € F} olsun.

dp(x,y) = du(x1,y1) +du(x2,y2) + ... + du (X, yn)

I
oY

H(X1 —yl,O) —I—dH(x2 —yz,O) +... +d[-1(xn —yn,O)

wr(x1 —y1) +wa(x2 —y2) + ... +wh (X — yn)
(

wh(x—Y)

elde edilir. L]

Teorem 2.2.20. C kodu F, iizerinde lineer bir kod ise diin(C) = Wiin(C) olur.

Ispat. C kodu IF, tizerinde bir lineer kod olsun.

dmin(C) = min{dy (x,y) : x,y € C, x # y}
=min{wy(x—y): x,y € C, x #y}
=min{wg(c): c€C, ¢ #0}
= Wnin(C) elde edilir.



]

Teorem 2.2.21. Bir C lineer kodunun minimum uzakligimin d olmasi icin gerek ve
yeter sart kontrol matrisinin d lineer bagimli siitununun olmasi fakat d — 1 veya daha
az lineer bagimli siitununun olmamasidur.
Ornek 2.2.22. Bir [5,2]2 parametrelerine sahip C kodunun parite kontrol matrisi H =
01001
1 0 0 1 O] olsun. 2. ve 5. siitunlar ayni oldugu icin lineer bagumli olur. Ancak

00110
herhangi bir siitun tek basina lineer bagimsiz olur. O halde d(C) = 2 olarak elde edilir.

2.2.4 Lineer kodlarmn denkligi

Tanm 2.2.23. C; ve C, iki (n,M),-kod olsun.Eger C| kodundan asagida verilen
yollardan herhangi biri veya ikisiyle Cy kodu elde ediliyor ise bu kodlara denk kodlar
denir:

* Kodsozlerin n bilesenine permiitasyon uygulanmasi.

* Belli yerdeki bilesenlerin sifirdan farkl bir skalerle ¢arpilmasi.

Ornek 2.2.24. C; = {0000,1100,1001,0101} ve C> = {0000,0011,0110,0101}
kodlar (13)(24) permiitasyonuna gére denktir.

Teorem 2.2.25. Herhangi bir C lineer kodu, standart formda iirete¢ matrisine sahip

bir C' lineer koduna denktir:

1 11001
Ornek 2.2.26. G= |0 1 0 0 1 1| matrisi bir C kodu icin iiretec matris olsun.
01 1100
1 00111
(25)(34) permiitasyonu G uygulamirsa standart formdaki G=|0100T11
0011120

/
matrisi elde edilir. G matrisinin iirettigi kod C koduna denktir.



2.2.5 Baz ozel kod aileleri

2.2.5.1 Devirli kodlar

Tamm 2.2.27. C C F} olmak iizere, her ¢ = (c1,¢2,...,cn) € C igin o(c) =

(cnsc1,€2,...,cn—1) € C saglantyorsa C koduna T iizerinde devirli kod denir.

Teorem 2.2.28. C C [y kodundan (F,), = F,[x]/(x" — 1) bolim halkasina w

fonksiyonu asagidaki bicimde tamimlansin:

7 FL— (Fy)

(ap,ai,...,an—1) — aop +aix+ax®+ ...+ a1 X!

Tt bir ¥ 4-vektor uzayr izomorfizmasidir. Boylece devirli lineer kodlar ideallere karsilik
gelir. C kodunun I iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olmas i¢in gerek ve yeter

sart T(C) kiimesinin (F,), boliim halkas: iizerinde bir ideal olmasidir.

Devirli kodlar ile ilgili detayl bilgi, [15] gibi temel kodlama teori bilgisi igeren pek
cok kaynakta bulunabilmektedir. Burada devirli kodlara karsilik gelen ideallerin tirete¢
polinomu ve bu polinom yardimu ile devirli kodlar igin iirete¢ matrisi verilecektir. (Fy),
halkasinin her idealinin bir temel ideal oldugu bilinmektedir. Buna gore bir C devirli

kodu 7(C) idealinin herhangi bir iireteci ile belirlenmektedir.

Tanim 2.2.29. (IF,),, temel ideal bélgesi oldugundan her I ideali icin I = (g(x)) olacak
sekilde bir monik g(x) iirete¢ polinomu vardir. Sonug olarak, n(C) idealini iireten
g(x) polinomu x" — 1 polinomunun bir bélenidir ve bu polinoma C devirli kodunun
iirete¢ polinomu denir. deg(g(x)) = k olmak iizere g*(x) = x*g (%) polinomuna g(x)

polinomunun ters sirali polinomu denir.

Ornek 2.2.30. F, cismi iizerinde C = {000,101,110,011} kodu 3 uzunluklu devirli
koddur ve m(C) = {0,14+x>,1+x,x+x>} C Fa[x]/(x* — 1) olur. Ote yandan g(x) =

1 + x% monik polinomu C kodunun iirete¢ polinomudur.



Sonug 2.2.31. I} iizerindeki devirli kodlar ile x" — 1 € Fj polinomunun monik
bolenleri arasinda birebir bir esleme vardir. Sonlu cisimler tizerinde tanimli devirli
kodlar iirete¢c polinomlart ile tam olarak belirli olduklari icin parametreleri de iirete¢

polinomlart ile elde edilebilmektedir.

Teorem 2.2.32. g(x) polinomu (F,), halkasimn bir idealinin iirete¢ polinomu olsun.

deg(g(x)) = n—k ise bu ideale karsilik gelen devirli kodun boyutu k olur.

Teorem 2.2.33. g(x) = go+g1x+gox’ +... +g_ ¥l e Fy, (8k—1 # 0) polinomu Iy

iizerinde C devirli kodunun iirete¢ polinomu olsun.

g(x) g &1 -+ o o gu—k O 0O 0 - --- 0
xg(x) 0 g g1 - Sk 0

. :
xXlg(x) 0 0 -+ -« v g R T

matrisi C devirli kodunun bir iirete¢ matrisidir.
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3. F, x (F,+VF,) HALKASI UZERINDE LINEER KODLAR

3.1 F, x (F,+vF,) Halkasi ve Gray Doniisiimler

Bu bolimde F, x (F, + vIF,) halkasmin genel yapisi tanitilacak ve bu halka
tizerindeki lineer kodlar1 IF?I” cismi iizerindeki lineer kodlara doniistiiren iki adet Gray
doniisiimden bahsedilecektir. Ayrica Oklit ve Hermityen i¢ carpimlarin tanimlari

verilecektir.

Oncelikle Fy[v] := F, + vF, halkasim tamtarak baglayalim. F, cismi g elemanh bir

cisim olmak iizere, IF, [v] halkasi v’yi [x+ (x* —x)] e resmeden bir F,— lineer fonksiyon

2

yardimi ile F,[x]/(x*> — x) halkasina izomorftur. Bu yiizden F,[v] halkasinda v? = v

olur. Ayrica;

Fylv|={b+vc|b,c eFy}

halkas1 I, cismi iizerinde, baz1 {1, v} olan bir vektor uzayidir. F,[v] halkasi iizerindeki

carpma iglemi, lineerlik yardimiyla by +vcy, by +vep € F,; olmak lizere
(bl +vcq ) (bz + VCz) =b1by+ V(blcz +c1by+ C1C2)

seklinde tanimlanabilir. IF, x (F,+vF,) halkasi ise F, ve F,[v] =F,+vF, halkalarinin

direkt carpimi olarak tanimlanir. Yani;
Fy x (Fq+vF,) ={(a,b+vc) |a,b,c € Fy}

olur. Kolaylik olmasi agisindan I, x (F, +vIF,) halkas1 R olarak ifade edilecektir.

R halkasi, F, cismi iizerinde boyutu 3 ve baz1 {(1,0),(0,1),(0,v)} olan bir vektdr

uzayidir. Skalerle ¢arpma islemi ise A € [, ve (a,b+vc) € R olmak iizere
Ala,b+vc) = (Aa,Ab+vAc)

seklinde tanimlidir.

11



Ornek 3.1.1. ¢ = 2 icin R halkasinin elemanlar asagidaki gibidir:

R ={(0,0),(0,1),(0,v),(0,14+v),(1,0),(1,1),(1,v),(1,14+v)}

Simdi R ile Ff] arasinda bir lineer izomorfizma tanimlayalim. Daha sonra bu
lineer izomorfizmay1 n herhangi bir pozitif tam say1 olmak iizere R" ile (IFZ)"
arasinda bir lineer izomorfizma tanimlamak ic¢in kullanalim. Bu lineer doniisiimlere
Gray doniisiim denir ve R iizerinde n uzunlugundaki lineer kodlardan 37 uzunlugunda

g—ary kodlar elde etmeye yarar.

Iki tane Gray doniisiim tammlayacagiz. Bunlardan ilki Cin Kalan Teoremi’nden
(Chinese Remainder Theorem) elde edilir. x> —x = x(x — 1) seklinde F,[x] iizerinde
aralarinda asal polinomlarin ¢arpimi olarak yazilabildiginden, b + vc — (b,b + c)
doniisiimii IF,[v] halkasindan [F, x [, halkasina bir halka izomorfizmasidir. Bdylece

O:R— ]Ffl Gray doniisiimiinii, her (a,b+vc) € R igin
¢(a,b+vc) = (a,b,b+c)

seklinde tanimlayabiliriz.

R"den (IE‘Z)3’e lineer doniistimler tanimlamadan Once baz1 gosterimleri netlestirelim.
n’lileri gostermek icin x gibi koyu harf gosterimlerini kullanacagiz. Her x =
(x1,x2,...,x,) ve her i = 1,2,3 i¢in (x); ile x vektoriiniin i’inci bileseni olan x;’yi
kastedecegiz. R" halkasinin her x = ((ay,b; + vey), (a2, by +vea), ..., (an, by + vey))
elemanint a,b, ¢ € Fy ve (a); = a;, (b); = b;, (¢); = ¢; olmak iizere x = (a,b +vc)

seklinde yazabiliriz.

Yukarida tanimlanan ¢ Gray doniisiimii yardimiyla ® : R" — (Fg)3 Gray doniisiimiinii

(a,b+vc) € R" olmak iizere
®(a,b+vc) = (a,b,b+c)
seklinde tanimlayabiliriz.

Uyan 3.1.2. ¢ : R — Fg ve ®:R" — IF?I” doniisiimlerinin her ikisi de hem halka

izomorfizmast hem de Fy—modiil izomorfizmasidur.

12



Ispat. Oncelikle ¢ : R — F; doniisiimiiniin halka izomorfizmasi oldugunu gosterelim.

(a,b+vc),(d,e+vf) € R olmak iizere;

o((a,b+ve)+ (d,e+vf))=¢(a+d,b+e+v(c+[))
=(a+d,b+eb+e+c+f)
= (a,b,b+c)+(d,e,e+ f)
=@(a,b+vc)+¢(d,e+vf)

ve
o((a,b+vc)(d,e+vf))=¢((ad,be+v(bf+ce+cf))
= (ad,be,be+bf +ce+cf)
= (a,b,b+c)(d,e,e + f)
= ¢(a,b+vc)9(d,e+vf)
elde edilir.
Ayrica

O(1R) = $(1,1) = (1,1,1) = 1y

oldugundan ¢ bir halka homomorfizmasidir. ¢ (a,b+vc) = (0,0,0) icina=b=c=0
olmasi gerektifinden Cek(¢) = Og olur. O halde ¢ doniigiimii birebir olur. R
ve IE‘; kiimeleri ayn1 sayida eleman icerdiklerinden (¢° tane) ¢ ortendir. O halde
¢ doniisiimii halka izomorfizmas1 olur. A € F, olmak iizere ¢(A(a,b+ vc)) =
¢ (Aa,Ab+vAc) = (La,Ab,Ab+ Ac) = A(a,b,b+c) = A¢(a,b+ vc) oldugundan ¢

bir F,-modiil izomorfizmasidir.

® doniigiimiiniin de halka ve [Fj,-modiil izomorfizmas: oldugu benzer islemlerle

gosterilebilir.

]

IF?I ic tane cismin direkt carpimi oldugundan Fg’ﬁn yapisini belirlemek kolaydir.
doniisiimii, R ile F> arasinda bir izomorfizma oldugundan ¢ ve F> yardimiyla
q q

R halkasinin yapisimi belirlemek de kolaydir. Ornegin (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) €

13



Ffl elemanlari Fg’ﬁn dik ilkel esgiiclii (ortogonal primitive idempotents) elemanlar1

olduklarindan

= (1,0) = ¢ '(1,0,0)
ex=(0,1-v)=¢"'(0,1,0)
e3 = (0,v) = ¢'(0,0,1)
elemanlar1 R halkasimin dik ilkel esgiiclii elemanlaridir. Ayrica R halkas1 F, cismi

iizerinde boyutu 3 olan bir vektor uzayi oldugundan {e;,e;,e3} kiimesi R icin bir

bazdir.

Simdi R halkas1 iizerinde Oklit i¢ c¢arpimuni tamimlayalim. Her

(r1,72,es7n), (1,52, ..,5,) € R" igin R" tizerindeki [, |g : R" x R" — R i¢ ¢arpimi

n
[(r17r27 "'7rl’l)7 (Sl,Sz,...,Sn)]E = Zrisi
i=1

seklinde tanimlanir.

Lemma 3.1.3. Her x,y € R" igin [x,y]p = O ise [P(x),P(y)] = O, olur.

Ispat. a,b,c,d,e, f € F}. olmak iizere x = (a,b+vc) € Fj vey = (d,e+vf) € F} ve
a; = ()i, bi = (b)i, ci = (¢)i, di = (d)i, e = (e)i, fi = (f)i- olsun.

n

n
[x7y]E = Z(Cll,b +Vct> dl7€l+vﬁ Z aid;,b; €l+v b +Ci)(ei+fi) _Vbiei)
i=1 =1

~.

oldugundan [x,y]|; = Og olmasi ancak ve ancak [a,d|; = [b,e|p =[b+c,e+ f|p =Op,

olmasina baghdur.
[q)(x)aq)(y)]E = [(a7b7b+c)7 (dveae+f)]E = [aad]E + [b7e]E + [b+cae+f]Ea

oldugundan istenilen sonug elde edilir.

]

Lemma 3.1.3, ® doniisiimiiniin Oklit i¢ carpimina gore dikligi korudugunu gosterir.
Ancak Lemma 3.1.3 ispatina baktigimizda ®~! doniisiimiiniin dikligi korumadig:
acikga bellidir. Ornegin ¢ = 2 alirsak [(1,1,0,1,1,0),(1,0,0,0,1,0)]g = 0 olur. Ancak
®1(1,1,0,1,1,0) = ((1,1),(0,1) +v(1,1)) ve ®~1(1,0,0,0,1,0) = ((1,0),(0,0) +
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v(1,0)) ters goriintiilerinin i¢ carpimi [((1,1),(0,1) + v(1,1)),((1,0),(0,0) +
v(1,0)) = (1,v) # Og olur.

x?> — x polinonunun v ve 1 — v seklinde F, cisminin eleman1 olmayan iki kokii

oldugundan [F, cisminin elemanlarimi sabit tutan, v ile 1 — v elemanlarin1 kendi
aralarinda degistiren o lineer doniisiimii F,[v] halkasimin mertebesi 2 olan bir

otomorfizmasidir. Yani o : Fy[v] = F,[v] dontisiimii her b+ ve € Fy[v] icin
o(b+ve)=b+c—cv

seklinde tanimlanir.

Kompleks eslenik mantifina benzer olarak ¢ doniisiimii yardimiyla R" iizerinde
Hermityen i¢ ¢arpim tamimlayabiliriz.  Oncelikle her s = (a,b + vc) € R igin
5 € R elemanin1 5 := (a,6(b+ vc)) = (a,b+ ¢ —vc) seklinde tanimlayalim. Her
(81,82, --s80), (t1,12,...,1y) € R icin R" tizerinde [, |y : R" X R" — R Hermityen ig
carpimini

n

[(51752’ "'7si’l)7 (t17t27 ;tn)]H — Zsl't_l'

i=1
seklinde tanimlayabiliriz.
Simdi her r,s € R icin r5 = 0 iken w(r)y(s)T = 0 ozelligini saglayan bir  :
R — IFS’I Gray doniisiimii bulmaya calisalim. v : R — IF; seklindeki her IF,—lineer
izomorfizmasinin R’nin {ej,ez,e3} ve Ffl’ﬁn {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazlarina

karsilik bir A matrisi vardir ve her (a,b+ vc) € R igin
v(a,b+vc)=[a b b+c ]AT

seklinde yazilabilir. Alttaki lemmada A matrisinin saglamasi gereken ozellikler

belirtilmistir.

Lemma 3.1.4. R’nin {e,ez,e3} ve Fgun {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazlarina
karsiik vy : R — Ff] seklindeki IFy—lineer izomorfizmasimin matris gosterimi, A;
stitunlart gostermek iizere, A = [Al ‘Az ‘Ag, } olsun. vy : R — ]Ffj seklindeki
F,—lineer déniigiiniin, her r,s € R icin rs = 0 iken y(r)y(s)T = 0 ozelligini

saglayabilmesi ancak ve ancak AT Ay = AT A3 = AT Ay = AT A3 = 0 olmasina baghdur.
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Ispat. Oncelikle her i € {1,2,3} icin y(e;)” = A; oldugunu soyleyerek baglayalim.
ejey = eje3z = exey = e3e3 = O

oldugundan A matrisinin siitunlari i¢in verilen sartlar saglanir. Simdi tersini diistinelim.
Yani A matrisinin siitunlar1 i¢in verilen kosullar saglanmig olsun. r = (a,b+vc),s =

(d,e+vf) € R seklinde r ve s elemanlar igin a,b,c,d, e, f € F, olmak iizere
r=(a,b+vc) =ae;+bey+ (b+cles ve s=(d,e+vf)=de+eer+(e+f)es
seklinde yazabiliriz. Boylece
v(r)T =aA|+bAy+ (b+c)As ve w(s)T =dA|+eAs+ (e+ f)As.
esitlikleri elde edilir. A matrisinin siitunlari i¢in verilen kogullar1 kullandigimzda
v(r)y(s)" =adATA, + (b(e+ f) + (b+c)e)ATAs

elde edilir. Ayrica rs = ade; + b(e + f)ea + (b + ¢)es oldugundan rs = 0 esitliginin
gerceklesmesi igin ad = b(e + f) = (b+¢) = 0 olmalidir. O halde y(r)y(s)T =0
gerceklenmis olur.

]

Uyan 3.1.5. F, cisminin asal alt cismi Z, iizerinde, Lemma 3.1.4’teki ézellikleri

saglayan tersinir bir A = [ A ‘ A) ‘ Aj ] matrisi vardir. Daha acik ifadeyle;

(a) Eger s* = —1 olacak sekilde bir s € Z, varsa A matrisini
1 10
A= s s 1
-1 0 s

seklinde alabiliriz. Dahasi, p =2 veya p = 1 mod 4 iken s> = —1 olacak sekilde

s € Ly vardir.

(b) Eger p # 2 ve k> +1> = —1 olacak sekilde k,I € Z, varsa A matrisini

0 1

A= | -l &k
[

1
k
k [

seklinde alabiliriz. Dahasi, eger p =3 mod 4 ise k> +1?> = —1 olacak sekilde
k,l € Z, vardur.
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Ispat. Verilen matrislerin Lemma 3.1.4’te verilen kosullar1 sagladigi kolaylikla
goriilebilir.
(a): p=2icin s = 1 olarak alabiliriz. p > 2 iken —1’in mod p’de bir kare (quadratik

residue) olmasi icin gerek ve yeter sart p = 1 mod 4 olmasidir [18, Boliim 5].

(b): Z,, tizerinde x% +x% +x§ = 0 esitligini alalim. Bu esitligin p? tane ¢oziimii vardir
[18, Boliim 8] ve 6zellikle sifirdan farkli bir ¢6ziimii vardir. x3 # 0 olsun. Dolayistyla
k=x1x;' ve | = xox3 ! olmak iizere x3 + x5 +x3 = 0 esitligini k> + 1> = —1 olarak

yazabiliriz. p = 3 mod 4 iken —1 bir kare olmadigindan k ve [ sifirdan farklidir. [

Ornek 3.1.6. p = 2 icin Uyar 3.1.5'teki A matrisi ve Lemma 3.1.4’teki Iy —modiil

izomorfizmast Y : R — IF?]

A= ve Y(a,b+vc) € Riciny(a,b+vc)=(a+b,a+c,a+b+c)

p—
_—— O

1
1
0
olarak alinabilir.

Ornek 3.1.7. p = 3 icin Uyar: 3.1.5'teki A matrisi ve Lemma 3.1.4 teki F,—modiil
izomorfizmast Y : R — F;
0 —1

A= 1

1
1 1 ve Y(a,b+vc)€Ricin y(a,b+vc)=(c,a+2b+c,a+b+2c)
1 2 2

olarak alinabilir.

R ile (Fz)” arasindaki ikinci Gray doniisiimii y : R — Ff] doniistimiinii genelleyerek
tamimlayabiliriz. ¥ : R — IF; doniisiimii, matris temsili Uyar1 3.1.5’te verildigi gibi bir
A matrisi ile tanimlanan bir doniigiim olsun. Her x = (x1,xp,...,x,) € R" i¢in ¥ : R" —

F3" Gray doniisiimiinii ((a);, (b);, (¢);) = ¥(x;) Vi. olmak iizere
¥(x) = (a,b,c)
seklinde tanimlayabiliriz.

Lemma 3.1.8. Her x,y € R" igin, eger [x,y|y = Og ise [¥'(x),¥(y)]p = O, olur.

Ispat. a,b,c,d,e, f € F}; olmak iizere x = (a,b+vc),y = (d,e+vf) €R" ve a; =
(@), bi = (b)i, ci = (¢)i, di = (d);, e; = (e)i, fi = (f)i olsun. Hermityen i¢ carpimin
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tanimindan

M=

- n
X, ¥l = ) (ai,bi+vci) (disei +vfi) = Z (aidi, biei + bifi +v(ciei — bif;)).

1

olur. O halde [x,y],; = Or olabilmesi igin gerek ve yeter sart

la,d|; = [b,e|p+[b,flp=[c.elp — [b,flp = Or

olmasidir. Her z = (z1,22,...,2n) € R" i¢in (Y(z1),¥(z2),...,¥(z,)) vektoriiniin
koordinatlari permiite edilerek W(z) elde edilebilir. Boylece, x; = (x); = (a;,b; + vc;)
ve y; = (¥); = (di,e; +vf;) olmak iizere

n

[P(x), ¥D)p = Y, wl)win)'

i=1

elde edilir. A = [ A ‘ A> ‘ Aj } matrisi icin o0 = A} TA| ve B=A A3 =AT 3 A, olmak

uzere
d;
vy = ai bi bi+tci |ATA| e = aajdi+ B (bie;i +ciei+biei+bifi)
ei+ fi
elde edilir.
[\P(x)7\P(y)]E =« [avd]E +ﬁ ([bae]E + [C,C]E + [bve]E + [b7f]R)
oldugundan, istenilen elde edilir. ]

Lemma 3.1.8 yardimiyla R" iizerinde Hermityen i¢ ¢carpima gore dik olan vektorlerin
¥ altindaki goriintiilerinin OKlit i¢ carpima gore dik olduklarmi soyleyebiliriz.
Ancak bunun tersi dogru degildir. Yani (Fg)" lizerinde OKlit i¢ carprmina gore dik
olan iki vektoriin W~! ters goriintiisii R” iizerinde Hermityen i¢ carpima gore dik
olmayabilir. Ornegin; ¢ = 3 icin Ornek 3.1.7°deki A matrisini ve W doniisiimiinii

alirsak [(1,2,0,1,2,0),(0,1,1,1,0,2)]; = O, olur ancak;

[P1(1,2,0,1,2,0),%7'(0,1,1,1,0,2)] ,, = [(1,2+)(2,2v), (2, 1 +v) (0,v)] 4

(1,24v).(2,2 =)+ (2,2v) (0,1 —v)

=(2,1—v)4+(0,0) = (2,1 —v) #0g

olur.
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3.2 F, x (F,+vF,) Halkas1 Uzerinde Lineer Kodlar

Tanmim 3.2.1. R" kiimesinin her R—alt modiiliine n uzunlugunda R halkast iizerinde bir

lineer kod denir.

T : (IFZ)3 — [F; doniisiimii i’inci bilegen lizerine izdiisiim olmak iizere
D(x) = (m(P(x)), 2 (P(x)), 13(P(x)))

seklinde yazalim. R"’in her C alt kiimesi i¢in C; := m;(®(C)) C IFy olarak tanimlayalim.
O halde;

C = {aEIFZ | b,c € Fy, ve (a,b+vc) €C},
Cy={beF,|a,ccF,ve(ab+vc)cC},
C={deF" |abeF ve (ab+v(d—b))cC)

olur. Her C C R" alt kiimesi icin ®(C) C C} x C; x Cs elde edilir. P ve m; birer
F4,-modiil homomorfizmas1 olduklarindan, eger C kiimesi R" modiiliiniin bir Fg-alt
modiilii ise C; kiimeleri Fy modiiliiniin birer Fy-alt modiilii olur. Ayrica ®: R" — (F2)3
bir F,-modiil izomorfizmas: oldugundan (IF’;)3 modiiliiniin her F,—alt modiilii R"
modiiliiniin bir F,—alt modiili C olmak iizere ®(C) formundadir. Ancak, (]FZ)3
modiliniin her F;—alt modili A,B,C alt modiillleri Fj modiiliiniin birer Fy—alt
modiilii olmak iizere A x B x C seklinde yazilmayabilir. Eger C kiimesi R"” modiiliiniin

bir R—alt modiilii ise,
CI>(€1C) :Cl XOXO, ¢(62C> :OXC2 XO, CID(e3C) :0><0><C3

ve boylece

®(C) = D(e1C+erC+e3C) =Cy x Cy X C3

elde edilir.

Onerme 3.2.2. C modiilii, R" modiiliiniin bir F 4-alt modiilii olsun. ®(C) = Cy x C; x
Cs3 olmast icin gerek ve yeter sart C modiiliiniin R" modiiliiniin bir R—alt modiilii

olmasidir. Bir baska ifadeyle C’nin R iizerinde bir lineer kod olmasidir.
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Ispat. (=):Herr € R ve her x € C i¢in rx € C oldugunu gostermeliyiz. o, 3,7 € F,
ve a,b, ¢ € I olmak iizere x = (a,b+vc) ve r = (@, +vy) olsun. O halde a € (i,
b € C; ve b+ ¢ € C5 olur. Her C; bir F,-alt modiil oldugundan, aa € Cy, Bb € C; ve
(B+7)(b+c) € C3olur ve (aa,Bb, (B +7)(b+c)) € P(C) elde edilir. Diger yandan,
rx = (aa,Bb+v(Bc+yb+ yc)) ve boylece ®(rx) € ®(C) elde edilir. Sonug olarak

rx € C olur.

(«) : a,b,d € F} olmak iizere (a,b,d) € C; x C; X C3 alalim. C;’lerin tamimindan
®(e1x) = (a,0,0), P(ezy) = (0,b,0) and P(e3z) = (0,0,d) olmak iizere x,y,z € C
vardir. C bir R-alt modiil oldugundan, u := e;x + e;y + e3z € C olur. ®(u) = (a,b,d)
ve u € C oldugundan (a,b,d) € ®(C) elde edilir. O

Tanmm 3.2.3. C kodu R halkas: iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C
bir R—alt modiil oldugundan C kodunu iireten bir iirete¢ kiimesi vardir. Bu iirete¢
kiimesinin eleman sayist k olmak iizere, satirlari bu iiretec kiimesinin elemanlari olan,

R iizerindeki kxn boyutlarindaki matrise iirete¢c matris denir.

Halkalar tizerindeki kodlarin iirete¢ matrisleri ile cisimler tizerindeki lineer kodlarin
iirete¢ matrisleri arasinda bir fark vardir. Cisimler iizerindeki lineer kodlarin iireteg
matrislerinin satirlar lineer bagimsiz iken, halkalar tizerindeki lineer kodlarin iirete¢
matrislerinin satirlart lineer bagimsiz olmayabilir. C bir R—alt modiil oldugundan
iirete¢ kiimesinde farkli sayida eleman bulunabilir. Dolayisiyla farkli sayida satir

iceren matrisler C kodu i¢in iirete¢ matrisi olabilir.

Sonug 3.2.4. C kodu R halkast tizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

(a) Her C; kodu IF, cismi iizerinde n uzunlugunda ve ®(C) kodu IF, cismi iizerinde 3n

uzunlugunda bir lineer koddur.

(b) T, cismi iizerindeki C; lineer kodlarimn iireteg¢ matrisleri G; olmak iizere,

G 0 0 e1Gy
0 G2 0 ve e G2
0 0 G e3G3

matrisleri sirastyla F, cismi iizerindeki ®(C) lineer kodunun ve R halkast

iizerindeki C kodunun tiretec matrisleridir.
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Daha genel olarak asagidaki yardimci teoremi verebiliriz.

Lemma 3.2.5. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

(a) Eger {ay,as,...,a,}, {by,by....bs} and {d,.d>...,d,} kiimeleri C\,C,,C5 lineer
kodlarint iireten kiimeler ise x; := (a;,b;+v(d; —b;)), u := max(r,s,t) ve i > r
j>s, k>ticina;=b; = c =0 olmak iizere {x1,%2,...,x,} kiimesi C kodunun

iiretec kiimesidir.

(b) k =max(ky,kp,k3) ve ki = dimg, C; olmak iizere C kodu R—modiil olarak en fazla

k eleman tarafindan iiretilebilir. Ozel olarak C kodu sonlu iiretilmis R—modiildiir.

(c) ai,bi,ci € Fy ve x; = (aj,bi +vc;) € R olmak iizere eger {x1,X3,....,Xm} kiimesi
C kodunun iirete¢ kiimesi ise, {ay,ay,...,am}, {b1,b3...,by} ve {by+c1,by +

€3....bm + cm} kiimeleri sirastyla Cy,Cy, Cs kodlarimin iirete¢ kiimeleridir.

Ispat. (a): x=(a,b+vd) €Colsun.aeCi,bcCyveb+d c Csolur. oy, B, 1 € Fy,

Ai= (o, Bi+v(vi—Bi)) ERvei>r j>s, k>tigin a; = Bj = % = 0 olmak iizere

r N t S u
x=(a,b+vd) = <Z oya;, Y Bibi+v (Z vidi — Zﬁibi) ) =) Aix;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
olarak yazilabilir.
(b): (a)’dan kolaylikla goriilebilir.

(c): a € C; olsun. C| kodunun tanimindan x := (a, b+ vc) € C olacak sekilde b, ¢ € Fg
vardir. C kodunun iirete¢ kiimesi {xq,x3,...,Xn} oldugundan A; € R olmak iizere
x =Y, Aix; olarak yazilabilir. oy, ;,% € F, olmak iizere A; = (04, Bi +v¥;) olarak
alirsak A;x; = (oya;, Bibi +v (Bici + Yibi + vici)) elde edilir. O halde a = Y7 | oia;
olarak bulunur.

b € G, olsun. C; kodunun tanimindan x := (a,b+vc) € C olacak sekilde a,c € Fy
vardir. C kodunun iirete¢ kiimesi {xq,x3,...,X,} oldugundan A; € R olmak iizere
x =Y, Aix; olarak yazilabilir. o, B;,7 € F, olmak lizere A; = (o, B; +v¥;) olarak
alirsak A;x; = (oya;, Bibi +v (Bici+ 1:bi + vici)) elde edili. O halde b = Y7 | B;b;
olarak bulunur.

d € C3 olsun. C3 kodunun tanimindan x := (a,b+v(d — b)) € C olacak sekilde a,b €
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[y vardir. C kodunun ireteg kiimesi {x1,X2,...,Xm} oldugundan 4; € R olmak iizere
x =Y Aix; olarak yazilabilir. o;,;,% € F, olmak tizere A; = (o, B; +vY;) olarak
alirsak A;x; = (oua;, Bibi+v (Bici+ 1:bi + vici)) elde edili. O halde b = Y7 | Bib;
ved—b=Y",Bici+ 7:(b;+ c;) bulunur ve sonug olarak d = Y, (B;i + %) (bi + ¢;)

sonucuna ulasilir. 0

C; kodlarmin G; iirete¢ matrisleri yardimiyla C kodunun iirete¢ matrisinin yapisi

asagidaki lemmada belirlenmistir.

Onerme 3.2.6. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Eger
G; matrisleri C; kodlarimin iirete¢ matrisleri ise k = max(ky,kp,k3), ki = dim]Fq C; ve

1<r<k 1<s<niginr>k;iken (G;)rs = 0 olmak iizere

(g)rs = ((Gl )rs> (GZ)rs +v ((63)rs - (G2)rs) )

elemanlarina sahip k x n boyutlarina sahip R iizerindeki 4 matrisi C kodunun iirete¢

matrisidir.
Ispat. Lemma 3.2.5 (a) sikkindan elde edilir. O]

¢ matrisinin siitunlarin1 permiite etmek G; matrislerinde ayn1 permiitasyona sebep
olur. D; lineer kodlar1 C; lineer kodlarina denk kodlar olmak iizere ®(D) = Dy x D, X
D5 seklinde R halkasi tizerinde n uzunlugundaki bir D lineer kodu i¢in C; ve D; lineer
kodlarinin denk olmasi C ve D kodlarinin denk olmasini gerektirmez. Dahasi, satir
islemleri ve siitun permiitasyonlar1 R lizerindeki kodlarin iirete¢ matrislerini standart
forma sokmak icin yeterli degildir. Yani R halkas tizerindeki kodlarin iirete¢ matrisleri
standart forma doniistiiriilemeyebilir. [19, s. 131] calismasinda F; x (IF, +vIF; ) halkasi
tizerindeki lineer kodlarin iirete¢ matrislerinin standart forma sokulabilecegi iddia

edilmektedir. Ancak asagidaki 6rnek bu iddiaya ters bir 6rnektir.

Ornek 3.2.7. g=2ve ¢ = (1,1 —v),(1,v)) € R? olmak iizere C lineer kodu C = Rc
seklinde R* modiiliiniin ¢ tarafindan iiretilen bir R—alt modiilii olsun. Her A = (a,b+
ve) € R igin Ac = ((a,b—bv),(a,bv+cv)) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart a =
b =c =0 (boylece A = Og) olmasidir. O halde ¢ elemamimin R igindeki stfirlayicis

(annihilator) sadece 0 olur ve ¢ elemani R iizerinde lineer bagimsizdir. Sonug olarak C
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modiilii R*> modiiliiniin serbest (free) alt modiiliidiir. Yani C kodu R iizerinde uzunlugu

2 olan bir serbest lineer koddur. Ancak C kodunun

[ (1,1=v) (1,v) ]

lirete¢ matrisi, satir iglemleri ve siitun permiitasyonu kullanarak

[ (1,1) (x,y+v2) ]

seklinde standart forma doniigtiiriilemez. Ciinkii, (1,1 —v) ve (1,v) elemanlarinin her

ikisi de R halkas: iizerinde tersinir elemanlar degildir. Her ikisi de sifir bolendir.

Yukarida ¢ = 2 i¢in verilen 6rnegi genellestirebiliriz. Her g i¢in ¢ = (e] +e3,e1 +e3) €
R? ve C kodunu C = Rc olarak alirsak C kodu R iizerinde 2 uzunluguna sahip bir serbest
lineer kod olur. Ancak (e; + e3).e3 = (0,0) ve (e; + e3).ex = (0,0) olduklarindan
e1 + e ve e + ez sifir bolendir. Dolayisiyla C kodunun iirete¢ matrisi standart formda

olan bir lineer koda permiitasyonca denk olamaz.

Tanmm 3.2.8. Her i = 1,2,3 icin C; ve D; kodlari ¥ iizerinde birbirine denk lineer
kodlar olsun. R halkasi tizerindeki C ve D kodlarina Gray denk kodlar denir.

C kodu R halkasi iizerinde bir lineer kod olsun. C kodunun kodsozlerinin bilesenlerini
permiite etmek direkt carpimi bozacagindan, ®(C) koduna denk olan [, iizerindeki
bir E lineer kodu R iizerindeki bir D kodu i¢in ®(D) formunda olmayabilir. Altta
verilen lemma, R halkasi iizerinde gray denk olan C ve D kodlarinin ®(C) ve ®(D)
goriintiilerinin F, lizerinde permiitasyonca denk lineer kodlar oldugunu ve bunun
tersinin gegerli olmadigin1 gostermektedir. Ayrica, eger R halkasi tizerindeki iki lineer

kod permiitasyonca denk ise gray denk olurlar.

Lemma 3.2.9. A,B,U,V kodlar ¥ iizerinde farkli uzunluklara sahip olabilen lineer
kodlar olsun. A ve U kodlart denk kodlar ve ayni zamanda B ile V denk kodlar ise,
A X Bve U xV direkt carpum kodlari da denk kodlardir.

Ispat. Kolaylik olmas: acisindan kodlarin iirete¢ matrislerini kodlarin kendi ismiyle

ifade edecegiz. A ve U kodlart denk kodlar, aym1 zamanda B ve V denk kodlar
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olduklarindan P, Q matrisleri permiitasyon matrisler ve M, N matrisleri tersinir
matrisler olmak tizere MAP = U ve NBQ =V olarak yazilabilir.

SRS HRS RS 5!

olarak tamimlayallm. X ve Y matrisleri sirasiyla A x B ve U x V direkt carpim
kodlarinin iirete¢ matrisleridir. Z matrisi bir permiitasyon matrisidir ve 7" matrisi
bir tersinir matristir. 7XZ =Y elde edildiginden A x B lineer kodu ile U x V lineer

kodunun denk olduklar1 sonucuna ulagigilir. ]

Teorem 3.2.10. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod, heri=1,2,3
igin k; = dimy, C; ve her {a,b,c} = {1,2,3} icin k, < kyy < k. olsun. C kodu, I}, matrisi
R halkast iizerinde k, x k, boyutlarinda birim matris, 0 matrisi R halkast iizerinde
(ke — ka) X kq boyutlarinda bir O matris ve K matrisi R halkast iizerinde k. x (n— k)

boyutlarina sahip bir matris olmak iizere, iiretec matrisi k. X n boyutlarindaki

g=] 5[]

0

matrisi olan bir lineer koda gray denktir. Ayrica k;’lerin siralanmasina gore ey =

(1,0), e = (0,1 —v) ve e3 = (0,v) olmak iizere & matrisini asagidaki formlarda

yazabiliriz:
[ Ika e X (ea -+ eb)Z T,
(i) Egerky, <kp <kcised=| 0 (ep+ec)ly, i, epY (ep+ec)TH

I, (eatep)X T ]

(ll) Eger ka - kb < kC ise g - O eCIkC—ka eCT2

[ I, e.X T, ]

(iil) Egerka <ky=keise = | "¢" (L oNL L (ey+e)Ts

(iv) Egerk, =k, =k, ise ¢ = [ I, T }

Yukaridaki tiim matrisler, R halkasi tizerinde matrislerdir ve her t tamsayist icin I;

matrisi R halkast iizerinde t X t boyutlarinda bir matristir.

Ispat. Cy,C>,C3 kodlar ¥, tizerinde lineer kodlar olduklarindan, I;, matrisleri I,

lizerinde birim matrisler ve X; matrisleri I, lizerinde matrisler olmak iizere, iireteg
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matrisleri sirasiyla k; x n boyutlarindaki
Gi=[Ii|X1], Ga=[1;,| X2 ], G3=[1;;| X3 |

matrisler olan I, lizerindeki U, V,W lineer kodlarina denktirler. D := SN U XV xW)
diyelim. Onerme 3.2.2’den D modiilii R” modiiliiniin sadece [F,—alt modiilii degil, ayn:
zamanda R—alt modiiliidiir. O halde U = Dy, V = D,, W = D3 elde edilir. Tanim 3.2.8
yardimiyla C ve D kodlarinin R halkasi lizerinde gray denk olduklar1 sdylenebilir. Son
olarak Onerme 3.2.6 kullanilarak ispat tamamlanabilir.

(i) IIk kistm igin @ = 3, b = 1, ¢ = 2 olmak iizere k3 < k; < kp siralamasim dikkate
alarak ispat yapalim. Diger tiim siralamalar i¢cin aym1 mantikla kolaylikla ispat

yapilabilir. Oncelikle Gy, G, G3 matrislerini

ifr=s5<k;
ifl<rs<kjandr#s
, ifr>k;

(Xi>r(s—ki)a ifr<k;<s

1
0
0

seklinde yazabilecegimizi not edelim. Onerme 3.2.6 6nermesi yardimiyla, » = s iken

Ors = Iy, ve r # s iken Ors = Or, olmak iizere, &,; matrisi

( &s(1,1), if r,s € [1,k;3]
Ors(1,1—v), if r,s € (k3, k]
5rs(0,1—v), if}’,SE (k],kz]

0, ifre (k3,k2],s€ [1,](3]

0, ifl’G(kl,kz],SG[l,kl]

(4)rs = (X3) () (0,1), if r e [1,ks],s € (k3, k1]
(X 1) (s (1, 0)+(X3) k) (0v), ifr €[l ks],s € (ki k2]

(X1), 5t (1, 0) if r € (ks, k1], € (ki ko]

(Xl) k) (1 0)+(X2) (0 1—V) if re (k3,k1],S€ (kz,n]

(Xz) (0 1 ) if re (kl,kz],s € (kz,l’l]

(
seklinde elde edilir. k3 < k; < ky oldugundan istenilen gosterilmis olur. Ornegin;
¢ matrisinin (2,4) blogu x € X; ve y € X, olmak iizere z = x(1,0) + y(0,1 —v)
formundadir. O halde b =1 ve ¢ = 2 olmak iizere z = (e] + e2)z = (ep + e)z olur.
O halde ¢ matrisinin (2,4) blogu, T matrisi R halkasi iizerinde bir matris olmak
tizere (e, + e.) T formundadir.

(i) Ikinci kistm i¢in a = 3, b = 1, ¢ = 2 olmak iizere k3 = k; < ky siralamasim dikkate

alarak ispat yapalim. Diger siralamalar i¢in aym1 mantikla kolaylikla ispat yapilabilir.
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(i) ispatinaki Gy, Gy, G3 matrislerini kullamirsak Onerme 3.2.6 6nermesi yardimiyla,

r = s iken &, = Ig, ve r # s iken Ors = Op, olmak lizere, ¢ matrisi

Ors(1,1), if r,s € [1,k3]

Ors(0,1 —v), if r,s € (ks, k]
(9)s = 0, if r € (ks,kp],s € [1,k3]
(Xl) —k3) (1 O)+(X3) r(s—k3) (0 v) ifre [1,/(3],5 € (k3,k2]
(Xz) (s—k2) (0 1— ) if re (k3,k2],s€ (kz,l’l]

seklinde elde edilir. k3 = k; < k oldugundan istenilen gosterilmis olur. Ornegin; ¥
matrisinin (1,2) blogux € X ve y € X, olmak iizere z = x(1,0) + y(0,v) formundadir.
O halde a = 3 ve b = 1 olmak iizere z = (e + e3)z = (ep + €4)z olur. O halde ¥
matrisinin (1,2) blogu, X matrisi R halkasi {izerinde bir matris olmak tizere (e, + e5)X
formundadir.

(iii) Ugiincii kistm igin @ = 3, b = 1, ¢ = 2 olmak iizere k3 < k| = ko siralamasim
dikkate alarak ispat yapalim. Diger siralamalar icin aym1 mantikla kolaylikla ispat
yapilabilir. (i) ispatinaki G, G,, G3 matrislerini kullanirsak Onerme 3.2.6 dnermesi

yardimiyla, r = s iken 6,5 = Ig, ve r # s iken Ops = Op, olmak iizere, &, matrisi

Ors(1,1), if r,s € [1,k3]

Ors(1,1—v), if r,s € (k3, k2]
(G)rs = 0, if r € (k3,k],s € [1,k3]
(X3) 0 v) ifre [1,k3],s S (k3,k2]

(Xl) k) (1 0)+(X2) r(s—k) (0 1—V) ifre (kg,kz],SE (kz,n]

seklinde elde edilir. k3 < ki = ko oldugundan istenilen gosterilmis olur. Ornegin;
¢ matrisinin (2,3) blogu x € X; ve y € X5 olmak iizere z = x(1,0) +y(0,1 —v)
formundadir. O halde b = 1 ve ¢ = 2 olmak iizere z = (e; +e2)z = (ep + )z olur.
O halde ¢ matrisinin (2,3) blogu, X matrisi R halkasi lizerinde bir matris olmak iizere
(ep + €)X formundadir.

(iv) Ispat1 kolayca goriilebilir.

]

R" modiilii iizerinde iki tane mesafe (distance) tamimlayalim. Birincisi Hamming
mesafesi, ikincisi ise genellikle Lee mesafesi olarak adlandirilan, Hamming

mesafesinin Gray doniisiim ile kisitlanmasidir.
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Tanmm 3.2.11. Her S halkasi ve n pozitif tamsayist icin S" iizerindeki Hamming
mesafesi dy : " x 8" — N seklinde bir doniigiimdiir ve dg(x,y) = |{i : (x); # (¥)i
seklinde tamimlidir. Yani dp(x,y) Hamming mesafesi, x ve y kodsozlerinin birbirinden

farkli pozisyonlarimin sayisidir.

Tanim 3.2.12. S halkasi ve n pozitif tamsayist icin S" tizerindeki Hamming agirhgi
wy : 8" — N seklinde bir doniisiimdiir ve wy (x) = |{i : (x); # Os}| seklinde tanimhidur.

Yani Hamming agirligi, bir x kodsoziiniin Og’dan farkli pozisyonlarimin sayisidur.

R iizerindeki bir kodun hamming mesafesi ve hamming agirligin1 da tanimlayabiliriz.
R iizerindeki bir C kodunun (lineer olmak zorunda degil) hamming mesafesi d(C) =
min{d(x,y) |x,y € R" ve x # y} ve hamming agirhid1 ise wy(C) = min{wg(x) |x €

R" ve x # 0} seklinde tanimlanur.

Tanim 3.2.13. R" halkas: tizerindeki Lee mesafesi ve Lee agirh@, d; ve wy, sirasiyla
Ffln iizerinde hamming mesafesini ise hamming agirligint gostermek iizere, her x, y €
R" olmak iizere sirasiyla dp(x,y) = dg(®(x),P(y)) ve wi(x) = wy(P(x)) seklinde

tanmimlanr.

R halkast iizerindeki C kodunun Lee mesafesi ve Lee agirhigi ise I, tizerindeki ®(C)
kodunun Hamming mesafesi ve Hamming agirhig1 olarak tanimlanir. Yani d7(C) =

dy (P(C)) ve w(C) = wy (®(C)) olur.

Onerme 3.2.14. R halkas: iizerinde n uzunlugundaki her C lineer kodu icin, 0 # d; =
du(C;) olmak iizere, dy(C) = dr.(C) = min(dy,da,d3) seklindedir.

Ispat. C kodu R" degismeli grubunun alt grubu oldugundan, her x € C i¢in wy(x) =
dp(x,0) olur ve wy(C) = dr(C) elde edilir ®(C) kodu F, iizerinde bir kod
oldugundan d; ve wy tammlarindan wz(C) = di(C) elde edilir. ®(C) kodu F,
tizerindeki C; kodlarinin direkt ¢arpimi @(C) = C; x C; x C3 seklinde yazilabildiginden
dp(C) = mindy,d>,ds olur.

x;i = (aj,bi+vc;) € R ve x; = (x);, a; = (a);, bi = (b);, ¢; = (¢); olmak iizere x =
(a,b+vc) € R" alahm. ¢(x;) = (ai,bi,b;i +c;) olmak tizere (¢ (x1),d(x2),...,P(xz))

koordinatlarini permiite ederek ®(x) = (a,b,b + c) elde edilebilir. Boylece;

n

wi (®(x)) =) wi (9(x:)).

i=1
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elde edilir. ¢ bir F,—modiil izomorfizmas1 oldugundan, x; # 0 olabilmesi igin gerek

ve yeter sart (a;, b;,b; +¢;) # 0 olmasidir. O halde
wi (x) < wi (P(x)) < 3wp(x)

oldugunu gorebliriz. Ozel olarak wy(C) < wi(C) elde edilit. x; = (a;,b; + vc;)
oldugundan wy (x) agithigt wy(a), wy (b), wiy (b + ¢) agirliklarinin her birine esit ya
da biiyiiktir. a € Cy, b € C; and b+ ¢ € C3 oldugundan, wy(x) # 0 ise a,b,b +
¢ kodsozlerinden biri sifirdan farklidir ve wy(x) > min(d;,d>,d3) olur. Buradan

wr(C) > wr (C) elde edilir ve istenilen gosterilmis olur. O

R halkas: iizerindeki bir C kodunun Hamming mesafesi ve Hamming agirliginin ayni
olmasi i¢in C kodunun R halkasi lizerinde R—lineer olmasi gerekir. [F,—lineer olmasi
durumunda Hamming mesafesi ile Hamming agirlig1 ayni olmayabilir. Bu durumu bir

ornekle aciklayalim.

Ornek 3.2.15. g =2 ve x = ((1,1),(1,v)) € R? olsun. C = Rx kiimesi R*>’nin x
tarafindan iiretilen bir R—alt modiilii, D = I yx kiimesi ise R" ’nin x tarafindan iiretilen
bir Fy—alt modiiliidiir. C lineer kodunun e\x, e, e3x tarafindan iiretilen bir F,— alt
modiil oldugunu da soyleyebiliriz. x vektoriiniin R icindeki sifirlayicisi (annihilator) 0

oldugundan, {e\x, e>x, e3x} kiimesi C kodunun ¥ iizerinde bir bazidir. Boylece
C =10, e1x, exx, e3x, e;Xx+exXx, e1X+ e3x, exx+e3x, e;x+exx + e3x}
olarak yazilabilir ve
c = {(0,0)(0,0), (1,0)(1,0), (0,1—v)(0,0), (0,)(0,v),
(1,1 —=v)(1,0), (1,v)(1,v), (0,1)(0,v), (1,1)(1,v)}
olarak elde edilir. ®(C) goriintiisii ise

®(C) = {000000, 110000, 001000, 000011, 111000, 110011, 001011, 111011}

olur. (0,1 —v)(0,0) € C kodsdziiniin Hamming agirhigr 1 ve 001000 € ®(C)

kodséziiniin Hamming agirligt 1 oldugundan dy(C) = 1 = dp(C) olur. Diger yandan
D= {(0,0)(0,0), (1,1)(1,v)} ve &)= {000000, 111011}

olur. dgy (D) = 2 olarak bulunur ancak dr(D) = dy (®(D)) =5 olur.
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3.3 F, x (F,+vF,) Halkas1 Uzerinde Serbest Kodlar

Bu boliimde R" modiiliiniin R—serbest (R— free) alt modiillerini inceleyecegiz. Bir
diger ifadeyle lirete¢ matrisinin satirlart R iizerinde lineer bagimsiz olan C lineer

kodlarimi inceleyecegiz.

Lemma 3.3.1. x1,x3,....Xn € R" olsun. {x1,X3,....,Xm} vektorlerinin R halkast
lizerinde lineer bagimsiz olabilmesi icin gerek ve yeter sart, her i = 1,2,....m icin

(ai,b; +ve;) = x; olmak iizere,
{al,az,...,am} ve {bl,bz,...,bm} ve {b1+c1,b2—|—c2,...,bm+cm}

kiimelerinin I¥, cismi iizerinde lineer bagimsiz olmasidur.

Ispat. (=): a;,Bi,% € F, olmak iizere

Zalal_ZBl 1—2% it+ci) OIFZ

olsun. r; = (o, Bi+vY;) € R olarak tammlayalim. r; € R elemanimi ayn1 zamanda

ri = el + Biex + Y;e3 seklinde de yazabiliriz.

rix; = (04a;, Bibi +vYi(bi + ¢i) — vBib;)

oldugundan
m m m m m
Y rixi= Y oa;,Y Bbi+v| Y vi(bi+ei) | —v) Bibi | =0
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

elde edilir. Buradan r; = 0 ve dolayisiyla her i i¢cin o; = ; = % = 0 elde edilir.

(<) : si € R olmak iizere

m

Z §iXj = ORn
olsun. o, B, 7 € F, olmak iizere s; = (oc,-, Bi + v¥;) olarak yazilabilir.
sixi = (oya;, Bibi +vyi(bi + ¢i) + vpici)

olacagindan

m

g
§

Il
(ngE

(a,al, ﬁ,b +VvY; (b,' + C,') + VB,'C,')
1

= (i o;a;, i Bib; +V§, (vi(bi+ei) + vB,-c,-))
i—1 i=1 i=1

R"

—
~.

=)
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olur ve buradan da

L o

elde edilir. O halde, o; = B; = 7; = 0 olacagindan s; = 0 olur. O

||
HMs

I_Z% +Cl +Blcl OIE‘Z

Uyan 3.3.2. R" modiiliiniin R—lineer bagimsiz bir alt kiimesi en fazla n eleman icerir.

Ispat. n elemandan daha fazla elemanin lineer bagimsiz oldugunu varsayalim. R"
tizerinde n+ 1 tane elemanin lineer bagimsiz olsun. Lemma 3.3.1 yardimiyla Fy, vektor
uzayinda n+ 1 vektoriin lineer bagimsiz oldugu sonucu ¢ikar. [Fp vektdr uzaymin
boyutu n oldugundan, n 4 1 vektoriin lineer bagimsiz olmasi bir ¢eligkidir. O halde R"

izerinde en fazla n vektor lineer bagimsiz olabilir. [

Lemma 3.3.3. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ve xX1,X3, ..., X
elemanlart R" modiiliiniin elemanlart olsun. {x1,Xy,...,Xy} kiimesinin R iizerindeki C

kodunun bir bazi olabilmesi icin gerek ve yeter sart
{al,az, ...7am} ve {bl,bz, ,bm} ve {bl +c1,bry+cy,....by +Cm}

kiimelerinin, her i igin (a;,b;+vc;) = x; olacak sekilde F, iizerindeki Cy, C; ve C3

kodlarmin sirastyla birer bazi olmasidrr.

Ispat. 3.2.5 ve 3.3.1 yardimiyla kolaylikla ispatlanabilir. ]

Teorem 3.3.4. C kodu R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C lineer
kodunun R iizerinde serbest modiil (dolayisiyla serbest kod) olabilmesi icin gerek ve
yeter sart ki = dim]Fq C; olmak iizere k1 = ky = k3 olmasidir. Dahasi, eger C kodu R

halkast iizerinde serbest kod ise rankgC tektir ve rankgC = k; olur.

Ispat. Cisimler iizerindeki modiillerin (yani vektoér uzaylarmin) boyutu belirli

oldugundan, Lemma 3.3.3 yardimiyla istenilen gosterilmis olur. O]

Sonug 3.3.5. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir serbest lineer kod olsun. C
kodu, k = rankgC iken I matrisi R halkast iizerinde k x k boyutlarinda bir birim matris
ve T matrisi R halkast iizerinde k X (n — k) boyutlarinda bir matris olmak iizere, iirete¢

matrisi

[1]T]
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formunda olan R iizerindeki bir lineer koda Gray denktir.

Ispat. Teorem 3.2.10 ve Teorem 3.3.4 teoremleri yardimiyla istenilen kolaylikla

gosterilebilir. [

Ornek 3.3.6. ¢ =2 ve C lineer kodu Ornek 3.2.7 ornegindeki lineer kod olsun. C kodu

ranki I olan bir serbest koddur. D kodu ise iiretec matrisi

[ (1,1) (1,0) ]

olan R halkasi iizerinde 2 uzunlugunda bir lineer kod olsun. Ornek 3.2.7 rneginden
bildigimiz iizere C ve D kodlart denk kodlar degildir. Lemma 3.3.3 lemmasindan
{(L,D}, {(1,0)}, {(0,1)} kiimeleri sirasiyla F, iizerindeki Cy,C5,C3 kodlarimin
bazlardir. Yine ayni lemmadan {(1,1)}, {(1,0)}, {(1,0)} kiimeleri ise sirasiyla F,
lizerindeki D1,Dy,D3 kodlarimin bazlaridir. Sonug 3.2.4 yardimiyla ®(C) ve ®(D)

kodlarimin iirete¢c matrisleri sirastyla

1 10000 1 10000
0010O00QO0 ve 0010O00O0
0 00O0OT1 000O0T1O0

olarak elde edilir. ®(C) ve ®(D) kodlart denk kodlardir. Sonug olarak C ve D kodlar
denk kod degildir, ancak Gray denk kodlardur.

Tanim 3.3.7. (a) R halkast iizerinde n uzunlugundaki bir C lineer kodunun Hamming

mesafesi dy (C) = d ise C koduna [n,d|g—kod denir.

(b) R halkast iizerinde n uzunlugundaki bir C serbest lineer kodunun Hamming

mesafesi dy(C) = d ve ranki k ise C koduna [n,k,d|r—kod denir.
Sonuc 3.3.8. (a) Eger bir [n,d|g-kodu varsa, bir k degeri icin [n,k,d|,-kodu da vardir.
(b) Eger bir [n,k,d],-kodu varsa, [n,k,d)g-kodu da vardir.
Ispat. (a): C kodu bir [n,d]g-kod olsun. Onerme 3.2.14 yardimiyla C; kodlarinin
birinin bir k degeri igin [n, k,d],-kod oldugunu soyleyebiliriz.

(b): Eger U kodu bir [n,k,d],-kod ise, Onerme 3.2.2 ve Onerme 3.2.14 yardimiyla
D =@ (U xU x U) kodu bir [n,d]g-koddur. Her i igin D; = U dersek Theorem 3.3.4

yardimiyla D kodunun ranki k olan bir serbest R-modiil oldugunu soyleyebliriz. [
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Sonug 3.3.8 sonucunu kullanarak R" modiiliiniin Hamming mesafesi d olan bir R—alt
modiilii varsa R" modiiliiniin Hamming mesafesi d olan bir serbest R—alt modiilii
vardir. Diger bir ifadeyle, eger [n,d]g-kodu varsa bir k degeri i¢in [n,k,d|r-kodu da

vardir.

3.4 F, x (F,+vF,) Halkas1 Uzerinde Dual Kodlar

Bu boliimde R halkasi iizerindeki bir C lineer kodunun Oklit ve Hermityen ic
carpimlara gore dual kodunu anlatacagiz. C ve D kodlar1 n uzunlugunda, sirasiyla
R ve F, iizerinde lineer olan veya olmayan birer kod olsun. C* ve D' ile OKlit i¢
carpima gore dual kodlari, C* ile Hermityen i¢ carpima gore dual kodlart gosterelim.
Boylece

Ct ={x€R"|[x,c]p =0 Vc € C}

D" ={x€F}|[x.d]y=0g, Vd € D}

C*={xecR"|[x,c]y=0rVceC}.
seklinde tanimlanir.  Yukaridaki tamimlardan da anlasilacagi tizere, her y € R"

icin [,y]z,[,¥]ly : R" — R doniisimleri R-modiil homomorfizmasidir. Dolayisiyla

asagidaki sonucu soyleyebiliriz.

Uyari 3.4.1. R iizerindeki n uzunlugundaki her C lineer kodu icin C+ ve C* kiimeleri

R iizerinde n uzunlugunda lineer kodlardr.

Lemma 3.4.2. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
(a) ®(CH)=d(C)* ve P(C*) = P(C)*.

(b) dimg, C+dimg, C* = 3n ve dimg, C +dimg, C* = 3n.

olur.

Ispat. (a): Oncelikle Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.8 yardimiyla ®(C*) C ®(C)* ve
¥(C*) C ¥(C)* oldugunu soyleyebiliriz. u € ®(C)* olsun. a, b, c € F y olmak iizere
bir x = (a,b+vc) € R" i¢in u = ®(x) olur. Herhangi biry = (d,e+ vf) € C alalm.

®(x) = (a,b,b+c), P(ery) =(d,0,0), P(ezy) =(0,e,0), P(esy)=(0,0,e+ f)
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olur. Her i i¢in e;y € C oldugundan ®(e;y) € ®(C) ve boylece [u, D(e;y)|p = 0 olur.
Buradan da

la.d|, =[b,elp=[b+c,e+flp=0

elde edilir. [b+c,e+ f]; = [b,e]; +[b, fl + [c,e]; + [c, f] oldugundan [b, f], +

[c,e]; + [c, f]g olur ve dolayisiyla

.yl = [(a,b+ve), (d, e+ vf)]

= ([a,d],[b,e]p +V([b, flg +[c,e]p +[e, flE))
— Og

elde edilir. Boylece x € C*+ ve u € ®(C+) olur ve istenilen gosterilmis olur.
uc¥(C)tolsun. a, b, c < [ olmak tizere bir x = (@,b+vc) € R" igin u =¥ (x) olur.
Herhangi bir y = (d,e+vf) € C alahm. A = [A],A;,A3] matrisi Lemma 3.1.4’teki

sartlar1 saglayan bir matris olmak iizere
_ AT T T AT _ AT _ T
W(x) =aAT +bAL + (b+ )AL, W(ery) =dAT, W(ey)=eAl, W(esy) = (e+f)A!

olur. Her i igin ¢;y € C oldugundan ¥(e;y) € ¥(C) ve boylece [u, ¥(e;y)]; = 0 olur.
Buradan da

[avd]E = [bve]E_'_ [cve]E = [b>e]E+[bvf]E =0

elde edilir.

[(a,b+vc),(d,e+vf)ly
(a,b+ve,(d,e+vf) .
[(a,b+vc),(d,e+f—vf)lg
(la.d]g,[b,e]lp+[b,flz+v([c.elz—[b,flg)
Or

[xay]H

elde edilir. Boylece x € C ve u € ¥(C+) olur ve istenilen gosterilmis olur.
(b): Sadece C* icin gosterelim. C icin de benzer sekilde gosterilebilir. ¥(C) kodu IFy,

tizerinde 3n uzunlugunda bir lineer kod oldugundan

dimp, ¥(C) + dimg, ¥(C)* = 3n
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olur. ¥ : R" — IFZ” doniigiimii bir F,-modiil izomorfizmasi oldugundan R" modiiliiniin
her Fy-alt modiilii U i¢in dimyp, ¥(U) = dimp, U olur. (a)’dan ¥(C*) = ¥(C)*+

oldugundan istenilen elde edilmis olur. [

Uyan 3.4.3. A and B kodlart bir halka iizerinde birer lineer kod olsun. (A x B)* =

AL x B olur:

Sonlu Frobenius halkasi iizerindeki her D kodu igin (D')* = D oldugu [20]
makalesinden bilinmesine ragmen, biz de Lemma 3.4.2 yardimiyla asagidaki sekilde

ispatlayabiliriz.
Sonuc 3.4.4. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Her i icin

(CL)i = (C)* elde edilir. Ayrica (C+)*+ = C ve (C*)* = C olur:

Ispat. ®(C) kodu F, cismi iizerindeki [F7 vektor uzayimn bir alt uzay1 oldugundan
Teorem 2.2.12 yardimiyla (®(C)*)+ = ®(C) ve (¥(C)*)* = ¥(C) olur. Lemma
3.4.2°den (®(C)H)*F = @((CH)Y) ve (P(C)*)* = ¥((C*)*) olur. Buradan da
(CH)+ =C ve (C*)* = C elde edilir.

®(C) = C1 x C3 x C3 oldugundan Uyari 3.4.3 yardimiyla ®(C)* = (C; x Co x C3)* =
C{ x Cf x C§ ve Lemma 3.4.2 yardimiyla ®(C)* = ®(C*) = C{ x G5 x C§ olur.
Buradan da her i igin (C*); = (C;)* elde edilir. O

Teorem 3.4.5. R halkast iizerinde n uzunlugunda bir C lineer kodu icin asagidakiler

gerceklenir.

(a) C C Ct olmas icin gerek ve yeter sart her i = 1,2,3 icin C; C (C,~)L olmasidir.
(b) C =C* olmas: icin gerek ve yeter sart her i = 1,2,3 icin C; = (C,~)L olmasidir.
(c) Eger C = Clisen cifttir ve ki = dim]Fq C; olmak iizere ky = ky = k3 = n/2 olur.

(d) Eger C = C* ise n ¢ifttir ve C kodu ranki n/2 olan serbest R-modiildiir.

Ispat. (a): ® Gray doniisiimii birebir oldugundan C C C* olmast icin gerek ve yeter
sart ®(C) C &(C) olmasidir. Sonug 3.4.4 kullamirsak ®(C+) = &(C) oldugundan
her i igin C; C (C1); elde edilir.
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(b): ® Gray déniisiimii birebir oldugundan C = C olmasi igin gerek ve yeter sart
®(C) = ®(C*) olmasidir. Sonug 3.4.4 kullanirsak ®(C+) = &(C*) oldugundan her i
icin C; = (C1); elde edilir.

(c): (b)’den her i i¢in C; kodlar1 F, iizerinde n uzunlugunda kendine dual kodlar
oldugundan dim]gq Cl.T = diqu C; olur ve n — k; = k; elde edilir. n = 2k; oldugundan n
cifttir.

(d): Teorem 3.3.4 yardimiyla kolaylikla elde edilir. [

Simdi Hermityen i¢ carpima gore dual kodlar ile Oklit i¢c carpima gore dual kodlar
arasinda bir iligki kurmaya calisalim. R" iizerinde [F,—modiil otomorfizmasi o, :
R" — R" otomorfizmasini soyle tanimlayalim: Her x; = (a;,b; + vc;) € R igin o (x;) =
Xi = (ai,bi + ¢; — vc;) olmak iizere herhangi bir x = (x1,...,x,) € R" i¢in 0,(x) =
(o1(x1),...,01(x,)) olsun. x € R" i¢in 0,(0,(x)) = x oldugu hemen goriilebilir. o,
bir R-modiil homomorfizmasi olmamasina ragmen, alttaki sonu¢ 6, homorfizmasinin

R-alt modiilleri R-alt modiillere resmettigini gosterir.

Lemma 3.4.6. (a) Eger C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ise
0,(C) kodu da R halkasi iizerinde lineer koddur ve 6,(C); = Cy, 6,(C)2 = C3,

0,(C)3 = C, saglanir.

(b) Eger C kodu R iizerinde lineer kod ise, ®(C) ve ®(0,(C)) lineer kodlart denk
kodlardir.

(c) Her x € R" icin wy (0,(x)) = wr (x) olur.

Ispat. (a): Her r € R ve x € R" i¢in 0, (rx) = 01(r)0,(x) oldugundan o, (C) kodu R

tizerinde bir lineer koddur. Her x = (a,b + vc) € R" igin
6u(x) = (@,b+c—ve), B(x)=(a,b,b+c), ®(0y(x))=(ab+c,b)

oldugundan istenilen elde edilmis olur.

(b): 6,(C) kodunun lineer oldugunu (a) kisminda gostermistik. Dolayisiyla ®(C) ve
®(0,(C)) kodlari lineerdir.
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(¢): o1 : R — R doniigiimii Fy,—modiil izomorfizmasi oldugundan, her x; € R i¢in
o1(x;) # 0 olmast igin gerek ve yeter sart x; # 0 olmasidir. ©, tanimindan istenilen

elde edilmis olur. O

Lemma 3.4.7. (a) x,y € R" icin 0y ([x,y]g) = [0u(x),00(y)]p ve o1([x,y]n) =

[04(x), 00 ()’)]H olur.

(b) X,y € R" lgll’l [xay]H = [xv Gl’l(y)]E ve [x7y]E = [x? G”(y)]H olur.

Ispat. Tanimlardan kolaylikla elde edilebilir. [

Onerme 3.4.8. (a) R" modiiliiniin her C alt kiimesi icin C*+ = 6,(C*) = 6,(C)* ve

C* = 6,(C*) = 6,(C)* olur.

(b) R iizerindeki n uzunlugundaki her C kodu icin (C+)* = (C*)* olur.

Ispat. (a): x € C* alahm. Her y € C igin [x,y]; = 0 olur. Lemma 3.4.7 (b) kismindan
x,¥]p = [x,0,(y)]y = 0 olur ve dolayisiyla x € 6,(C)* olur. Ayn1 zamanda Lemma
3.4.7 (a) kismindan o ([x,0,(y)]y) = [0n(x),¥]; = 0 olacagindan o,(x) € C* ve x €
0,,(C*) olur. Tersine x € 0,(C)* alalm. Her y € C i¢in [x,0,(y)|y = [x,y]z = 0 olur
ve x € C* olur. Yine benzer sekilde x € 6,,(C*) alalim. 6,(x) € C* olur. Her y € C igin
[04(x),¥] 5 = 0 olur. Buradan o [0,(x),y] = [x,06,(¥)]y = [x,¥]g = 0 olur ve x € C+
elde edilir ve C*+ = 6,,(C*) = 6,,(C)* gosterilmis olur.

x € C* olsun. O halde her y € C i¢in [x,y]y = 0 olur. Lemma 3.4.7 (b) kismindan
[x,¥]5 = [x,0,(3)] = 0 olur ve dolayisiyla x € 0,(C)~ olur. Ayn1 zamanda Lemma
3.4.7 (a) kismindan o ([x,0,(y)]z) = [0n(x),y]z = 0 olacagindan o,(x) € C* ve x €
0,(C*) olur. Tersine x € 0,(C)* alalm. Her y € C igin [x,0,(y)]z = [x,¥]y = 0 olur
ve x € C* olur. Yine benzer sekilde x € 0,(C) alalim. 6,,(x) € C* olur. Hery € C igin
[0,(x),¥]z = 0 olur. Buradan o1 [0,,(x),y]z = [%,04(¥)]z = [*,¥]# = 0 olur ve x € C*

elde edilir ve C* = 6,(C1) = 6,(C)* gosterilmis olur.

(b): (CH)* = 6,((C*)*) ve (C*)* = 0, ((CH)*) oldugunu (a) kismu yardimiyla

soyleyebiliriz. Sonug 3.4.4 kullanilarak istenilen elde edilir. ]

Teorem 3.4.9. R halkas: iizerinde n uzunlugunda bir C lineer kodu icin asagidakiler

gerceklenir.
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(a) F, iizerindeki ®(C) ve ®(C*) lineer kodlart denk kodlardur.
(b) d(C*) =dp(C*) ve dy(Ct) = dy (C).

(c) C C C* olmast icin gerek ve yeter sart C; C (C1)*, C; C (C3)* ve C3 C (Cy)*+

olmasidr.

(d) C = C* olmast icin gerek ve yeter sart C; = (C)*, C; = (C3)* ve C3 = (Cy)*

olmasudr.
(e) Eger C=C"ise k; = dim]Fq C; olmak iizere 2ky = ky + k3 = n olur.

(f) C+ = C* olmast icin gerek ve yeter sart 6,(C) = C olmasidur.

Ispat. (a): Lemma 3.4.6 lemmasinin (b) kismindan ®(C+) ile ®(0,(C~)) kodlar1 denk
kodlardir. Onerme 3.4.8 6nermesinin (a) kismindan o, (C+) = C* oldugundan istenilen

elde edilmis olur.

(b): (a)'dan dy (®(C*)) = dy (P(C*)) elde edilir. Tamim 3.2.13 yardimyla d7,(C) =
d; (C*) oldugunu sdyleyebiliriz. Onerme 3.2.14 onermesinden istenilen elde edilmis

olur.

(c) and (d): Oncelikle Onerme 3.4.8 yardimiyla C* = 6,(C") oldugunu soyleyelim.

Once Lemma 3.4.6 daha sonra Sonug 3.4.4 kullanilarak istenilen kolaylikla elde edilir.
(e): diqu Ci+ diqu (C,-)L = n oldugundan (d)’den elde edilir.

(f): Onerme 3.4.8 yardimiyla C = C* olmas! icin gerek ve yeter sart C+ = o,,(C)*

olmasidir. Sonug 3.4.4 kullanilarak istenilen gosterilmis olur. [

R iizerindeki bir C lineer kodu igin eger C*+ = C ise C koduna Oklit i¢ carpimina gére
kendine dual kod denir. Benzer sekilde C* = C ise Hermityen i¢ ¢arpima gore kendne
dual kod denir. Teorem 3.4.5 kullanilarak OKlit i¢ carpimina gore kendine dual olan her
lineer kodun serbest R—modiil oldugu sdylenebilir. Ancak Teorem 3.4.9 (d) ve Teorem
3.3.4 yardimiyla R iizerinde serbest olmayan, Hermityen i¢ carpima gore kendine dual

olan lineer kodlarin olabilecegi sdylenebilir.
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Lemma 3.4.10. C ve D kodlar: R halkast tizerinde n uzunlugunda lineer kodlar olsun.
~ sembolii ile kodlarin Gray denk oldugunu kastedelim. Eger C ~ D ise C- ~ D+,
6,(C) ~ 0,(D) ve C* ~ D* olur.

Ispat. Gray denk tammindan C; ve D; kodlar IF, tizerinde denk kodlardir. Cisimler
tizerindeki denk lineer kodlarin duallerinin de denk oldugu bilinmektedir. O halde
(C))* ve (D;)* lineer kodlar1 denktir. Sonu¢ 3.4.4 yardimiyla (C*); ve (D1);
kodlarinin denk oldugu sdylenebilir. Bu yiizden C+ ~ D' elde edili. Lemma
3.4.6 (a) kismindan 6,(C) ~ 0,(D) elde edilir. C ~ D iken C* ~ D" oldugunu
gosterdigimizden o,(C*) ~ o,(D') oldugunu soyleyebiliriz.  Onerme 3.4.8 (a)

kismindan C* = 6,,(C*) oldugundan C* ~ D* elde edilir. O

Urete¢ matrisi Teorem 3.2.10 teoreminde verilen, R halkasi iizerindeki bir C lineer

kodunun OKklit i¢ carpimina gore dualinin iirete¢ matrisinin yapisi altta verilmistir.

Onerme 3.4.11. C kodu R halkasi iizerinde n uzunlugunda, her i = 1,2,3 icin k; =
diqu C; ve m = max(ky,ky,k3) olmak iizere, iirete¢c matrisi m x n boyutlarindaki 9

olan bir lineer kod olsun.

(i) Eger Y matrisi Teorem 3.2.10 (i) kismunda verilen matris ise {ky,ky, k3 } = {k, <

kp < kc} olur ve (n—kg) x n boyutlarindaki

—T{ —(ep+ ec)Tg —eCTg I, &,
I = —(ea + eb)ZT —ebYT (ea + eb>lkc—kb 0
—€aXT ealkb—ka 0 0

matrisi C*+ lineer kodu icin iirete¢ matrisidir. Yani C lineer kodu icin kontrol

matrisidir.

(ii) Eger ¥ matrisi Teorem 3.2.10 (ii) kismunda verilen matris ise {ky,ky,k3} = {k, =

kp < kc} olur ve (n—kg) X n boyutlarindaki

T T
_Tl _eCTz Il’l—kc

W=
—(ea—f—eb)XT (ea—l—eb)lkg_ka 0

matrisi C* lineer kodu icin iirete¢ matrisidir. Yani C lineer kodu icin kontrol

matrisidir.
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(iii) Eger ¥ matrisi Teorem 3.2.10 (iii) kismunda verilen matris ise {ki,kp, k3 } = {k, <

kp = k¢ } olur ve (n — k,) x nboyutlarindaki

_TIT —(en+ QC)Tg Iy,

A= —eaXT ealkc—ka 0

matrisi C* lineer kodu icin iirete¢c matrisidir. Yani C lineer kodu icin kontrol

matrisdir.

(iv) Eger ¥ matrisi Teorem 3.2.10 (iv) kismunda verilen matris ise {ky,ka, k3 } = {k, =
kp = kc} olur ve (n—ky) x n boyutlarindaki A = | =TT I,y | matrisi C*

lineer kodu icin iirete¢c matrisidir. Yani C lineer kodu icin kontrol matrisidir.

Ispat. (i) {ki,k2,k3} = {ka < kp < kc} olsun. & matrisi Iy, Iy,_k,, Ix,—k, birim
matrislerini icermektedir. .77 = 0 oldugu kolayca gosterilebilir ve bu da iiretec
matrisi % olan, R iizerindeki bir lineer D kodu icin D C C+ olmasini gerektirir.

q)(C) = C] X C2 X C3 oldugundan
3
dimp, C =) ki = ko +kp + ke
i=1

oldugunu soyleyebiliriz. Yine dnceki ciimleden, k. = dimg, D; olmak tizere, dimp, D =
ki + kj -+ k5 oldugu soylenebilir. Her i = 1,2,3 igin k; = dimp, ;D olur. Ornegin;
®(e;D) = 0 x Dy x 0 olur. Boylelikle

diqu D= diqu eqaD+ dim]qu epD + dimﬂrq e.D

olur. e;’ler R halkasiin dik ilkel esgiiclii (orthogonal primitive idempotent) elemanlari

ve {ey,ez,e3} kiimesi R’nin F,—baz1 oldugundan

—e;,TlT —eng 0 ebln—kc
€b¢%p = —ebZT —ebYT eblkc*kb 0
0 0 0 0

matrisi bir F,—modiil olan e,D’yi iiretir. e, matrisinin yapisindan sifirdan farklh
satirlarinin Fy tizerinde lineer bagimsiz oldugu soylenebilir. Boylece dimp, e,D = (n—
ke) + (ke — kp) = n— kj, olur. Benzer sekilde dimg,_ e,D =n—k, ve dimp_ e.D =n—k.

elde edilir. Buradan da

dimp, D = 3n— (kg +ky +ke) = 3n —dimg, C
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olur. Lemma 3.4.2 (b) kismindan dim]FqD = dim]yq Ct ve dolayisiyla D = Ct elde
edilir.

Diger kisimlar da benzer sekilde ispatlanabilir. [

Uyari 3.4.12. C* icin Onerme 3.4.11 onermesinde elde ettigimiz sonuglarin benzerini
C* icin de soyleyebiliriz.  Her M matrisi icin (M*);j = o1((M);;) olmak iizere
MT transpoz matrisini M* konjuge transpoz matrisi ile ey, ep,e. elemanlarini
o1(eq),01(ep),01(ec) ile degistirmeliyiz. Eger R iizerindeki C lineer kodunun iireteg
matrisini Teorem 3.2.10 (i) kisnundaki gibi alirsak {ky,ky,k3} = {ky < kp < kc} olur

ve (n—ky) X n boyutlarindaki

-T —(o1(en) +01(ec)) T3 —01(ec)T3 Ik,
H = | —(o1(eq) +01(er)) Z" —01(ep)Y” (o1(eq) +01(ep)) Ite—k, O
—O0] (ea)X* (o]] (ea)lk;rka 0 0

matrisi C* lineer kodu icin iiretec matrisi olur. Benzer sekilde Teorem 3.2.10 (ii),(iii) ve
(iv) kisimlarindaki iirete¢ matrislerine sahip olan C kodlarinin Hermityen i¢ carpima

gore duali olan C* lineer kodlarimn iiretec matrisleri de elde edilebilir.

Ispat. (9*)T matrisi ¥ matrisinde e,,ep,e. elemanlart o1(e,),01(ep),01(ec) ile M
matrisleri de (M*)7 degistirierek elde edilir. (4*)7 matrisinin o;(C) lineer kodunun
tirete¢ matrisi oldugu goriilebilir. o)(e;) = e;, 01(e2) = e3, 01(e3) = e oldugundan
(9*)T matrisi Teorem 3.2.10 (i) kisminda verilen matris formundadir. Onerme 3.4.11
onermesinde verilen % matrisi 6,(C)" lineer kodunun iireteg matrisidir. Onerme

3.4.8 6nermesinden C* = 0,,(C)* oldugundan istenilen elde edilmis olur. O

Uyari 3.4.13. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod, her i = 1,2,3
igin k; = dimy, C; ve {a,b,c} = {1,2,3} icin ky < kp < k¢ olsun.

(a) Eger C lineer kodu Hermityen i¢ carpima gore kendine dual ise 2ky = ky+k3 =n
olur ve C lineer kodu iirete¢c matrisi Teorem 3.2.10 (i) ve (iv) kisminda verilen

matrisler olan R iizerindeki bir lineer koda Gray denktir.

(b) Eger C kodu Oklit ic carpima gore kendine dual ise ki = ky = k3 = 5 olur ve
C lineer kodu iirete¢ matrisi Teorem 3.2.10 (iv) kisminda verilen matris olan R

iizerindeki bir lineer koda Gray denktir.
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Ispat. (i) C lineer kodu Hermityen i¢ carpima gore kendine dual olsun. Teorem 3.4.9
(e) kismindan k| = % ve ky + k3 = n olur. O halde C lineer kodu, iirete¢ matrisi Teorem
3.2.10 teoreminin (i) veya (iv) kisminda verilen matrisler olan bir lineer koda Gray
denktir.

(ii) C kodu OKlit ic carpima gore kendine dual olsun. Teorem 3.4.5 (c) kismindan
ki=ky=kz= % olur. O halde C lineer kodu, iirete¢ matrisi Teorem 3.2.10 (iv) verilen

matris olan bir lineer koda Gray denktir. [

Sonuc 3.4.14. Asagidakiler birbirine denktir.

(1) R halkast iizerinde n uzunlugundan Oklit i¢c carpima gore kendine dual olan bir

lineer kod vardir.

(2) R halkas tizerinde n uzunlugundan Hermityen i¢ carpuma gore kendine dual olan

bir lineer kod vardur.

(3) ¥ iizerinde n uzunlugunda kendine dual lineer kod vardir.

Ispat. Teorem 3.4.5 ve Teorem 3.4.9 kullanilarak elde edilir. [

Sonug 3.4.15. (a) R iizerinde Oklit i¢c ¢arpimina gore kendine dual [2n,n,d)g kod

olmast igin gerek ve yeter sart F iizerinde kendine dual [2n,n,d|, kod olmasidir.

(b) R iizerinde Hermityen i¢ ¢carpumina gore kendine dual [2n,d|g kod olmast igin
gerek ve yeter sart ¥ iizerinde d' > d olmak iizere kendine dual [2n,n,d'), kod

olmasidr.

Ispat. Teorem 3.4.5, Onerme 3.2.14 ve Teorem 3.4.9 kullanilarak ispatlanabilir. [
Ornek 3.4.16. ¢ = 2 ve C kodu, iirete¢ matrisi
[ (17 1 _V) (1,\/‘) }

olan bir [2,2]g lineer kod olsun. Lemma 3.2.5 (c) kismundan {(1,1)}, {(1,0)},{(0,1)}

swrasiyla Cy,Cy, C3 kodlarimn tiretecleridir. Bu ytizden

C,={00, 11}, C,={00, 10}, C3=1{00, 01}
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elde edilir. (C))* = Cy ve i = 2,3 icin (C;)* # C; oldugunu gorebiliriz. Ancak
(C2)*+ = C3 ve (C3)* = C, olur. Bu yiizden Teorem 3.4.9 (d) kismindan C kodu
Hermityen i¢ carpima gore kendine dualdir. Ancak Oklit i¢c carpimina gore kendine
dual degildir. Her i = 1,2,3 icin dimg, C; = 1 olur ve biylece C lineer kodu rank: 1
olan serbest koddur. Ancak Hermityen i¢c carpima gore kendine dual olan bir kod, R

halkast iizerinde serbest kod olmayabilir.

3.5 F, x (F,+vF,) Halkas Uzerinde Devirli Kodlar

Bu béliimde R halkasi iizerindeki devirli kodlar1 calisacagiz. Oncelikle baz1 gerekli
bilgileri hatirlayalim. S kiimesi herhangi bir halka olsun. C de R halkas: iizerinde n
uzunlugunda bir lineer kod olsun. Her (cg,cy,...,cy—1) € Cigin (¢y—1,¢0,C1, .-, Cn—2) €
C oluyorsa n uzunlugundaki bir C koduna devirli kod denir. sh : S" — §”"
sag devirli kaydirma operatoriinii (right cyclic shift operator) sh(sg,s1,...,5,—1) =
($1—1,50,51,---,Sn—2) seklinde tanimlayalim. sk : " — S" operatorii " modiiliiniin bir
S—modiil otomorfizmasidir. S halkas1 tizerindeki devirli kodlar sk operatorii altinda

degismezdir (invariant).

Uyan 3.5.1. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C kodunun
devirli olabilmesi icin gerek ve yeter sart, her i = 1,2,3 icin ¥, iizerindeki C; lineer

kodlarimin devirli olmasidir.

Ispat. C lineer kodu R halkast iizerinde bir devirli kod olsun. Her (ay,az, ...,a,) € Cy,
(by,ba,...,by) € Cy ve (by +c1,by+¢2,.... by + ¢,) € C3 igin x; = (a;,b; + vc;) olmak
tizere (x1,xp,...,x,) € C vardir. C kodu devirli oldugundan (x,,x1,...,x,—1) € C olur.
Buradan da (ay,ay,...,a,—1) € C1, (by,b1,...,by_1) € Co ve (by+cp,b1+c1y by 1+
cn—1) € C3 elde edilir. O halde i = 1,2,3 i¢in F, iizerindeki C; lineer kodlar1 devirlidir.

Her i = 1,2,3 i¢in F, iizerindeki C; kodlar1 devirli olsun. Her (xi,x2,...,x,) € C
icin x; = (a;,b; + vc;) olmak iizere (ay,as,...,a,) € Cy, (by,ba,...,b,) € Cy ve (by +
c1,by+ca,...,by + ) € Cs olur. C; kodlari devirli oldugundan (a,,ay,...,an—1) € Cj,
(by,b1,...,bp—1) € Cy ve (b, + cp,by +c1y.ceyby—1 + cy—1) € C3 olur. Buradan da
(Xp, X1, xp—1 € C elde edilir. O halde C kodu devirlidir.

42



]

S[x] halkas1 S halkast iizerinde tanimlanmug bir polinom halkasi olsun ve x* — 1 € S|x]

polinomunu alalim. x" — 1 € S[x| polinomu yardimiyla S[x] polinom halkasinin (x" — 1)

idealini alalim. S, := S[x]/(x" — 1) bolim halkasi, S[x] polinom halkasinin (x* — 1)

idealine boliinmesi ile edilir. S, boliim halkasinin elemanlarin1 gosterirken iistii ¢izili

gosterimi kullanacagiz. Yani f(x) € S[x] igin f(x) := f(x) + (x" — 1) olarak gosterelim.

Her s = (50,51,...,5,_1) € S" icin pg(x) = 5o +s1x+--- +5,_ 12" € S[x] olmak iizere
p:S"— S,

p(s) = ps(x)

seklindeki p izomorfizmast S-modiil izomorfizmasidir. S halkas1 iizerinde n
uzunlugundaki lineer kodlarin yapisini p izomorfizmasini kullanarak S, modiiliiniin
S-alt modiilii olan p(C) yardimiyla belirleyebiliriz. Ayrica C lineer kodunun devirli
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart p(C)’nin S, bolim halkasinin bir ideali olmasidir.
S halkas tizerinde n uzunlugundaki bir lineer C kodunun p altindaki goriintiisii p(C)

idealini /¢ ile gosterecegiz.

Yukaridaki paragrafta anlatildigi iizere, R, boliim halkasinin ideal yapisini be-
lirledigimizde R halkas1 lizerinde n uzunlugundaki devirli lineer kodlar1 bulmus
olacagiz. R, polinom halkasinin ideal yapisini belirlemek icin Boliim 3.1°de tamitilan
¢ : R — IE‘S Gray doniigiimii ve bolim 3.2°de tamitilan 7; : IF; — F, izdiigiim
doniisiimleri yardimiyla elde edilen yeni doniistimlerden faydalanacagiz. f:A —
B herhangi bir halka homomorfizmasi olsun. f homomorfizmasini A[x] polinom
halkasmin polinomlarmin katsayilarina uyguladigimizda f,, : A[x] — B[x] seklinde bir
polinom halkas1 homomorfizmasi elde edebiliriz. Ayrica her g : A[x] — B[x] halka
homomorfizmasi yardimiyla p(x) € A[x] olmak iizere g: A[x]/(p(x)) — B[x]/ (g(p(x)))
seklinde boliim halkalari arasinda bir homomorfizma tanimlayabiliriz. Her r = (a,b+

vc) € R igin

¢(a7b+vc) = (a7bab+c) = (7r1¢(r),7r2¢)(r)77t3¢)(r))

olarak yazabiliriz. x" — 1 € R[x] polinomundaki 1’lerin aslinda 1z ve —1x oldugunu,

yani 1z = (1,1) oldugunu belirtelim. Boylece ¢,(x" —1) = (1,1,1)x" — (1,1,1) €
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Ffl x| ve (m9),(x" —1) = x" —1 € Fy[x] olur. Buradan da FZ[x] ve F,[x]* izomorf
olduklari soylenebilir. Bundan sonrasi i¢in R, ve (Fy), ile R, := R[x]/(x" — 1) ve

(Fg)n :=Fy[x]/(x" — 1) boliim halkalarini kastedecegiz.

Uyan 3.5.2. (a)

¢p (i(akabk“f’vck)xk) — <i akxk, i bk.xk, i(bk—i_ck)xk)
k=0 k=0 k=0

k=0

seklinde verilen ¢, : R[x] — F,[x]* doniisiimii izomorfizmadur.

(b) fi(x) = (m:9),(f(x)) € Fylx] olmak iizere her f(x) € Rx] igin ¢,(f(x)) =
(f1(x), fo(x), f3(x)) olur.

(c) Her f(x) € R[x] icin

9 (F@) = (A0, A0, A0))
seklinde verilen @, : R, — ((Fq)n)3 doniisiimii bir izomorfizmadur.

(d) Fy—modiil ve Fy—modiil izomorfizmalar: arasindaki degismeli diyagram asagi-

daki sekildedir.
R" —2— (F1)3

Pl lPXPXP

Ro —= ((Fg)n)’

Her f(x) € R[x] polinomu i¢in fj(x) := (m¢),(f(x)) € Fy[x] tammlamas: yapalim.

Asagidaki sonu¢ Uyar1 3.5.2°den hemen goriilebilir.

Lemma 3.5.3. f(x),g(x) € R[x] olsun.

(a) f(x)# 0 olmasticin gerek ve yeter sart en az bir i degeri icin fi(x) # 0 olmasudur.

(b) f(x) polinomunun derecesi fi(x) polinomlarindan derecesi en biiyiik olaninin

derecesine egittir.

(c) f(x),g(x) € R[x] ve fi(x),gi(x) € Fylx] olmak iizere f(x) polinomunun g(x)
polinomunu R halkasi iizerinde bolmesi icin gerek ve yeter sart her i = 1,2,3 icin

fi(x) polinomunun g;(x) polinomunu ¥ cismi iizerinde bolmesidir.
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R, boliim halkasini bir R—modiil olarak gorebiliriz. R, modiiliiniin her 2 alt kiimesi

icin ; := (m9) ,(A) = {m | f(x) € Ql} C (Fy,), olarak ifade edersek

(])p(eﬂl) = le x0x0
(P_p(ezgl) =0x 9[2 x 0

Op(e32) = 0x 0 x As

Lemma 3.5.4. 2 kiimesi R, modiiliiniin bir F,—alt modiilii ve C kiimesi R" modiiliiniin

bir Fy—alt modiilii olsun.

(a) Eger p(C) = ise heri=1,2,3 icin p(C;) =2, olur.

(b) ¢_p(§2() = Ay X Ap X Az olmast icin gerek ve yeter sart 2 kiimesinin R, modiiliiniin
bir R—alt modiilii olmasidir. Ozel olarak R, béliim halkasinin her B ideali icin

9,(B) =By x By x B olur.

(c) Eger C kodu R halkas: iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod ise her i = 1,2,3
icin (Ic); = Ic; olur. Yani (I¢); kiimesi (Fy), boliim halkasimn, F, iizerindeki C;

devirli koduna karsilik gelen, bir idealidir.

Ispat. (a): i =1 icin ispat yapalim. ¢(x) = Y @ix' € p(C;) olsun. O halde a € C; ve
dolayisiyla b, ¢ € Fy igin r = (a,b +vc) € C olur. p(C) =2l oldugundan f(x) = Y rixt
olmak iizere f(x) € 2 olur. f;(x) = £(x) oldugundan ¢(x) € 2, elde edilir. Tersine
k(x) € 2, alalim. O halde g;(x) = k(x) olacak sekilde g(x) € A vardir. p(C) = A
oldugundan g(x) = Y. s;x' olacak sekilde s € C vardir. Buradan da s; = (d;,e; + vf;)
olacak sekilde d;,e;, f; € F,; oldugu sdylenebilir.

Ayrica d € Cy ve gi(x) = Y.dix' olur. Boylece k(x) € p(Cy) elde edilir. i =2 ve i = 3

icin benzer sekilde ispat yapilabilir.

(b): C := p~'(A) olsun. C’nin R" modiiliiniin bir [F,-alt modiilii oldugu verilmis. (a)
kismindan p(C;) =%, olur. Bu yiizden (p X p X p)(C1 x Cy x C3) =241 x 25 x 23 olur.
Lemma 3.5.2 lemasindaki degismeli diyagrami kullanirsak ¢, (2() = (p x p x p)(®(C))

olur. Onerme 3.2.2 kullamilarak istenilen gosterilmis olur.

(c): (a) ve (b)’den elde edilir. ]
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F bir cisim olsun. F[x]/(g(x)) bolim halkasinin her idealinin p(x) polinomu ile
tiretilebildigi ve p(x) polinomunun g(x) polinomunu bolen monik (bas katsayisi 1 olan)
bir polinom oldugu iyi bilinmektedir. Bu p(x) polinomu tek tiirlii belirlidir (unique)
ve [F[x] tizerinde boliim algoritmasi kullanilarak bulunabilir. Tek tiirlii belirlenmig olan
bu p(x) polinomuna idealin iirete¢ polinomu denir. Eger verilen ideal bir sifir ideal
ise ¢ € F ve cg(x) monik olmak iizere cg(x) iiretectir. Dahasi, eger g(x) = x" — 1
olursa idealin iirete¢ polinomuna, ideale karsilik gelen [ iizerindeki devirli kodun
irete¢ polinomu denir. Degismeli birim halkalar iizerindeki polinom halkalarinda
bas katsayilar1 birim olmayan polinomlara bolme yapamayabiliriz. Ancak bu zorluk
Uyari 3.5.2 uyarisinda, yapilari [F[x] tizerine tagimak i¢in tanimlanan izomorfizmalar

kullanilarak asilabilir.

Onerme 3.5.5. R[x] ve R, temel ideal halkalaridur.

Ispat. A x B seklindeki direkt carpim halkasinin idealleri, I ve J sirasiyla A ve B
halkalarinin idealleri olmak iizere, I x J formunda oldugu bilinmektedir. Bu da temel
ideal halkalarinin direkt carpiminin da temel ideal halkasi olmasini gerektirir. Ciinkii
(a,b) € A x B igin ((a,b)) = (a) x (b) olur. Bir cisim iizerinde tanimlanan polinom
halkasinin her boliim halkasinin temel ideal halkasi oldugu da bilinmektedir. Uyar1

3.5.2 kullanilarak istenilen gosterilmis olur. [

Teorem 3.5.6. R, halkasinin her 2 ideali icin 2 = <p(x)> olacak sekilde tek tiirlii
(unique) bir p(x) € R[x] polinomu vardir. Oyle ki; p(x) polinomu R[x| iizerinde x" — 1

polinomunu boler ve her i = 1,2,3 icin p;(x) € Fy[x] polinomlar: moniktir.

Ispat. R[x] halkasinin, (x" —1) C I ve 2 = I/(x" — 1) olacak sekilde bir / ideali
vardir. Ayrica Onerme 3.5.5°den R[x] temel ideal halkas1 oldugundan I = (g(x)) olacak
sekilde bir g(x) € R[x] vardir. O halde A =1/(x"—1) = (@) olur. (x*—1)C1I
olmasindan dolay1 R[x] iizerinde g(x) polinomunun x* — 1 polinomunu boldiigiini
sOyleyebiliriz ve buradan da her i = 1,2,3 i¢in I, lizerinde ¢;(x) polinomunun x" — 1
polinomunu boldiigii sdylenebilir. Ozel olarak her g;(x) polinomu Fy[x] iizerinde
sifirdan farkli bir polinom olur. O halde bir A; € F, i¢in A;¢;(x) polinomu moniktir.
px) =9, P(A1q1(x),A2q2(x), A3¢i(x)) € R[x] polinomu gerekli sartlar1 saglayan bir

polinomdur.
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Eger gerekli sartlar1 saglayan f(x) ve g(x) seklinde iki tane polinom varsa f;(x) ve
gi(x) polinomlarmin F,[x] halkasinin iki ayr1 monik iireteci oldugunu gorebiliriz. Bu
yiizden bu iki polinom F,[x] tizerinde birbirini bélmelidir. Bu yiizden f(x) = g(x)

olur. O]

Tamim 3.5.7. C kodu R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun. C devirli
koduna karsilik gelen R, halkasimin Ic := p(C) ideali i¢in Teorem 3.5.6’daki sartlart

saglayan tek p(x) polinomuna C’nin iirete¢ polinomu denir.

Onerme 3.5.8. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod ve p(x) € R[x]
olsun. p(x) polinomunun C devirli kodunun iirete¢ polinomu olabilmesi icin gerek ve
yeter sart her i = 1,2,3 icin p;(x) € Fy[x] polinomlarinin C; devirli kodlarinn iireteg

polinomlart olmasidtr.

Ispat. R, halkasinin C devirli koduna karsilik gelen ideali 2l olsun. Lemma 3.5.4
lemmasindan ¢_p(2l) =A; x Ay x A3 ve A;’ler (Fq)n halkasinin C; devirli kodlarina

kargsilik gelen idealleri olur.

(=) : Tamimdan ve Lemma 3.5.3’den her p;(x) polinomu moniktir ve x" — 1

polinomunu béler. 2 = (p(x)) oldugundan ¢, (A) = (pi(x)) x (p2(x)) x (p3(x)) olur
ve 2; = (m) elde edilir.

<) : Benzer sekilde gosterilebilir.
(<) : Benzer sekilde gosterilebili u

Ornek 3.5.9. n tek, p # 2 ve g(x) = (0,v)x> + (2,—v) olsun. R, halkasin
@ polinomu tarafindan iiretilen 2 = (@) idealinin iirete¢ polinomunu bulmaya

calisalim.
(P(Oa v)xz + (p(za _V> - (0707 1))62 + (2707 _1)

oldugundan

0p (8(x)) = (1), 82(x),83() = (2,02 = 1) ve %= (&)

elde edilir. g\(x) polinomu monik degildir. Ayrica g(x) ve g3(x) polinomlart x* — 1
polinomunu bélmez. 2 elemam R, iizerinde tersinir ve ged(x*> —1,x" — 1) =x—1 €

IF,[x] oldugundan,



elde edilir.
pl(x):17 pz(x):x”—l, p3()€):x—1
sartlari saglayan p(x) € R[x| polinomu 2 idealinin iiretecidir. Yani

p(x) =(0,1—v)x"+ (0,v)x+(1,—1)

olur.

R bir F,—modiil oldugundan, F,[x] tizerindeki bir polinom ile R’nin bir elemanmin
carpimi R[x| tizerinde bir polinom verir. R’nin e; idempotentlerini kullanirsak ¢,

doniisiimiiniin ters goriintiisiinii agagidaki sekilde elde edebiliriz. Her f(x) € R[x] i¢in

f(x) =e1fi(x) +ex2fa(x) +e3f3(x)
olur.

Sonu¢ 3.5.10. C kodu R halkast iizerinde iirete¢ polinomu p(x) € R[x| olan n
uzunlugunda bir devirli kod, d = deg p(x) ve d; = deg p;(x) olsun.

(a) diquC: 3n— (d] +d2—|—d3).

(b) C kodunun serbest R—modiil olmasi igin gerek ve yeter sart p(x) polinomunun

monik olmasidur.
(¢) Y3, eipi(0)~'x%p;(1/x) polinomu C*+ kodunun iirete¢ polinomudur.

(d) C kodunun OKlit i¢ carpima gore kendine dual olmast icin gerek ve yeter sart
p(0R)p(x) = x4p(1/x) olmasidur.

Ispat. (a): pi(x) polinomlart x" — 1 polinomunu bdldiigiinden, F, iizerinde n
uzunluundaki C; devirli kodlar i¢in dimp, C; = n —d; oldugu 1yi bilinmektedir.
®(C) = C) x C; x C3 oldugundan dimp, C=n—d +n—dy+n—ds =3n— (dy +
dy + ds) elde edilir.

(b): Teorem 3.3.4 kullanilarak gosterilebilir.
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(c): Sonlu cisimler iizerindeki bir devirli kodun iirete¢ polinomu g(x) olsun. m =
deg(g(x)) icin x"g(1/x) polinomu g(x) polinomunun ters sirali polinomu ve g(0)~!
elemani g(0) elemaninin tersi olmak iizere g(0)~'x"g(1/x) polinomunun dual kodun
iirete¢ polinomu oldugu bilinmektedir. g(x) polinomu x* — 1 polinomunun bir boleni
oldugundan g(0) # 0 olur. Onerme 3.5.8’den biliyoruz ki, p;(x) polinomlari F,
lizerindeki C; devirli kodlarmin iirete¢ polinomlaridir. Béylece p;(0)~ x4 p;(1/x)
polinomu (C;)* kodunun iirete¢ polinomudur. Sonug 3.4.4 sonucundan (C;)* = (C1);

oldugundan Onerme 3.5.8 kullanilarak istenilen géterilmis olur.

(d): Sonlu cisimler iizerindeki bir devirli kodun kendine dual olmasi icin gerek ve yeter
sart iiretec polinomunun ve kontrol polinomunun ayni olmasidir. Eger C kodu Oklit
i¢c Ocarpima gore kendine dual ise Teorem 3.4.5 yardimiyla C kodunun serbest kod
oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica p;(x) polinomu x"” — 1 polinomunu boldiigii igin, her
i=1,2,3i¢in p;(0)’1n sifirdan farkli oldugunu ve p(Og) elemaninin R iizerinde tersinir
oldugunu ve bdylece p(x) polinomunun monik oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla
her i = 1,2,3 icin d; = d oldugunu varsayabiliriz. Bu yiizden (c) kismindaki polinom
p(0r)~'x?p(1/x) olur. Teorem 3.4.5 yardimiyla C; kodlar: kendine dual oldugundan
pi(x) = pi(0r)~'x*p;(1/x) olur,

3 3
zieipi(o)_lxdpi(l/x) = Zieipi(x) = p(x)

olacagindan p(x) = p(0g)~'x?p(1/x) olur. Tersine p(x) = p(0g)~'x‘p(1/x) ise
pi(x) = pi(0g) 'x?p;i(1/x) olacagindan C; kodlar1 kendine dualdir. Teorem 3.4.5

yardimiyla istenilen elde edilir. [

3.6 F, x (F,+vF,) Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlarm MacWilliams Ozdeslik-

leri

Bu boliimde R iizerindeki bir C kodunun tam, simetrik, Hamming, Lee ve Gray
agirlik sayaclarini tamimlay1p daha sonra kodun agirlik sayaci ile dualinin agirlik sayaci

arasindaki iligkiyi belirleyecegiz.

Sonlu cisimler {izerindeki lineer kodlarin MacWilliams 6zdesliklerinin klasik

ispatlarindan biri grup karakterlerini ve ayrik Fourier doniisiimii kullanilarak elde
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edilir [21]. S kiimesi sonlu, birimli ve de8ismeli bir halka olsun. Cekirdegi
S halkasinin sifirdan farkli hi¢ bir idealini igermeyen bir x : (S,+) — C* grup
homomorfizmasi oldugunu varsayalim. Bu durumda, MacWilliams 6zdesliklerinin
yukarida bahsedilen klasik ispat1 S iizerindeki lineer kodlar i¢cin neredeyse ayn sekilde
calisir ve S iizerindeki lineer kodlar i¢in benzer 6zdeglikler oldugunu gosterir. Asagida

klasiklesmis olan temel sonuclar1 verecegiz.

Uyan 3.6.1. S halkast yukaridaki sartlart saglayan bir halka ve C kodu S halkast

iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

(a) S halkasin sifirdan farkli her I ideali i¢in Y. ,c; x(a) = 0 olur.

(b) S halkasimin sifirdan farkl her I ideali ve I idealinin sifirlayicisimin (annihilator)

icinde bulunmayan her s € S icin ¥ ,c; X (sa) =0

(c) Her w ¢ C* icin J = {[v,w|g | v €C} kiimesi S halkasimun sifirdan farkli bir
idealidir ve k bir tamsayi, [, |g i¢c carpimi S" iizerinde Oklit i¢ carpimi ve C+

ise C’nin OKlit i¢ carpima gore duali olmak iizere

Y x(lvwle)=k) x(a)=0

veC acJ

olur.

(d) C kompleks sayilar iizerindeki her V vektor uzayi ve

fw) =Y x(v.wle) f(w)
wes"
seklinde tamimlanan her f : §" — V fonksiyonu icin
), fv)=ICl Y f(w)
veC weCt

olur.

Ispat. (a) x : (S,+) — C* grup homomorfizmasmin ¢ekirdeginde S halkasinin hig bir
[ ideali bulunmadigindan bir b € I igin ) (b) # 1 olur.

x(0)Y x(a)=Y x(b)x(a) =) x(a+b)=Y x(a)

acl acl acl acl

50



olacagindan (x(b) — 1) Y ,c; x(a) = 0 elde edilir ve buradan da },c; x(a) = 0 olur.

(b) I ideali S halkasinin bir ideali olsun. s € S eleman: / idealinin sifirlayicisinin i¢inde
bulunmayan bir eleman olsun. s/ = {sa | a € I'} kiimesi S halkasinin sifirdan farkli bir
ideali olur. (a) kismindan Y,y x (b) = 0 elde edilir. ¢ : I — sl olacak sekilde ¢ (a) = sa
seklinde verilen ¢ doniigiimii 6rten grup homomorfizmasidir. Bu yiizden Cek(¢) = k

olmak iizere ¢ doniisiimii k elemani bir elemana gotiiren (k to 1) doniistimdiir. Boylece

Yacr x(sa) = k¥ peq x(b) = 0 elde edilir.

(¢) C kiimesi §’in S-alt modiilii ve w ¢ C* olsun. ¢(v) = [v,w]g seklinde verilen
¢ : C — S doniisimii sifirdan farkli bir S-modiil homomorfizmasidir. Bu yiizden
J = Im(¢) kimesi S’nin sifirdan farkli bir idealidir. ¢ doniisimii C’den J’ye
tanimlanmig ve Cek(¢) = k olacak sekilde k elemani 1 elemana gotiiren (k to 1)
doniisiim oldugundan;

Y x(vwle) =), x(6(v)) =k} x(a)

veC veC aclJ

elde edilir. (a) kismi1 kullanilarak istenilen gosterilmis olur.

(d)
Zcf(V) = Zg anx([",W]E)f(W)

=Y Y 2x(wwe)fw)+ Y Y 2(v.wle)f(w)
veCweCl veCw¢Ct

=Y Y x0rw+ ¥ (Zx([wwh) f(w)
veCweCl wgc+ \veC

=Y Y fw)+ ) 0f(w)
veCweCl weC

=|C]| Zcf(W)

O

V kiimesini C kompleks sayilar kiimesi iizerinde degismeli X ve Y degiskenlerinin
polinomlarinin kiimesi olarak alalim. wg(v) Hamming agirligini gostermek iizere

f(v) = xvu@yn=wn () olsun, O halde

f(V) = (Y _X)WH(V) (Y + (|S|_1)X)n—wH(v)
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elde edilir. Uyar1 3.6.1 yardimiyla Hamming agirlig1 i¢cin MacWilliams 6zdegliklerinin

S iizerindeki lineer kodlar i¢in de dogru oldugu soylenebilir.

R halkas1 birimli, degismeli ve sonlu bir halka oldugundan yukarida § i¢in
bahsettigimiz sartlar1 saglar. Bu sartlar1 saglayan halkalara degismeli Frobenius
halkalar ve )} grup homomorfizmasina iirete¢ karakter denir. Sonlu halkalar i¢in
(degismeli olmak zorunda degil) [20]’te MacWilliams 6zdesliklerinin halkalar iizerine
genellestirilebilmesi i¢cin gerek ve yeter sartin halkanin Frobenius halkasi olmasi
gerektigi ispatlanmigtir. R halkasi sonlu cisimlerin direkt ¢arpimi oldugundan R
halkasiin sonlu Frobenius halkasi oldugu ve iirete¢ karakterinin cisimlerin iiretec

karakterinin carpimi seklinde elde edildigi bilinmektedir.

R halkasi degismeli oldugundan, bu boliimiin sonuglart [20]’e danmismadan 3.6.1
yardimiyla dogrulanabilir. Her ne kadar bu boliimiin sonuglarinin cogu [20] yardimiyla
elde edilebilir gibi goriilse de aslinda bunlar dogrudan ortaya ¢ikan sonuglar degildir.
[20] sonuglart halkanin elemanlarinin siralamasina baglidir ve sonuglarimizin hantal
olmasint Onlemek icin burada R elemanlarinin uygun bir siralamasini se¢memiz

gerekir. Bu yiizden R halkasinin elemanlarin siralamak i¢in bir teknik bulacagiz.

Bu bolimdeki sonuglara gegcmeden Once bazi notasyonlari netlestirelim. [, ] ile
R" iizerindeki OKlit i¢ carpimimi, w(v) ile v € R" elemanimin Hamming agirhigin
gosterelim. Ayrica bir p asal igin g = p™ olsun. Z, C [F, cisim genislemesinin iz
doniigiimii (trace map) Tr : F; — Z, olsun. Sonlu cisimlerin sonlu genislemelerinde Tr

doniigiimii 6rten Z,—lineer doniisiimdiir ve her @ € I, i¢in

m—1

olarak tanimlanir. Tr fonksiyonu hakkinda daha detayli bilgi i¢in [22] kaynagina
bakilabilir. C kompleks sayilar kiimesinde 1’in p’inci dereceden kokleri { = e2%i/?
olmak iizere

x:R—C*, x(a,b+vc)= ¢ Trla+2b+c)

irete¢ karakterini tanimlayalim.

Uyari 3.6.2. R bir Frobenius halkasidir ve ), R halkasimin bir iirete¢ karakteridir. Yani
X : (R,+) — C* bir grup homomorfizmasidir ve ¢ekirdegi R halkasinmin sifirdan farkli

hicbir idealini icermez.
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Ispat. xp : F, — C* doniisiimii her o € F, i¢in xr(a) = ¢T(@) olsun. o, B €
F, i¢in Tr(ax + B) = Tr(a) + Tr(B) oldugundan xr : (Fy,+) — C* bir grup
homomorfizmasidir.  Tr Orten oldugundan xr doniisimii asikar olmayan bir
doniigiimdiir (nontrivial) ve F,’nun sifirdan farkli tek ideali olan [, ideali yr
doniigiimiiniin ¢ekirdeginde bulunmaz. O halde yr doniisiimii F, nun iireteg
karakteridir. ([Txr)(a,b,c) = xr(a)xr(b)xr(c) seklinde verilen []xr : F, x F; x
F, — C* doniisiimiiniin bir grup homomorfizmasi oldugu kolaylikla goriilebilir. y =
(ITxr) o ¢ oldugunu not edelim. ¢ bir halka homomorfizmasi oldugundan Y bir grup
homomorfizmasidir. Bir an i¢in ) doniisiimiiniin ¢ekirdeginde R halkasinin sifirdan
farkli bir / idealinin oldugunu varsayalim. Halkalarin direkt carpiminin idealleri,
ideallerin direkt ¢arpimi oldugundan [F,'nun hepsi birden sifir olmayan bir takim
A,B,C idealleri i¢in ¢(I) = A x B x C olur. Ornegin B # 0 olsun. O halde B = F,
olur. Tr orten oldugundan Tr(b) = 1 olacak sekilde bir b € B vardir. r = (0,b —vb) =
¢»~1(0,b,0) € I olur ve buradan da y(r) = { # 1 elde edilir. Bir celiski elde edildigi
icin )y doniisiimiiniin ¢ekirdeginde R halkasinin sifirdan farkli hicbir ideali bulunamaz.

]

Her r € R ve v = (vi,v2,...,v;) € R" i¢in ¢,(v) ile v vektoriiniin r’ye esit olan
bilesenlerinin sayisini gosterelim. Yani ¢,(v) = |{i | v = r}| olsun. n—co(v) = w(v)
oldugunu not edelim. R halkas: iizerinde n uzunlugundaki her C lineer kodunun
KWe ((Z)),er) tam agirlik sayact
KWe (Z)rer) = ¥ [1279 = ¥ 12
ceCreRr ceCi=l1

polinomu ile ifade edilir. C tizerindeki bu polinomdaki ¢; ile ¢ kodsoziiniin i’inci
bileseni kastedilmektedir ve bu polinom R halkasinin her r elemant ile Z, seklinde

indekslenen |R| degiskene sahiptir.

Teorem 3.6.3. [20] C kodu R halkas: iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ve R =
{r1,r2,...,rs} olsun. M matrisi satir ve siitunlart R’nin elemanlari ile yukarida verilen

sirada indekslenmis ve (r;,r;) girdisi X (rir;) olan bir matris ve

|: T1’17T7‘27"‘7Trs } — [ erZrz?“'?er }MT
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olmak iizere C lineer kodunun tam agirlik sayacina gore MacWilliams ozdesligi
\C\KWeir (Zr),Zry s Zr) = KW (T, Ty ., T,

seklindedir.

Ispat. Uygun bir V vektor uzay1 ve f : R* — V fonksiyonu secerek Uyar1 3.6.1
kullanilarak ispatlanabilir. V vektor uzayr C iizerinde, degismeli Z,, degiskenlerine
sahip polinom uzay1 ve her v € R" i¢in
sz, =]z
acR
olsun. Oncelikle f(v) fonksiyonunu elde edelim. x bir grup homomorfizmasi

oldugundan
x (v,wle) f(w) =[x (viwi) Zy,
i=1

olur. Boylece

cp(v)
=) Hx vw) 2o, = [ X 2 i) 2o = T (Zx(ba)za>
WER" j= i=1acR beER \a€R

elde edilir.

ICIKWer (Ze)rer) =€l ) Hch— cl Y. fle)=) f(v

ceClLi= ceCt veC
olur. Son esitlikte Uyari 3.6.1 (d) kismu kullamilmustir. 7, = Y ,cr X (ba) Z, olmak

uzere

cp(v)
Y fm=XTII (Z % (ba) Z“) = Y17 = KWe ((T)se)
veC veCbheR \acR veCbeR

elde edilir ve ispat tamamlanmais olur. [

Tam agirlik sayacinda belirli Z, de8iskenlerini degistirerek farkli agirlik sayaglarini
elde edebiliriz. 0 € R elemanim r; olarak isimlendirelim. Yani r; = O olsun. Sifirdan
farkli r € R elemanlar ile indekslenen Z, degiskenlerini X ile Zy degiskenini Y ile
degistirirsek C lineer kodunun HW¢(X,Y) Hamming agirlik sayacim elde ederiz.
Boylece

HWc(X,Y) = KWc(Y,X,X,...,.X) = ) x" @y
ceC
elde edilir.
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Sonug 3.6.4. [20] C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
|CI[HWe1 (X,Y) = HWe (Y =X, Y + (|R|—1)X)

elde edilir.

Ispat. ry = 0 alarak Teorem 3.6.3 teoremini kullanacagiz. her i, i¢in x(rirj) =
x(riry) = 1 olur. Yani M matrisinin ilk satir ve ilk siitunundaki tiim girdiler
1 olur. Ayrica Uyarnt 3.6.1 (b) kismuni kullanarak (I = R alirsak), ilk satir ve
ilk siitun haricindeki tiim satir ve siitunlardaki girdilerin toplamlarmin O oldugunu
soyleyebiliriz. Boylece Teorem 3.6.3 teoremindeki Z,, de8iskenini Y ile Z,,,Z,., ..., Z,,

degiskenlerini X ile degistirirsek,

[ T T, T, | =] V. X.X,...X |MT

=[Y+(R-DX,Y -X,Y —X,...Y — X ]

ve buradan da

|C|HWe1 (X,Y) = HWe (Y —X,Y + (|R|-1)X)

sonucu elde edilir. L]

Tam agirlik sayacina gore MacWilliams o6zdegliklerinde R’nin elemanlarinin bir
siralamasina ihtiya¢ duyariz. R halkasinin elemanlarini siralamak icin bir yontem
bulursak Teorem 3.6.3 teoremindeki M matrisini daha giizel bir sekilde elde etmek
miimkiin olur. Oncelikle IF?I elemanlarin1 siralayalim ve ¢ : R — IF?I birebir ve
orten fonksiyonunu R’nin elemanlarin siralamak i¢in kullanalim. Yani ¢ : R — IFS
doniisiimii siralama koruyan bir doniistim olsun. Fy = {ug,uy, ..., u; } cisminin ug = Or,
olacak gekilde bir < siralamasini alalim. Kolaylik olmasi agisindan [, cisminin
bostan farkli herhangi A,B,C kiimeleri icin A X B x C C IE‘; alt kiimesini ABC ile
gosterelim. Eger A, B,C kiimelerinden biri O, ise ABC"de denk gelen yere 0 yazalim.
U =TF,;—0 olsun.

Fg’ijn alt kiimeleri hakkinda yukarida bahsettigimiz gosterimi kullanarak Fg’ijn

elemanlarini ayrik kiimeler olarak

S1 =000, S, =00U, S3 =0U0, S4 =0UU,

Ss =U00, S¢ = UOU, S7=UUO, Sy = UUU
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seklinde yazabiliriz.

Oncelikle i < j olacak sekilde her i, j i¢in S; kiimesinin elemanlarinin S ; kiimesinin
elemanlarindan kii¢iik oldugunu varsayalim. S; kiimesinin elemanlarim kendi i¢inde
siralamak i¢in ise F, cismi i¢in belirlenen siralamaya gore sozliik siralamasini
kullanalim. Daha anlagilir olmast igin soyle detaylandirahm: (f1, f2, f3), (g1,82,83) €

S; olmak iizere (f1, f2,f3) < (g1,82,¢3) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
fi<rgr veya (fi=givefo<rpgy) veya

(fi =81 ve fo=g2ve f3 <r &3)
olmasidir. ¢ doniisiimiinii siralama koruyan bir doniistim olarak alirsak, yukarida
[F; i¢in bahsedilen siralamaya gore ¢ doniisiimiiniin ters goriintiisii yardimiyla R
halkasinin elemanlarini siralayabiliriz. Daha anlasilir olmasi adina asagida bir 6rnek

verelim.

Ornek 3.6.5. ¢ = 3 olsun ve F3 cismini F3 = {0,2,1} seklinde siralayalim. O halde

U = {2,1} olur ve S; kiimelerinin elemanlarini
S1 = {000}, S, ={002,001}, S5 = {020,010}, S4 = {022,021,012,011},
Ss = {200,100}, S¢ = {202,201,102,101}, S7 = {220,210, 120,110},
Sg = {222,221,212,211,122,121,112,111}
seklinde siralayabiliriz. S1,S2,...,Sg kiimelerinin elemanlarini yukarida verilen sirada
bir kiimenin igine
{000,002,001,020,010,022,021,012,011,200, 100,202,201, 102, 101,220,

210,120,110,222,221,212,211,122,121,112, 111}

seklinde yazarsak IF; ‘tin bir siralamasint elde etmis oluruz. Bu siralamanin ¢
doniisiimii altinda ters goriintiisiinii aldigimizda R halkasi icin bir siralama elde etmis

oluruz. Yani R =3 x (F3 + vF3) halkasinin
{(0,0),(0,2v),(0,v),(0,24v),(0,142v),(0,2),(0,242v),(0,14v),(0,1),
(2,0),(1,0),(2,2v),(2,v),(1,2v),(1,v),(2,2+v), (2,1 +2v), (1,24 V),

(1,142v),(2,2), (2,2 +2v), (2, 1+v),(2,1),(1,2), (1,2+2v), (1,1 +v), (1, 1)}

stralamasint elde ederiz.
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R halkasinin yukarida bahsedilen sekilde bir siralamasini aldigimizda Teorem 3.6.3
teoremindeki M matrisini 8 x 8’lik bir blok matris olarak yazabiliriz. Bunun i¢in altta
verilen basit bir lemmaya ihtiya¢c duymaktayiz. Lemmaya gecmeden dnce Kronecker
carpimini hatirlayalim. A matrisi m X n tipinde bir matris ve B matrisi p X ¢ tipinde
bir matris olmak iizere A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpimi A ® B matrisi, a;;’ler A
matrisinin (i, j) girdisi olmak tizere

CIHB alnB
AQB= : :
anuB ... a,B

seklinde pm x gn tipinde bir blok matristir.

Lemma 3.6.6. I,J,K,L kiimeleri sonlu elemanli, sirali kiimeler ve A ve B
matrisleri C iizerinde sirasiyla |I| x |J| ve |K| x |L| tipinde matrisler olsun. A
ve B matrislerinin satir ve siitunlarvmin 1,J,K,L sirali kiimelerinin elemanlariyla
indekslendigini varsayalim. 1,J,K,L sirali kiimelerindeki yardimiyla I X K ve J X L
kiimelerinin siralamast igin sozliik siralamasini kullanalim. C matrisi satir ve siitunlari
I x J ve K X L sirali kiimelerinin elemanlari ile indekslenmis |I X K| X |J x L| tipinde
bir matris olsun. Eger her (i, j) € I x J ve (k,1) € K x Ligin c(; 1) (j.1) = a(i,j)b() ise
C=A®B olur.

Ispat. 1,J,K,L sirali kiimeleri

I={i1,iz,..sia}, J=Hj1,)2,-Jp}y, K={ki,ko,....kc}, L=A{l,l,....I14}

olsun. Satir ve siitunlarin indekslerini matrisin digina yazarsak C matrisinin

i o Jila Rh .. jala
Wk, ranbn ... aibig apbyy ... apbiy T
il.kc all.bcl oo all.bcd a12.bcl e alz.bcd
C= iky |aaby1 ... anibyy anbyy ... anbiy ...|=A®B
irk, a21.b61 ... a21.bcd azz.bcl ... azz.bcd
seklinde oldugunu kolaylikla gorebiliriz. [

57



Asagidaki onermeye gegmeden Once bazi gosterimleri sabitleyelim. Sonug¢ 3.6.4
sonucundan sonra bahsettigimiz U = F, — {0} kiimesini ve R iizerindeki siralama
mantigini kullanacagiz.

Onerme 3.6.7. A matrisi, satir ve siitunlart U = {uy,up,...,u} siralt kiimesinin
elemanlart ile indekslenmis ve (u;,u;) girdisi xr(uwu;) = {04%) olan, C iizerinde
k X k tipinde bir matris olsun. Teorem 3.6.3 teoremindeki M matrisi

000 00U oUo ovu U00 UoU Uuo vuuu
000 1 1 1 1 1 1 1 1 -
ooU 1 A 1 1®A 1 1®A 1 1®A
oU0 1 1 A A1 1 1 1A 1RA®1
ouvvu 1 1I®A ARl ARA 1 1®A I1RAR]1 1RARA
U00 1 1 1 1 A AR1 AR1 A1
Uou 1 1A 1 1®A A1 ARA A1 AQRI®A
Uuo 1 1 1®A I1RAR]1 A®1 AR1 ARA ARA®1
UUU L'l 1QRA 1RARI 1QRARA ARl AQIRA ARQRAR1I ARQRARA/

seklinde bir matristir.  Bu matristeki 1’ler tiim girdileri 1 olan uygun boyutta
matrislerdir. Ayrica kolaylik olmast acisindan satir ve siitunlar q)_l(S,') verine S; ile
indekslenmigstir. Daha detayli séylemek gerekirse, her E,F,G,H,K,L € {0,U} icin M

matrisinin EF G x HKL ¢carpimina karsuik gelen blogu
[00] =1, [0U]=1;x, [UO]=1kx, [UU]=A

olmak iizere [EH| ® [F K| ® |GL| seklinde bir matristir.

Ispat. M matrisinin 64 blogundan birini gosterelim. Ornegin M matrisinin OUU x
UUQ’a karsilik gelen blogunu elde edelim. Bu bloga B diyelim. M matrisinin
tanimindan B blogunun girdileri ¢(r;) € OUU ve ¢(r;) € UUO olmak iizere x(r;r;)
seklindedir. Boylece ¢ (r;) = (0, &, B) € OUU ve ¢(r;) = (A,1,0) € UUO olmak iizere
x(rirj) = xr(OA) xr(ap) xr(BO) = 1xr(ap)l olur. 1.4 ve 1y, matrisleri tiim
girdileri 1 olan, sirasiyla |0| x |U| ve |U| x |0] tipinde ve satir ve siitunlari O ve U sirali
kiimeleri ile indekslenmis matrisler olsun. B matrisinin satir ve siitunlart OUU ve UUO
sirali kiimeleri ile indekslendiginden ve b o gy (2.u0) = X(rirj) = Lo1)aa.ulp o
oldugundan Lemma 3.6.6 lemmasindan B = 1, ; ® A ® 1, elde edilir. Diger bloklar
da benzer sekilde elde edilebilir. Ayrica bloklarda sadelik olmasi agisindan 1 ® 1 =1

esitligini kullaniriz. O

Ornek 3.6.8. ¢ = 2 ve R halkast iizerinde 2 uzunlugundaki C lineer kodu C =
((1,1+v)(1,v),(1,0)(0,v)) seklinde elde edilen bir kod olsun. R halkasinin
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elemanlarint onceden bahsettigimiz siralama mantigint kullanarak

R={r1,r,...,rs} ={(0,0),(0,v),(0,1+v),(0,1),(1,0),(L,v)(1,1+v),(1,1)}

seklinde siralayabiliriz. C lineer kodunun ve Oklit ic carpima gore duali olan C*-

kodunun kodsozlerini

C ={(1,0)(1,v), (1,0)(1,0),(1,0)(0,v), (1,0)(0,0), (1,1 +v)(1,v), (1,1 +v)(1.0),
(1,14v),(0,v),(1,1+)(0,0),(0,0)(1,v),(0,0)(1,0),(0,0)(0, ), (0,0)(0,0),

(0,14v)(1,v),(0,14+v)(1,0),(0,14+v)(0,v),(0,1+v)(0,0)}

C*+ = {(0,0)(0,0),(0,v)(0,1 +v),(0,v)(0,0),(0,0)(0,1 +v)} seklinde elde ederiz.
x;j = Z;, dersek, tam agirlik sayact tamimindan C ve C* lineer kodlarimin tam agirlik

sayaclarini
2
KWe(x1,%2,%3,X4, X5, X6, X7,X8 ) = XT +X1X2 + X1X3 + 2X1 X5 + X1 X6 + X1X7

2
+X2X3 + X2X5 + XpX7 + X3X5 + X3X6 + X5 + X5X6 + X5X7 + X6X7,
2
KWei (Xl,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8) = X] +X1X2 + X1X4 + X2X3

seklinde elde ederiz. R halkasimin iirete¢ karakteri x (a,b+vc) = (—1)4+2b+¢ =

(—1)%*¢ olur ve Teorem 3.6.3 teoremindeki M matrisi

I 1 1 1 1 1 1 1]
1 1 -1 -1 1

I -1 -1 1 I -1 -1 1

I -1 1 -1 1

1 1 | 1 -1 -1 -1 -1
r 1 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1 -1 1 I -1
I -1 1 -1 -1 1 -1 1

olur. [yl,yz,...,yg } = [ X1,X2, .00y X8 ]MT olmak iizere

16KWCL(Xl,XZ,X3,X4,X5,X6,X7,X8> = KWC()’la)’2=y3>)’47)’57)’6a)’7=y8)

ozdesliginin elde edildigi, yani Teorem 3.6.3 teoremindeki tam agirlik sayacina gore

MacWilliams ozdesliginin gerceklendigi kolaylikla goriilebilir.

59



Ornek 3.6.9. Ornek 3.6.8 drnegindeki kodu alalum. Hamming agirlik sayact

tamimindan
HWe(X,Y) =Y?>+6XY +9X? HWq. =Y?+2XY +X?

elde edilir. Ayrica
16HW,. (X,Y)=HWc(Y —X,Y +7X)

oldugundan Sonu¢ 3.6.4 sonucundaki MacWilliams ozdesliginin gerceklendigi de

goriilebilir.

Bir kodun tiim kodso6zlerinin belirli bir koordinatini tersinir bir eleman ile ¢arparsak
monomial denk (monomially equivalent) kod elde ederiz. Eger r eleman1 S elemaninin
tersinir bir elemanla ¢arpilmasiyla elde edilen bir eleman ise tam agirlik sayacindaki
Z, ve Zs degiskenlerini bir tutmak mantikhidir. Bdylece simetrik agirlik sayact
tanimlayabiliriz. Birbirinin tersinir kat1 olma islemini R {izerinde bir bagint1 olarak

alirsak, bu bir denklik bagintist olur ve denklik siniflar1 S,S5, ..., Sg kiimeleri olur.

r € Zg olmak iizere R halkasi iizerindeki bir C lineer kodunun tam agirlik sayacindaki
her Z, degiskenini X; ile degistirirsek C lineer kodunun SW¢(X1,X>,...,Xs) simetrik

agirlik sayacini elde ederiz. Boylece wi (¢) = |[{j | ¢(c;) € S;}| olmak iizere

8 +
SWe(X1, Xa, ..., Xg) = KWe(Xt, Xa, s Xa, o Xy s Xg) = Y T]X07
ceCi=1

olur. Eger ¢ ~!(S;) kiimesinden bir r; elemam secersek ¢ kodsoziiniin, r; elemaninin
tersinir bir elemanla carpilarak elde edilmig bir kat1 olan, c¢; koordinatlarinin sayisi
wi (¢) olur. Yukaridaki SW¢ tamimindaki KW, polinomunda her X; degiskeni |S;| defa
goriiliir. Gosterimi kolaylagtirmak acisindan X;, X;, ..., X; (|S;| defa ) gosterimi yerine

X; vektor gosterimini kullanirsak SWe (X1, Xa, ..., Xg) = KW (X1,X3,...,Xg) olur.
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Sonug 3.6.10. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. k =q—1

ve

o 000 00U 0OUO OUU U00 UOU UUO UUU
T 000 11 k k k> k k2 k2 B X
T, ooU |1 -1k —k k —k kK =k X2
T3 oUo | 1 ko -1 —k k k2 —k  —k* || X3
Li|_ovu |1 -1 -1 1 k -k —k k X4
Ts Uuoo | 1 k k o -1 -k -k k|| Xs
T vou | 1 -1 k —k -1 1 —k k Xe
I; uuo | 1 k -1 -k -1 -k 1 k X7

| T3 | vuu L1 -1 -1 1 —1 1 1 —1 J[ X |

olmak iizere C lineer kodunun simetrik agirlik sayacina gore MacWilliams ozdeslikleri
IC|SWer (X1,X2,...,X3) = SWe (Th, T, ..., TR)

seklinde olur.

Ispat. Eger bir U matrisinin her satirindaki elemanlarin toplami u ve bir V matrisinin
her satirindaki elemanlarin toplami v ise Kronecker carpiminin tanimindan U ® V
matrisinin her satirindaki elemanlarin toplaminin uv oldugu kolaylikla goriilebilir.
Uyan 3.6.1 (b) kismindan A matrisinin her satirindaki elemanlar toplaminin A is
—xr(sup) = —xr(0) = —1 oldugunu sdyleyebiliriz. Onerme 3.6.3’teki M matrisini
diisiinelim. M matrisinin 64 blogu vardir ve herhangi bir blogundaki her satirin
toplamin1 kolaylikla bulabiliriz. Ornegin; OUU x UUQ’a karsilik gelen 1}, ® A ®
Lz 1 blogundaki satirlarin toplami (k)(—1)(1) = —k olur. Diger bloklardaki her satirin
toplamin da tek tek benzer sekilde kolaylikla hesaplayabiliriz.

[ 11,1, Tty oy Ty Typs | = [ X1,X2, 00, X0, 0, X3, o, X3 }MT
olmak iizere Teorem 3.6.3 kullanilarak

IC|SW,1 (X1,X2, ..., Xg) =|C|KWi (X1, X2, ..., X3g)

=KW¢ (Tl, Ly, Togy - 131, -y T8k3)

elde edilir. Bloklarin her satirindaki elemanlarin toplami ayni oldugundan 75| = - -- =

Trg, ..., Ig; = -+ = Tg;3 olur. Buradan da T, = 75y, ..., Ty = Tg; olmak iizere

|CISWeL (X1, X2, ..., X3) = SWe(Th, T, .-, T)
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olur. M matrisinin her satirindaki elemanlarin toplamini hesaplayarak da X, ..., Xg ile

1i,,...,Tg degiskenlerini iligskilendiren matrisi bulabiliriz. L]

Eger ¢(r),0(s) € F; kodsozleri aym1 Hamming agirliga sahip ise tam agirlik
sayacindaki Z,, Z; degiskenlerini bir tutabiliriz. Bu agirlik sayacina Gray agirlik
sayaci diyelim. S; kiimelerindeki kodsozlerin Hamming agirliklarin1 dikkate alarak
Gray agirlik sayacini simetrik agirlik sayacindan Yo =X, Y1 =X = X3 = X5, ¥» =
X4 = Xo = X7 ve Y3 = Xy degisiklikleri yaparak elde edebiliriz. Boylece R halkasi
tizerinde n uzunlugundaki bir C lineer kodunun Gray agirlik sayaci, w;i(¢(¢)) = |[{J |

wr(9(c;)) = i}| olmak iizere

3
GWe (Yo, Y1,Y2,Y3) = SWe(Yo, Y1, Y1, Yo, Y, Vo, 1o, ¥3) = Y [,
ceCi=0

seklinde tanimlanir. R halkasi lizerinde monomial denk lineer kodlarin ayni Gray

agirlik sayacina sahip oldugu soylenebilir.

Sonug 3.6.11. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. k =g —1

ve

To 1 3k 3k K Yo
T | |1 2k—1 K2k —k* 14
| |1 k-2 1-2 k Y
T 1 -3 3 ~1 Y3

olmak iizere, C lineer kodunun Gray agirlik sayacina gore MacWilliams ozdesligi
ICIGWer (Yo, Y1,Y2,Y3) = GWe (To, Th, T2, T3)

seklindedir.

Ispat. Gray agihk sayacinmm tammi ve Sonu¢ 3.6.10 kullamilarak kolaylikla

gosterilebilir. O]

Ornek 3.6.12. Ornek 3.6.8 érnegini alalum. |R|= 8 oldugundan C kodunun tam agirlik
sayaci ve simetrik agirlik sayact aymdir. Gray agirlik sayacinn tanmmindan C ve C*

lineer kodlarinin Gray agirlik sayaglar
GWc (Yo, Y1,Y2,1Y3) = Y3 +4YoY) +2YoYs + 4V +4Y Y + Y5,

GW, (Yo, Y1,Ya,Y3) = Y§ +2YoY) + Y7
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olarak elde edilir. Sonug¢ 3.6.11 sonucundaki matris

1 3 3 1

I 1 -1 -1

I -1 -1 1

1 -3 3 -1

olur. C kodunun Gray agirlik sayacina gore MacWilliams ozdesligi [ 7o, 1,15, T3 } =
[ Y0,Y1,12,Y3 }NT olmak iizere

16GWcL (Yo,11,Y2,Y3) = GWe(To, Ty, T2, T3)

seklindedir ve Sonug 3.6.11 saglanmuig olur.

Her ¢ € R" kodsoziiniin Lee agirligi, n;(c) = w;(¢(c)) olmak tizere wz(¢) = ny(c) +
2ny(¢) + 3n3(c) seklinde tanmimlayalim. R halkasi iizerinde n uzunlugundaki bir C
lineer kodunun Lee agirlik sayacini
LWe(X,Y) = Y xreyn-rwle)
ceC

olarak tanimlayalim.

Lemma 3.6.13. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C

lineer kodunun Lee agirlik sayacina gore MacWilliams ozdesligi
LWe(X,Y) = GWe (Y3, XY? X%Y,X3)
seklindedir.

Ispat. Karmagikhig1 o6nlemek adina wy(c),n;i(c),wi(¢(c)) gosterimleri yerine

wr,n;, w; gosterimlerini kullanalim. ng + ny +ny +n3 = n ve n; = w; oldugundan

LWC(X, Y) — Z XWLY371*WL
ceC
_ Z Xn1+2n2+3n3y3n0+2n1+n2

ceC

— Z (Y3)n0 (Xy2)n1 (X2y>n2 (X3)n3
ccC

= GWq(Y3,xY2 X%y, x3)

elde ederiz. ]
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Sonug 3.6.14. C kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. k =g —1

olmak iizere C lineer kodunun Lee agirlik sayacina gore MacWilliams 6zdegsligi
ICILW,. (X,Y) = IWc(Y — X, Y +kX)

seklindedir.

Ispat. Lemma 3.6.13 ve Sonug 3.6.11 kullanarak ispat yapabiliriz. M matrisi Sonug

3.6.11 sonucundaki matris olmak iizere
IC|LW,L(X,Y) = [CIGWL (Y3 XY? X%Y,X?)
— GWe ([Y3,XY2,X2Y,X3] MT)
olur.
(V2. XY2, X7, X3 | MT = [(Y +kX)*, (Y = X) (Y +kX), (Y —X)*(Y +kX), (Y —X)*].
oldugundan istenilen gosterilmis olur. O]
Ornek 3.6.15. Ornek 3.6.8 ornegini alalim. C ve C* lineer kodlarin Lee agirlik
sayaglari
LWe(X,Y) = Y0 4+4XY° +6X%27* +4x3y3 + x4y
LW = YO 4 X27* 1 2xy°
seklindedir. C lineer kodunun Lee agirlik sayacina gore MacWiliiams ozdesligi
16LW L (X,Y) = LW (Y — X, Y +X)
seklinde saglanmus olur.
Uyarn 3.6.16. ¢ kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
(a) R={r1,r2,....;rs} ve {1,2,....;s} kiimesinin 0 (r;) = rg ;) seklinde tanimlanan bir
permiitasyonu 0 olsun. M matrisi Teorem 3.6.3 teoremindeki matris ve
[ 1. T Ty | = [ Zoy,Zry, o Zey | MT

olmak iizere

KWs,(c)(ZnZry, -+ Zr,) = KWC(Zrem’Zre(z)’""Zre(s>)’
‘C’KWC* (Zrl 7Zr2> "'7er> = KWC (Tr9<1> ) Tr9(2)7 ] Tre(s)>

esitlikleri elde edilir.
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(b) HWg, () (X,Y) = HWc(X,Y) ve
|ClHWe+ (X,Y) = HWc (Y —X,Y + (|R|-1)X).

(c) T; degiskenleri Sonu¢ 3.6.10 sonucundaki degiskenler olmak iizere
SWo, ) (X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xs) = SWe (X1, X3, X2, X4, X5, X7, X6, X3) ve

|C|SWC* (Xl 7X27X37X47X57X67X77X8> = SWC (T17 T37 T27 T47 T57 T77 T67 Tg)
esitlikleri saglanir.

(d) T; degiskenleri Sonu¢ 3.6.11 sonucundaki degiskenler olmak iizere
GWs,(c) (Y0,Y1,12,Y3) = GWc (Yo, 11,Y2,Y3) ve

|C|GWC* (Y07Y17Y27 Y3) — GWC (T07 Tl ) T27 T3)
esitlikleri saglanir.

(e) LWy, (c)(X,Y) =LWc(X,Y) ve
|C|LWe+ (X,Y) = LWe(Y — X, Y +kX)

Ispat. (a): Oncelikle her » € R ve her ¢ = (c1,¢2,...,¢cn) € C igin ¢; = r olmasi i¢in
gerek ve yeter sartin o1(c;) = o1(r) olmast oldugunu soyleyelim. Bu sebeple; N
kiimesi negatif olmayan tam sayilar kiimesi, k; +ky + -+ - + ks = n ve (ky,kp,...,ks) €
N* olmak iizere KW, (c) (Zr,,Zr,, -+, Zr,) polinomundaki Hij terimlerin katsayilar
KWc (Z,,,Zy,, ..., Zy,) polinomundaki HZZG@ terimlerin katsayilarina esittir. Buradan
ilk esitlik gosterilmis olur. |6, (C)|= |C| ve 6,(C)* = C* oldugu icin Teorem 3.6.3

teoreminde C yerine 6, (C) koyarak istenilen esitlik gosterilmis olur.

(b): 01 : R — R doniisiimii bir F,-modiil otomorfizmasi oldugundan, her r € R" i¢in
w(r) = w(0,(r)) olur. O halde HW, ()(X,Y) = HWc(X,Y) elde edilir. 0,(C)* =
C* ve |0,(C)|= |C| oldugundan Sonug¢ 3.6.4 sonucu kullanilarak istenilen esitlik

gosterilmis olur.

(c): Oncelikle ¢(r) € S, olmasi igin gerek ve yeter sartin ¢(oy(r)) € S3 olmast
oldugunu sdyleyelim. Buradan her r € R" i¢in w; (r) = w3 (0,(r)) elde edilir. Benzer
sekilde w (r) = w7 (0,(r)) ve her i = 1,4,5,8 i¢in w; (r) = w;" (0,(r)) elde edilir.

l
Ayrica o7 doniisiimii birim doniisiim oldugundan wj (r) = w3 (0,(r)) ve wi(r) =
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wg (0,(r)) oldugunu gériiriiz. Dolayistyla ilk esitlik gosterilmis olur. 6,(C)* = C* ve

|6,(C)|= |C| oldugundan Sonug 3.6.10 kullanilarak da ikinci esitlik gosterilebilir.

(d): Gray agirhgm tamimindan GW¢(Yy,Y1,Y2,Y3) = SWe (Yo, Y1,Y1,Y2, 71,12, Y2, V3)
oldugunu biliyoruz. C yerine 6,(C) koyup istte ispatini yaptigimiz (c) kismini
kullanirsak ilk esitlik gosterilmis olur. ©,(C)* = C* ve |6,(C)|= |C| oldugundan

Sonug 3.6.11 sonucu kullanilarak ikinci esitlik gosterilmis olur.

(e): lemma 3.6.13 lemmasindan ILWc(X,Y) = GWc(Y3,XY? X?Y,X3) oldugunu
biliyoruz. C yerine o,(C) koyup iistte ispatin1 yaptigimiz (d) kismin1 kullanirsak ilk
esitlik gosterilmis olur. o,(C)* = C* ve |6,,(C)|= |C| oldugundan Sonug 3.6.14 sonucu

kullanilarak ikinci esitlik gosterilmis olur. O]

Uyar1 3.6.17. A matrisi, satir ve siitunlart U = {uy,up,...,u;} sirali kiimesinin
elemanlart ile indekslenmis ve (u;,u;) girdisi xr(uu;) = 7% olan , C kompleks
sayar iizerinde k X k boyutlarinda bir matris olsun. T, iizerinde her lineer D kodu
icin,
|: Tu())Tul;"'aTuk } — |: ZM()?ZMl?"'?ZMk } : ]1T
1 A
olmak iizere

\DIKWps (Zugs Zuay s s Zay) = KW (Tog, Ty v T)

elde edilir.
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