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lıklı tezini aşağıda imzaları olan jüri önünde başarı ile sunmuştur.
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Özdeşlikleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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R : Fq × (Fq + vFq) halkası
φ ,Φ,ψ,Ψ : Gray dönüşümler
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Fq × (Fq + vFq) HALKASI ÜZERİNDE LİNEER KODLAR

ÖZET

Kaynaktan alıcıya bilgi transferi sırasında gürültü ismi verilen etkenler sebebiyle
iletişim kanalında hatalar meydana gelmektedir. Bu hataların tespiti ve mümkünse
düzeltilmesi kodlama teorisi alanının çalışma konusudur. Kodlama teorisi alanında
ilk çalışmalar cisimler üzerinde iken daha sonra halkalar üzerinde de çalışılmaya
başlanmıştır. Halkalar üzerindeki kod ailelerinin Gray dönüşüm ismi verilen özel
bir dönüşüm altındaki görüntülerinin literatürdeki kodlardan daha fazla hata düzeltme
kapasitesine sahip olduğu tespit edilmiştir. Bu yüzden halkalar üzerindeki kodlar daha
fazla çalışılmaya başlanmıştır.

Bu çalışma bir halka üzerindeki kodları incelediğinden, ilk olarak Bölüm 1’de
literatürde halkalar üzerinde yapılan kodlama teorisi çalışmaları hakkında bir literatür
çalışması yapılmıştır. Daha sonra Bölüm 2’de kodlama teorisi, halkalar, sonlu cisimler
ve lineer kodlar hakkında bazı temel bilgiler verilmiştir.

Kendi içinde 6 alt bölüme ayrılan Bölüm 3’te ise asıl çalışma bulunmaktadır. Bölüm
3.1’de v2 = v olmak üzere R = Fq × (Fq + vFq) halkasının yapısı tanıtılmış ve R
halkasından F3n

q cismine iki tane Gray dönüşüm tanımlanmıştır. Ayrıca Öklit ve
Hermityen iç çarpımların tanımları verilmiştir.

Bölüm 3.2’de ise R halkası üzerindeki lineer kodlar çalışılmıştır. Gray denk kodların
tanımı verilmiş ve R üzerinde n uzunluğundaki bir C kodunun üreteç matrisinin yapısı
çalışılmıştır.

Bölüm 3.3’te ise R halkası üzerindeki serbest kodlar çalışılmıştır. Bilinmektedir ki,
cisimler üzerindeki kodların üreteç matrisinin tüm satırları lineer bağımsızdır. Ancak
bu durum halkalar için geçerli değildir. Bu yüzden bir halka üzerindeki kodların üreteç
matrislerinin farklı sayıda satırdan oluşabileceği söylenebilir. Bu bölümde R halkası
üzerindeki lineer kodların üreteç matrislerinin satırlarının lineer bağımsız olması için
gerekli şartlar belirlenmiştir.

Bölüm 3.4’te R halkası üzerinde dual kodlar çalışılmıştır. Bölüm 3.1’de tanımlamış
olduğumuz iki adet iç çarpıma göre dual ve kendine dual olan kodlar çalışılmıştır. R
halkası üzerindeki bir C kodunun Öklit ve Hermityen iç çarpımlara göre duallerinin
üreteç matrislerinin (yani kontrol matrisi) yapısı incelenmiştir.

Bölüm 3.5’te ise R halkası üzerindeki devirli kodlar çalışılmıştır. R üzerindeki bir
devirli kod Rn = R[x]/(xn−1) polinom halkasının bir idealine karşılık geldiğinden, Rn
polinom halkasının ideallerinin yapısı incelenmiş ve üreteç polinomu belirlenmiştir.

Bölüm 3.6’da ise tam, simetrik, Hamming, Lee ve Gray ağırlık sayaçlarının tanımları
verilmiştir. Daha sonra bu ağırlık sayaçlarına göre R üzerinde n uzunluklu bir C lineer

xvii



kodu için MacWilliams özdeşlikleri belirlenmiştir. Tam ağırlık sayacında R halkasının
elemanlarının bir sıralamasına ihtiyaç duyulduğundan, R halkasının elemanlarını
sıralamak için kullanışlı bir yöntem belirlenmiştir.
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LINEAR CODES OVER THE RING Fq × (Fq + vFq)

SUMMARY

During the transfer of information from the source to the receiver, errors occur in the
channel due to factors known as noise. The detection and, if possible, correction of
these errors constitute the working scope of the coding theory. While the initial studies
in coding theory focused on fields, later research extended to rings. It was observed
that families of codes over rings, under a special transformation called the Gray
transformation, possess a greater error-correction capacity in their images compared to
codes in the existing literature. Consequently, codes over rings have gained increased
attention due to their enhanced error-correction capabilities.

Since this work deals with codes on a ring, Section 1 provides a literature review on
codes on rings. Then, in Section 2, some basic preliminaries are given about coding
theory, rings, finite fields and linear codes. Definitions of code, codeword, generator
and parity check matrices, standard form, Euclidian inner product, dual code, self
orthogonal code, self dual code, Hamming distance, Hamming weight, equivalence
of codes, cyclic code, reciprocal of a polynomial are given.

Section 3 contains the main study. Section 3 is divided into 6 subsections. In Section
3.1, the structure of the ring R = Fq × (Fq + vFq) with v2 = v introduced. Let p be a
prime power and Fq be a field. Throughout the thesis, the ring R is the direct product
Fq × (Fq + vFq) of the rings Fq and Fq[v] := Fq + vFq, where Fq[v] is isomorphic to
the ring Fq[x]/(x2 − x) via the Fq-linear function mapping v to x+(x2 − x). So, v2 = v
in the ring

Fq[v] = {b+ vc | b,c ∈ Fq},

which is a vector space over Fq with basis {1,v}, and the multiplication on Fq[v] is
extended by linearity so that (b1 + vc1)(b2 + vc2) = b1b2 + v(b1c2 + c1b2 + c1c2).

The ring R is a vector space over Fq of dimension 3, with basis {(1,0),(0,1),(0,v)},
where Fq-action on R is given by λ (a,b+ vc) = (λa,λb+ vλc).

We first describe some linear isomorphisms between R and F3
q with some properties,

and then use them to define linear isomorphisms between Rn and (Fn
q)

3 where n is any
positive integers. These linear maps (called Gray maps) allow us to obtain q-ary linear
codes of length 3n by considering the images of linear codes over R of length n.

İt is defined two inner products called Euclidian and Hermitian. The first one of Gray
maps mentioned above preserves orthogonality with respect to the Euclidean inner
product and the second preserves orthogonality with respect to the Hermitian inner
product.
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In Section 3.2, linear codes on the ring R are studied. By a linear code over R of length
n we mean any R-submodule of Rn. We proved that Φ(C) = C1 ×C2 ×C3 if and only
if C is an R-submodule of Rn where C1,C2,C3 are linear codes over Fq. Hamming and
Lee distances of any two codeword of a code C over R are defined. Also Hamming and
Lee weights are defined. In this section the structure of the generator matrix of a code
C on R according to the dimensions of the linear codes Ci is determined.

In Section 3.3, we study linear codes over R which are also free as R-modules. In other
words, we study linear codes over R having an R-generator matrix whose rows are
linearly independent over R. We know that all rows of the generator matrix of codes
over fields are linearly independent. However, this is not the case for rings. Therefore,
the generator matrices of codes over rings can have different numbers of rows. In this
section, necessary conditions have been set for the rows of the generator matrices of
linear codes over the ring R to be linearly independent. As a result of this section we
showed the following result: C is a free R-module if and only if k1 = k2 = k3 where
ki = dimFq Ci. Moreover, if C is a free R-module then rankRC is unique and rankRC = ki.

In Section 3.4 we consider duals of a linear code C over R with respect to Euclidean
and Hermitian inner products. For any codes (not necessarily linear) C over R and D
over Fq of lengths n, we use the notations C⊥ and D⊥ for the duals with respect to the
Euclidean inner product and the C∗ for the dual with respect to the Hermitian inner
product. Therefore,

C⊥ ={xxx ∈ Rn | [xxx,ccc]E = 0R ∀ccc ∈C}
D⊥ =

{
xxx ∈ Fn

q | [xxx,ddd]E = 0Fq ∀ddd ∈ D
}

C∗ ={xxx ∈ Rn | [xxx,ccc]H = 0R ∀ccc ∈C} .

It is clear from their definitions that, for any yyy ∈ Rn, the maps [ ,yyy]E , [ ,yyy]H : Rn → R
are R-module homomorphisms, implying that C⊥ and C∗ are linear codes over R of
length n for any linear code C over R of length n. We say that a linear code C over R
is Euclidean (respectively, Hermitian) self dual if C⊥ =C (respectively, C∗ =C). The
structure of the generator matrices (i.e., the control matrix) of the duals of a code C
over the ring R is studied.

In Section 3.5 we study cyclic codes over R. We begin by recalling some preliminaries.
Let S be any ring. A linear code C over S of length n is called cyclic if
(cn−1,c0,c1, ...,cn−2) ∈ C for all (c0,c1, ...,cn−1) ∈ C. In other words, cyclic codes
over S of length n are linear codes that are invariant setwise under the right cyclic shift
operator sh : Sn → Sn defined by sh(s0,s1, ...,sn−1) = (sn−1,s0,s1, ...,sn−2) which is an
S-module automorphism of Sn.

For a linear code C over R of length n, C is cyclic if and only if each Ci is a cyclic code
over Fq. Let Rn := R[x]/(xn −1) be the quotient ring of the polynomial ring R[x] over
S by the ideal (xn − 1) of R[x] generated by the polynomial xn − 1 ∈ R[x]. We use the
overline notation to denote the elements of the quotient ring Rn so that the elements of
Rn are f (x) := f (x)+(xn−1) where f (x)∈ R[x]. Consider the R-module isomorphism
p : Rn → Rn defined for any rrr = (r0,r1, ...,rn−1) ∈ Rn by

p(rrr) = prrr(x) where prrr(x) = r0 + r1x+ · · ·+ rn−1xn−1 ∈ R[x].
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Using p we may identify linear codes C over R of length n with R-submodules p(C)
of Sn. Furthermore, C is cyclic if and only if p(C) is an ideal of Rn. We showed that
R[x] and Rn are principal ideal rings. We give the following result for the generator
polynomials of Rn: For any ideal A of Rn there is a unique polynomial p(x) ∈ R[x]
such that A=

(
p(x)

)
, p(x) divides xn −1 in R[x] and pi(x) ∈ Fq[x] is monic for all i.

In Section 3.6 we consider several weight enumerators (complete, symmetric,
Hamming, Lee and Gray) of a linear code C over R and relate them to the weight
enumerators of the dual of C.

One of the classic proofs of the MacWilliams identities for linear codes over finite
fields uses group characters and the discrete Fourier transformation. Let R be a
finite commutative ring with unity. Assume that there is a group homomorphism
χ : (R,+)→ C× whose kernel does not contain any nonzero ideal of R. In this case,
the aforementioned classic proof of the MacWilliams identities works almost verbatim
for linear codes over R and shows that there are similar identities for linear codes over
R.

We consider the trace map Tr :Fq →Zp of the field extension Zp ⊆Fq. It is well known
in the case of finite extensions of finite fields that Tr is an onto Zp-linear transformation
and

Tr(α) = α +α
p +α

p2
+ · · ·+α

pm−1

for any α ∈ Fq. We define

χ : R → C×, χ (a,b+ vc) = ζ
Tr(a+2b+c)

where ζ = e2πi/p is a primitive p th root of unity in C.

For any r ∈R and any vvv= (v1,v2, ...,vn)∈Rn we let cr(vvv) = |{i | vi = r}| be the number
of components of vvv equal to r. Note that n− c0(vvv) = w(vvv). For any linear code C over
R of length n the complete weight enumerator KWC ((Zr)r∈R) of C is the polynomial

KWC ((Zr)r∈R) = ∑
ccc∈C

∏
r∈R

Zcr(ccc)
r = ∑

ccc∈C

n

∏
i=1

Zci

over C with |R| variables Zr indexed by the elements r of R where ci denotes the i th
component of ccc.

We give the Macwilliams identities for a linear code C over R according to complete
weight enumerator as follows. Let C be a linear code over R of length n and let R =
{r1,r2, ...,rs}. Then,

|C|KWC⊥ (Zr1,Zr2, ...,Zrs) = KWC (Tr1,Tr2, ...,Trs)

where [
Tr1,Tr2, ...,Trs

]
=
[

Zr1,Zr2, ...,Zrs

]
MMMTTT

and MMM is the |R|×|R| matrix over C whose rows and columns are indexed by the
elements of R in the given order and whose (ri,r j) th entry is χ(rir j).

Since we need an ordering of the elements of the ring R when determining the
Macwilliams identities of a code over a ring R, a useful method for ordering the
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elements of the ring R is given in Section 3.6. We conclude this section by obtaining
the Macwilliams identities for a linear code C over R with according to Hamming,
Symmetric, Lee, Gray weight enumerators.
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1. LİTERATÜR ÖZETİ VE GİRİŞ

Kodlama teorisi; kaliteli bir iletişimi sağlamak için iletişim sırasında ortaya çıkan

ve gürültü olarak ifade edilen hataları tespit etmeyi ve mümkünse düzeltmeyi amaç

edinmektedir. Bu amacı gerçekleştirebilmek için cisimler üzerindeki hata düzelten

kodlar ile ilgili oldukça fazla çalışma yapılmıştır. Claude Shannon’ın [1] çalışması

cebirsel kodlama teorisi alanındaki ilk çalışma olarak kabul edilmiştir. Cisimler

üzerinde yapılan çalışmalar daha sonra halkalar üzerinde yapılmaya başlanmıştır.

Halkalar üzerindeki kodlar için [2] çalışması bir başlangıç olmuştur ve bu çalışmadan

sonra Z4 halkası üzerindeki kodlar hakkında çokça çalışma yapılmıştır. Bu çalışmada

Z4 halkası üzerindeki lineer kodlar ile Z2 halkası üzerindeki lineer olmayan kodlar

arasında "Gray dönüşüm" adı verilen uzaklığı koruyan bir dönüşüm tanımlanmıştır.

Bu dönüşümden faydalanarak çok hata düzelten ve lineer olmayan ikili kodlar

elde edilmiştir. Son zamanlarda bazı zincir halkaları üzerindeki lineer kod aileleri

tanımlanmış olmasına rağmen Z4 halkası üzerindeki kodlar hala popülerliğini

korumaktadır. [3] çalışmasında u2 = 0 olmak üzere Z2 + uZ2 = Z2/(u2) halkası

üzerindeki devirli kodları çalışılmıştır . [23] çalışmasında ise v2 = v olmak üzere

F2 + vF2 halkası üzerindeki lineer ve devirli kodlar incelenmiştir. Blackford Z4

üzerindeki çift uzunluğa sahip negacyclic kodlar ise [4] çalışmasında çalışılmıştır.

Bu durum [5]–[7] çalışmalarında Z2 + uZ2 halkasını k tane değişkene genellenerek

kendine dual, devirli, lineer başta olmak üzere pek çok kod ailesi tanımlanmış ve hata

düzeltme kabiliyetleri en yüksek olan yeni kodlar elde edilmiştir. [8] çalışmasında Z2+

uZ2 =Z2/(u2−u) üzerinde değişmeli olmayan bir çarpma işlemi ile çarpık devirli kod

aileleri tanımlanmıştır. [9] çalışmasında ise Z2 +uZ2 = Z2/(u2 −u) üzerinde kendine

dual olan optimal kodlar elde edilmiştir. [10] çalışmasında Z3 + uZ3 = Z3/(u3 − u)

üzerinde devirli kod ve lineer kod aileleri tanımlanarak MacWilliams özdeşlikleri elde

edilmiştir. [11] çalışmasında ise [10] çalışması herhangi p asal sayısı için Zp/(up −u)

halkası üzerinde genelleştirilip sabit devirli kodların yapısı incelenmiştir.
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Son zamanlarda ise direkt çarpım halkaları üzerindeki çalışmalar ağırlık kazanmaya

başlamıştır. Aydoğdu ve Gürsoy Z2Z4Z8 halkası üzerindeki devirli kodları [24]

çalışmışlardır. Betsumiya ve Gulliver F2 ×F2 halkası üzerinde ekstrem kendine dual

kodları [26] ve yine Betsumiya ve Harada aynı halka üzerinde optimal kendine dual

kodları [25] çalışmışlardır. Çalışkan ve Aksoy [27,28] ise F2 × (F2 + vF2) halkası

üzerinde lineer ve kendine dual kodları çalışmışlar ve ayrıca bazı ağırlık sayaçlarına

göre MacWilliams özdeşliklerini belirlemişlerdir.
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2. CİSİMLER ÜZERİNDE KODLAMA TEORİSİ VE LİNEER KODLAR
HAKKINDA TEMEL BİLGİLER

2.1 Kodlama Teorisine Giriş

İletişim sistemleri ve veri depolama cihazları gibi bilgi ortamları, gürültü veya diğer

sebepler nedeniyle uygulamada kesinlikle güvenli değildir. Bilginin transferinin

gerçekleştirildiği ortam kanal olarak isimlendirilir. Telefon ve internet birer kanal

örneğidir. Bilginin transferi sırasında bazı olumsuz faktörler nedeniyle iletişim

sırasında hataların meydana gelmesi kaçınılmaz olup bu olumsuz koşullar gürültü

olarak adlandırılır.

Kodlama teorisi, bilginin kaynaktan alıcıya doğru ve etkili bir şekilde aktarılmasını

sağlayan metotları belirleyen çalışma alanıdır. İletilen bilginin iletişim kanalında

maruz kaldığı bazı olumsuz koşullar sebebiyle oluşan hatayı düzeltmek, doğru bir

iletişim için gereklidir. Kodlama teorisi oluşan bu hataları farklı yöntemler kullanarak

belirlemek ve mümnünse bu hataları düzeltmeyi amaçlamaktadır. Bilgi kanala

gönderilmeden önce sembollere dönüştürülür ve bu dönüştürme işlemine kodlama

denir. Bu sembollerin kanaldan çıkarken tekrar bilgiye dönüştürülmesi işlemine

ise çözümleme denir. Kodlama teorisi; mesajların kolay taşınması, bilginin hızlı

kodlanması, oluşan hataların düzeltilmesi, alınan mesajların hızlı çözümlenmesi ve

en kısa sürede maksimum bilgi transferini yapmak ile ilgilenir. Bilgi aktarımı şeması

aşağıdaki gibidir.
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Şekil 2.1 : Bilgi aktarım şeması

2.2 Cisimler Üzerinde Lineer Kodlar

Tanım 2.2.1. Fq kümesi q elemanlı bir cisim olmak üzere Fn
q vektör uzayının her M alt

kümesine, uzunluğu n ve eleman sayısı M olan bir kod denir. Bu alt kümenin her bir

elemanına ise kodsöz denir. Bu parametrelere sahip kod (n,M)q-kod olarak gösterilir.

Tanım 2.2.2. Fn
q uzayının boyutu k olan bir alt vektör uzayına Fq üzerinde uzunluğu

n, boyutu k olan bir C lineer kod denir ve [n,k]q- kod şeklinde gösterilir. Eğer kod F2

cismi üzerinde ise ikili (binary) kod, F3 cismi üzerinde ise üçlü (ternary) kod denir.

Örnek 2.2.3. F2 cismi üzerindeki C = {0000,0011,1100,1111} kodu bir [4,2]-ikili

lineer koddur.

2.2.1 Üreteç ve kontrol matrisleri

Tanım 2.2.4. C kodu [n,k] parametrelerine sahip bir lineer kod olsun. C kodu k boyutlu

bir vektör uzayı olduğundan {c1,c2, ...,ck} baz elemanları olmak üzere bu vektörleri

satır kabul eden GGG matrisine üreteç matrisi denir. Yani GGG =


c1
c2
...

cn

 matrisine üreteç

matris denir.

Örnek 2.2.5. C = {00000,11021,10220,21211,22012,20110,12122,01101,02202}

kodu F3 üzerinde bir lineer kod olsun. C = {α1(11021)+α2(10220) : α1,α2 ∈ F3}
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olarak yazılabildiğinden C kodunun bir bazı {11021,10220} şeklinde olup üreteç

matrisi GGG =

[
11021
10220

]
olur.

Tanım 2.2.6. Bir C lineer kodunun dual kodunu üreten HHH matrisine parite kontrol

matris denir ve C = {xxx ∈ Fn
q : HHHTTT xxx = 0} olur.

Örnek 2.2.7. HHH =

0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1

 matrisinin parite kontrol matrisi olduğu ikili C kodu

C =

(c1,c2,c3,c4) ∈ F4
2 : HHH


c1
c2
c3
c4

=

0
0
0




olur. Böylece

c3 = 0, c1 + c4 = 0,c2 + c4 = 0

elde edilir. F2 üzerinde bu denklem sisteminin çözümü c3 = 0,c1 = c2 = c4 = r

şeklindedir. O halde C = {0000,1101} olarak elde edilir.

Tanım 2.2.8. GGG matrisi bir [n,k]q-kodun üreteç matrisi olsun. Satır işlemleri ve

gerekirse sütunların yerlerini değiştirerek GGG
′
= [Ik,A] formuna getirilen GGG

′
matrisine

standart formdadır denir. Burada IIIkkk boyutu k × k olan birim matris ve AAA boyutu

k× (n− k) olan bir matristir.

Teorem 2.2.9. Bir [n,k]q-kodunun üreteç matrisi standart formda verilmiş ise HHH =[
−AAAT , IIIn−k

]
matrisi parite kontrol matrisidir.

Örnek 2.2.10. C kodu bir [4,2]3-lineer kod ve GGG =

[
1 0 2 1
0 1 2 2

]
matrisi üreteç

matrisi olsun. GGG matrisi standart formda ve HHH =

[
1 1 1 0
2 1 0 1

]
matrisi C kodunun

parite kontrol matrisidir. Diğer bir ifadeyle C kodunun dual kodunun üreteç matrisidir.

Şimdi HHH yardımıyla C kodunu tekrar belirlemeye çalışalım.

C =

(c1,c2,c3,c4) ∈ F4
3 : HHH


c1
c2
c3
c4

=

0
0
0




olduğundan c1 + c2 + c3 = 0 ve 2c1 + c2 + c4 = 0 elde edilir. Bu denklem sisteminin

çözümü c3 = r, c4 = s, c1 = r+2s, c2 = r+ s şeklindedir. Bu yüzden

C = {(r+2s,r+ s,r,s) : r,s ∈ F3}
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olur.

GGG
′
=

[
1 1 1 0
2 1 0 1

]
matrisi C kodu için üreteç matristir. GGG ve GGG

′
matrislerinin satırca denk matrisler

olduğu kolaylıkla görülebilir.

2.2.2 Dual kod

Tanım 2.2.11. C kodu Fq üzerinde bir lineer kod olsun. ⟨ ,⟩ bir iç çarpım belirtsin. C

kodunun dual kodu C⊥ = {xxx ∈ Fn
q : ⟨xxx,c⟩= 0, ∀c ∈C} şeklinde tanımlanmaktadır.

Teorem 2.2.12. [12] C kodu Fq üzerinde n uzunluklu boyutu k olan bir lineer kod

olmak üzere aşağıdakiler doğrudur:

i. |C|= qk

ii. C⊥ bir lineer koddur ve boy(C)+boy(C⊥) = n olur.

iii. (C⊥)⊥ =C

Tanım 2.2.13. C kodu Fq üzerinde bir lineer kod olsun. Eğer C ⊆ C⊥ ise C koduna

kendine ortogonal (self orthogonal) kod ve eğer C =C⊥ ise C koduna kendine dual

(self dual) kod denir.

Kendine dual kod için C ve C⊥ kodları aynı boyutta olacaklarından Teorem 2.2.12

nedeniyle n uzunluğu çift olmak zorundadır. C kodunun kendine dual olması için

gerek ve yeter şart C kodunun kendine ortogonal ve k = n
2 olmasıdır.

2.2.3 Hamming ağırlığı ve Hamming uzaklığı

Tanım 2.2.14. xxx = (x1,x2, ...,xn), yyy = (y1,y2, ...,yn) ∈ Fn
q olmak üzere xxx ile yyy

arasındaki Hamming uzaklık birbirinden farklı pozisyonların sayısı olarak tanımlanır.

Yani dH(xxx,yyy)= |{i : xi ̸= yi, 1≤ i≤ n}| olur. Başka bir ifadeyle dH(xi,yi)=

{
1, xi ̸= yi
0, xi = yi

olmak üzere dH(xxx,yyy) = dH(x1,y1)+dH(x2,y2)+ ...+dH(xn,yn) şeklindedir.

Örnek 2.2.15. F7
2 üzerinde xxx = (1001011) ve yyy = (0110101) olmak üzere d(xxx,yyy) = 6

olur. F6
3 üzerinde xxx = (102211) ve yyy = (111220) ise d(xxx,yyy) = 4 olur.
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Teorem 2.2.16. Hamming uzaklığı Fn
q üzerinde bir metriktir. Yani her xxx,yyy,zzz ∈ Fn

q için

aşağıdakiler sağlanır:

i. dH(xxx,xxx) = 0

ii. dH(xxx,yyy)≥ 0 ve dH(xxx,yyy) = 0 olması için gerek ve yeter şart xxx = yyy olmasıdır.

iii. dH(xxx,yyy) = dH(yyy,xxx)

iv. dH(xxx,yyy)≤ dH(xxx,zzz)+dH(zzz,yyy)

Tanım 2.2.17. Fq üzerinde n uzunluğunda bir C kodunun minimum uzaklığı,

dmin(C) = min{dH(xxx,yyy) : xxx ̸= yyy,xxx,yyy ∈C} olarak tanımlanır. Minimum uzaklığı d olan

bir [n,k]q kod d uzaklığı da eklenerek [n,k,d]q şeklinde gösterilir.

Tanım 2.2.18. Bir xxx ∈ Fn
q Hamming ağırlığı, xxx vektörünün sıfırdan farklı

koordinatlarının sayısıdır ve wH(xxx) ile gösterilmektedir.

Teorem 2.2.19. Her xxx,yyy ∈ Fn
q için dH(xxx,yyy) = wH(xxx− yyy) gerçeklenir.

İspat. xxx,yyy ∈ Fn
q olsun.

dH(xxx,yyy) = dH(x1,y1)+dH(x2,y2)+ ...+dH(xn,yn)

= dH(x1 − y1,0)+dH(x2 − y2,0)+ ...+dH(xn − yn,0)

= wH(x1 − y1)+wH(x2 − y2)+ ...+wH(xn − yn)

= wH(xxx− yyy)

elde edilir.

Teorem 2.2.20. C kodu Fq üzerinde lineer bir kod ise dmin(C) = wmin(C) olur.

İspat. C kodu Fq üzerinde bir lineer kod olsun.

dmin(C) = min{dH(x,y) : x,y ∈C, x ̸= y}

= min{wH(x− y) : x,y ∈C, x ̸= y}

= min{wH(c) : c ∈C, c ̸= 0}

= wmin(C) elde edilir.
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Teorem 2.2.21. Bir C lineer kodunun minimum uzaklığının d olması için gerek ve

yeter şart kontrol matrisinin d lineer bağımlı sütununun olması fakat d −1 veya daha

az lineer bağımlı sütununun olmamasıdır.

Örnek 2.2.22. Bir [5,2]2 parametrelerine sahip C kodunun parite kontrol matrisi HHH =0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 1 1 0

 olsun. 2. ve 5. sütunlar aynı olduğu için lineer bağımlı olur. Ancak

herhangi bir sütun tek başına lineer bağımsız olur. O halde d(C) = 2 olarak elde edilir.

2.2.4 Lineer kodların denkliği

Tanım 2.2.23. C1 ve C2 iki (n,M)q-kod olsun.Eğer C1 kodundan aşağıda verilen

yollardan herhangi biri veya ikisiyle C2 kodu elde ediliyor ise bu kodlara denk kodlar

denir:

• Kodsözlerin n bileşenine permütasyon uygulanması.

• Belli yerdeki bileşenlerin sıfırdan farklı bir skalerle çarpılması.

Örnek 2.2.24. C1 = {0000,1100,1001,0101} ve C2 = {0000,0011,0110,0101}

kodları (13)(24) permütasyonuna göre denktir.

Teorem 2.2.25. Herhangi bir C lineer kodu, standart formda üreteç matrisine sahip

bir C
′
lineer koduna denktir.

Örnek 2.2.26. GGG =

1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 0

 matrisi bir C kodu için üreteç matris olsun.

(25)(34) permütasyonu GGG uygulanırsa standart formdaki GGG
′
=

1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 0


matrisi elde edilir. GGG

′
matrisinin ürettiği kod C koduna denktir.
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2.2.5 Bazı özel kod aileleri

2.2.5.1 Devirli kodlar

Tanım 2.2.27. C ⊆ Fn
q olmak üzere, her c = (c1,c2, ...,cn) ∈ C için σ(c) =

(cn,c1,c2, ...,cn−1) ∈C sağlanıyorsa C koduna Fq üzerinde devirli kod denir.

Teorem 2.2.28. C ⊆ Fn
q kodundan (Fq)n = Fq[x]/(xn − 1) bölüm halkasına π

fonksiyonu aşağıdaki biçimde tanımlansın:

π : Fn
q → (Fq)n

(a0,a1, ...,an−1)→ a0 +a1x+a2x2 + ...+an−1xn−1

π bir Fq-vektör uzayı izomorfizmasıdır. Böylece devirli lineer kodlar ideallere karşılık

gelir. C kodunun Fq üzerinde n uzunluğunda bir devirli kod olması için gerek ve yeter

şart π(C) kümesinin (Fq)n bölüm halkası üzerinde bir ideal olmasıdır.

Devirli kodlar ile ilgili detaylı bilgi, [15] gibi temel kodlama teori bilgisi içeren pek

çok kaynakta bulunabilmektedir. Burada devirli kodlara karşılık gelen ideallerin üreteç

polinomu ve bu polinom yardımı ile devirli kodlar için üreteç matrisi verilecektir. (Fq)n

halkasının her idealinin bir temel ideal olduğu bilinmektedir. Buna göre bir C devirli

kodu π(C) idealinin herhangi bir üreteci ile belirlenmektedir.

Tanım 2.2.29. (Fq)n temel ideal bölgesi olduğundan her I ideali için I = ⟨g(x)⟩ olacak

şekilde bir monik g(x) üreteç polinomu vardır. Sonuç olarak, π(C) idealini üreten

g(x) polinomu xn − 1 polinomunun bir bölenidir ve bu polinoma C devirli kodunun

üreteç polinomu denir. deg(g(x)) = k olmak üzere g∗(x) = xkg
(1

x

)
polinomuna g(x)

polinomunun ters sıralı polinomu denir.

Örnek 2.2.30. F2 cismi üzerinde C = {000,101,110,011} kodu 3 uzunluklu devirli

koddur ve π(C) = {0,1+ x2,1+ x,x+ x2} ⊂ F2[x]/(x3 − 1) olur. Öte yandan g(x) =

1+ x2 monik polinomu C kodunun üreteç polinomudur.
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Sonuç 2.2.31. Fn
q üzerindeki devirli kodlar ile xn − 1 ∈ Fn

q polinomunun monik

bölenleri arasında birebir bir eşleme vardır. Sonlu cisimler üzerinde tanımlı devirli

kodlar üreteç polinomları ile tam olarak belirli oldukları için parametreleri de üreteç

polinomları ile elde edilebilmektedir.

Teorem 2.2.32. g(x) polinomu (Fq)n halkasının bir idealinin üreteç polinomu olsun.

deg(g(x)) = n− k ise bu ideale karşılık gelen devirli kodun boyutu k olur.

Teorem 2.2.33. g(x) = g0+g1x+g2x2+ ...+gk−1xk−1 ∈ Fn
q, (gk−1 ̸= 0) polinomu Fn

q

üzerinde C devirli kodunun üreteç polinomu olsun.

GGG=


g(x)
xg(x)

...

...
xk−1g(x)

=


g0 g1 · · · · · · · · · gn − k 0 0 0 · · · · · · 0
0 g0 g1 · · · gn−k 0

· · · g0
...

· · · ...
0 0 · · · · · · · · · g0 g1 · · · · · · · · · · · · gn−k


matrisi C devirli kodunun bir üreteç matrisidir.
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3. Fq × (Fq + vFq) HALKASI ÜZERİNDE LİNEER KODLAR

3.1 Fq × (Fq + vFq) Halkası ve Gray Dönüşümler

Bu bölümde Fq × (Fq + vFq) halkasının genel yapısı tanıtılacak ve bu halka

üzerindeki lineer kodları F3n
q cismi üzerindeki lineer kodlara dönüştüren iki adet Gray

dönüşümden bahsedilecektir. Ayrıca Öklit ve Hermityen iç çarpımların tanımları

verilecektir.

Öncelikle Fq[v] := Fq + vFq halkasını tanıtarak başlayalım. Fq cismi q elemanlı bir

cisim olmak üzere, Fq[v] halkası v’yi [x+(x2−x)]’e resmeden bir Fq− lineer fonksiyon

yardımı ile Fq[x]/(x2 − x) halkasına izomorftur. Bu yüzden Fq[v] halkasında v2 = v

olur. Ayrıca;

Fq[v] = {b+ vc| b,c ∈ Fq}

halkası Fq cismi üzerinde, bazı {1,v} olan bir vektör uzayıdır. Fq[v] halkası üzerindeki

çarpma işlemi, lineerlik yardımıyla b1 + vc1, b2 + vc2 ∈ Fq olmak üzere

(b1 + vc1)(b2 + vc2) = b1b2 + v(b1c2 + c1b2 + c1c2)

şeklinde tanımlanabilir. Fq×(Fq+vFq) halkası ise Fq ve Fq[v] =Fq+vFq halkalarının

direkt çarpımı olarak tanımlanır. Yani;

Fq × (Fq + vFq) = {(a,b+ vc) | a,b,c ∈ Fq}

olur. Kolaylık olması açısından Fq × (Fq + vFq) halkası R olarak ifade edilecektir.

R halkası, Fq cismi üzerinde boyutu 3 ve bazı {(1,0),(0,1),(0,v)} olan bir vektör

uzayıdır. Skalerle çarpma işlemi ise λ ∈ Fq ve (a,b+ vc) ∈ R olmak üzere

λ (a,b+ vc) = (λa,λb+ vλc)

şeklinde tanımlıdır.
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Örnek 3.1.1. q = 2 için R halkasının elemanları aşağıdaki gibidir:

R = {(0,0),(0,1),(0,v),(0,1+ v),(1,0),(1,1),(1,v),(1,1+ v)}

Şimdi R ile F3
q arasında bir lineer izomorfizma tanımlayalım. Daha sonra bu

lineer izomorfizmayı n herhangi bir pozitif tam sayı olmak üzere Rn ile (F3
q)

n

arasında bir lineer izomorfizma tanımlamak için kullanalım. Bu lineer dönüşümlere

Gray dönüşüm denir ve R üzerinde n uzunluğundaki lineer kodlardan 3n uzunluğunda

q−ary kodlar elde etmeye yarar.

İki tane Gray dönüşüm tanımlayacağız. Bunlardan ilki Çin Kalan Teoremi’nden

(Chinese Remainder Theorem) elde edilir. x2 − x = x(x− 1) şeklinde Fq[x] üzerinde

aralarında asal polinomların çarpımı olarak yazılabildiğinden, b + vc 7→ (b,b + c)

dönüşümü Fq[v] halkasından Fq ×Fq halkasına bir halka izomorfizmasıdır. Böylece

φ : R → F3
q Gray dönüşümünü, her (a,b+ vc) ∈ R için

φ(a,b+ vc) = (a,b,b+ c)

şeklinde tanımlayabiliriz.

Rn’den (Fn
q)

3’e lineer dönüşümler tanımlamadan önce bazı gösterimleri netleştirelim.

n’lileri göstermek için xxx gibi koyu harf gösterimlerini kullanacağız. Her xxx =

(x1,x2, ...,xn) ve her i = 1,2,3 için (xxx)i ile xxx vektörünün i’inci bileşeni olan xi’yi

kastedeceğiz. Rn halkasının her xxx = ((a1,b1 + vc1),(a2,b2 + vc2), ...,(an,bn + vcn))

elemanını aaa,bbb,ccc ∈ Fn
q ve (aaa)i = ai, (bbb)i = bi, (ccc)i = ci olmak üzere xxx = (aaa,bbb+ vccc)

şeklinde yazabiliriz.

Yukarıda tanımlanan φ Gray dönüşümü yardımıyla Φ : Rn → (Fn
q)

3 Gray dönüşümünü

(aaa,bbb+ vccc) ∈ Rn olmak üzere

Φ(aaa,bbb+ vccc) = (aaa,bbb,bbb+ ccc)

şeklinde tanımlayabiliriz.

Uyarı 3.1.2. φ : R → F3
q ve Φ : Rn → F3n

q dönüşümlerinin her ikisi de hem halka

izomorfizması hem de Fq−modül izomorfizmasıdır.
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İspat. Öncelikle φ : R → F3
q dönüşümünün halka izomorfizması olduğunu gösterelim.

(a,b+ vc),(d,e+ v f ) ∈ R olmak üzere;

φ((a,b+ vc)+(d,e+ v f )) = φ(a+d,b+ e+ v(c+ f ))

= (a+d,b+ e,b+ e+ c+ f )

= (a,b,b+ c)+(d,e,e+ f )

= φ(a,b+ vc)+φ(d,e+ v f )

ve

φ((a,b+ vc)(d,e+ v f )) = φ((ad,be+ v(b f + ce+ c f ))

= (ad,be,be+b f + ce+ c f )

= (a,b,b+ c)(d,e,e+ f )

= φ(a,b+ vc)φ(d,e+ v f )

elde edilir.

Ayrıca

φ(1R) = φ(1,1) = (1,1,1) = 1F3
q

olduğundan φ bir halka homomorfizmasıdır. φ(a,b+vc) = (0,0,0) için a = b = c = 0

olması gerektiğinden Çek(φ) = 0R olur. O halde φ dönüşümü birebir olur. R

ve F3
q kümeleri aynı sayıda eleman içerdiklerinden (q3 tane) φ örtendir. O halde

φ dönüşümü halka izomorfizması olur. λ ∈ Fq olmak üzere φ(λ (a,b + vc)) =

φ(λa,λb+ vλc) = (λa,λb,λb+λc) = λ (a,b,b+ c) = λφ(a,b+ vc) olduğundan φ

bir Fq-modül izomorfizmasıdır.

Φ dönüşümünün de halka ve Fq-modül izomorfizması olduğu benzer işlemlerle

gösterilebilir.

F3
q üç tane cismin direkt çarpımı olduğundan F3

q’ün yapısını belirlemek kolaydır.

φ dönüşümü, R ile F3
q arasında bir izomorfizma olduğundan φ ve F3

q yardımıyla

R halkasının yapısını belirlemek de kolaydır. Örneğin (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ∈
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F3
q elemanları F3

q’ün dik ilkel eşgüçlü (ortogonal primitive idempotents) elemanları

olduklarından

e1 = (1,0) = φ
−1(1,0,0)

e2 = (0,1− v) = φ
−1(0,1,0)

e3 = (0,v) = φ
−1(0,0,1)

elemanları R halkasının dik ilkel eşgüçlü elemanlarıdır. Ayrıca R halkası Fq cismi

üzerinde boyutu 3 olan bir vektör uzayı olduğundan {e1,e2,e3} kümesi R için bir

bazdır.

Şimdi R halkası üzerinde Öklit iç çarpımını tanımlayalım. Her

(r1,r2, ...,rn),(s1,s2, ...,sn) ∈ Rn için Rn üzerindeki [ , ]E : Rn ×Rn → R iç çarpımı

[(r1,r2, ...,rn),(s1,s2, ...,sn)]E =
n

∑
i=1

risi

şeklinde tanımlanır.

Lemma 3.1.3. Her xxx,yyy ∈ Rn için [xxx,yyy]E = 0R ise [Φ(xxx),Φ(yyy)]E = 0Fq olur.

İspat. aaa,bbb,ccc,ddd,eee, fff ∈ Fn
q. olmak üzere xxx = (aaa,bbb+vccc) ∈ Fn

q ve yyy = (ddd,eee+v fff ) ∈ Fn
q ve

ai = (aaa)i, bi = (bbb)i, ci = (ccc)i, di = (ddd)i, ei = (eee)i, fi = ( fff )i. olsun.

[xxx,yyy]E =
n

∑
i=1

(ai,bi + vci)(di,ei + v fi) =
n

∑
i=1

(
aidi,biei + v(bi + ci)(ei + fi)− vbiei

)
olduğundan [xxx,yyy]E = 0R olması ancak ve ancak [aaa,ddd]E = [bbb,eee]E = [bbb+ ccc,eee+ fff ]E = 0Fq

olmasına bağlıdır.

[Φ(xxx),Φ(yyy)]E = [(aaa,bbb,bbb+ ccc),(ddd,eee,eee+ fff )]E = [aaa,ddd]E +[bbb,eee]E +[bbb+ ccc,eee+ fff ]E ,

olduğundan istenilen sonuç elde edilir.

Lemma 3.1.3, Φ dönüşümünün Öklit iç çarpımına göre dikliği koruduğunu gösterir.

Ancak Lemma 3.1.3 ispatına baktığımızda Φ−1 dönüşümünün dikliği korumadığı

açıkça bellidir. Örneğin q= 2 alırsak [(1,1,0,1,1,0),(1,0,0,0,1,0)]E = 0 olur. Ancak

Φ−1(1,1,0,1,1,0) = ((1,1),(0,1)+ v(1,1)) ve Φ−1(1,0,0,0,1,0) = ((1,0),(0,0)+
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v(1,0)) ters görüntülerinin iç çarpımı [((1,1),(0,1) + v(1,1)),((1,0),(0,0) +

v(1,0)) = (1,v) ̸= 0R olur.

x2 − x polinonunun v ve 1 − v şeklinde Fq cisminin elemanı olmayan iki kökü

olduğundan Fq cisminin elemanlarını sabit tutan, v ile 1 − v elemanlarını kendi

aralarında değiştiren σ lineer dönüşümü Fq[v] halkasının mertebesi 2 olan bir

otomorfizmasıdır. Yani σ : Fq[v]→ Fq[v] dönüşümü her b+ vc ∈ Fq[v] için

σ(b+ vc) = b+ c− cv

şeklinde tanımlanır.

Kompleks eşlenik mantığına benzer olarak σ dönüşümü yardımıyla Rn üzerinde

Hermityen iç çarpım tanımlayabiliriz. Öncelikle her s = (a,b + vc) ∈ R için

s ∈ R elemanını s := (a,σ(b + vc)) = (a,b + c − vc) şeklinde tanımlayalım. Her

(s1,s2, ...,sn),(t1, t2, ..., tn) ∈ R için Rn üzerinde [ , ]H : Rn × Rn → R Hermityen iç

çarpımını

[(s1,s2, ...,sn),(t1, t2, ..., tn)]H =
n

∑
i=1

siti

şeklinde tanımlayabiliriz.

Şimdi her r,s ∈ R için rs = 0 iken ψ(r)ψ(s)T = 0 özelliğini sağlayan bir ψ :

R → F3
q Gray dönüşümü bulmaya çalışalım. ψ : R → F3

q şeklindeki her Fq−lineer

izomorfizmasının R’nin {e1,e2,e3} ve F3
q’ün {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazlarına

karşılık bir AAA matrisi vardır ve her (a,b+ vc) ∈ R için

ψ(a,b+ vc) =
[

a b b+ c
]

AAATTT

şeklinde yazılabilir. Alttaki lemmada AAA matrisinin sağlaması gereken özellikler

belirtilmiştir.

Lemma 3.1.4. R’nin {e1,e2,e3} ve F3
q’ün {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazlarına

karşılık ψ : R → F3
q şeklindeki Fq−lineer izomorfizmasının matris gösterimi, Ai

sütunları göstermek üzere, AAA =
[

AAA1 AAA2 AAA3
]

olsun. ψ : R → F3
q şeklindeki

Fq−lineer dönüşünün, her r,s ∈ R için rs = 0 iken ψ(r)ψ(s)T = 0 özelliğini

sağlayabilmesi ancak ve ancak AAAT
1 AAA2 = AAAT

1 AAA3 = AAAT
2 AAA2 = AAAT

3 AAA3 = 0 olmasına bağlıdır.
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İspat. Öncelikle her i ∈ {1,2,3} için ψ(ei)
T = AAAi olduğunu söyleyerek başlayalım.

e1e2 = e1e3 = e2e2 = e3e3 = 0R

olduğundan AAA matrisinin sütunları için verilen şartlar sağlanır. Şimdi tersini düşünelim.

Yani AAA matrisinin sütunları için verilen koşullar sağlanmış olsun. r = (a,b+ vc),s =

(d,e+ v f ) ∈ R şeklinde r ve s elemanları için a,b,c,d,e, f ∈ Fq olmak üzere

r = (a,b+ vc) = ae1 +be2 +(b+ c)e3 ve s = (d,e+ v f ) = de1 + ee2 +(e+ f )e3

şeklinde yazabiliriz. Böylece

ψ(r)T = aAAA1 +bAAA2 +(b+ c)AAA3 ve ψ(s)T = dAAA1 + eAAA2 +(e+ f )AAA3.

eşitlikleri elde edilir. AAA matrisinin sütunları için verilen koşulları kullandığımzda

ψ(r)ψ(s)T = adAAAT
1 AAA1 +

(
b(e+ f )+(b+ c)e

)
AAAT

2 AAA3

elde edilir. Ayrıca rs = ade1 + b(e+ f )e2 +(b+ c)e3 olduğundan rs = 0 eşitliğinin

gerçekleşmesi için ad = b(e+ f ) = (b+ c) = 0 olmalıdır. O halde ψ(r)ψ(s)T = 0

gerçeklenmiş olur.

Uyarı 3.1.5. Fq cisminin asal alt cismi Zp üzerinde, Lemma 3.1.4’teki özellikleri

sağlayan tersinir bir AAA =
[

AAA1 AAA2 AAA3
]

matrisi vardır. Daha açık ifadeyle;

(a) Eğer s2 =−1 olacak şekilde bir s ∈ Zp varsa AAA matrisini

AAA =

 1 1 0
s s 1
−1 0 s

 .
şeklinde alabiliriz. Dahası, p = 2 veya p ≡ 1 mod 4 iken s2 = −1 olacak şekilde

s ∈ Zp vardır.

(b) Eğer p ̸= 2 ve k2 + l2 =−1 olacak şekilde k, l ∈ Zp varsa AAA matrisini

AAA =

 0 −1 1
−l k k
k l l

 .
şeklinde alabiliriz. Dahası, eğer p ≡ 3 mod 4 ise k2 + l2 = −1 olacak şekilde

k, l ∈ Zp vardır.
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İspat. Verilen matrislerin Lemma 3.1.4’te verilen koşulları sağladığı kolaylıkla

görülebilir.

(a): p = 2 için s = 1 olarak alabiliriz. p > 2 iken −1’in mod p’de bir kare (quadratik

residue) olması için gerek ve yeter şart p ≡ 1 mod 4 olmasıdır [18, Bölüm 5].

(b): Zp üzerinde x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 eşitliğini alalım. Bu eşitliğin p2 tane çözümü vardır

[18, Bölüm 8] ve özellikle sıfırdan farklı bir çözümü vardır. x3 ̸= 0 olsun. Dolayısıyla

k = x1x−1
3 ve l = x2x−1

3 olmak üzere x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 eşitliğini k2 + l2 = −1 olarak

yazabiliriz. p ≡ 3 mod 4 iken −1 bir kare olmadığından k ve l sıfırdan farklıdır.

Örnek 3.1.6. p = 2 için Uyarı 3.1.5’teki AAA matrisi ve Lemma 3.1.4’teki Fq−modül

izomorfizması ψ : R → F3
q

AAA =

 1 1 0
1 1 1
1 0 1

 ve ∀(a,b+vc) ∈ R için ψ(a,b+vc) = (a+b,a+c,a+b+c)

olarak alınabilir.

Örnek 3.1.7. p = 3 için Uyarı 3.1.5’teki AAA matrisi ve Lemma 3.1.4’teki Fq−modül

izomorfizması ψ : R → F3
q

AAA=

 0 −1 1
1 1 1
1 2 2

 ve ∀(a,b+vc)∈R için ψ(a,b+vc)= (c,a+2b+c,a+b+2c)

olarak alınabilir.

Rn ile (F3
q)

n arasındaki ikinci Gray dönüşümü ψ : R → F3
q dönüşümünü genelleyerek

tanımlayabiliriz. ψ : R → F3
q dönüşümü, matris temsili Uyarı 3.1.5’te verildiği gibi bir

AAA matrisi ile tanımlanan bir dönüşüm olsun. Her xxx = (x1,x2, ...,xn) ∈ Rn için Ψ : Rn →

F3n
q Gray dönüşümünü ((aaa)i,(bbb)i,(ccc)i) = ψ(xi) ∀i. olmak üzere

Ψ(xxx) = (aaa,bbb,ccc)

şeklinde tanımlayabiliriz.

Lemma 3.1.8. Her xxx,yyy ∈ Rn için, eğer [xxx,yyy]H = 0R ise [Ψ(xxx),Ψ(yyy)]E = 0Fq olur.

İspat. aaa,bbb,ccc,ddd,eee, fff ∈ Fn
q olmak üzere xxx = (aaa,bbb+ vccc) ,yyy = (ddd,eee+ v fff ) ∈ Rn ve ai =

(aaa)i, bi = (bbb)i, ci = (ccc)i, di = (ddd)i, ei = (eee)i, fi = ( fff )i olsun. Hermityen iç çarpımın
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tanımından

[xxx,yyy]H =
n

∑
i=1

(ai,bi + vci)(di,ei + v fi) =
n

∑
i=1

(
aidi,biei +bi fi + v(ciei −bi fi)

)
.

olur. O halde [xxx,yyy]H = 0R olabilmesi için gerek ve yeter şart

[aaa,ddd]E = [bbb,eee]E +[bbb, fff ]E = [ccc,eee]E − [bbb, fff ]E = 0R

olmasıdır. Her zzz = (z1,z2, ...,zn) ∈ Rn için (ψ(z1),ψ(z2), ...,ψ(zn)) vektörünün

koordinatları permüte edilerek Ψ(zzz) elde edilebilir. Böylece, xi = (xxx)i = (ai,bi + vci)

ve yi = (yyy)i = (di,ei + v fi) olmak üzere

[Ψ(xxx),Ψ(yyy)]E =
n

∑
i=1

ψ(xi)ψ(yi)
T

elde edilir. AAA =
[

AAA1 AAA2 AAA3
]

matrisi için α = AAAT
1 AAA1 ve β = AAAT

2 AAA3 = AAAT
3 AAA2 olmak

üzere

ψ(xi)ψ(yi)
T =

[
ai bi bi + ci

]
AAAT AAA

 di
ei

ei + fi

=αaidi+β (biei+ciei+biei+bi fi)

elde edilir.

[Ψ(xxx),Ψ(yyy)]E = α [aaa,ddd]E +β ([bbb,eee]E +[ccc,eee]E +[bbb,eee]E +[bbb, fff ]R)

olduğundan, istenilen elde edilir.

Lemma 3.1.8 yardımıyla Rn üzerinde Hermityen iç çarpıma göre dik olan vektörlerin

Ψ altındaki görüntülerinin Öklit iç çarpıma göre dik olduklarını söyleyebiliriz.

Ancak bunun tersi doğru değildir. Yani (F3
q)

n üzerinde Öklit iç çarpımına göre dik

olan iki vektörün Ψ−1 ters görüntüsü Rn üzerinde Hermityen iç çarpıma göre dik

olmayabilir. Örneğin; q = 3 için Örnek 3.1.7’deki A matrisini ve ψ dönüşümünü

alırsak [(1,2,0,1,2,0),(0,1,1,1,0,2)]E = 0F3 olur ancak;[
Ψ

−1(1,2,0,1,2,0),Ψ−1(0,1,1,1,0,2)
]

H = [(1,2+ v)(2,2v),(2,1+ v)(0,v)]H

= (1,2+ v).(2,2− v)+(2,2v)(0,1− v)

= (2,1− v)+(0,0) = (2,1− v) ̸= 0R

olur.
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3.2 Fq × (Fq + vFq) Halkası Üzerinde Lineer Kodlar

Tanım 3.2.1. Rn kümesinin her R−alt modülüne n uzunluğunda R halkası üzerinde bir

lineer kod denir.

πi : (Fn
q)

3 → Fn
q dönüşümü i’inci bileşen üzerine izdüşüm olmak üzere

Φ(xxx) = (π1(Φ(xxx)),π2(Φ(xxx)),π3(Φ(xxx)))

şeklinde yazalım. Rn’in her C alt kümesi için Ci := πi(Φ(C))⊆Fn
q olarak tanımlayalım.

O halde;

C1 =
{

aaa ∈ Fn
q | bbb,ccc ∈ Fn

q ve (aaa,bbb+ vccc) ∈C
}
,

C2 =
{

bbb ∈ Fn
q | aaa,ccc ∈ Fn

q ve (aaa,bbb+ vccc) ∈C
}
,

C3 =
{

ddd ∈ Fn
q | aaa,bbb ∈ Fn

q ve (aaa,bbb+ v(ddd −bbb)) ∈C
}

olur. Her C ⊆ Rn alt kümesi için Φ(C) ⊆ C1 ×C2 ×C3 elde edilir. Φ ve πi birer

Fq-modül homomorfizması olduklarından, eğer C kümesi Rn modülünün bir Fq-alt

modülü ise Ci kümeleri Fn
q modülünün birer Fq-alt modülü olur. Ayrıca Φ : Rn → (Fn

q)
3

bir Fq-modül izomorfizması olduğundan (Fn
q)

3 modülünün her Fq−alt modülü Rn

modülünün bir Fq−alt modülü C olmak üzere Φ(C) formundadır. Ancak, (Fn
q)

3

modülünün her Fq−alt modülü A,B,C alt modüllleri Fn
q modülünün birer Fq−alt

modülü olmak üzere A×B×C şeklinde yazılmayabilir. Eğer C kümesi Rn modülünün

bir R−alt modülü ise,

Φ(e1C) =C1 ×0×0, Φ(e2C) = 0×C2 ×0, Φ(e3C) = 0×0×C3

ve böylece

Φ(C) = Φ(e1C+ e2C+ e3C) =C1 ×C2 ×C3

elde edilir.

Önerme 3.2.2. C modülü, Rn modülünün bir Fq-alt modülü olsun. Φ(C) =C1 ×C2 ×

C3 olması için gerek ve yeter şart C modülünün Rn modülünün bir R−alt modülü

olmasıdır. Bir başka ifadeyle C’nin R üzerinde bir lineer kod olmasıdır.
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İspat. (⇒) : Her r ∈ R ve her xxx ∈C için rxxx ∈C olduğunu göstermeliyiz. α,β ,γ ∈ Fq

ve aaa,bbb,ccc ∈ Fn
q olmak üzere xxx = (aaa,bbb+ vccc) ve r = (α,β + vγ) olsun. O halde aaa ∈C1,

bbb ∈C2 ve bbb+ ccc ∈C3 olur. Her Ci bir Fq-alt modül olduğundan, αaaa ∈C1, βbbb ∈C2 ve

(β +γ)(bbb+ccc)∈C3 olur ve (αaaa,βbbb,(β + γ)(bbb+ ccc))∈Φ(C) elde edilir. Diğer yandan,

rxxx = (αaaa,βbbb+ v(βccc+ γbbb+ γccc)) ve böylece Φ(rxxx) ∈ Φ(C) elde edilir. Sonuç olarak

rxxx ∈C olur.

(⇐) : aaa,bbb,ddd ∈ Fn
q olmak üzere (aaa,bbb,ddd) ∈ C1 ×C2 ×C3 alalım. Ci’lerin tanımından

Φ(e1xxx) = (aaa,000,000), Φ(e2yyy) = (000,bbb,000) and Φ(e3zzz) = (000,000,ddd) olmak üzere xxx,yyy,zzz ∈ C

vardır. C bir R-alt modül olduğundan, uuu := e1xxx+ e2yyy+ e3zzz ∈C olur. Φ(u) = (aaa,bbb,ddd)

ve uuu ∈C olduğundan (aaa,bbb,ddd) ∈ Φ(C) elde edilir.

Tanım 3.2.3. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. C

bir R−alt modül olduğundan C kodunu üreten bir üreteç kümesi vardır. Bu üreteç

kümesinin eleman sayısı k olmak üzere, satırları bu üreteç kümesinin elemanları olan,

R üzerindeki kxn boyutlarındaki matrise üreteç matris denir.

Halkalar üzerindeki kodların üreteç matrisleri ile cisimler üzerindeki lineer kodların

üreteç matrisleri arasında bir fark vardır. Cisimler üzerindeki lineer kodların üreteç

matrislerinin satırları lineer bağımsız iken, halkalar üzerindeki lineer kodların üreteç

matrislerinin satırları lineer bağımsız olmayabilir. C bir R−alt modül olduğundan

üreteç kümesinde farklı sayıda eleman bulunabilir. Dolayısıyla farklı sayıda satır

içeren matrisler C kodu için üreteç matrisi olabilir.

Sonuç 3.2.4. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

(a) Her Ci kodu Fq cismi üzerinde n uzunluğunda ve Φ(C) kodu Fq cismi üzerinde 3n

uzunluğunda bir lineer koddur.

(b) Fq cismi üzerindeki Ci lineer kodlarının üreteç matrisleri GGGi olmak üzere, GGG1 0 0
0 GGG2 0
0 0 GGG3

 ve

 e1GGG1
e2GGG2
e3GGG3


matrisleri sırasıyla Fq cismi üzerindeki Φ(C) lineer kodunun ve R halkası

üzerindeki C kodunun üreteç matrisleridir.
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Daha genel olarak aşağıdaki yardımcı teoremi verebiliriz.

Lemma 3.2.5. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

(a) Eğer {aaa1,aaa2, ...,aaar}, {bbb1,bbb2...,bbbs} and {ddd1,ddd2...,dddt} kümeleri C1,C2,C3 lineer

kodlarını üreten kümeler ise xxxi := (aaai,bbbi + v(dddi −bbbi)), u := max(r,s, t) ve i > r

j > s, k > t için ai = b j = ck = 0 olmak üzere {xxx1,xxx2, ...,xxxu} kümesi C kodunun

üreteç kümesidir.

(b) k = max(k1,k2,k3) ve ki = dimFq Ci olmak üzere C kodu R−modül olarak en fazla

k eleman tarafından üretilebilir. Özel olarak C kodu sonlu üretilmiş R−modüldür.

(c) aaaiii,bbbiii,ccciii ∈ Fn
q ve xxxiii = (aaaiii,bbbiii + vccciii) ∈ R olmak üzere eğer {xxx111,xxx222, ...,xxxmmm} kümesi

C kodunun üreteç kümesi ise, {aaa111,aaa222, ...,aaammm}, {bbb111,bbb222...,bbbmmm} ve {bbb111 + ccc111,bbb222 +

ccc222...,bbbmmm + cccmmm} kümeleri sırasıyla C1,C2,C3 kodlarının üreteç kümeleridir.

İspat. (a): xxx = (aaa,bbb+vddd) ∈C olsun. aaa ∈C1, bbb ∈C2 ve bbb+ddd ∈C3 olur. αi,βi,γi ∈ Fq,

λi = (αi,βi + v(γi −βi)) ∈ R ve i > r, j > s, k > t için αi = β j = γk = 0 olmak üzere

xxx = (aaa,bbb+ vddd) =

(
r

∑
i=1

αiaaai,
s

∑
i=1

βibbbi + v

(
t

∑
i=1

γidddi −
s

∑
i=1

βibbbi

))
=

u

∑
i=1

λixxxi

olarak yazılabilir.

(b): (a)’dan kolaylıkla görülebilir.

(c): aaa ∈C1 olsun. C1 kodunun tanımından xxx := (aaa,bbb+ vccc)∈C olacak şekilde bbb,ccc ∈ Fn
q

vardır. C kodunun üreteç kümesi {xxx111,xxx222, ...,xxxmmm} olduğundan λi ∈ R olmak üzere

xxx = ∑
m
i=1 λixxxi olarak yazılabilir. αi,βi,γi ∈ Fq olmak üzere λi = (αi,βi + vγi) olarak

alırsak λixxxi = (αiaaai,βibbbi + v(βiccci + γibbbi + γiccci)) elde edilir. O halde aaa = ∑
m
i=1 αiaaai

olarak bulunur.

bbb ∈ C2 olsun. C2 kodunun tanımından xxx := (aaa,bbb+ vccc) ∈ C olacak şekilde aaa,ccc ∈ Fn
q

vardır. C kodunun üreteç kümesi {xxx111,xxx222, ...,xxxmmm} olduğundan λi ∈ R olmak üzere

xxx = ∑
m
i=1 λixxxi olarak yazılabilir. αi,βi,γi ∈ Fq olmak üzere λi = (αi,βi + vγi) olarak

alırsak λixxxi = (αiaaai,βibbbi + v(βiccci + γibbbi + γiccci)) elde edilir. O halde bbb = ∑
m
i=1 βibbbi

olarak bulunur.

ddd ∈C3 olsun. C3 kodunun tanımından xxx := (aaa,bbb+ v(ddd −bbb)) ∈C olacak şekilde aaa,bbb ∈
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Fn
q vardır. C kodunun üreteç kümesi {xxx111,xxx222, ...,xxxmmm} olduğundan λi ∈ R olmak üzere

xxx = ∑
m
i=1 λixxxi olarak yazılabilir. αi,βi,γi ∈ Fq olmak üzere λi = (αi,βi + vγi) olarak

alırsak λixxxi = (αiaaai,βibbbi + v(βiccci + γibbbi + γiccci)) elde edilir. O halde bbb = ∑
m
i=1 βibbbi

ve ddd − bbb = ∑
m
i=1 βiccci + γi(bbbi + ccci) bulunur ve sonuç olarak ddd = ∑

m
i=1(βi + γi)(bbbi + ccci)

sonucuna ulaşılır.

Ci kodlarının GGGiii üreteç matrisleri yardımıyla C kodunun üreteç matrisinin yapısı

aşağıdaki lemmada belirlenmiştir.

Önerme 3.2.6. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. Eğer

GGGiii matrisleri Ci kodlarının üreteç matrisleri ise k = max(k1,k2,k3), ki = dimFq Ci ve

1 ≤ r ≤ k, 1 ≤ s ≤ n için r > ki iken (GGGi)rs = 0 olmak üzere

(G )rs =
(
(GGG1)rs,(GGG2)rs + v((GGG3)rs − (GGG2)rs)

)
elemanlarına sahip k×n boyutlarına sahip R üzerindeki G matrisi C kodunun üreteç

matrisidir.

İspat. Lemma 3.2.5 (a) şıkkından elde edilir.

G matrisinin sütunlarını permüte etmek GGGiii matrislerinde aynı permütasyona sebep

olur. Di lineer kodları Ci lineer kodlarına denk kodlar olmak üzere Φ(D) = D1 ×D2 ×

D3 şeklinde R halkası üzerinde n uzunluğundaki bir D lineer kodu için Ci ve Di lineer

kodlarının denk olması C ve D kodlarının denk olmasını gerektirmez. Dahası, satır

işlemleri ve sütun permütasyonları R üzerindeki kodların üreteç matrislerini standart

forma sokmak için yeterli değildir. Yani R halkası üzerindeki kodların üreteç matrisleri

standart forma dönüştürülemeyebilir. [19, s. 131] çalışmasında F2×(F2+vF2) halkası

üzerindeki lineer kodların üreteç matrislerinin standart forma sokulabileceği iddia

edilmektedir. Ancak aşağıdaki örnek bu iddiaya ters bir örnektir.

Örnek 3.2.7. q = 2 ve ccc = (1,1− v),(1,v)) ∈ R2 olmak üzere C lineer kodu C = Rccc

şeklinde R2 modülünün ccc tarafından üretilen bir R−alt modülü olsun. Her λ = (a,b+

vc) ∈ R için λccc = ((a,b−bv),(a,bv+ cv)) = 000 olması için gerek ve yeter şart a =

b = c = 0 (böylece λ = 0R) olmasıdır. O halde ccc elemanının R içindeki sıfırlayıcısı

(annihilatör) sadece 0 olur ve ccc elemanı R üzerinde lineer bağımsızdır. Sonuç olarak C
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modülü R2 modülünün serbest (free) alt modülüdür. Yani C kodu R üzerinde uzunluğu

2 olan bir serbest lineer koddur. Ancak C kodunun

[
(1,1− v) (1,v)

]
üreteç matrisi, satır işlemleri ve sütun permütasyonu kullanarak

[
(1,1) (x,y+ vz)

]
şeklinde standart forma dönüştürülemez. Çünkü, (1,1− v) ve (1,v) elemanlarının her

ikisi de R halkası üzerinde tersinir elemanlar değildir. Her ikisi de sıfır bölendir.

Yukarıda q= 2 için verilen örneği genelleştirebiliriz. Her q için ccc= (e1 + e2,e1 + e3)∈

R2 ve C kodunu C =Rccc olarak alırsak C kodu R üzerinde 2 uzunluğuna sahip bir serbest

lineer kod olur. Ancak (e1 + e2).e3 = (0,0) ve (e1 + e3).e2 = (0,0) olduklarından

e1 + e2 ve e1 + e3 sıfır bölendir. Dolayısıyla C kodunun üreteç matrisi standart formda

olan bir lineer koda permütasyonca denk olamaz.

Tanım 3.2.8. Her i = 1,2,3 için Ci ve Di kodları Fq üzerinde birbirine denk lineer

kodlar olsun. R halkası üzerindeki C ve D kodlarına Gray denk kodlar denir.

C kodu R halkası üzerinde bir lineer kod olsun. C kodunun kodsözlerinin bileşenlerini

permüte etmek direkt çarpımı bozacağından, Φ(C) koduna denk olan Fq üzerindeki

bir E lineer kodu R üzerindeki bir D kodu için Φ(D) formunda olmayabilir. Altta

verilen lemma, R halkası üzerinde gray denk olan C ve D kodlarının Φ(C) ve Φ(D)

görüntülerinin Fq üzerinde permütasyonca denk lineer kodlar olduğunu ve bunun

tersinin geçerli olmadığını göstermektedir. Ayrıca, eğer R halkası üzerindeki iki lineer

kod permütasyonca denk ise gray denk olurlar.

Lemma 3.2.9. A,B,U,V kodları Fq üzerinde farklı uzunluklara sahip olabilen lineer

kodlar olsun. A ve U kodları denk kodlar ve aynı zamanda B ile V denk kodlar ise,

A×B ve U ×V direkt çarpım kodları da denk kodlardır.

İspat. Kolaylık olması açısından kodların üreteç matrislerini kodların kendi ismiyle

ifade edeceğiz. A ve U kodları denk kodlar, aynı zamanda B ve V denk kodlar
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olduklarından P, Q matrisleri permütasyon matrisler ve M, N matrisleri tersinir

matrisler olmak üzere MAP =U ve NBQ =V olarak yazılabilir.

T =

[
M 0
0 N

]
, X =

[
A 0
0 B

]
, Y =

[
U 0
0 V

]
, Z =

[
P 0
0 Q

]
.

olarak tanımlayalım. X ve Y matrisleri sırasıyla A × B ve U ×V direkt çarpım

kodlarının üreteç matrisleridir. Z matrisi bir permütasyon matrisidir ve T matrisi

bir tersinir matristir. T XZ = Y elde edildiğinden A×B lineer kodu ile U ×V lineer

kodunun denk oldukları sonucuna ulaşışılır.

Teorem 3.2.10. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod, her i = 1,2,3

için ki = dimFq Ci ve her {a,b,c}= {1,2,3} için ka ≤ kb ≤ kc olsun. C kodu, IIIka matrisi

R halkası üzerinde ka × ka boyutlarında birim matris, 000 matrisi R halkası üzerinde

(kc − ka)× ka boyutlarında bir 0 matris ve KKK matrisi R halkası üzerinde kc × (n− ka)

boyutlarına sahip bir matris olmak üzere, üreteç matrisi kc ×n boyutlarındaki

G =

[
IIIka

000
KKK
]

matrisi olan bir lineer koda gray denktir. Ayrıca ki’lerin sıralanmasına göre e1 =

(1,0), e2 = (0,1 − v) ve e3 = (0,v) olmak üzere G matrisini aşağıdaki formlarda

yazabiliriz:

(i) Eğer ka < kb < kc ise G =

 Ika eaXXX (ea + eb)ZZZ TTT 111
0 (eb + ec)IIIkb−ka ebYYY (eb + ec)TTT 222
0 0 ecIIIkc−kb ecTTT 333

 .
(ii) Eğer ka = kb < kc ise G =

[
IIIka (ea + eb)XXX TTT 111
0 ecIIIkc−ka ecTTT 222

]
.

(iii) Eğer ka < kb = kc ise G =

[
IIIka eaXXX TTT 111
0 (eb + ec)IIIkc−ka (eb + ec)TTT 222

]
.

(iv) Eğer ka = kb = kc ise G =
[

IIIkc TTT
]
.

Yukarıdaki tüm matrisler, R halkası üzerinde matrislerdir ve her t tamsayısı için IIIttt

matrisi R halkası üzerinde t × t boyutlarında bir matristir.

İspat. C1,C2,C3 kodları Fq üzerinde lineer kodlar olduklarından, IIIki matrisleri Fq

üzerinde birim matrisler ve XXX iii matrisleri Fq üzerinde matrisler olmak üzere, üreteç
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matrisleri sırasıyla ki ×n boyutlarındaki

GGG111 =
[

IIIk1 XXX111
]
, GGG222 =

[
IIIk2 XXX222

]
, GGG333 =

[
IIIk3 XXX333

]
matrisler olan Fq üzerindeki U,V,W lineer kodlarına denktirler. D :=Φ−1(U ×V ×W )

diyelim. Önerme 3.2.2’den D modülü Rn modülünün sadece Fq−alt modülü değil, aynı

zamanda R−alt modülüdür. O halde U =D1, V =D2, W =D3 elde edilir. Tanım 3.2.8

yardımıyla C ve D kodlarının R halkası üzerinde gray denk oldukları söylenebilir. Son

olarak Önerme 3.2.6 kullanılarak ispat tamamlanabilir.

(i) İlk kısım için a = 3, b = 1, c = 2 olmak üzere k3 < k1 < k2 sıralamasını dikkate

alarak ispat yapalım. Diğer tüm sıralamalar için aynı mantıkla kolaylıkla ispat

yapılabilir. Öncelikle GGG111, GGG222, GGG333 matrislerini

(Gi)rs =


1, if r = s ≤ ki
0, if 1 ≤ r,s ≤ ki and r ̸= s
0, if r > ki

(XXX iii)r(s−ki), if r ≤ ki < s

şeklinde yazabileceğimizi not edelim. Önerme 3.2.6 önermesi yardımıyla, r = s iken

δrs = 1Fq ve r ̸= s iken δrs = 0Fq olmak üzere, Grs matrisi

(G )rs =



δrs(1,1), if r,s ∈ [1,k3]
δrs(1,1− v), if r,s ∈ (k3,k1]
δrs(0,1− v), if r,s ∈ (k1,k2]

0, if r ∈ (k3,k2],s ∈ [1,k3]
0, if r ∈ (k1,k2],s ∈ [1,k1]

(((XXX333)))r(s−k3)
(0,v), if r ∈ [1,k3],s ∈ (k3,k1]

(((XXX111)))r(s−k1)
(1,0)+(((XXX333)))r(s−k3)

(0,v), if r ∈ [1,k3],s ∈ (k1,k2]

(((XXX111)))r(s−k1)
(1,0), if r ∈ (k3,k1],s ∈ (k1,k2]

(((XXX111)))r(s−k1)
(1,0)+(((XXX222)))r(s−k2)

(0,1− v), if r ∈ (k3,k1],s ∈ (k2,n]
(((XXX222)))r(s−k2)

(0,1− v), if r ∈ (k1,k2],s ∈ (k2,n]

şeklinde elde edilir. k3 < k1 < k2 olduğundan istenilen gösterilmiş olur. Örneğin;

G matrisinin (2,4) bloğu x ∈ XXX111 ve y ∈ XXX222 olmak üzere z = x(1,0) + y(0,1 − v)

formundadır. O halde b = 1 ve c = 2 olmak üzere z = (e1 + e2)z = (eb + ec)z olur.

O halde G matrisinin (2,4) bloğu, TTT 222 matrisi R halkası üzerinde bir matris olmak

üzere (eb + ec)TTT 222 formundadır.

(ii) İkinci kısım için a = 3, b = 1, c = 2 olmak üzere k3 = k1 < k2 sıralamasını dikkate

alarak ispat yapalım. Diğer sıralamalar için aynı mantıkla kolaylıkla ispat yapılabilir.
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(i) ispatınaki GGG111, GGG222, GGG333 matrislerini kullanırsak Önerme 3.2.6 önermesi yardımıyla,

r = s iken δrs = 1Fq ve r ̸= s iken δrs = 0Fq olmak üzere, Grs matrisi

(G )rs =


δrs(1,1), if r,s ∈ [1,k3]

δrs(0,1− v), if r,s ∈ (k3,k2]
0, if r ∈ (k3,k2],s ∈ [1,k3]

(((XXX111)))r(s−k3)
(1,0)+(((XXX333)))r(s−k3)

(0,v), if r ∈ [1,k3],s ∈ (k3,k2]

(((XXX222)))r(s−k2)
(0,1− v), if r ∈ (k3,k2],s ∈ (k2,n]

şeklinde elde edilir. k3 = k1 < k2 olduğundan istenilen gösterilmiş olur. Örneğin; G

matrisinin (1,2) bloğu x ∈ XXX111 ve y ∈ XXX222 olmak üzere z = x(1,0)+y(0,v) formundadır.

O halde a = 3 ve b = 1 olmak üzere z = (e1 + e3)z = (eb + ea)z olur. O halde G

matrisinin (1,2) bloğu, XXX matrisi R halkası üzerinde bir matris olmak üzere (ea+eb)XXX

formundadır.

(iii) Üçüncü kısım için a = 3, b = 1, c = 2 olmak üzere k3 < k1 = k2 sıralamasını

dikkate alarak ispat yapalım. Diğer sıralamalar için aynı mantıkla kolaylıkla ispat

yapılabilir. (i) ispatınaki GGG111, GGG222, GGG333 matrislerini kullanırsak Önerme 3.2.6 önermesi

yardımıyla, r = s iken δrs = 1Fq ve r ̸= s iken δrs = 0Fq olmak üzere, Grs matrisi

(G )rs =


δrs(1,1), if r,s ∈ [1,k3]

δrs(1,1− v), if r,s ∈ (k3,k2]
0, if r ∈ (k3,k2],s ∈ [1,k3]

(((XXX333)))r(s−k3)
(0,v), if r ∈ [1,k3],s ∈ (k3,k2]

(((XXX111)))r(s−k1)
(1,0)+(((XXX222)))r(s−k1)

(0,1− v), if r ∈ (k3,k2],s ∈ (k2,n]

şeklinde elde edilir. k3 < k1 = k2 olduğundan istenilen gösterilmiş olur. Örneğin;

G matrisinin (2,3) bloğu x ∈ XXX111 ve y ∈ XXX222 olmak üzere z = x(1,0) + y(0,1 − v)

formundadır. O halde b = 1 ve c = 2 olmak üzere z = (e1 + e2)z = (eb + ec)z olur.

O halde G matrisinin (2,3) bloğu, XXX matrisi R halkası üzerinde bir matris olmak üzere

(eb + ec)XXX formundadır.

(iv) İspatı kolayca görülebilir.

Rn modülü üzerinde iki tane mesafe (distance) tanımlayalım. Birincisi Hamming

mesafesi, ikincisi ise genellikle Lee mesafesi olarak adlandırılan, Hamming

mesafesinin Gray dönüşüm ile kısıtlanmasıdır.
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Tanım 3.2.11. Her S halkası ve n pozitif tamsayısı için Sn üzerindeki Hamming

mesafesi dH : Sn × Sn → N şeklinde bir dönüşümdür ve dH(xxx,yyy) = |{i : (xxx)i ̸= (yyy)i|

şeklinde tanımlıdır. Yani dH(xxx,yyy) Hamming mesafesi, xxx ve yyy kodsözlerinin birbirinden

farklı pozisyonlarının sayısıdır.

Tanım 3.2.12. S halkası ve n pozitif tamsayısı için Sn üzerindeki Hamming ağırlığı

wH : Sn →N şeklinde bir dönüşümdür ve wH(xxx) = |{i : (xxx)i ̸= 0S}| şeklinde tanımlıdır.

Yani Hamming ağırlığı, bir xxx kodsözünün 0S’dan farklı pozisyonlarının sayısıdır.

R üzerindeki bir kodun hamming mesafesi ve hamming ağırlığını da tanımlayabiliriz.

R üzerindeki bir C kodunun (lineer olmak zorunda değil) hamming mesafesi d(C) =

min{d(xxx,yyy) |xxx,yyy ∈ Rn ve xxx ̸= yyy} ve hamming ağırlığı ise wH(C) = min{wH(xxx) |xxx ∈

Rn ve xxx ̸= 0} şeklinde tanımlanır.

Tanım 3.2.13. Rn halkası üzerindeki Lee mesafesi ve Lee ağırlığı, dL ve wL sırasıyla

F3n
q üzerinde hamming mesafesini ise hamming ağırlığını göstermek üzere, her xxx, yyy ∈

Rn olmak üzere sırasıyla dL(xxx,yyy) = dH(Φ(xxx),Φ(yyy)) ve wL(xxx) = wH(Φ(xxx)) şeklinde

tanımlanır.

R halkası üzerindeki C kodunun Lee mesafesi ve Lee ağırlığı ise Fq üzerindeki Φ(C)

kodunun Hamming mesafesi ve Hamming ağırlığı olarak tanımlanır. Yani dL(C) =

dH (Φ(C)) ve wL(C) = wH (Φ(C)) olur.

Önerme 3.2.14. R halkası üzerinde n uzunluğundaki her C lineer kodu için, 0 ̸= di =

dH(Ci) olmak üzere, dH(C) = dL(C) = min(d1,d2,d3) şeklindedir.

İspat. C kodu Rn değişmeli grubunun alt grubu olduğundan, her xxx ∈ C için wH(xxx) =

dH(xxx,000) olur ve wH(C) = dL(C) elde edilir. Φ(C) kodu Fq üzerinde bir kod

olduğundan dL ve wL tanımlarından wL(C) = dL(C) elde edilir. Φ(C) kodu Fq

üzerindeki Ci kodlarının direkt çarpımı Φ(C)=C1×C2×C3 şeklinde yazılabildiğinden

dL(C) = mind1,d2,d3 olur.

xi = (ai,bi + vci) ∈ R ve xi = (xxx)i, ai = (aaa)i, bi = (bbb)i, ci = (ccc)i olmak üzere xxx =

(aaa,bbb+ vccc) ∈ Rn alalım. φ(xi) = (ai,bi,bi + ci) olmak üzere (φ(x1),φ(x2), ...,φ(xn))

koordinatlarını permüte ederek Φ(xxx) = (aaa,bbb,bbb+ ccc) elde edilebilir. Böylece;

wH (Φ(xxx)) =
n

∑
i=1

wH(φ(xi)).
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elde edilir. φ bir Fq−modül izomorfizması olduğundan, xi ̸= 0 olabilmesi için gerek

ve yeter şart (ai,bi,bi + ci) ̸= 0 olmasıdır. O halde

wH(xxx)≤ wH (Φ(xxx))≤ 3wH(xxx)

olduğunu görebliriz. Özel olarak wH(C) ≤ wL(C) elde edilir. xi = (ai,bi + vci)

olduğundan wH(xxx) ağırlığı wH(aaa), wH(bbb), wH(bbb+ ccc) ağırlıklarının her birine eşit ya

da büyüktür. aaa ∈ C1, bbb ∈ C2 and bbb + ccc ∈ C3 olduğundan, wH(xxx) ̸= 0 ise aaa,bbb,bbb +

ccc kodsözlerinden biri sıfırdan farklıdır ve wH(xxx) ≥ min(d1,d2,d3) olur. Buradan

wH(C)≥ wL(C) elde edilir ve istenilen gösterilmiş olur.

R halkası üzerindeki bir C kodunun Hamming mesafesi ve Hamming ağırlığının aynı

olması için C kodunun R halkası üzerinde R−lineer olması gerekir. Fq−lineer olması

durumunda Hamming mesafesi ile Hamming ağırlığı aynı olmayabilir. Bu durumu bir

örnekle açıklayalım.

Örnek 3.2.15. q = 2 ve xxx = ((1,1),(1,v)) ∈ R2 olsun. C = Rxxx kümesi R2’nin xxx

tarafından üretilen bir R−alt modülü, D = Fqxxx kümesi ise Rn’nin xxx tarafından üretilen

bir Fq−alt modülüdür. C lineer kodunun e1xxx, e2xxx, e3xxx tarafından üretilen bir Fq− alt

modül olduğunu da söyleyebiliriz. xxx vektörünün R içindeki sıfırlayıcısı (annihilator) 0

olduğundan, {e1xxx, e2xxx, e3xxx} kümesi C kodunun Fq üzerinde bir bazıdır. Böylece

C = {000, e1xxx, e2xxx, e3xxx, e1xxx+ e2xxx, e1xxx+ e3xxx, e2xxx+ e3xxx, e1xxx+ e2xxx+ e3xxx}

olarak yazılabilir ve

C =
{
(0,0)(0,0), (1,0)(1,0), (0,1− v)(0,0), (0,v)(0,v),

(1,1− v)(1,0), (1,v)(1,v), (0,1)(0,v), (1,1)(1,v)
}

olarak elde edilir. Φ(C) görüntüsü ise

Φ(C) =
{

000000, 110000, 001000, 000011, 111000, 110011, 001011, 111011
}

olur. (0,1 − v)(0,0) ∈ C kodsözünün Hamming ağırlığı 1 ve 001000 ∈ Φ(C)

kodsözünün Hamming ağırlığı 1 olduğundan dH(C) = 1 = dL(C) olur. Diğer yandan

D = {(0,0)(0,0), (1,1)(1,v)} ve Φ(D) = {000000, 111011}

olur. dH(D) = 2 olarak bulunur ancak dL(D) = dH (Φ(D)) = 5 olur.
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3.3 Fq × (Fq + vFq) Halkası Üzerinde Serbest Kodlar

Bu bölümde Rn modülünün R−serbest (R− free) alt modüllerini inceleyeceğiz. Bir

diğer ifadeyle üreteç matrisinin satırları R üzerinde lineer bağımsız olan C lineer

kodlarını inceleyeceğiz.

Lemma 3.3.1. xxx111,xxx222, ...,xxxmmm ∈ Rn olsun. {xxx111,xxx222, ...,xxxmmm} vektörlerinin R halkası

üzerinde lineer bağımsız olabilmesi için gerek ve yeter şart, her i = 1,2, ...,m için

(aaaiii,bbbiii + vccciii) = xxxiii olmak üzere,

{aaa111,aaa222, ...,aaammm} ve {bbb111,bbb222, ...,bbbmmm} ve {bbb111 + ccc111,bbb222 + ccc222, ...,bbbmmm + cccmmm}

kümelerinin Fq cismi üzerinde lineer bağımsız olmasıdır.

İspat. (⇒) : αi,βi,γi ∈ Fq olmak üzere
m

∑
i=1

αiaaaiii =
m

∑
i=1

βibbbiii =
m

∑
i=1

γi (bbbiii + ccciii) = 000Fn
q

olsun. ri = (αi,βi + vγi) ∈ R olarak tanımlayalım. ri ∈ R elemanını aynı zamanda

ri = αie1 +βie2 + γie3 şeklinde de yazabiliriz.

rixxxiii = (αiaaaiii,βibbbiii + vγi(bbbiii + ccciii)− vβibbbiii)

olduğundan
m

∑
i=1

rixxxiii =

(
m

∑
i=1

αiaaaiii,
m

∑
i=1

βibbbiii + v

(
m

∑
i=1

γi (bbbiii + ccciii)

)
− v

m

∑
i=1

βibbbiii

)
= 000Rn .

elde edilir. Buradan ri = 0 ve dolayısıyla her i için αi = βi = γi = 0 elde edilir.

(⇐) : si ∈ R olmak üzere
m

∑
i=1

sixxxiii = 000Rn

olsun. αi,βi,γi ∈ Fq olmak üzere si = (αi,βi + vγi) olarak yazılabilir.

sixxxi = (αiaaai,βibbbi + vγi(bbbi + ccci)+ vβiccci)

olacağından
m

∑
i=1

sixxxi =
m

∑
i=1

(αiaaai,βibbbi + vγi(bbbi + ccci)+ vβiccci)

=

(
m

∑
i=1

αiaaai,
m

∑
i=1

βibbbi + v
m

∑
i=1

(γi(bbbi + ccci)+ vβiccci)

)
= 0Rn
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olur ve buradan da
m

∑
i=1

αiaaai =
m

∑
i=1

βibbbi =
m

∑
i=1

γi(bbbi + ccci)+βiccci = 000Fn
q

elde edilir. O halde, αi = βi = γi = 0 olacağından si = 0 olur.

Uyarı 3.3.2. Rn modülünün R−lineer bağımsız bir alt kümesi en fazla n eleman içerir.

İspat. n elemandan daha fazla elemanın lineer bağımsız olduğunu varsayalım. Rn

üzerinde n+1 tane elemanın lineer bağımsız olsun. Lemma 3.3.1 yardımıyla Fn
q vektör

uzayında n + 1 vektörün lineer bağımsız olduğu sonucu çıkar. Fn
q vektör uzayının

boyutu n olduğundan, n+1 vektörün lineer bağımsız olması bir çelişkidir. O halde Rn

üzerinde en fazla n vektör lineer bağımsız olabilir.

Lemma 3.3.3. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod ve xxx1,xxx2, ...,xxxm

elemanları Rn modülünün elemanları olsun. {xxx1,xxx2, ...,xxxm} kümesinin R üzerindeki C

kodunun bir bazı olabilmesi için gerek ve yeter şart

{aaa1,aaa2, ...,aaam} ve {bbb1,bbb2, ...,bbbm} ve {bbb1 + ccc1,bbb2 + ccc2, ...,bbbm + cccm}

kümelerinin, her i için (aaai,bbbi + vccci) = xxxi olacak şekilde Fq üzerindeki C1, C2 ve C3

kodlarının sırasıyla birer bazı olmasıdır.

İspat. 3.2.5 ve 3.3.1 yardımıyla kolaylıkla ispatlanabilir.

Teorem 3.3.4. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. C lineer

kodunun R üzerinde serbest modül (dolayısıyla serbest kod) olabilmesi için gerek ve

yeter şart ki = dimFq Ci olmak üzere k1 = k2 = k3 olmasıdır. Dahası, eğer C kodu R

halkası üzerinde serbest kod ise rankRC tektir ve rankRC = ki olur.

İspat. Cisimler üzerindeki modüllerin (yani vektör uzaylarının) boyutu belirli

olduğundan, Lemma 3.3.3 yardımıyla istenilen gösterilmiş olur.

Sonuç 3.3.5. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir serbest lineer kod olsun. C

kodu, k = rankRC iken III matrisi R halkası üzerinde k×k boyutlarında bir birim matris

ve TTT matrisi R halkası üzerinde k×(n−k) boyutlarında bir matris olmak üzere, üreteç

matrisi [
III TTT

]
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formunda olan R üzerindeki bir lineer koda Gray denktir.

İspat. Teorem 3.2.10 ve Teorem 3.3.4 teoremleri yardımıyla istenilen kolaylıkla

gösterilebilir.

Örnek 3.3.6. q = 2 ve C lineer kodu Örnek 3.2.7 örneğindeki lineer kod olsun. C kodu

rankı 1 olan bir serbest koddur. D kodu ise üreteç matrisi[
(1,1) (1,0)

]
olan R halkası üzerinde 2 uzunluğunda bir lineer kod olsun. Örnek 3.2.7 örneğinden

bildiğimiz üzere C ve D kodları denk kodlar değildir. Lemma 3.3.3 lemmasından

{(1,1)}, {(1,0)}, {(0,1)} kümeleri sırasıyla Fq üzerindeki C1,C2,C3 kodlarının

bazlarıdır. Yine aynı lemmadan {(1,1)}, {(1,0)}, {(1,0)} kümeleri ise sırasıyla Fq

üzerindeki D1,D2,D3 kodlarının bazlarıdır. Sonuç 3.2.4 yardımıyla Φ(C) ve Φ(D)

kodlarının üreteç matrisleri sırasıyla 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 ve

 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0


olarak elde edilir. Φ(C) ve Φ(D) kodları denk kodlardır. Sonuç olarak C ve D kodları

denk kod değildir, ancak Gray denk kodlardır.

Tanım 3.3.7. (a) R halkası üzerinde n uzunluğundaki bir C lineer kodunun Hamming

mesafesi dH(C) = d ise C koduna [n,d]R−kod denir.

(b) R halkası üzerinde n uzunluğundaki bir C serbest lineer kodunun Hamming

mesafesi dH(C) = d ve rankı k ise C koduna [n,k,d]R−kod denir.

Sonuç 3.3.8. (a) Eğer bir [n,d]R-kodu varsa, bir k değeri için [n,k,d]q-kodu da vardır.

(b) Eğer bir [n,k,d]q-kodu varsa, [n,k,d]R-kodu da vardır.

İspat. (a): C kodu bir [n,d]R-kod olsun. Önerme 3.2.14 yardımıyla Ci kodlarının

birinin bir k değeri için [n,k,d]q-kod olduğunu söyleyebiliriz.

(b): Eğer U kodu bir [n,k,d]q-kod ise, Önerme 3.2.2 ve Önerme 3.2.14 yardımıyla

D = Φ−1(U ×U ×U) kodu bir [n,d]R-koddur. Her i için Di =U dersek Theorem 3.3.4

yardımıyla D kodunun rankı k olan bir serbest R-modül olduğunu söyleyebliriz.

31



Sonuç 3.3.8 sonucunu kullanarak Rn modülünün Hamming mesafesi d olan bir R−alt

modülü varsa Rn modülünün Hamming mesafesi d olan bir serbest R−alt modülü

vardır. Diğer bir ifadeyle, eğer [n,d]R-kodu varsa bir k değeri için [n,k,d]R-kodu da

vardır.

3.4 Fq × (Fq + vFq) Halkası Üzerinde Dual Kodlar

Bu bölümde R halkası üzerindeki bir C lineer kodunun Öklit ve Hermityen iç

çarpımlara göre dual kodunu anlatacağız. C ve D kodları n uzunluğunda, sırasıyla

R ve Fq üzerinde lineer olan veya olmayan birer kod olsun. C⊥ ve D⊥ ile Öklit iç

çarpıma göre dual kodları, C∗ ile Hermityen iç çarpıma göre dual kodları gösterelim.

Böylece

C⊥ ={xxx ∈ Rn | [xxx,ccc]E = 0R ∀ccc ∈C}

D⊥ =
{

xxx ∈ Fn
q | [xxx,ddd]E = 0Fq ∀ddd ∈ D

}
C∗ ={xxx ∈ Rn | [xxx,ccc]H = 0R ∀ccc ∈C} .

şeklinde tanımlanır. Yukarıdaki tanımlardan da anlaşılacağı üzere, her yyy ∈ Rn

için [ ,yyy]E , [ ,yyy]H : Rn → R dönüşümleri R-modül homomorfizmasıdır. Dolayısıyla

aşağıdaki sonucu söyleyebiliriz.

Uyarı 3.4.1. R üzerindeki n uzunluğundaki her C lineer kodu için C⊥ ve C∗ kümeleri

R üzerinde n uzunluğunda lineer kodlardır.

Lemma 3.4.2. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

(a) Φ(C⊥) = Φ(C)⊥ ve Ψ(C∗) = Ψ(C)⊥.

(b) dimFq C+dimFq C⊥ = 3n ve dimFq C+dimFq C∗ = 3n.

olur.

İspat. (a): Öncelikle Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.8 yardımıyla Φ(C⊥) ⊆ Φ(C)⊥ ve

Ψ(C∗)⊆ Ψ(C)⊥ olduğunu söyleyebiliriz. uuu ∈ Φ(C)⊥ olsun. aaa, bbb, ccc ∈ Fn
q olmak üzere

bir xxx = (aaa,bbb+ vccc) ∈ Rn için uuu = Φ(xxx) olur. Herhangi bir yyy = (ddd,eee+ v fff ) ∈C alalım.

Φ(xxx) = (aaa,bbb,bbb+ ccc) , Φ(e1yyy) = (ddd,000,000) , Φ(e2yyy) = (000,eee,000) , Φ(e3yyy) = (000,000,eee+ fff )
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olur. Her i için eiyyy ∈ C olduğundan Φ(eiyyy) ∈ Φ(C) ve böylece [uuu,Φ(eiyyy)]E = 0 olur.

Buradan da

[aaa,ddd]E = [bbb,eee]E = [bbb+ ccc,eee+ fff ]E = 0

elde edilir. [bbb+ ccc,eee+ fff ]E = [bbb,eee]E + [bbb, fff ]E + [ccc,eee]E + [ccc, fff ]E olduğundan [bbb, fff ]E +

[ccc,eee]E +[ccc, fff ]E olur ve dolayısıyla

[xxx,yyy]E = [(aaa,bbb+ vccc),(ddd,eee+ v fff )]

= ([aaa,ddd]E , [bbb,eee]E + v([bbb, fff ]E +[ccc,eee]E +[ccc, fff ]E))

= 0R

elde edilir. Böylece xxx ∈C⊥ ve uuu ∈ Φ(C⊥) olur ve istenilen gösterilmiş olur.

uuu ∈ Ψ(C)⊥ olsun. aaa, bbb, ccc ∈ Fn
q olmak üzere bir xxx = (aaa,bbb+vccc)∈ Rn için uuu = Ψ(xxx) olur.

Herhangi bir yyy = (ddd,eee+ v fff ) ∈ C alalım. AAA = [AAA111,AAA222,AAA333] matrisi Lemma 3.1.4’teki

şartları sağlayan bir matris olmak üzere

Ψ(xxx)= aaaAAATTT
111 +bbbAAATTT

222 +(bbb+ccc)AAATTT
333 , Ψ(e1yyy)= dddAAATTT

111 , Ψ(e2yyy)= eeeAAATTT
222 , Ψ(e3yyy)= (eee+ fff )AAATTT

333

olur. Her i için eiyyy ∈ C olduğundan Ψ(eiyyy) ∈ Ψ(C) ve böylece [uuu,Ψ(eiyyy)]E = 0 olur.

Buradan da

[aaa,ddd]E = [bbb,eee]E +[ccc,eee]E = [bbb,eee]E +[bbb, fff ]E = 0

elde edilir.

[xxx,yyy]H = [(aaa,bbb+ vccc),(ddd,eee+ v fff )]H

=
[
(aaa,bbb+ vccc,(ddd,eee+ v fff )

]
E

= [(aaa,bbb+ vccc),(ddd,eee+ fff − v fff )]E

= ([aaa,ddd]E , [bbb,eee]E +[bbb, fff ]E + v([ccc,eee]E − [bbb, fff ]E)

= 0R

elde edilir. Böylece xxx ∈C⊥ ve uuu ∈ Ψ(C⊥) olur ve istenilen gösterilmiş olur.

(b): Sadece C∗ için gösterelim. C⊥ için de benzer şekilde gösterilebilir. Ψ(C) kodu Fq

üzerinde 3n uzunluğunda bir lineer kod olduğundan

dimFq Ψ(C)+dimFq Ψ(C)⊥ = 3n
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olur. Ψ : Rn → F3n
q dönüşümü bir Fq-modül izomorfizması olduğundan Rn modülünün

her Fq-alt modülü U için dimFq Ψ(U) = dimFq U olur. (a)’dan Ψ(C∗) = Ψ(C)⊥

olduğundan istenilen elde edilmiş olur.

Uyarı 3.4.3. A and B kodları bir halka üzerinde birer lineer kod olsun. (A×B)⊥ =

A⊥×B⊥ olur.

Sonlu Frobenius halkası üzerindeki her D kodu için (D⊥)⊥ = D olduğu [20]

makalesinden bilinmesine rağmen, biz de Lemma 3.4.2 yardımıyla aşağıdaki şekilde

ispatlayabiliriz.

Sonuç 3.4.4. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. Her i için

(C⊥)i = (Ci)
⊥ elde edilir. Ayrıca (C⊥)⊥ =C ve (C∗)∗ =C olur.

İspat. Φ(C) kodu Fq cismi üzerindeki Fn
q vektör uzayının bir alt uzayı olduğundan

Teorem 2.2.12 yardımıyla (Φ(C)⊥)⊥ = Φ(C) ve (Ψ(C)∗)∗ = Ψ(C) olur. Lemma

3.4.2’den (Φ(C)⊥)⊥ = Φ
(
(C⊥)⊥

)
ve (Ψ(C)∗)∗ = Ψ((C∗)∗) olur. Buradan da

(C⊥)⊥ =C ve (C∗)∗ =C elde edilir.

Φ(C) =C1×C2×C3 olduğundan Uyarı 3.4.3 yardımıyla Φ(C)⊥ = (C1×C2×C3)
⊥ =

C⊥
1 ×C⊥

2 ×C⊥
3 ve Lemma 3.4.2 yardımıyla Φ(C)⊥ = Φ(C⊥) = C⊥

1 ×C⊥
2 ×C⊥

3 olur.

Buradan da her i için (C⊥)i = (Ci)
⊥ elde edilir.

Teorem 3.4.5. R halkası üzerinde n uzunluğunda bir C lineer kodu için aşağıdakiler

gerçeklenir.

(a) C ⊆C⊥ olması için gerek ve yeter şart her i = 1,2,3 için Ci ⊆ (Ci)
⊥ olmasıdır.

(b) C =C⊥ olması için gerek ve yeter şart her i = 1,2,3 için Ci = (Ci)
⊥ olmasıdır.

(c) Eğer C =C⊥ ise n çifttir ve ki = dimFq Ci olmak üzere k1 = k2 = k3 = n/2 olur.

(d) Eğer C =C⊥ ise n çifttir ve C kodu rankı n/2 olan serbest R-modüldür.

İspat. (a): Φ Gray dönüşümü birebir olduğundan C ⊆ C⊥ olması için gerek ve yeter

şart Φ(C) ⊆ Φ(C⊥) olmasıdır. Sonuç 3.4.4 kullanırsak Φ(C⊥) = Φ(C⊥) olduğundan

her i için Ci ⊆ (C⊥)i elde edilir.
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(b): Φ Gray dönüşümü birebir olduğundan C = C⊥ olması için gerek ve yeter şart

Φ(C) = Φ(C⊥) olmasıdır. Sonuç 3.4.4 kullanırsak Φ(C⊥) = Φ(C⊥) olduğundan her i

için Ci = (C⊥)i elde edilir.

(c): (b)’den her i için Ci kodları Fq üzerinde n uzunluğunda kendine dual kodlar

olduğundan dimFq CT
i = dimFq Ci olur ve n− ki = ki elde edilir. n = 2ki olduğundan n

çifttir.

(d): Teorem 3.3.4 yardımıyla kolaylıkla elde edilir.

Şimdi Hermityen iç çarpıma göre dual kodlar ile Öklit iç çarpıma göre dual kodlar

arasında bir ilişki kurmaya çalışalım. Rn üzerinde Fq−modül otomorfizması σn :

Rn → Rn otomorfizmasını şöyle tanımlayalım: Her xi = (ai,bi +vci) ∈ R için σ1(xi) =

xi = (ai,bi + ci − vci) olmak üzere herhangi bir xxx = (x1, ...,xn) ∈ Rn için σn(xxx) =

(σ1(x1), ...,σ1(xn)) olsun. xxx ∈ Rn için σn(σn(xxx)) = xxx olduğu hemen görülebilir. σn

bir R-modül homomorfizması olmamasına rağmen, alttaki sonuç σn homorfizmasının

R-alt modülleri R-alt modüllere resmettiğini gösterir.

Lemma 3.4.6. (a) Eğer C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod ise

σn(C) kodu da R halkası üzerinde lineer koddur ve σn(C)1 = C1, σn(C)2 = C3,

σn(C)3 =C2 sağlanır.

(b) Eğer C kodu R üzerinde lineer kod ise, Φ(C) ve Φ(σn(C)) lineer kodları denk

kodlardır.

(c) Her xxx ∈ Rn için wH (σn(xxx)) = wH(xxx) olur.

İspat. (a): Her r ∈ R ve xxx ∈ Rn için σn(rxxx) = σ1(r)σn(xxx) olduğundan σn(C) kodu R

üzerinde bir lineer koddur. Her xxx = (aaa,bbb+ vccc) ∈ Rn için

σn(xxx) = (aaa,bbb+ ccc− vccc) , Φ(xxx) = (aaa,bbb,bbb+ ccc) , Φ(σn(xxx)) = (aaa,bbb+ ccc,bbb)

olduğundan istenilen elde edilmiş olur.

(b): σn(C) kodunun lineer olduğunu (a) kısmında göstermiştik. Dolayısıyla Φ(C) ve

Φ(σn(C)) kodları lineerdir.
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(c): σ1 : R → R dönüşümü Fq−modül izomorfizması olduğundan, her xi ∈ R için

σ1(xi) ̸= 0 olması için gerek ve yeter şart xi ̸= 0 olmasıdır. σn tanımından istenilen

elde edilmiş olur.

Lemma 3.4.7. (a) xxx,yyy ∈ Rn için σ1 ([xxx,yyy]E) = [σn(xxx),σn(yyy)]E ve σ1 ([xxx,yyy]H) =

[σn(xxx),σn(yyy)]H olur.

(b) xxx,yyy ∈ Rn için [xxx,yyy]H = [xxx,σn(yyy)]E ve [xxx,yyy]E = [xxx,σn(yyy)]H olur.

İspat. Tanımlardan kolaylıkla elde edilebilir.

Önerme 3.4.8. (a) Rn modülünün her C alt kümesi için C⊥ = σn(C∗) = σn(C)∗ ve

C∗ = σn(C⊥) = σn(C)⊥ olur.

(b) R üzerindeki n uzunluğundaki her C kodu için (C⊥)∗ = (C∗)⊥ olur.

İspat. (a): xxx ∈C⊥ alalım. Her y ∈C için [xxx,yyy]E = 0 olur. Lemma 3.4.7 (b) kısmından

[xxx,yyy]E = [xxx,σn(yyy)]H = 0 olur ve dolayısıyla xxx ∈ σn(C)∗ olur. Aynı zamanda Lemma

3.4.7 (a) kısmından σ1 ([xxx,σn(yyy)]H) = [σn(xxx),yyy]H = 0 olacağından σn(xxx) ∈C∗ ve xxx ∈

σn(C∗) olur. Tersine xxx ∈ σn(C)∗ alalım. Her y ∈ C için [xxx,σn(yyy)]H = [xxx,yyy]E = 0 olur

ve x ∈C⊥ olur. Yine benzer şekilde x ∈ σn(C∗) alalım. σn(xxx) ∈C∗ olur. Her yyy ∈C için

[σn(xxx),yyy]H = 0 olur. Buradan σ1 [σn(xxx),yyy]H = [xxx,σn(yyy)]H = [xxx,yyy]E = 0 olur ve xxx ∈C⊥

elde edilir ve C⊥ = σn(C∗) = σn(C)∗ gösterilmiş olur.

xxx ∈ C∗ olsun. O halde her yyy ∈ C için [xxx,yyy]H = 0 olur. Lemma 3.4.7 (b) kısmından

[xxx,yyy]H = [xxx,σn(yyy)]E = 0 olur ve dolayısıyla xxx ∈ σn(C)⊥ olur. Aynı zamanda Lemma

3.4.7 (a) kısmından σ1 ([xxx,σn(yyy)]E) = [σn(xxx),yyy]E = 0 olacağından σn(xxx) ∈C⊥ ve xxx ∈

σn(C⊥) olur. Tersine xxx ∈ σn(C)⊥ alalım. Her y ∈C için [xxx,σn(yyy)]E = [xxx,yyy]H = 0 olur

ve x ∈C∗ olur. Yine benzer şekilde x ∈ σn(C⊥) alalım. σn(xxx)∈C⊥ olur. Her yyy ∈C için

[σn(xxx),yyy]E = 0 olur. Buradan σ1 [σn(xxx),yyy]E = [xxx,σn(yyy)]E = [xxx,yyy]H = 0 olur ve xxx ∈C∗

elde edilir ve C∗ = σn(C⊥) = σn(C)⊥ gösterilmiş olur.

(b): (C⊥)∗ = σn ((C∗)∗) ve (C∗)⊥ = σn
(
(C⊥)⊥

)
olduğunu (a) kısmı yardımıyla

söyleyebiliriz. Sonuç 3.4.4 kullanılarak istenilen elde edilir.

Teorem 3.4.9. R halkası üzerinde n uzunluğunda bir C lineer kodu için aşağıdakiler

gerçeklenir.
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(a) Fq üzerindeki Φ(C⊥) ve Φ(C∗) lineer kodları denk kodlardır.

(b) dL(C⊥) = dL(C∗) ve dH(C⊥) = dH(C∗).

(c) C ⊆ C∗ olması için gerek ve yeter şart C1 ⊆ (C1)
⊥, C2 ⊆ (C3)

⊥ ve C3 ⊆ (C2)
⊥

olmasıdır.

(d) C = C∗ olması için gerek ve yeter şart C1 = (C1)
⊥, C2 = (C3)

⊥ ve C3 = (C2)
⊥

olmasıdır.

(e) Eğer C =C∗ ise ki = dimFq Ci olmak üzere 2k1 = k2 + k3 = n olur.

(f) C⊥ =C∗ olması için gerek ve yeter şart σn(C) =C olmasıdır.

İspat. (a): Lemma 3.4.6 lemmasının (b) kısmından Φ(C⊥) ile Φ(σn(C⊥)) kodları denk

kodlardır. Önerme 3.4.8 önermesinin (a) kısmından σn(C⊥) =C∗ olduğundan istenilen

elde edilmiş olur.

(b): (a)’dan dH
(
Φ(C⊥)

)
= dH (Φ(C∗)) elde edilir. Tanım 3.2.13 yardımıyla dL(C⊥) =

dL(C∗) olduğunu söyleyebiliriz. Önerme 3.2.14 önermesinden istenilen elde edilmiş

olur.

(c) and (d): Öncelikle Önerme 3.4.8 yardımıyla C∗ = σn(C⊥) olduğunu söyleyelim.

Önce Lemma 3.4.6 daha sonra Sonuç 3.4.4 kullanılarak istenilen kolaylıkla elde edilir.

(e): dimFq Ci +dimFq(Ci)
⊥ = n olduğundan (d)’den elde edilir.

(f): Önerme 3.4.8 yardımıyla C⊥ = C∗ olması için gerek ve yeter şart C⊥ = σn(C)⊥

olmasıdır. Sonuç 3.4.4 kullanılarak istenilen gösterilmiş olur.

R üzerindeki bir C lineer kodu için eğer C⊥ =C ise C koduna Öklit iç çarpımına göre

kendine dual kod denir. Benzer şekilde C∗ =C ise Hermityen iç çarpıma göre kendne

dual kod denir. Teorem 3.4.5 kullanılarak Öklit iç çarpımına göre kendine dual olan her

lineer kodun serbest R−modül olduğu söylenebilir. Ancak Teorem 3.4.9 (d) ve Teorem

3.3.4 yardımıyla R üzerinde serbest olmayan, Hermityen iç çarpıma göre kendine dual

olan lineer kodların olabileceği söylenebilir.

37



Lemma 3.4.10. C ve D kodları R halkası üzerinde n uzunluğunda lineer kodlar olsun.

∼ sembolü ile kodların Gray denk olduğunu kastedelim. Eğer C ∼ D ise C⊥ ∼ D⊥,

σn(C)∼ σn(D) ve C∗ ∼ D∗ olur.

İspat. Gray denk tanımından Ci ve Di kodları Fq üzerinde denk kodlardır. Cisimler

üzerindeki denk lineer kodların duallerinin de denk olduğu bilinmektedir. O halde

(Ci)
⊥ ve (Di)

⊥ lineer kodları denktir. Sonuç 3.4.4 yardımıyla (C⊥)i ve (D⊥)i

kodlarının denk olduğu söylenebilir. Bu yüzden C⊥ ∼ D⊥ elde edilir. Lemma

3.4.6 (a) kısmından σn(C) ∼ σn(D) elde edilir. C ∼ D iken C⊥ ∼ D⊥ olduğunu

gösterdiğimizden σn(C⊥) ∼ σn(D⊥) olduğunu söyleyebiliriz. Önerme 3.4.8 (a)

kısmından C∗ = σn(C⊥) olduğundan C∗ ∼ D∗ elde edilir.

Üreteç matrisi Teorem 3.2.10 teoreminde verilen, R halkası üzerindeki bir C lineer

kodunun Öklit iç çarpımına göre dualinin üreteç matrisinin yapısı altta verilmiştir.

Önerme 3.4.11. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda, her i = 1,2,3 için ki =

dimFq Ci ve m = max(k1,k2,k3) olmak üzere, üreteç matrisi m× n boyutlarındaki G

olan bir lineer kod olsun.

(i) Eğer G matrisi Teorem 3.2.10 (i) kısmında verilen matris ise {k1,k2,k3}= {ka <

kb < kc} olur ve (n− ka)×n boyutlarındaki

H =

 −TTT T
111 −(eb + ec)TTT T

222 −ecTTT T
333 IIIn−kc

−(ea + eb)ZZZT −ebYYY T (ea + eb)IIIkc−kb 000
−eaXXXT eaIIIkb−ka 000 000


matrisi C⊥ lineer kodu için üreteç matrisidir. Yani C lineer kodu için kontrol

matrisidir.

(ii) Eğer G matrisi Teorem 3.2.10 (ii) kısmında verilen matris ise {k1,k2,k3}= {ka =

kb < kc} olur ve (n− ka)×n boyutlarındaki

H =

[
−TTT T

111 −ecTTT T
222 IIIn−kc

−(ea + eb)XXXT (ea + eb)IIIkc−ka 000

]
matrisi C⊥ lineer kodu için üreteç matrisidir. Yani C lineer kodu için kontrol

matrisidir.
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(iii) Eğer G matrisi Teorem 3.2.10 (iii) kısmında verilen matris ise {k1,k2,k3}= {ka <

kb = kc} olur ve (n− ka)×nboyutlarındaki

H =

[
−TTT T

111 −(eb + ec)TTT T
222 IIIn−kc

−eaXXXT eaIIIkc−ka 000

]
matrisi C⊥ lineer kodu için üreteç matrisidir. Yani C lineer kodu için kontrol

matrisdir.

(iv) Eğer G matrisi Teorem 3.2.10 (iv) kısmında verilen matris ise {k1,k2,k3}= {ka =

kb = kc} olur ve (n− ka)× n boyutlarındaki H =
[
−TTT T IIIn−ka

]
matrisi C⊥

lineer kodu için üreteç matrisidir. Yani C lineer kodu için kontrol matrisidir.

İspat. (i) {k1,k2,k3} = {ka < kb < kc} olsun. G matrisi IIIka, IIIkb−ka, IIIkc−kb birim

matrislerini içermektedir. G H T = 0 olduğu kolayca gösterilebilir ve bu da üreteç

matrisi H olan, R üzerindeki bir lineer D kodu için D ⊆ C⊥ olmasını gerektirir.

Φ(C) =C1 ×C2 ×C3 olduğundan

dimFq C =
3

∑
i=1

ki = ka + kb + kc

olduğunu söyleyebiliriz. Yine önceki cümleden, k′i = dimFq Di olmak üzere, dimFq D=

k′1 + k′2 + k′3 olduğu söylenebilir. Her i = 1,2,3 için k′i = dimFq eiD olur. Örneğin;

Φ(e2D) = 0×D2 ×0 olur. Böylelikle

dimFq D = dimFq eaD+dimFq ebD+dimFq ecD

olur. ei’ler R halkasının dik ilkel eşgüçlü (orthogonal primitive idempotent) elemanları

ve {e1,e2,e3} kümesi R’nin Fq−bazı olduğundan

ebH =

 −ebTTT T
111 −ebTTT T

222 000 ebIIIn−kc

−ebZZZT −ebYYY T ebIIIkc−kb 000
000 000 000 000


matrisi bir Fq−modül olan ebD’yi üretir. ebH matrisinin yapısından sıfırdan farklı

satırlarının Fq üzerinde lineer bağımsız olduğu söylenebilir. Böylece dimFq ebD= (n−

kc)+(kc−kb) = n−kb olur. Benzer şekilde dimFq eaD = n−ka ve dimFq ecD = n−kc

elde edilir. Buradan da

dimFq D = 3n− (ka + kb + kc) = 3n−dimFq C
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olur. Lemma 3.4.2 (b) kısmından dimFq D = dimFq C⊥ ve dolayısıyla D = C⊥ elde

edilir.

Diğer kısımlar da benzer şekilde ispatlanabilir.

Uyarı 3.4.12. C⊥ için Önerme 3.4.11 önermesinde elde ettiğimiz sonuçların benzerini

C∗ için de söyleyebiliriz. Her MMM matrisi için (MMM∗)i j = σ1((MMM) ji) olmak üzere

MMMTTT transpoz matrisini MMM∗ konjuge transpoz matrisi ile ea,eb,ec elemanlarını

σ1(ea),σ1(eb),σ1(ec) ile değiştirmeliyiz. Eğer R üzerindeki C lineer kodunun üreteç

matrisini Teorem 3.2.10 (i) kısmındaki gibi alırsak {k1,k2,k3} = {ka < kb < kc} olur

ve (n− ka)×n boyutlarındaki

H =

 −TTT ∗
111 −(σ1(eb)+σ1(ec))TTT ∗

222 −σ1(ec)TTT ∗
333 IIIn−kc

−(σ1(ea)+σ1(eb))ZZZ∗ −σ1(eb)YYY ∗ (σ1(ea)+σ1(eb)) IIIkc−kb 000
−σ1(ea)XXX∗

σ1(ea)IIIkb−ka 000 000


matrisi C∗ lineer kodu için üreteç matrisi olur. Benzer şekilde Teorem 3.2.10 (ii),(iii) ve

(iv) kısımlarındaki üreteç matrislerine sahip olan C kodlarının Hermityen iç çarpıma

göre duali olan C∗ lineer kodlarının üreteç matrisleri de elde edilebilir.

İspat. (G ∗)T matrisi G matrisinde ea,eb,ec elemanları σ1(ea),σ1(eb),σ1(ec) ile MMM

matrisleri de (MMM∗)T değiştirierek elde edilir. (G ∗)T matrisinin σn(C) lineer kodunun

üreteç matrisi olduğu görülebilir. σ1(e1) = e1, σ1(e2) = e3, σ1(e3) = e2 olduğundan

(G ∗)T matrisi Teorem 3.2.10 (i) kısmında verilen matris formundadır. Önerme 3.4.11

önermesinde verilen H matrisi σn(C)⊥ lineer kodunun üreteç matrisidir. Önerme

3.4.8 önermesinden C∗ = σn(C)⊥ olduğundan istenilen elde edilmiş olur.

Uyarı 3.4.13. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod, her i = 1,2,3

için ki = dimFq Ci ve {a,b,c}= {1,2,3} için ka ≤ kb ≤ kc olsun.

(a) Eğer C lineer kodu Hermityen iç çarpıma göre kendine dual ise 2k1 = k2 + k3 = n

olur ve C lineer kodu üreteç matrisi Teorem 3.2.10 (i) ve (iv) kısmında verilen

matrisler olan R üzerindeki bir lineer koda Gray denktir.

(b) Eğer C kodu Öklit iç çarpıma göre kendine dual ise k1 = k2 = k3 = n
2 olur ve

C lineer kodu üreteç matrisi Teorem 3.2.10 (iv) kısmında verilen matris olan R

üzerindeki bir lineer koda Gray denktir.
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İspat. (i) C lineer kodu Hermityen iç çarpıma göre kendine dual olsun. Teorem 3.4.9

(e) kısmından k1 =
n
2 ve k2+k3 = n olur. O halde C lineer kodu, üreteç matrisi Teorem

3.2.10 teoreminin (i) veya (iv) kısmında verilen matrisler olan bir lineer koda Gray

denktir.

(ii) C kodu Öklit iç çarpıma göre kendine dual olsun. Teorem 3.4.5 (c) kısmından

k1 = k2 = k3 =
n
2 olur. O halde C lineer kodu, üreteç matrisi Teorem 3.2.10 (iv) verilen

matris olan bir lineer koda Gray denktir.

Sonuç 3.4.14. Aşağıdakiler birbirine denktir.

(1) R halkası üzerinde n uzunluğundan Öklit iç çarpıma göre kendine dual olan bir

lineer kod vardır.

(2) R halkası üzerinde n uzunluğundan Hermityen iç çarpıma göre kendine dual olan

bir lineer kod vardır.

(3) Fq üzerinde n uzunluğunda kendine dual lineer kod vardır.

İspat. Teorem 3.4.5 ve Teorem 3.4.9 kullanılarak elde edilir.

Sonuç 3.4.15. (a) R üzerinde Öklit iç çarpımına göre kendine dual [2n,n,d]R kod

olması için gerek ve yeter şart Fq üzerinde kendine dual [2n,n,d]q kod olmasıdır.

(b) R üzerinde Hermityen iç çarpımına göre kendine dual [2n,d]R kod olması için

gerek ve yeter şart Fq üzerinde d′ ≥ d olmak üzere kendine dual [2n,n,d′]q kod

olmasıdır.

İspat. Teorem 3.4.5, Önerme 3.2.14 ve Teorem 3.4.9 kullanılarak ispatlanabilir.

Örnek 3.4.16. q = 2 ve C kodu, üreteç matrisi[
(1,1− v) (1,v)

]
olan bir [2,2]R lineer kod olsun. Lemma 3.2.5 (c) kısmından {(1,1)}, {(1,0)}, {(0,1)}

sırasıyla C1,C2,C3 kodlarının üreteçleridir. Bu yüzden

C1 = {00, 11}, C2 = {00, 10}, C3 = {00, 01}
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elde edilir. (C1)
⊥ = C1 ve i = 2,3 için (Ci)

⊥ ̸= Ci olduğunu görebiliriz. Ancak

(C2)
⊥ = C3 ve (C3)

⊥ = C2 olur. Bu yüzden Teorem 3.4.9 (d) kısmından C kodu

Hermityen iç çarpıma göre kendine dualdir. Ancak Öklit iç çarpımına göre kendine

dual değildir. Her i = 1,2,3 için dimFq Ci = 1 olur ve böylece C lineer kodu rankı 1

olan serbest koddur. Ancak Hermityen iç çarpıma göre kendine dual olan bir kod, R

halkası üzerinde serbest kod olmayabilir.

3.5 Fq × (Fq + vFq) Halkası Üzerinde Devirli Kodlar

Bu bölümde R halkası üzerindeki devirli kodları çalışacağız. Öncelikle bazı gerekli

bilgileri hatırlayalım. S kümesi herhangi bir halka olsun. C de R halkası üzerinde n

uzunluğunda bir lineer kod olsun. Her (c0,c1, ...,cn−1)∈C için (cn−1,c0,c1, ...,cn−2)∈

C oluyorsa n uzunluğundaki bir C koduna devirli kod denir. sh : Sn → Sn

sağ devirli kaydırma operatörünü (right cyclic shift operator) sh(s0,s1, ...,sn−1) =

(sn−1,s0,s1, ...,sn−2) şeklinde tanımlayalım. sh : Sn → Sn operatörü Sn modülünün bir

S−modül otomorfizmasıdır. S halkası üzerindeki devirli kodlar sh operatörü altında

değişmezdir (invariant).

Uyarı 3.5.1. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. C kodunun

devirli olabilmesi için gerek ve yeter şart, her i = 1,2,3 için Fq üzerindeki Ci lineer

kodlarının devirli olmasıdır.

İspat. C lineer kodu R halkası üzerinde bir devirli kod olsun. Her (a1,a2, ...,an) ∈C1,

(b1,b2, ...,bn) ∈ C2 ve (b1 + c1,b2 + c2, ...,bn + cn) ∈ C3 için xi = (ai,bi + vci) olmak

üzere (x1,x2, ...,xn) ∈ C vardır. C kodu devirli olduğundan (xn,x1, ...,xn−1) ∈ C olur.

Buradan da (an,a1, ...,an−1)∈C1, (bn,b1, ...,bn−1)∈C2 ve (bn+cn,b1+c1, ...,bn−1+

cn−1) ∈C3 elde edilir. O halde i = 1,2,3 için Fq üzerindeki Ci lineer kodları devirlidir.

Her i = 1,2,3 için Fq üzerindeki Ci kodları devirli olsun. Her (x1,x2, ...,xn) ∈ C

için xi = (ai,bi + vci) olmak üzere (a1,a2, ...,an) ∈ C1, (b1,b2, ...,bn) ∈ C2 ve (b1 +

c1,b2 + c2, ...,bn + cn) ∈C3 olur. Ci kodları devirli olduğundan (an,a1, ...,an−1) ∈C1,

(bn,b1, ...,bn−1) ∈ C2 ve (bn + cn,b1 + c1, ...,bn−1 + cn−1) ∈ C3 olur. Buradan da

(xn,x1, ...,xn−1 ∈C elde edilir. O halde C kodu devirlidir.
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S[x] halkası S halkası üzerinde tanımlanmış bir polinom halkası olsun ve xn −1 ∈ S[x]

polinomunu alalım. xn−1∈ S[x] polinomu yardımıyla S[x] polinom halkasının (xn−1)

idealini alalım. Sn := S[x]/(xn − 1) bölüm halkası, S[x] polinom halkasının (xn − 1)

idealine bölünmesi ile edilir. Sn bölüm halkasının elemanlarını gösterirken üstü çizili

gösterimi kullanacağız. Yani f (x)∈ S[x] için f (x) := f (x)+(xn−1) olarak gösterelim.

Her sss = (s0,s1, ...,sn−1) ∈ Sn için psss(x) = s0+ s1x+ · · ·+ sn−1xn−1 ∈ S[x] olmak üzere

p : Sn → Sn

p(sss) = psss(x)

şeklindeki p izomorfizması S-modül izomorfizmasıdır. S halkası üzerinde n

uzunluğundaki lineer kodların yapısını p izomorfizmasını kullanarak Sn modülünün

S-alt modülü olan p(C) yardımıyla belirleyebiliriz. Ayrıca C lineer kodunun devirli

olabilmesi için gerek ve yeter şart p(C)’nin Sn bölüm halkasının bir ideali olmasıdır.

S halkası üzerinde n uzunluğundaki bir lineer C kodunun p altındaki görüntüsü p(C)

idealini IC ile göstereceğiz.

Yukarıdaki paragrafta anlatıldığı üzere, Rn bölüm halkasının ideal yapısını be-

lirlediğimizde R halkası üzerinde n uzunluğundaki devirli lineer kodları bulmuş

olacağız. Rn polinom halkasının ideal yapısını belirlemek için Bölüm 3.1’de tanıtılan

φ : R → F3
q Gray dönüşümü ve bölüm 3.2’de tanıtılan πi : F3

q → Fq izdüşüm

dönüşümleri yardımıyla elde edilen yeni dönüşümlerden faydalanacağız. f : A →

B herhangi bir halka homomorfizması olsun. f homomorfizmasını A[x] polinom

halkasının polinomlarının katsayılarına uyguladığımızda fp : A[x]→ B[x] şeklinde bir

polinom halkası homomorfizması elde edebiliriz. Ayrıca her g : A[x] → B[x] halka

homomorfizması yardımıyla p(x)∈A[x] olmak üzere g : A[x]/(p(x))→B[x]/(g(p(x)))

şeklinde bölüm halkaları arasında bir homomorfizma tanımlayabiliriz. Her r = (a,b+

vc) ∈ R için

φ(a,b+ vc) = (a,b,b+ c) = (π1φ(r),π2φ(r),π3φ(r))

olarak yazabiliriz. xn − 1 ∈ R[x] polinomundaki 1’lerin aslında 1R ve −1R olduğunu,

yani 1R = (1,1) olduğunu belirtelim. Böylece φp(xn − 1) = (1,1,1)xn − (1,1,1) ∈

43



F3
q[x] ve (πiφ)p(xn − 1) = xn − 1 ∈ Fq[x] olur. Buradan da F3

q[x] ve Fq[x]3 izomorf

oldukları söylenebilir. Bundan sonrası için Rn ve (Fq)n ile Rn := R[x]/(xn − 1) ve

(Fq)n := Fq[x]/(xn −1) bölüm halkalarını kastedeceğiz.

Uyarı 3.5.2. (a)

φp

(
m

∑
k=0

(ak,bk + vck)xk

)
=

(
m

∑
k=0

akxk,
m

∑
k=0

bkxk,
m

∑
k=0

(bk + ck)xk

)

şeklinde verilen φp : R[x]→ Fq[x]3 dönüşümü izomorfizmadır.

(b) fi(x) = (πiφ)p( f (x)) ∈ Fq[x] olmak üzere her f (x) ∈ R[x] için φp( f (x)) =

( f1(x), f2(x), f3(x)) olur.

(c) Her f (x) ∈ R[x] için

φp

(
f (x)

)
=
(

f1(x), f2(x), f3(x)
)

şeklinde verilen φp : Rn →
(
(Fq)n

)3 dönüşümü bir izomorfizmadır.

(d) Fq−modül ve Fq−modül izomorfizmaları arasındaki değişmeli diyagram aşağı-

daki şekildedir.

Rn (Fn
q)

3

Rn
(
(Fq)n

)3

p

Φ

p×p×p

φp

Her f (x) ∈ R[x] polinomu için fi(x) := (πiφ)p( f (x)) ∈ Fq[x] tanımlaması yapalım.

Aşağıdaki sonuç Uyarı 3.5.2’den hemen görülebilir.

Lemma 3.5.3. f (x),g(x) ∈ R[x] olsun.

(a) f (x) ̸= 0 olması için gerek ve yeter şart en az bir i değeri için fi(x) ̸= 0 olmasıdır.

(b) f (x) polinomunun derecesi fi(x) polinomlarından derecesi en büyük olanının

derecesine eşittir.

(c) f (x),g(x) ∈ R[x] ve fi(x),gi(x) ∈ Fq[x] olmak üzere f (x) polinomunun g(x)

polinomunu R halkası üzerinde bölmesi için gerek ve yeter şart her i = 1,2,3 için

fi(x) polinomunun gi(x) polinomunu Fq cismi üzerinde bölmesidir.
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Rn bölüm halkasını bir R−modül olarak görebiliriz. Rn modülünün her A alt kümesi

için Ai := (πiφ)p(A) =
{

fi(x) | f (x) ∈ A
}
⊆ (Fq)n olarak ifade edersek

φp(e1A) = A2 ×0×0

φp(e2A) = 0×A2 ×0

φp(e3A) = 0×0×A3

Lemma 3.5.4. A kümesi Rn modülünün bir Fq−alt modülü ve C kümesi Rn modülünün

bir Fq−alt modülü olsun.

(a) Eğer p(C) = A ise her i = 1,2,3 için p(Ci) = Ai olur.

(b) φp(A) = A1 ×A2 ×A3 olması için gerek ve yeter şart A kümesinin Rn modülünün

bir R−alt modülü olmasıdır. Özel olarak Rn bölüm halkasının her B ideali için

φp(B) =B1 ×B2 ×B3 olur.

(c) Eğer C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir devirli kod ise her i = 1,2,3

için (IC)i = ICi olur. Yani (IC)i kümesi (Fq)n bölüm halkasının, Fq üzerindeki Ci

devirli koduna karşılık gelen, bir idealidir.

İspat. (a): i = 1 için ispat yapalım. t(x) = ∑aixi ∈ p(C1) olsun. O halde aaa ∈ C1 ve

dolayısıyla bbb,ccc ∈ Fn
q için rrr = (aaa,bbb+vccc) ∈C olur. p(C) =A olduğundan f (x) = ∑rixi

olmak üzere f (x) ∈ A olur. f1(x) = t(x) olduğundan t(x) ∈ A1 elde edilir. Tersine

k(x) ∈ A1 alalım. O halde g1(x) = k(x) olacak şekilde g(x) ∈ A vardır. p(C) = A

olduğundan g(x) = ∑sixi olacak şekilde sss ∈ C vardır. Buradan da si = (di,ei + v fi)

olacak şekilde di,ei, fi ∈ Fq olduğu söylenebilir.

Ayrıca ddd ∈C1 ve g1(x) = ∑dixi olur. Böylece k(x) ∈ p(C1) elde edilir. i = 2 ve i = 3

için benzer şekilde ispat yapılabilir.

(b): C := p−1(A) olsun. C’nin Rn modülünün bir Fq-alt modülü olduğu verilmiş. (a)

kısmından p(Ci) =Ai olur. Bu yüzden (p× p× p)(C1×C2×C3) =A1×A2×A3 olur.

Lemma 3.5.2 lemasındaki değişmeli diyagramı kullanırsak φp(A)= (p× p× p)(Φ(C))

olur. Önerme 3.2.2 kullanılarak istenilen gösterilmiş olur.

(c): (a) ve (b)’den elde edilir.

45



F bir cisim olsun. F[x]/(g(x)) bölüm halkasının her idealinin p(x) polinomu ile

üretilebildiği ve p(x) polinomunun g(x) polinomunu bölen monik (baş katsayısı 1 olan)

bir polinom olduğu iyi bilinmektedir. Bu p(x) polinomu tek türlü belirlidir (unique)

ve F[x] üzerinde bölüm algoritması kullanılarak bulunabilir. Tek türlü belirlenmiş olan

bu p(x) polinomuna idealin üreteç polinomu denir. Eğer verilen ideal bir sıfır ideal

ise c ∈ F ve cg(x) monik olmak üzere cg(x) üreteçtir. Dahası, eğer g(x) = xn − 1

olursa idealin üreteç polinomuna, ideale karşılık gelen F üzerindeki devirli kodun

üreteç polinomu denir. Değişmeli birim halkalar üzerindeki polinom halkalarında

baş katsayıları birim olmayan polinomlara bölme yapamayabiliriz. Ancak bu zorluk

Uyarı 3.5.2 uyarısında, yapıları Fq[x] üzerine taşımak için tanımlanan izomorfizmalar

kullanılarak aşılabilir.

Önerme 3.5.5. R[x] ve Rn temel ideal halkalarıdır.

İspat. A × B şeklindeki direkt çarpım halkasının idealleri, I ve J sırasıyla A ve B

halkalarının idealleri olmak üzere, I × J formunda olduğu bilinmektedir. Bu da temel

ideal halkalarının direkt çarpımının da temel ideal halkası olmasını gerektirir. Çünkü

(a,b) ∈ A×B için ((a,b)) = (a)× (b) olur. Bir cisim üzerinde tanımlanan polinom

halkasının her bölüm halkasının temel ideal halkası olduğu da bilinmektedir. Uyarı

3.5.2 kullanılarak istenilen gösterilmiş olur.

Teorem 3.5.6. Rn halkasının her A ideali için A =
(

p(x)
)

olacak şekilde tek türlü

(unique) bir p(x) ∈ R[x] polinomu vardır. Öyle ki; p(x) polinomu R[x] üzerinde xn −1

polinomunu böler ve her i = 1,2,3 için pi(x) ∈ Fq[x] polinomları moniktir.

İspat. R[x] halkasının, (xn − 1) ⊆ I ve A = I/(xn − 1) olacak şekilde bir I ideali

vardır. Ayrıca Önerme 3.5.5’den R[x] temel ideal halkası olduğundan I = (q(x)) olacak

şekilde bir q(x) ∈ R[x] vardır. O halde A = I/(xn − 1) =
(

q(x)
)

olur. (xn − 1) ⊆ I

olmasından dolayı R[x] üzerinde q(x) polinomunun xn − 1 polinomunu böldüğünü

söyleyebiliriz ve buradan da her i = 1,2,3 için Fq üzerinde qi(x) polinomunun xn −1

polinomunu böldüğü söylenebilir. Özel olarak her qi(x) polinomu Fq[x] üzerinde

sıfırdan farklı bir polinom olur. O halde bir λi ∈ Fq için λiqi(x) polinomu moniktir.

p(x) := φ−1
p (λ1q1(x),λ2q2(x),λ3qi(x)) ∈ R[x] polinomu gerekli şartları sağlayan bir

polinomdur.
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Eğer gerekli şartları sağlayan f (x) ve g(x) şeklinde iki tane polinom varsa fi(x) ve

gi(x) polinomlarının Fq[x] halkasının iki ayrı monik üreteci olduğunu görebiliriz. Bu

yüzden bu iki polinom Fq[x] üzerinde birbirini bölmelidir. Bu yüzden f (x) = g(x)

olur.

Tanım 3.5.7. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir devirli kod olsun. C devirli

koduna karşılık gelen Rn halkasının IC := p(C) ideali için Teorem 3.5.6’daki şartları

sağlayan tek p(x) polinomuna C’nin üreteç polinomu denir.

Önerme 3.5.8. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir devirli kod ve p(x)∈ R[x]

olsun. p(x) polinomunun C devirli kodunun üreteç polinomu olabilmesi için gerek ve

yeter şart her i = 1,2,3 için pi(x) ∈ Fq[x] polinomlarının Ci devirli kodlarının üreteç

polinomları olmasıdır.

İspat. Rn halkasının C devirli koduna karşılık gelen ideali A olsun. Lemma 3.5.4

lemmasından φp(A) = A1 ×A2 ×A3 ve Ai’ler (Fq)n halkasının Ci devirli kodlarına

karşılık gelen idealleri olur.

(⇒) : Tanımdan ve Lemma 3.5.3’den her pi(x) polinomu moniktir ve xn − 1

polinomunu böler. A= (p(x)) olduğundan φp(A) =
(

p1(x)
)
×
(

p2(x)
)
×
(

p3(x)
)

olur

ve Ai =
(

pi(x)
)

elde edilir.

(⇐) : Benzer şekilde gösterilebilir.

Örnek 3.5.9. n tek, p ̸= 2 ve g(x) = (0,v)x2 + (2,−v) olsun. Rn halkasının

g(x) polinomu tarafından üretilen A =
(
g(x)

)
idealinin üreteç polinomunu bulmaya

çalışalım.

φ(0,v)x2 +φ(2,−v) = (0,0,1)x2 +(2,0,−1)

olduğundan

φp (g(x)) = (g1(x),g2(x),g3(x)) =
(
2,0,x2 −1

)
ve Ai =

(
gi(x)

)
elde edilir. g1(x) polinomu monik değildir. Ayrıca g2(x) ve g3(x) polinomları xn − 1

polinomunu bölmez. 2 elemanı Rn üzerinde tersinir ve gcd(x2 − 1,xn − 1) = x− 1 ∈

Fq[x] olduğundan,(
2
)
=
(
1
)
,

(
0
)
=
(
xn −1

)
ve

(
x2 −1

)
=
(
x−1

)
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elde edilir.

p1(x) = 1, p2(x) = xn −1, p3(x) = x−1

şartlarını sağlayan p(x) ∈ R[x] polinomu A idealinin üretecidir. Yani

p(x) = (0,1− v)xn +(0,v)x+(1,−1)

olur.

R bir Fq−modül olduğundan, Fq[x] üzerindeki bir polinom ile R’nin bir elemanının

çarpımı R[x] üzerinde bir polinom verir. R’nin ei idempotentlerini kullanırsak φp

dönüşümünün ters görüntüsünü aşağıdaki şekilde elde edebiliriz. Her f (x) ∈ R[x] için

f (x) = e1 f1(x)+ e2 f2(x)+ e3 f3(x)

olur.

Sonuç 3.5.10. C kodu R halkası üzerinde üreteç polinomu p(x) ∈ R[x] olan n

uzunluğunda bir devirli kod, d = deg p(x) ve di = deg pi(x) olsun.

(a) dimFq C = 3n− (d1 +d2 +d3).

(b) C kodunun serbest R−modül olması için gerek ve yeter şart p(x) polinomunun

monik olmasıdır.

(c) ∑
3
i=1 ei pi(0)−1xdi pi(1/x) polinomu C⊥ kodunun üreteç polinomudur.

(d) C kodunun Öklit iç çarpıma göre kendine dual olması için gerek ve yeter şart

p(0R)p(x) = xd p(1/x) olmasıdır.

İspat. (a): pi(x) polinomları xn − 1 polinomunu böldüğünden, Fq üzerinde n

uzunluğundaki Ci devirli kodları için dimFq Ci = n − di olduğu iyi bilinmektedir.

Φ(C) = C1 ×C2 ×C3 olduğundan dimFq C = n− d1 + n− d2 + n− d3 = 3n− (d1 +

d2 +d3) elde edilir.

(b): Teorem 3.3.4 kullanılarak gösterilebilir.
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(c): Sonlu cisimler üzerindeki bir devirli kodun üreteç polinomu g(x) olsun. m =

deg(g(x)) için xmg(1/x) polinomu g(x) polinomunun ters sıralı polinomu ve g(0)−1

elemanı g(0) elemanının tersi olmak üzere g(0)−1xmg(1/x) polinomunun dual kodun

üreteç polinomu olduğu bilinmektedir. g(x) polinomu xn − 1 polinomunun bir böleni

olduğundan g(0) ̸= 0 olur. Önerme 3.5.8’den biliyoruz ki, pi(x) polinomları Fq

üzerindeki Ci devirli kodlarının üreteç polinomlarıdır. Böylece pi(0)−1xdi pi(1/x)

polinomu (Ci)
⊥ kodunun üreteç polinomudur. Sonuç 3.4.4 sonucundan (Ci)

⊥ = (C⊥)i

olduğundan Önerme 3.5.8 kullanılarak istenilen göterilmiş olur.

(d): Sonlu cisimler üzerindeki bir devirli kodun kendine dual olması için gerek ve yeter

şart üreteç polinomunun ve kontrol polinomunun aynı olmasıdır. Eğer C kodu Öklit

iç öçarpıma göre kendine dual ise Teorem 3.4.5 yardımıyla C kodunun serbest kod

olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca pi(x) polinomu xn − 1 polinomunu böldüğü için, her

i = 1,2,3 için pi(0)’ın sıfırdan farklı olduğunu ve p(0R) elemanının R üzerinde tersinir

olduğunu ve böylece p(x) polinomunun monik olduğunu söyleyebiliriz. Dolayısıyla

her i = 1,2,3 için di = d olduğunu varsayabiliriz. Bu yüzden (c) kısmındaki polinom

p(0R)
−1xd p(1/x) olur. Teorem 3.4.5 yardımıyla Ci kodları kendine dual olduğundan

pi(x) = pi(0R)
−1xd pi(1/x) olur.

3

∑
i=1

ei pi(0)−1xd pi(1/x) =
3

∑
i=1

ei pi(x) = p(x)

olacağından p(x) = p(0R)
−1xd p(1/x) olur. Tersine p(x) = p(0R)

−1xd p(1/x) ise

pi(x) = pi(0R)
−1xd pi(1/x) olacağından Ci kodları kendine dualdir. Teorem 3.4.5

yardımıyla istenilen elde edilir.

3.6 Fq × (Fq + vFq) Halkası Üzerindeki Lineer Kodların MacWilliams Özdeşlik-

leri

Bu bölümde R üzerindeki bir C kodunun tam, simetrik, Hamming, Lee ve Gray

ağırlık sayaçlarını tanımlayıp daha sonra kodun ağırlık sayacı ile dualinin ağırlık sayacı

arasındaki ilişkiyi belirleyeceğiz.

Sonlu cisimler üzerindeki lineer kodların MacWilliams özdeşliklerinin klasik

ispatlarından biri grup karakterlerini ve ayrık Fourier dönüşümü kullanılarak elde
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edilir [21]. S kümesi sonlu, birimli ve değişmeli bir halka olsun. Çekirdeği

S halkasının sıfırdan farklı hiç bir idealini içermeyen bir χ : (S,+) → C× grup

homomorfizması olduğunu varsayalım. Bu durumda, MacWilliams özdeşliklerinin

yukarıda bahsedilen klasik ispatı S üzerindeki lineer kodlar için neredeyse aynı şekilde

çalışır ve S üzerindeki lineer kodlar için benzer özdeşlikler olduğunu gösterir. Aşağıda

klasikleşmiş olan temel sonuçları vereceğiz.

Uyarı 3.6.1. S halkası yukarıdaki şartları sağlayan bir halka ve C kodu S halkası

üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

(a) S halkasının sıfırdan farklı her I ideali için ∑a∈I χ(a) = 0 olur.

(b) S halkasının sıfırdan farklı her I ideali ve I idealinin sıfırlayıcısının (annihilator)

içinde bulunmayan her s ∈ S için ∑a∈I χ(sa) = 0

(c) Her www /∈ C⊥ için J = {[vvv,www]E | vvv ∈C} kümesi S halkasının sıfırdan farklı bir

idealidir ve k bir tamsayı, [ , ]E iç çarpımı Sn üzerinde Öklit iç çarpımı ve C⊥

ise C’nin Öklit iç çarpıma göre duali olmak üzere

∑
vvv∈C

χ ([vvv,www]E) = k ∑
a∈J

χ (a) = 0

olur.

(d) C kompleks sayılar üzerindeki her V vektör uzayı ve

f̂ (vvv) = ∑
www∈Sn

χ ([vvv,www]E) f (www)

şeklinde tanımlanan her f : Sn →V fonksiyonu için

∑
vvv∈C

f̂ (vvv) = |C| ∑
www∈C⊥

f (www)

olur.

İspat. (a) χ : (S,+)→C× grup homomorfizmasının çekirdeğinde S halkasının hiç bir

I ideali bulunmadığından bir b ∈ I için χ(b) ̸= 1 olur.

χ(b)∑
a∈I

χ(a) = ∑
a∈I

χ(b)χ(a) = ∑
a∈I

χ(a+b) = ∑
a∈I

χ(a)
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olacağından (χ(b)−1)∑a∈I χ(a) = 0 elde edilir ve buradan da ∑a∈I χ(a) = 0 olur.

(b) I ideali S halkasının bir ideali olsun. s ∈ S elemanı I idealinin sıfırlayıcısının içinde

bulunmayan bir eleman olsun. sI = {sa | a ∈ I} kümesi S halkasının sıfırdan farklı bir

ideali olur. (a) kısmından ∑b∈sI χ(b)= 0 elde edilir. φ : I → sI olacak şekilde φ(a)= sa

şeklinde verilen φ dönüşümü örten grup homomorfizmasıdır. Bu yüzden Çek(φ) = k

olmak üzere φ dönüşümü k elemanı bir elemana götüren (k to 1) dönüşümdür. Böylece

∑a∈I χ(sa) = k ∑b∈sI χ(b) = 0 elde edilir.

(c) C kümesi Sn’in S-alt modülü ve www /∈ C⊥ olsun. φ(v) = [vvv,www]E şeklinde verilen

φ : C → S dönüşümü sıfırdan farklı bir S-modül homomorfizmasıdır. Bu yüzden

J = Im(φ) kümesi S’nin sıfırdan farklı bir idealidir. φ dönüşümü C’den J’ye

tanımlanmış ve Çek(φ) = k olacak şekilde k elemanı 1 elemana götüren (k to 1)

dönüşüm olduğundan;

∑
vvv∈C

χ([vvv,www]E) = ∑
vvv∈C

χ(φ(vvv)) = k ∑
a∈J

χ(a)

elde edilir. (a) kısmı kullanılarak istenilen gösterilmiş olur.

(d)

∑
vvv∈C

f̂ (vvv) = ∑
vvv∈C

∑
www∈Sn

χ([vvv,www]E) f (www)

= ∑
vvv∈C

∑
www∈C⊥

χ([vvv,www]E) f (www)+ ∑
vvv∈C

∑
www/∈C⊥

χ([vvv,www]E) f (www)

= ∑
vvv∈C

∑
www∈C⊥

χ(0) f (www)+ ∑
www/∈C⊥

(
∑
vvv∈C

χ([vvv,www]E

)
f (www)

= ∑
vvv∈C

∑
www∈C⊥

f (www)+ ∑
www∈C

0 f (www)

= |C| ∑
www∈C

f (www)

V kümesini C kompleks sayılar kümesi üzerinde değişmeli X ve Y değişkenlerinin

polinomlarının kümesi olarak alalım. wH(v) Hamming ağırlığını göstermek üzere

f (vvv) = XwH(vvv)Y n−wH(vvv) olsun. O halde

f̂ (vvv) = (Y −X)wH(vvv) (Y +(|S|−1)X)n−wH(vvv)
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elde edilir. Uyarı 3.6.1 yardımıyla Hamming ağırlığı için MacWilliams özdeşliklerinin

S üzerindeki lineer kodlar için de doğru olduğu söylenebilir.

R halkası birimli, değişmeli ve sonlu bir halka olduğundan yukarıda S için

bahsettiğimiz şartları sağlar. Bu şartları sağlayan halkalara değişmeli Frobenius

halkalar ve χ grup homomorfizmasına üreteç karakter denir. Sonlu halkalar için

(değişmeli olmak zorunda değil) [20]’te MacWilliams özdeşliklerinin halkalar üzerine

genelleştirilebilmesi için gerek ve yeter şartın halkanın Frobenius halkası olması

gerektiği ispatlanmıştır. R halkası sonlu cisimlerin direkt çarpımı olduğundan R

halkasının sonlu Frobenius halkası olduğu ve üreteç karakterinin cisimlerin üreteç

karakterinin çarpımı şeklinde elde edildiği bilinmektedir.

R halkası değişmeli olduğundan, bu bölümün sonuçları [20]’e danışmadan 3.6.1

yardımıyla doğrulanabilir. Her ne kadar bu bölümün sonuçlarının çoğu [20] yardımıyla

elde edilebilir gibi görülse de aslında bunlar doğrudan ortaya çıkan sonuçlar değildir.

[20] sonuçları halkanın elemanlarının sıralamasına bağlıdır ve sonuçlarımızın hantal

olmasını önlemek için burada R elemanlarının uygun bir sıralamasını seçmemiz

gerekir. Bu yüzden R halkasının elemanlarını sıralamak için bir teknik bulacağız.

Bu bölümdeki sonuçlara geçmeden önce bazı notasyonları netleştirelim. [ , ] ile

Rn üzerindeki Öklit iç çarpımını, w(vvv) ile vvv ∈ Rn elemanının Hamming ağırlığını

gösterelim. Ayrıca bir p asalı için q = pm olsun. Zp ⊆ Fq cisim genişlemesinin iz

dönüşümü (trace map) Tr : Fq →Zp olsun. Sonlu cisimlerin sonlu genişlemelerinde Tr

dönüşümü örten Zp−lineer dönüşümdür ve her α ∈ Fq için

Tr(α) = α +α
p +α

p2
+ · · ·+α

pm−1

olarak tanımlanır. Tr fonksiyonu hakkında daha detaylı bilgi için [22] kaynağına

bakılabilir. C kompleks sayılar kümesinde 1’in p’inci dereceden kökleri ζ = e2πi/p

olmak üzere

χ : R → C×, χ (a,b+ vc) = ζ
Tr(a+2b+c)

üreteç karakterini tanımlayalım.

Uyarı 3.6.2. R bir Frobenius halkasıdır ve χ , R halkasının bir üreteç karakteridir. Yani

χ : (R,+)→ C× bir grup homomorfizmasıdır ve çekirdeği R halkasının sıfırdan farklı

hiçbir idealini içermez.
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İspat. χF : Fq → C× dönüşümü her α ∈ Fq için χF(α) = ζ Tr(α) olsun. α,β ∈

Fq için Tr(α + β ) = Tr(α) + Tr(β ) olduğundan χF : (Fq,+) → C× bir grup

homomorfizmasıdır. Tr örten olduğundan χF dönüşümü aşikar olmayan bir

dönüşümdür (nontrivial) ve Fq’nun sıfırdan farklı tek ideali olan Fq ideali χF

dönüşümünün çekirdeğinde bulunmaz. O halde χF dönüşümü Fq’nun üreteç

karakteridir. (∏ χF)(a,b,c) = χF(a)χF(b)χF(c) şeklinde verilen ∏ χF : Fq × Fq ×

Fq → C× dönüşümünün bir grup homomorfizması olduğu kolaylıkla görülebilir. χ =

(∏ χF)◦φ olduğunu not edelim. φ bir halka homomorfizması olduğundan χ bir grup

homomorfizmasıdır. Bir an için χ dönüşümünün çekirdeğinde R halkasının sıfırdan

farklı bir I idealinin olduğunu varsayalım. Halkaların direkt çarpımının idealleri,

ideallerin direkt çarpımı olduğundan Fq’nun hepsi birden sıfır olmayan bir takım

A,B,C idealleri için φ(I) = A×B×C olur. Örneğin B ̸= 0 olsun. O halde B = Fq

olur. Tr örten olduğundan Tr(b) = 1 olacak şekilde bir b ∈ B vardır. r = (0,b− vb) =

φ−1(0,b,0) ∈ I olur ve buradan da χ(r) = ζ ̸= 1 elde edilir. Bir çelişki elde edildiği

için χ dönüşümünün çekirdeğinde R halkasının sıfırdan farklı hiçbir ideali bulunamaz.

Her r ∈ R ve vvv = (v1,v2, ...,vn) ∈ Rn için cr(vvv) ile vvv vektörünün r’ye eşit olan

bileşenlerinin sayısını gösterelim. Yani cr(vvv) = |{i | vi = r}| olsun. n− c0(vvv) = w(vvv)

olduğunu not edelim. R halkası üzerinde n uzunluğundaki her C lineer kodunun

KWC ((Zr)r∈R) tam ağırlık sayacı

KWC ((Zr)r∈R) = ∑
ccc∈C

∏
r∈R

Zcr(ccc)
r = ∑

ccc∈C

n

∏
i=1

Zci

polinomu ile ifade edilir. C üzerindeki bu polinomdaki ci ile ccc kodsözünün i’inci

bileşeni kastedilmektedir ve bu polinom R halkasının her r elemanı ile Zr şeklinde

indekslenen |R| değişkene sahiptir.

Teorem 3.6.3. [20] C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod ve R =

{r1,r2, ...,rs} olsun. MMM matrisi satır ve sütunları R’nin elemanları ile yukarıda verilen

sırada indekslenmiş ve (ri,r j) girdisi χ(rir j) olan bir matris ve

[
Tr1,Tr2, ...,Trs

]
=
[

Zr1,Zr2, ...,Zrs

]
MMMTTT
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olmak üzere C lineer kodunun tam ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliği

|C|KWC⊥ (Zr1 ,Zr2, ...,Zrs) = KWC (Tr1,Tr2, ...,Trs)

şeklindedir.

İspat. Uygun bir V vektör uzayı ve f : Rn → V fonksiyonu seçerek Uyarı 3.6.1

kullanılarak ispatlanabilir. V vektör uzayı C üzerinde, değişmeli Zri değişkenlerine

sahip polinom uzayı ve her vvv ∈ Rn için

f (vvv) =
n

∏
i=1

Zvi = ∏
a∈R

Zca(vvv)
a

olsun. Öncelikle f̂ (vvv) fonksiyonunu elde edelim. χ bir grup homomorfizması

olduğundan

χ ([vvv,www]E) f (www) =
n

∏
i=1

χ (viwi)Zwi

olur. Böylece

f̂ (v) = ∑
www∈Rn

n

∏
i=1

χ (viwi)Zwi =
n

∏
i=1

∑
a∈R

χ (via)Za = ∏
b∈R

(
∑
a∈R

χ (ba)Za

)cb(vvv)

elde edilir.

|C|KWC⊥ ((Zr)r∈R) = |C| ∑
ccc∈C⊥

n

∏
i=1

Zci = |C| ∑
ccc∈C⊥

f (ccc) = ∑
vvv∈C

f̂ (v)

olur. Son eşitlikte Uyarı 3.6.1 (d) kısmı kullanılmıştır. Tb = ∑a∈R χ (ba)Za olmak

üzere

∑
vvv∈C

f̂ (v) = ∑
vvv∈C

∏
b∈R

(
∑
a∈R

χ (ba)Za

)cb(vvv)

= ∑
vvv∈C

∏
b∈R

T cb(vvv)
b = KWC ((Tb)b∈R)

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Tam ağırlık sayacında belirli Zr değişkenlerini değiştirerek farklı ağırlık sayaçlarını

elde edebiliriz. 0 ∈ R elemanını r1 olarak isimlendirelim. Yani r1 = 0 olsun. Sıfırdan

farklı r ∈ R elemanları ile indekslenen Zr değişkenlerini X ile Z0 değişkenini Y ile

değiştirirsek C lineer kodunun HWC(X ,Y ) Hamming ağırlık sayacını elde ederiz.

Böylece

HWC(X ,Y ) = KWC(Y,X ,X , ...,X) = ∑
ccc∈C

Xw(ccc)Y n−w(ccc)

elde edilir.

54



Sonuç 3.6.4. [20] C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

|C|HWC⊥ (X ,Y ) = HWC
(
Y −X ,Y +(|R|−1)X

)
elde edilir.

İspat. r1 = 0 alarak Teorem 3.6.3 teoremini kullanacağız. her i, j için χ(r1r j) =

χ(rir1) = 1 olur. Yani MMM matrisinin ilk satır ve ilk sütunundaki tüm girdiler

1 olur. Ayrıca Uyarı 3.6.1 (b) kısmını kullanarak (I = R alırsak), ilk satır ve

ilk sütun haricindeki tüm satır ve sütunlardaki girdilerin toplamlarının 0 olduğunu

söyleyebiliriz. Böylece Teorem 3.6.3 teoremindeki Zr1 değişkenini Y ile Zr2,Zr3 , ...,Zrs

değişkenlerini X ile değiştirirsek,[
Tr1,Tr2, ...,Trs

]
=
[

Y,X ,X , ...,X
]

MMMTTT

=
[

Y +(|R|−1)X ,Y −X ,Y −X , ...,Y −X
]

ve buradan da

|C|HWC⊥ (X ,Y ) = HWC
(
Y −X ,Y +(|R|−1)X

)
sonucu elde edilir.

Tam ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliklerinde R’nin elemanlarının bir

sıralamasına ihtiyaç duyarız. R halkasının elemanlarını sıralamak için bir yöntem

bulursak Teorem 3.6.3 teoremindeki MMM matrisini daha güzel bir şekilde elde etmek

mümkün olur. Öncelikle F3
q elemanlarını sıralayalım ve φ : R → F3

q birebir ve

örten fonksiyonunu R’nin elemanlarını sıralamak için kullanalım. Yani φ : R → F3
q

dönüşümü sıralama koruyan bir dönüşüm olsun. Fq = {u0,u1, ...,uk} cisminin u0 = 0Fq

olacak şekilde bir <F sıralamasını alalım. Kolaylık olması açısından Fq cisminin

boştan farklı herhangi A,B,C kümeleri için A × B ×C ⊆ F3
q alt kümesini ABC ile

gösterelim. Eğer A,B,C kümelerinden biri 0Fq ise ABC’de denk gelen yere 0 yazalım.

U = Fq −0 olsun.

F3
q’ün alt kümeleri hakkında yukarıda bahsettiğimiz gösterimi kullanarak F3

q’ün

elemanlarını ayrık kümeler olarak

S1 = 000, S2 = 00U, S3 = 0U0, S4 = 0UU,

S5 =U00, S6 =U0U, S7 =UU0, S8 =UUU
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şeklinde yazabiliriz.

Öncelikle i < j olacak şekilde her i, j için Si kümesinin elemanlarının S j kümesinin

elemanlarından küçük olduğunu varsayalım. Si kümesinin elemanlarını kendi içinde

sıralamak için ise Fq cismi için belirlenen sıralamaya göre sözlük sıralamasını

kullanalım. Daha anlaşılır olması için şöyle detaylandıralım: ( f1, f2, f3),(g1,g2,g3) ∈

Si olmak üzere ( f1, f2, f3)≤ (g1,g2,g3) olması için gerek ve yeter şart

f1 <F g1 veya ( f1 = g1 ve f2 <F g2) veya

( f1 = g1 ve f2 = g2 ve f3 ≤F g3)

olmasıdır. φ dönüşümünü sıralama koruyan bir dönüşüm olarak alırsak, yukarıda

F3
q için bahsedilen sıralamaya göre φ dönüşümünün ters görüntüsü yardımıyla R

halkasının elemanlarını sıralayabiliriz. Daha anlaşılır olması adına aşağıda bir örnek

verelim.

Örnek 3.6.5. q = 3 olsun ve F3 cismini F3 = {0,2,1} şeklinde sıralayalım. O halde

U = {2,1} olur ve Si kümelerinin elemanlarını

S1 = {000}, S2 = {002,001}, S3 = {020,010}, S4 = {022,021,012,011},

S5 = {200,100},S6 = {202,201,102,101}, S7 = {220,210,120,110},

S8 = {222,221,212,211,122,121,112,111}

şeklinde sıralayabiliriz. S1,S2, ...,S8 kümelerinin elemanlarını yukarıda verilen sırada

bir kümenin içine

{000,002,001,020,010,022,021,012,011,200,100,202,201,102,101,220,

210,120,110,222,221,212,211,122,121,112,111}

şeklinde yazarsak F3
q’ün bir sıralamasını elde etmiş oluruz. Bu sıralamanın φ

dönüşümü altında ters görüntüsünü aldığımızda R halkası için bir sıralama elde etmiş

oluruz. Yani R = F3 × (F3 + vF3) halkasının

{(0,0),(0,2v),(0,v),(0,2+ v),(0,1+2v),(0,2),(0,2+2v),(0,1+ v),(0,1),

(2,0),(1,0),(2,2v),(2,v),(1,2v),(1,v),(2,2+ v),(2,1+2v),(1,2+ v),

(1,1+2v),(2,2),(2,2+2v),(2,1+ v),(2,1),(1,2),(1,2+2v),(1,1+ v),(1,1)}

sıralamasını elde ederiz.
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R halkasının yukarıda bahsedilen şekilde bir sıralamasını aldığımızda Teorem 3.6.3

teoremindeki MMM matrisini 8×8’lik bir blok matris olarak yazabiliriz. Bunun için altta

verilen basit bir lemmaya ihtiyaç duymaktayız. Lemmaya geçmeden önce Kronecker

çarpımını hatırlayalım. AAA matrisi m× n tipinde bir matris ve BBB matrisi p× q tipinde

bir matris olmak üzere AAA ve BBB matrislerinin Kronecker çarpımı AAA⊗BBB matrisi, ai j’ler AAA

matrisinin (i, j) girdisi olmak üzere

AAA⊗BBB =

a11BBB . . . a1nBBB
... . . . ...

am1BBB . . . amnBBB


şeklinde pm×qn tipinde bir blok matristir.

Lemma 3.6.6. I,J,K,L kümeleri sonlu elemanlı, sıralı kümeler ve AAA ve BBB

matrisleri C üzerinde sırasıyla |I| × |J| ve |K| × |L| tipinde matrisler olsun. AAA

ve BBB matrislerinin satır ve sütunlarının I,J,K,L sıralı kümelerinin elemanlarıyla

indekslendiğini varsayalım. I,J,K,L sıralı kümelerindeki yardımıyla I ×K ve J × L

kümelerinin sıralaması için sözlük sıralamasını kullanalım. CCC matrisi satır ve sütunları

I × J ve K ×L sıralı kümelerinin elemanları ile indekslenmiş |I ×K|× |J ×L| tipinde

bir matris olsun. Eğer her (i, j) ∈ I × J ve (k, l) ∈ K ×L için c(i,k),( j,l) = a(i, j)b(k,l) ise

CCC = AAA⊗BBB olur.

İspat. I,J,K,L sıralı kümeleri

I = {i1, i2, ..., ia}, J = { j1, j2, ..., jb}, K = {k1,k2, ...,kc}, L = {l1, l2, ..., ld}

olsun. Satır ve sütunların indekslerini matrisin dışına yazarsak CCC matrisinin

CCC =

j1l1 . . . j1ld j2l1 . . . j2ld . . .



i1k1 a11b11 . . . a11b1d a12b11 . . . a12b1d . . .
...

... . . . ...
... . . . ... . . .

i1kc a11bc1 . . . a11bcd a12bc1 . . . a12bcd . . .

i2k1 a21b11 . . . a21b1d a22b11 . . . a22b1d . . .
...

... . . . ...
... . . . ... . . .

i2kc a21bc1 . . . a21bcd a22bc1 . . . a22bcd . . .

...
...

...
...

...
...

...
...

= AAA⊗BBB

şeklinde olduğunu kolaylıkla görebiliriz.
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Aşağıdaki önermeye geçmeden önce bazı gösterimleri sabitleyelim. Sonuç 3.6.4

sonucundan sonra bahsettiğimiz U = Fq − {0} kümesini ve R üzerindeki sıralama

mantığını kullanacağız.

Önerme 3.6.7. AAA matrisi, satır ve sütunları U = {u1,u2, ...,uk} sıralı kümesinin
elemanları ile indekslenmiş ve (ui,u j) girdisi χF(uiu j) = ζ Tr(uiu j) olan, C üzerinde
k× k tipinde bir matris olsun. Teorem 3.6.3 teoremindeki MMM matrisi

000 00U 0U0 0UU U00 U0U UU0 UUU



000 1 1 1 1 1 1 1 1

00U 1 AAA 1 1⊗AAA 1 1⊗AAA 1 1⊗AAA
0U0 1 1 AAA AAA⊗1 1 1 1⊗AAA 1⊗AAA⊗1

0UU 1 1⊗AAA AAA⊗1 AAA⊗AAA 1 1⊗AAA 1⊗AAA⊗1 1⊗AAA⊗AAA
U00 1 1 1 1 AAA AAA⊗1 AAA⊗1 AAA⊗1

U0U 1 1⊗AAA 1 1⊗AAA AAA⊗1 AAA⊗AAA AAA⊗1 AAA⊗1⊗AAA
UU0 1 1 1⊗AAA 1⊗AAA⊗1 AAA⊗1 AAA⊗1 AAA⊗AAA AAA⊗AAA⊗1

UUU 1 1⊗AAA 1⊗AAA⊗1 1⊗AAA⊗AAA AAA⊗1 AAA⊗1⊗AAA AAA⊗AAA⊗1 AAA⊗AAA⊗AAA

şeklinde bir matristir. Bu matristeki 1’ler tüm girdileri 1 olan uygun boyutta

matrislerdir. Ayrıca kolaylık olması açısından satır ve sütunlar φ−1(Si) yerine Si ile

indekslenmiştir. Daha detaylı söylemek gerekirse, her E,F,G,H,K,L ∈ {0,U} için MMM

matrisinin EFG×HKL çarpımına karşılık gelen bloğu

[00] = 1, [0U ] = 11×k, [U0] = 1k×1, [UU ] = AAA

olmak üzere [EH]⊗ [FK]⊗ [GL] şeklinde bir matristir.

İspat. MMM matrisinin 64 bloğundan birini gösterelim. Örneğin MMM matrisinin 0UU ×

UU0’a karşılık gelen bloğunu elde edelim. Bu bloğa BBB diyelim. MMM matrisinin

tanımından BBB bloğunun girdileri φ(ri) ∈ 0UU ve φ(r j) ∈ UU0 olmak üzere χ(rir j)

şeklindedir. Böylece φ(ri) = (0,α,β )∈ 0UU ve φ(r j) = (λ ,µ,0)∈UU0 olmak üzere

χ(rir j) = χF(0λ )χF(αµ)χF(β0) = 1χF(αµ)1 olur. 11×k ve 1k×1 matrisleri tüm

girdileri 1 olan, sırasıyla |0|× |U | ve |U |× |0| tipinde ve satır ve sütunları 0 ve U sıralı

kümeleri ile indekslenmiş matrisler olsun. BBB matrisinin satır ve sütunları 0UU ve UU0

sıralı kümeleri ile indekslendiğinden ve b(0,α,β ),(λ ,µ,0) = χ(rir j) = 1(0,λ )aα,µ1β ,0

olduğundan Lemma 3.6.6 lemmasından BBB = 11×k⊗AAA⊗1k×1 elde edilir. Diğer bloklar

da benzer şekilde elde edilebilir. Ayrıca bloklarda sadelik olması açısından 1⊗1= 1

eşitliğini kullanırız.

Örnek 3.6.8. q = 2 ve R halkası üzerinde 2 uzunluğundaki C lineer kodu C =

⟨(1,1+ v)(1,v),(1,0)(0,v)⟩ şeklinde elde edilen bir kod olsun. R halkasının
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elemanlarını önceden bahsettiğimiz sıralama mantığını kullanarak

R = {r1,r2, ...,r8}= {(0,0),(0,v),(0,1+ v),(0,1),(1,0),(1,v)(1,1+ v),(1,1)}

şeklinde sıralayabiliriz. C lineer kodunun ve Öklit iç çarpıma göre duali olan C⊥

kodunun kodsözlerini

C ={(1,0)(1,v),(1,0)(1,0),(1,0)(0,v),(1,0)(0,0),(1,1+ v)(1,v),(1,1+ v)(1.0),

(1,1+ v),(0,v),(1,1+ v)(0,0),(0,0)(1,v),(0,0)(1,0),(0,0)(0,v),(0,0)(0,0),

(0,1+ v)(1,v),(0,1+ v)(1,0),(0,1+ v)(0,v),(0,1+ v)(0,0)}

C⊥ = {(0,0)(0,0),(0,v)(0,1 + v),(0,v)(0,0),(0,0)(0,1 + v)} şeklinde elde ederiz.

xi = Zri dersek, tam ağırlık sayacı tanımından C ve C⊥ lineer kodlarının tam ağırlık

sayaçlarını

KWC(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8) = x2
1 + x1x2 + x1x3 +2x1x5 + x1x6 + x1x7

+x2x3 + x2x5 + x2x7 + x3x5 + x3x6 + x2
5 + x5x6 + x5x7 + x6x7,

KWC⊥(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8) = x2
1 + x1x2 + x1x4 + x2x3

şeklinde elde ederiz. R halkasının üreteç karakteri χ (a,b+ vc) = (−1)a+2b+c =

(−1)a+c olur ve Teorem 3.6.3 teoremindeki MMM matrisi

MMM =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1


olur.

[
y1,y2, ...,y8

]
=
[

x1,x2, ...,x8
]

MMMTTT olmak üzere

16KWC⊥(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8) = KWC(y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8)

özdeşliğinin elde edildiği, yani Teorem 3.6.3 teoremindeki tam ağırlık sayacına göre

MacWilliams özdeşliğinin gerçeklendiği kolaylıkla görülebilir.

59



Örnek 3.6.9. Örnek 3.6.8 örneğindeki kodu alalım. Hamming ağırlık sayacı

tanımından

HWC(X ,Y ) = Y 2 +6XY +9X2, HWC⊥ = Y 2 +2XY +X2

elde edilir. Ayrıca

16HWC⊥(X ,Y ) = HWC(Y −X ,Y +7X)

olduğundan Sonuç 3.6.4 sonucundaki MacWilliams özdeşliğinin gerçeklendiği de

görülebilir.

Bir kodun tüm kodsözlerinin belirli bir koordinatını tersinir bir eleman ile çarparsak

monomial denk (monomially equivalent) kod elde ederiz. Eğer r elemanı S elemanının

tersinir bir elemanla çarpılmasıyla elde edilen bir eleman ise tam ağırlık sayacındaki

Zr ve Zs değişkenlerini bir tutmak mantıklıdır. Böylece simetrik ağırlık sayacı

tanımlayabiliriz. Birbirinin tersinir katı olma işlemini R üzerinde bir bağıntı olarak

alırsak, bu bir denklik bağıntısı olur ve denklik sınıfları S1,S2, ...,S8 kümeleri olur.

r ∈ ZR olmak üzere R halkası üzerindeki bir C lineer kodunun tam ağırlık sayacındaki

her Zr değişkenini Xi ile değiştirirsek C lineer kodunun SWC(X1,X2, ...,X8) simetrik

ağırlık sayacını elde ederiz. Böylece w+
i (ccc) = |{ j | φ(c j) ∈ Si}| olmak üzere

SWC(X1,X2, ...,X8) = KWC(X1,X2, ...,X2, ...,X8, ....,X8) = ∑
ccc∈C

8

∏
i=1

Xw+
i (ccc)

i

olur. Eğer φ−1(Si) kümesinden bir ri elemanı seçersek ccc kodsözünün, ri elemanının

tersinir bir elemanla çarpılarak elde edilmiş bir katı olan, c j koordinatlarının sayısı

w+
i (ccc) olur. Yukarıdaki SWC tanımındaki KWC polinomunda her Xi değişkeni |Si| defa

görülür. Gösterimi kolaylaştırmak açısından Xi,Xi, ...,Xi (|Si| defa ) gösterimi yerine

XXX iii vektör gösterimini kullanırsak SWC(X1,X2, ...,X8) = KWC(X1,XXX222, ...,XXX888) olur.
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Sonuç 3.6.10. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. k = q−1

ve



T1
T2
T3
T4
T5
T6
T7
T8


=

000 00U 0U0 0UU U00 U0U UU0 UUU



000 1 k k k2 k k2 k2 k3

00U 1 −1 k −k k −k k2 −k2

0U0 1 k −1 −k k k2 −k −k2

0UU 1 −1 −1 1 k −k −k k
U00 1 k k k2 −1 −k −k −k2

U0U 1 −1 k −k −1 1 −k k
UU0 1 k −1 −k −1 −k 1 k
UUU 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8


olmak üzere C lineer kodunun simetrik ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşlikleri

|C|SWC⊥ (X1,X2, ...,X8) = SWC (T1,T2, ...,T8)

şeklinde olur.

İspat. Eğer bir UUU matrisinin her satırındaki elemanların toplamı u ve bir VVV matrisinin

her satırındaki elemanların toplamı v ise Kronecker çarpımının tanımından UUU ⊗VVV

matrisinin her satırındaki elemanların toplamının uv olduğu kolaylıkla görülebilir.

Uyarı 3.6.1 (b) kısmından AAA matrisinin her satırındaki elemanlar toplamının AAA is

−χF(su0) = −χF(0) = −1 olduğunu söyleyebiliriz. Önerme 3.6.3’teki MMM matrisini

düşünelim. MMM matrisinin 64 bloğu vardır ve herhangi bir bloğundaki her satırın

toplamını kolaylıkla bulabiliriz. Örneğin; 0UU ×UU0’a karşılık gelen 11×k ⊗AAA⊗

1k×1 bloğundaki satırların toplamı (k)(−1)(1) =−k olur. Diğer bloklardaki her satırın

toplamını da tek tek benzer şekilde kolaylıkla hesaplayabiliriz.[
T1,T21, ...,T2k, ...,T81, ...,T8k3

]
=
[

X1,X2, ....,X2, ....,X8, ....,X8
]

MMMTTT

olmak üzere Teorem 3.6.3 kullanılarak

|C|SWC⊥ (X1,X2, ...,X8) =|C|KWC⊥(X1,XXX2, ...,XXX8)

=KWC (T1,T21, ...,T2k, ...,T81, ...,T8k3)

elde edilir. Blokların her satırındaki elemanların toplamı aynı olduğundan T21 = · · ·=

T2k, ...., T81 = · · ·= T8k3 olur. Buradan da T2 = T21, ...,T8 = T81 olmak üzere

|C|SWC⊥(X1,X2, ...,X8) = SWC(T1,T2, ...,T8)
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olur. MMM matrisinin her satırındaki elemanların toplamını hesaplayarak da X1, ...,X8 ile

T1, , ...,T8 değişkenlerini ilişkilendiren matrisi bulabiliriz.

Eğer φ(r),φ(s) ∈ F3
q kodsözleri aynı Hamming ağırlığa sahip ise tam ağırlık

sayacındaki Zr, Zs değişkenlerini bir tutabiliriz. Bu ağırlık sayacına Gray ağırlık

sayacı diyelim. Si kümelerindeki kodsözlerin Hamming ağırlıklarını dikkate alarak

Gray ağırlık sayacını simetrik ağırlık sayacından Y0 = X1, Y1 = X2 = X3 = X5, Y2 =

X4 = X6 = X7 ve Y3 = X8 değişiklikleri yaparak elde edebiliriz. Böylece R halkası

üzerinde n uzunluğundaki bir C lineer kodunun Gray ağırlık sayacı, wi(φ(ccc)) = |{ j |

wH(φ(c j)) = i}| olmak üzere

GWC(Y0,Y1,Y2,Y3) = SWC(Y0,Y1,Y1,Y2,Y1,Y2,Y2,Y3) = ∑
ccc∈C

3

∏
i=0

Y wi(φ(ccc))
i

şeklinde tanımlanır. R halkası üzerinde monomial denk lineer kodların aynı Gray

ağırlık sayacına sahip olduğu söylenebilir.

Sonuç 3.6.11. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. k = q−1

ve 
T0
T1
T2
T3

=


1 3k 3k2 k3

1 2k−1 k2 −2k −k2

1 k−2 1−2k k
1 −3 3 −1




Y0
Y1
Y2
Y3


olmak üzere, C lineer kodunun Gray ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliği

|C|GWC⊥ (Y0,Y1,Y2,Y3) = GWC (T0,T1,T2,T3)

şeklindedir.

İspat. Gray ağırlık sayacının tanımı ve Sonuç 3.6.10 kullanılarak kolaylıkla

gösterilebilir.

Örnek 3.6.12. Örnek 3.6.8 örneğini alalım. |R|= 8 olduğundan C kodunun tam ağırlık

sayacı ve simetrik ağırlık sayacı aynıdır. Gray ağırlık sayacının tanımından C ve C⊥

lineer kodlarının Gray ağırlık sayaçları

GWC(Y0,Y1,Y2,Y3) = Y 2
0 +4Y0Y1 +2Y0Y2 +4Y 2

1 +4Y1Y2 +Y 2
2 ,

GWC⊥(Y0,Y1,Y2,Y3) = Y 2
0 +2Y0Y1 +Y 2

1
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olarak elde edilir. Sonuç 3.6.11 sonucundaki matris

NNN =


1 3 3 1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 −3 3 −1


olur. C kodunun Gray ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliği

[
T0,T1,T2,T3

]
=[

Y0,Y1,Y2,Y3
]

NNNTTT olmak üzere

16GWC⊥ (Y0,Y1,Y2,Y3) = GWC(T0,T1,T2,T3)

şeklindedir ve Sonuç 3.6.11 sağlanmış olur.

Her ccc ∈ Rn kodsözünün Lee ağırlığı, ni(ccc) = wi(φ(ccc)) olmak üzere wL(ccc) = n1(ccc)+

2n2(ccc) + 3n3(ccc) şeklinde tanımlayalım. R halkası üzerinde n uzunluğundaki bir C

lineer kodunun Lee ağırlık sayacını

LWC(X ,Y ) = ∑
ccc∈C

XwL(ccc)Y 3n−wL(ccc)

olarak tanımlayalım.

Lemma 3.6.13. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. C

lineer kodunun Lee ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliği

LWC(X ,Y ) = GWC(Y 3,XY 2,X2Y,X3)

şeklindedir.

İspat. Karmaşıklığı önlemek adına wL(ccc),ni(ccc),wi(φ(ccc)) gösterimleri yerine

wL,ni,wi gösterimlerini kullanalım. n0 +n1 +n2 +n3 = n ve ni = wi olduğundan

LWC(X ,Y ) = ∑
ccc∈C

XwLY 3n−wL

= ∑
ccc∈C

Xn1+2n2+3n3Y 3n0+2n1+n2

= ∑
ccc∈C

(Y 3)n0(XY 2)n1(X2Y )n2(X3)n3

= GWC(Y 3,XY 2,X2Y,X3)

elde ederiz.
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Sonuç 3.6.14. C kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun. k = q−1

olmak üzere C lineer kodunun Lee ağırlık sayacına göre MacWilliams özdeşliği

|C|LWC⊥(X ,Y ) = LWC(Y −X ,Y + kX)

şeklindedir.

İspat. Lemma 3.6.13 ve Sonuç 3.6.11 kullanarak ispat yapabiliriz. MMM matrisi Sonuç

3.6.11 sonucundaki matris olmak üzere

|C|LWC⊥(X ,Y ) = |C|GWC⊥(Y 3,XY 2,X2Y,X3)

= GWC

([
Y 3,XY 2,X2Y,X3]MMMTTT

)
olur.[
Y 3,XY 2,X2Y,X3]MMMTTT =

[
(Y + kX)3,(Y −X)(Y + kX)2,(Y −X)2(Y + kX),(Y −X)3] .

olduğundan istenilen gösterilmiş olur.

Örnek 3.6.15. Örnek 3.6.8 örneğini alalım. C ve C⊥ lineer kodlarının Lee ağırlık

sayaçları

LWC(X ,Y ) = Y 6 +4XY 5 +6X2Y 4 +4X3Y 3 +X4Y 2

LWC⊥ = Y 6 +X2Y 4 +2XY 5

şeklindedir. C lineer kodunun Lee ağırlık sayacına göre MacWiliiams özdeşliği

16LWC⊥(X ,Y ) = LWC(Y −X ,Y +X)

şeklinde sağlanmış olur.

Uyarı 3.6.16. c kodu R halkası üzerinde n uzunluğunda bir lineer kod olsun.

(a) R = {r1,r2, ...,rs} ve {1,2, ...,s} kümesinin σ1(ri) = rθ(i) şeklinde tanımlanan bir

permütasyonu θ olsun. MMM matrisi Teorem 3.6.3 teoremindeki matris ve[
Tr1,Tr2 , ...,Trs

]
=
[

Zr1,Zr2, ...,Zrs

]
MMMTTT

olmak üzere

KWσn(C)(Zr1,Zr2 , ...,Zrs) = KWC(Zrθ(1),Zrθ(2), ...,Zrθ(s)),

|C|KWC∗ (Zr1 ,Zr2, ...,Zrs) = KWC

(
Trθ(1),Trθ(2), ...,Trθ(s)

)
eşitlikleri elde edilir.
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(b) HWσn(C)(X ,Y ) = HWC(X ,Y ) ve

|C|HWC∗ (X ,Y ) = HWC
(
Y −X ,Y +(|R|−1)X

)
.

(c) Ti değişkenleri Sonuç 3.6.10 sonucundaki değişkenler olmak üzere

SWσn(C) (X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8) = SWC (X1,X3,X2,X4,X5,X7,X6,X8) ve

|C|SWC∗ (X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8) = SWC (T1,T3,T2,T4,T5,T7,T6,T8)

eşitlikleri sağlanır.

(d) Ti değişkenleri Sonuç 3.6.11 sonucundaki değişkenler olmak üzere

GWσn(C) (Y0,Y1,Y2,Y3) = GWC (Y0,Y1,Y2,Y3) ve

|C|GWC∗ (Y0,Y1,Y2,Y3) = GWC (T0,T1,T2,T3)

eşitlikleri sağlanır.

(e) LWσn(C)(X ,Y ) = LWC(X ,Y ) ve

|C|LWC∗ (X ,Y ) = LWC(Y −X ,Y + kX)

İspat. (a): Öncelikle her r ∈ R ve her ccc = (c1,c2, ...,cn) ∈ C için ci = r olması için

gerek ve yeter şartın σ1(ci) = σ1(r) olması olduğunu söyleyelim. Bu sebeple; N

kümesi negatif olmayan tam sayılar kümesi, k1 + k2 + · · ·+ ks = n ve (k1,k2, ...,ks) ∈

Ns olmak üzere KWσn(C) (Zr1 ,Zr2, ...,Zrs) polinomundaki ∏Zki
ri terimlerin katsayıları

KWC (Zr1,Zr2, ...,Zrs) polinomundaki ∏Z
kθ(i)
ri terimlerin katsayılarına eşittir. Buradan

ilk eşitlik gösterilmiş olur. |σn(C)|= |C| ve σn(C)⊥ = C∗ olduğu için Teorem 3.6.3

teoreminde C yerine σn(C) koyarak istenilen eşitlik gösterilmiş olur.

(b): σ1 : R → R dönüşümü bir Fq-modül otomorfizması olduğundan, her rrr ∈ Rn için

w(rrr) = w(σn(rrr)) olur. O halde HWσn(C)(X ,Y ) = HWC(X ,Y ) elde edilir. σn(C)⊥ =

C∗ ve |σn(C)|= |C| olduğundan Sonuç 3.6.4 sonucu kullanılarak istenilen eşitlik

gösterilmiş olur.

(c): Öncelikle φ(r) ∈ S2 olması için gerek ve yeter şartın φ(σ1(r)) ∈ S3 olması

olduğunu söyleyelim. Buradan her rrr ∈ Rn için w+
2 (rrr) = w+

3 (σn(rrr)) elde edilir. Benzer

şekilde w+
6 (rrr) = w+

7 (σn(rrr)) ve her i = 1,4,5,8 için w+
i (rrr) = w+

i (σn(rrr)) elde edilir.

Ayrıca σ2
1 dönüşümü birim dönüşüm olduğundan w+

3 (rrr) = w+
2 (σn(rrr)) ve w+

7 (rrr) =
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w+
6 (σn(rrr)) olduğunu görürüz. Dolayısıyla ilk eşitlik gösterilmiş olur. σn(C)⊥ =C∗ ve

|σn(C)|= |C| olduğundan Sonuç 3.6.10 kullanılarak da ikinci eşitlik gösterilebilir.

(d): Gray ağırlığın tanımından GWC(Y0,Y1,Y2,Y3) = SWC(Y0,Y1,Y1,Y2,Y1,Y2,Y2,Y3)

olduğunu biliyoruz. C yerine σn(C) koyup üstte ispatını yaptığımız (c) kısmını

kullanırsak ilk eşitlik gösterilmiş olur. σn(C)⊥ = C∗ ve |σn(C)|= |C| olduğundan

Sonuç 3.6.11 sonucu kullanılarak ikinci eşitlik gösterilmiş olur.

(e): lemma 3.6.13 lemmasından LWC(X ,Y ) = GWC(Y 3,XY 2,X2Y,X3) olduğunu

biliyoruz. C yerine σn(C) koyup üstte ispatını yaptığımız (d) kısmını kullanırsak ilk

eşitlik gösterilmiş olur. σn(C)⊥=C∗ ve |σn(C)|= |C| olduğundan Sonuç 3.6.14 sonucu

kullanılarak ikinci eşitlik gösterilmiş olur.

Uyarı 3.6.17. AAA matrisi, satır ve sütunları U = {u1,u2, ...,uk} sıralı kümesinin

elemanları ile indekslenmiş ve (ui,u j) girdisi χF(uiu j) = ζ Tr(uiu j) olan , C kompleks

sayılar üzerinde k× k boyutlarında bir matris olsun. Fq üzerinde her lineer D kodu

için, [
Tu0,Tu1, ...,Tuk

]
=
[

Zu0,Zu1, ...,Zuk

][ 1 1

1 AAATTT

]
olmak üzere

|D|KWD⊥ (Zu0,Zu1, ...,Zuk) = KWD (Tu0,Tu1 , ...,Tuk)

elde edilir.
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