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Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen ¢izgi, v;= 0 ve v,= 0.5 i¢in (4.2)’de
adim baslangic degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkl
zaman degerlerinde g2 =5.10"2 secilmesi ile dogrudan ¢oziimle
elde edilen mKdV(d) denkleminin dispersif sok ¢Oziimiinii temsil
etmeKedir. .......oooiiiii
Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen ¢izgi, v;= 0 ve v,= 0.5 i¢in (4.2)’de
adim baslangi¢ degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli
zaman degerlerinde €2 = 5.1072 secilmesi ile dogrudan coziimle
elde edilen cmKdV(d) denkleminin dispersif sok ¢oziimiinii temsil
etmeKedir. ..... ..ot
Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen ¢izgi, v;= 0 ve v,= 0.5 i¢in (4.2)’de
adim baslangi¢ degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli
zaman degerlerinde £2 = 5.1072 secilmesi ile dogrudan dogrudan
coziimle elde edilen smKdV(d) denkleminin dispersif sok ¢oziimiinii
temsil etmektedir. ....... ...
(4.2) ile verilen basamak tipi baslangic kosulunda v;= 0 ve v,=
0.5 icin t = 10 zaman degerinde (a) mKdV(d) (b) cmKdV(d) (c)
smKdV(d) denklemleri i¢in dogrudan ¢oziimlerin kargilastirilmasi. ...
(4.2) basamak tipi baslangi¢ kosulunda v; = 0 ve v, = 0.5 degerleri
icin t+ = 10’da (a) mKdV(d), (b) cmKdV(d) ve (c) smKdV(d)
denkleminin dogrudan sayisal ¢éziimleri ve uzay-zaman grafikleri. ...
mKdV(d) denkleminin basamak tipi baslangic kosulu icin farkli &
degerleri icin sayisal ¢Oziimleri. € azaldikca, salinimlarin dalga
boyunun azaldig1 goriilmektedir. ...
cmKdV(d) denkleminin basamak tipi baglangi¢ kosulu icin farkli 7y
degerleri i¢cin dogrudan sayisal ¢oziimleri. Coziimlerin #y biiylidiik¢e
klasik mKdV(d) denkleminin ¢oziimlerine yaklagtig1 goriiliir. .........
Riemann tipi de8iskenler i¢in v, = 0.5 ve v; = 0 se¢imine kars1 gelen
(4.67) ile verilen baglangi¢ degerleri (f =0). ...,
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totik olarak ¢oziilmesi sonucu elde edilen ¢ = 2.5, 5, 7.5, 10°daki
Riemann degigkenleri. ......... ...
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DISPERSIF SOK DALGALARININ WHITHAM TEORISI

OZET

Bu tez calismasinda, (2+1) boyutlu focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili
(mKP(f)) ve defocusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d)) denklemleri i¢in
parabolik tipte, (3+1) boyutlu mKP(f) ve mKP(d) denklemleri i¢in ise paraboloid tipte
bir dalga cephesi boyunca uzanan basamak tipi bir baslangi¢ kosulu i¢in dispersif sok
dalga ¢oziimleri (DSW) incelenmistir. Calisma bes boliimden olugsmaktadir.

Ik boliimde, dispersif sok dalgalari ile ilgili literatiir dzetine yer verilmis ve bu tez
kapsaminda ele alinan problemlerin kapsamindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, (2+1) boyutlu mKP(f) denkleminde goriilen dispersif sok dalgalari
iizerinde durulmustur. Ikinci béliim bes kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda,
bu bolim kapsaminda ele alinacak problem ve yapilacak olan analiz hakkinda
bilgi verilmistir. Ikinci kisimda, (2+1) boyutlu mKP(f) denklemi icin basamak
tipi baglangic kosulu ele alinmis ve DSW’lerin parabolik bir cephe boyunca
ilerledigi varsayilmistir. Denkleme benzerlik doniisiimii uygulanarak orijinal mKP
denklemi (1+1) boyutlu focusing silindirik modifiye Korteweg-de Vries (cmKdV(f))
denklemine indirgenmistir. Uciincii kisimda, (1+1) boyutlu cmKdV(f) denklemine
Whitham modiilasyon teorisi uygulanarak, dispersif sok dalga yayilimim ifade
etmek icin kullanilan Whitham modiilasyon denklemleri elde edilmistir. Whitham
modiilasyon teorisine gore, dispersif sok dalga yayilimi zamana ve konuma gore
yavag ve hizli olmak iizere farkli dlceklerde degisim gosteren fiziksel biiyiikliiklerle
tanimlanmaktadir. Whitham modiilasyon denklemleri adi verilen denklemler ise, bu
fiziksel biiyiikliiklerin yavas degisimini karakterize etmek icin tiiretilmektedir. Ote
yandan, Onerilen ¢6ziim formu sonucu elde edilen cmKdV(f) denkleminin, Whitham
modiilasyon denklemleri orijinal Whitham ortalama metodu yerine bir asimptotik
analiz olan ¢oklu dl¢cekler metodu ile tiiretilmistir. Whitham ortalama yontemi yerine
bu yontemi kullanmamizin baglica nedenlerinden birisi, orijinal teoride kullanilan
korunum yasalarinin ilgili denklem i¢in bilinmemesidir. Ayrica, cmKdV(f)-Whitham
sisteminde silindirik terim 6zdes olarak sifir alindiginda mKdV (f)- Whitham sistemine
doniistiigii gdzlenmistir. Dordiincii kisimda ise, (1+1) boyutlu cmKdV(f) denklemi
ve klasik mKdV(f) denklemlerine ait Whitham modiilasyon denklemlerinin sayisal
coziimleri ile mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimleri
elde edilmigstir. Whitham modiilasyon denklemlerinin ¢oziimleri sayesinde DSW’lere
ait yayilma zarfi, yayilma hizi ve belirli bir andaki maksimum minimum genlik
biiytikliikleri gibi bilgiler elde edilir. Bu nedenle, denklemlerin dogrudan ¢6ziimlerini
elde etmek yeterli degildir. Daha sonra, ilgili denklemlere ait dogrudan ve Whitham
sistemlerinin (asimptotik ¢oziim) c¢oziimleri karsilagtirilarak yontemin uygunlugu
da gosterilmisti.  cmKdV(f)- Whitham sistemi kosegen degildir ve bu ozellik
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analitik coziimii bulmay1 olduk¢a zorlagtirmaktadir. Bu yiizden analitik ¢6ziim
yerine, Shampine tarafindan gelistirilen MATLAB temelli sayisal ¢oziicii programi
kullanilmigtir. ~ (1+1) boyutlu mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan
sayisal ¢oziimii i¢cin mevcutlar i¢inde en etkin spektral tabanli sayisal yontem olarak
adlandirilan ve bir¢ok nonlineer evrim tipi diferansiyel denklemin ¢éziimiinde hizi ve
dogrulugu test edilmis, “Exponential Time Differencing Runge Kutta-4” ETDRK4
yonteminin modifiye hali kullanilmistir. Bu kisimda, son olarak ETDRK4 yontemi
icin hata analizine yer verilmistir.

Ugiincii bolimde, (3+1) boyutlu mKP(f) denkleminde goérillen DSW ¢oziimleri
ele almmustir.  Uglincii boliim, bes kistmdan olumaktadir. Ik kisimda, bu
boliim kapsamindan bahsedilmistir.  Ikinci kisimda, paraboloid tipi bir dalga
cephesi boyunca uzanan basamak tipi baslangic kosulu i¢in (3+1) boyutlu mKP(f)
denklemi, uygulanan benzerlik doniisiimiiyle (1+1) boyutlu focusing kiiresel mKdV
(smKdV(f)) denklemine indirgenmistir. Uciincii kistmda, (1+1) boyutlu smKdV(f)
denklemine ait Whitham modiilasyon denklemlerini tiiretmek ic¢in ilk problemde
kullanilan coklu olgekler metodu kullanimistir. Dordiincii kisimda ise, Oncelikle
mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin Whitham modiilasyon denklemleri sayisal
olarak c¢oOziilmiistii. Daha sonra, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri ETDRK4
metodunun modifiye hali kullanilarak dogrudan c¢oziilmiistiir. Ardindan, asimptotik
ve dogrudan coziimler karsilastirilarak kullanilan asimptotik yontemin dogrulugu
test edilmigstir. Bu karsilastirma ile, Whitham teorisinin ne kadar basarili oldugu
gozlemlenmistir. Ote yandan, daha once de belirtildigi gibi smKdV(f)-Whitham
sistemi, kiiresel terim 6zdes olarak sifir alindiginda (yani #; = 0) mKdV(f)-Whitham
sistemine indirgenmektedir. Bu nedenle, bu bolimde mKdV(f) denkleminin sayisal
ve asimptotik ¢Oziimlerine de yer verilerek, kiiresel terimin ¢oziimleri ne olgiide
etkiledigi gosterilmistir.  Ek olarak, bu kisimda orijinal denklemleri dogrudan
cozmek i¢in kullanilan ETDRK4 yontemi icin hata analizi yapilmistir.  Ayrica,
klasik mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait sayisal ¢oziimler icin
karsilastirilma yapilmistir. Besinci kisimda, cmKdV(f) ve smKdV(f) denkleminin
cOziimlerinin siniflandirilmasi icin ilgili denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleri ile
elde edilen sonuclar verilmigtir. Literatiir incelendiginde klasik mKdV denklemi i¢in
farklh tipte sok dalga c¢oziimleri icin siniflandirma yapildigir goriilmektedir. Klasik
mKdV(f) denkleminde DSW ¢oziimlerinin olusabilmesi i¢in gerekli olan kriterlerin
yani sira, "Contact Dispersif Sok Dalgasi" (CDSW), Seyreltme Dalgasi (R) ve bu
dalgalarin kombinasyonu CDSW-DSW, CDSW-R sok dalga c¢oziimleri tiiretildigi
goriilmiigtiir. DSW ¢6ziimiiniin olusabilmesi icin verilen kriterler, baglangic kosulunda
verilen parametrelere baghidir. mKdV(f) denkleminde olusan sok dalga formlar icin
verilen kriterler kullanilarak, cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri i¢in muhtemel
siniflandirma i¢in sayisal sonuglar elde edilmistir.

Dordiincii bolimde, (2+1) ve (3+1) mKP(d) denklemlerinde goriilen DSW c¢oziimleri
icin focusing denklemlere benzer bir analiz yapilmistir. Dordiincii boliim, ii¢ kisimdan
olusmaktadir. 1k kistmda, bu boliim kapsaminda ele alinan denklemler hakkinda
ve yapilacak olan analiz hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci kistmda, parabolik bir
dalga cephesi boyunca uzanan basamak tipi bir baglangi¢ kosulu i¢in (2+1) boyutlu
defocusing mKP (mKP(d)) denklemi uygun bir ¢6ziim formuyla (1+1) boyutlu
defocusing silindirik mKdV (cmKdV(d)) denklemine indirgenmistir. Daha sonra,
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(1+1) boyutlu cmKdV(d) denklemine ait Whitham modiilasyon denklemleri ¢oklu
Olcekler metodu kullanilarak elde edilmistir. (3+1) boyutlu mKP(d) denklemi ise,
paraboloid bir dalga cephesi boyunca uzanan basamak tipi baslangi¢ kosulu ve uygun
coziim formuyla (1+1) boyutlu defocusing kiiresel mKdV (smKdV(d)) denklemine
indirgenmigtir. Ardindan, smKdV(d) denklemine ait Whitham modiilasyon
denklemleri, cmKdV(d) denklemine benzer bir analiz kullanilarak elde edilmistir.
Uciincii kistmda, klasik mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerine ait say1sal
sonuclara yer verilmistir. Focusing denklemlerde oldugu gibi, denklemlerin dogrudan
coziimleri ve Whitham sisteminin bulunarak karsilastirma yapilmistir.  Bdylece,
uygulanan asimptotik yontemin uygunlugu gosterilmistir. Daha sonra, ETRK4
yontemi ic¢in hata analizine yer verilmistir. Ek olarak, mKdV(d) denkleminde farkli
tipte sok dalga formlar icin yapilan analiz goz Oniinde tutularak cmKdV(d) ve
smKdV(d) denklemlerindeki muhtemel ¢oziim siniflandirmasi i¢in sayisal sonuglar
paylasiimistir.

Besinci boliimde, tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve tez konusu ile
ilgili gelecekte incelenebilecek problemler hakkinda kisa bilgi verilmistir.
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WHITHAM THEORY FOR DISPERSIVE SHOCK WAVES

SUMMARY

In this thesis, dispersive shock wave (DSW) solutions have been investigated
for a step-like initial condition along a wavefront of parabolic type to (2+1)
dimensional focusing modified Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f)) and defocusing
modified Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d)) equations; and along a wavefront of
paraboloid type to (3+1) dimensional mKP(f) and mKP(d) equations. This thesis
consists of five chapters. In the first chapter, a literature review on dispersive shock
waves is provided. Additionally, the problems to be examined in this thesis are
discussed.

In the second chapter, the propagation of DSWs is investigated in the (2+1)
dimensional focusing modified Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f)) equation with a step
like initial data. The mKP(f) equation is

(Ve + 6v20y + E2Viee ) + OVyy = 0 (2.1)

where v =v(x,7), 0 < € < 1 (small dispersion parameter) and c = F1.

Here, we study one dimensional reduction of Eq. (2.1) and its DSWs behaviour. In
accordance with this purpose, firstly, we consider the following arbitrary step initial
data

, <0;
v(n,0) = { :’ Z >0 (2:2)

1
where N = x + El//(y, 0). Here v; and v, are real constants and the inequality

v; > v, must be held for the formation of DSWs. However, it is known that the
Whitham modulation system for the modified KdV equation introduces different
solution characteristics for other possible inequalities. However, this is out of the scope
of this study. In addition, to obtain the cylindrical reduction of Eq. (2.1), we suppose
that the solution of Eq. (2.1) satisfies the ansatz

1
v= ok v, ). (2.4)

We focus on an initial condition for y/(y,?) such as y(y,0) = yy?. Here, 7 is a real
constant. Also, the following boundary condition (BC) at infinities for v are assumed

v—v;S(t) as N — —oo and v — v, S(t) as 1 — oo. (2.5)

The use of the ansatz (2.4) in Eq. (2.1) yields

1 1 1
(gl/fzfn +fi+61 fy +82fnm,)n+c(zw§fnn+5wyyfn+wyfny+fyy) =0. (2.6)
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Employing the non-increasing BC, i.e. v; > v, > 0, and assuming that y,, does not
depend y, the coefficients of the term fy in Eq. (2.6) disappear and thus the ansatz

1
v=f(x+ 4 (y,1),t) can be independent of y. Then, the following system is obtained:
c
v+ (v)? =0, 2.7)

ﬁ+6f2fn+82fnnn+%l//yyf:0. 2.8)

Eq. (2.7) is called the “front shape equation”, and it is transformed into the Hopf
equation by using the substitution /2 = yy;

h; + chhy = 0. (2.9)

Eq.(2.9) is solved for the initial condition 4(y,0) = 27y, i.e. w(y,0) = yy*, and it is
given as

2yy
h(y,t) = ———— 2.11
and the parabolic front shape function is obtained as
2
Yy
t) = ———. 2.12

It is seen that y, is independent of y for all 7 which is consistent with our assumption
on y,,. Note that if yo > 0, then the curvature of the initial parabolic front,
ie. Eq. (2.12), decreases in the positive ¢ direction. However, when yo < 0,

the curvature becomes unbounded at a critical time (tc = ﬁ) in the negative ¢

direction. Therefore, we will assume that yo > 0 and ¢ > 0 to avoid blow up.
Then, by substituting Eq. (2.12) into Eq. (2.8), we obtain a (1+1) dimensional
focusing cylindrical modified KdV (cmKdV(f)) equation, as a reduction of the (2+1)
dimensional mKP(f) equation (2.1), and it is expressed as follows:

1

ft+6f2fn ‘|‘82fnnn—|‘2t—+t0f:0 (2.13)

1
where 1y = p Also, here we consider only the assumption of o = 1. The result for

the case 6 = —1 can be obtained by replacing y with —7. It is noted that if we choose a
planar initial front instead of the parabolic front as y(y,0) = yy, then it is clear that y,
does not depend on y and the Eq. (2.8) becomes the standard the mKdV (f) equation.
DSW solutions of the mKdV have been previously studied in the literature.

To obtain the function S(¢) at the BC (2.5), we drop 1 derivative terms in Eq.(2.13) and
then we get an ordinary differential equation. The solution of the resulting ordinary
differential equation, subject to the initial condition S(0) = 1, is obtained:

1

S(r) = N

(2.16)
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Then, by using the multiple scale method, the Whitham systems for slowly varying
parameters of travelling wave solutions of mKdV(f) and cmKdV(f) equations are
derived. While some details about the DSW solutions like the envelope, phase
velocity, and amplitude of the leading edge and trailing edge of the DSWs cannot
be directly obtained from numerical solutions of the relevant equations, they can be
acquired through the solutions of the Whitham modulation equations associated with
the equations modeling the propagation of dispersive shock waves. The Whitham
system for the classical mKdV(f) equation in terms of appropriate Riemann variables
is in a diagoal hydrodynamic form however Whitham sytem for cmKdV(f) equation
is not in this form. For this reason, the corresponding Whitham system of cmKdV(f)
equation is solved numerically under the appropriate initial and BCs.

With these numerical solutions, DSWs of both mKdV(f) and cmKdV(f) equations are
formed by using the leading order solution of the corresponding equations. The leading
order solutions obtained by the Whitham system are compared with direct numerical
solutions of the related equations for at different time values. The significant matches
between the leading order solution and the direct numerical solution verify the validity
of the Whitham systems for the evolution of DSWs in both the mKdV(f) and cmKdV(f)
equations. Moreover, some important physical information of these DSWs such as
average velocities of leading and trailing edges and amplitude of leading hump are
given.

In the third chapter, we investigate DSWs in the (3+1) dimensional focusing modified
Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f)) equation:

(v +6v2vx+82vxxx)x+ o(vyy+vz) =0 (3.1)

where v = v(x,y,z,1), € is a small dispersion parameter (0 < € < 1) and o = F1.
In particular, when we choose a paraboloid initial wave front, denoted as y/(y,0) =
}/(y2 +z2), Eq. (3.1) transforms into the (1+1) dimensional smKdV(f) equation.
Furthermore, for the spherical reduction of Eq. (3.1), we assume that the solution

1
of Eq. (3.1) follows the ansatz v = f(x+ 5 v (y,z,t),t). Next, the Whitham modulation

equations of the smKdV(f) equation are found in terms of Riemann variables. In the
absence of spherical terms, the smKdV(f)-Whitham system reduces to the Whitham
system for the classical mKdV(f) equation. To present the effect of cylindrical terms,
we initially derive numerical solutions for the Whitham modulation equations of
the mKdV(f) and cmKdV(f) equations by employing a Lax-Wendroff scheme with
a nonlinear filter. Furthermore, an error analysis is performed for direct numerical
solutions of both mKdV (f) and smKdV(f). Additionally, the classification of solutions
of Riemann-type problems in the mKdV(f) equation was investigated. The existence
criteria of the different solution types such as DSWS, the combination of the contact
dispersive shock wave (CDSW) and the dispersive shock waves (CDSW-DSW), the
combination of the contact dispersive shock wave and the rarefaction wave (CDSW-R)
and the rarefaction wave (R) were derived for the mKdV(f) equation. The criteria
for the formation of DSW solutions depend on the parameters given in the initial
condition. In this study, results obtained from the direct numerical solutions of the
relevant equations are presented for the classification of solutions of cmKdV(f) and
smKdV(f) equations.
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In the fourth chapter, DSWs in the (2+1) dimensional mKP(d) equation
(v — 62y + €2 Vpxx)x + Oy = 0 4.1
and the (3+1) dimensional mKP equation
(vt — 6?0y + € Vane)x + O (Vyy + 1) =0 (4.40)

are investigated. With a step-like initial condition along a parabolic wavefront, the
(2+1) dimensional mKP(d) equation is reduced to the (1+1)-dimensional defocusing
cylindrical modified Korteweg-de Vries (cmKdV(d)) equation using an appropriate
solution form. Similarly, the (3+1) dimensional mKP(d) equation is reduced to a
defocusing spherical modified Korteweg-de Vries (smKdV(d)) equation by employing
a paraboloid similarity variable transformation. Subsequently, Whitham systems
are derived for both equations using the method of multiple scales. The obtained
Whitham systems are solved numerically. Furthermore, to observe the effect of
the time-dependent term, solutions of the classical mKdV(d) equation are included
in this thesis work, as in the focusing case. Then, the direct numerical solutions
of the equations are compared with their asymptotic solutions. In this analysis, a
good agreement is obtained between these solutions. Ablowitz et al. [1] extended
the Whitham theory to find DSW solutions for KP-type equations, considering a
more general class of initial conditions. They also derived a (2+1) dimensional
Whitham system by considering the slow modulations of the periodic solutions of
the associated equations [1]. However, any quantitative results about the solutions
of the related Whitham system have not been presented thus far. Our findings about
the cmKdV(d) equation can be used to confirm the DSW solutions obtained from the
general Whitham theory for the mKP equation. In the following part of the study,
an error analysis is conducted for the ETRK4 method used in the direct numerical
solutions of mKdV(d), cmKdV(d), and smKdV(d) equations. At the end of the
chapter, a classification is presented for the defocusing equations including mKdV(d),
cmKdV(d) and smKdV(d). Taking into account the classification for the classical
mKdV(d) equation, the classification of waveforms for cmKdV(d) and smKdV(d)
equations is provided. Here, instead of the CDSW waveform observed in focusing
equations, a kink wave is obtained.

In the fifth chapter, the results obtained in this work are summarized. Also, a brief
summary about the related future studies is given.

XXX



1. GIRIS

Sok dalgasi, ortamda meydana gelen ani bir degisimi ifade eder ve genellikle yerel
dalga hizindan daha hizli hareket eder. Eger dispersiyon ve disipasyon etkisi ithmal
edilirse, kritik bir zaman degerinde kirilma meydana gelir. Fakat fiziksel olarak bu
etkiler ihmal edilemediginden, cogu model zayif dispersiyon ve zayif disipasyon etkisi
icerir. Eger disipasyon dispersiyona gore daha baskinsa viskoz sok dalgasi (VSW)
olusur. VSW genellikle akigkanlarda ve sikisabilir gazlarda goriiliir. Dispersiyon
etkisi daha baskinsa dispersif sok dalgasi (DSW) olusur. DSW, zayif dispersiyon ve
zayif nonlineerligin hakim oldugu sistemlerde meydana gelen fiziksel olarak 6nemli
bir olaydir. DSW'’ler yiiksek titresimli dalga trenlerinden olusur ve akigkanlar,
stiperakiskanlar (Bose-Einstein yogusmasi gibi), plazma ve optik gibi onemli aragtirma
alanlarinda gozlemlenebilir [2]-[4]. DSW’ler uzay-zaman diizleminde karakteristik
bir fan i¢inde genisler. Bu fanin sinirlari, arka kenar (trailing edge) ve on kenar
(leading edge) olarak isimlendirilir DSW’ye ait 6n kenarda salinimlarin genligi
en biiyliktiir ve arka kenarda ise en kiiciik genlige sahip dalga trenleri mevcuttur.
Ayrintilar i¢cin Sekil 1.1'e bakilabilir.  DSW’ye fizik ve uygulamali matematik
literatiiriinde farkli isimlerle rastlamak miimkiindiir. ~ Ornegin, su dalgalarinda
undular bore; plazma fiziginde carpismasiz sok (collisionless shock) dalgasi, olarak
adlandinlmaktadirlar. Dispersif sok dalgalar1 bircok atmosfer ve okyanus olaylarinda
onemli rol oynamaktadir. Ingiltere’de bulunan Severn nehrinde goriilen undular bore,
ya da atmosferde gozlemlenen “morning glory” olarak adlandirilan bulut olusumu,
gozlemlenen DSW olusumlarina 6rnektirler. Ayrica, farkli alanlarda gozlemlenen

diger DSW ornekleri Sekil 1.2, Sekil 1.3, Sekil 1.4 ve Sekil 1.5’te verilmistir.

Giinliik hayatta uygulama sahasinin genis olmasindan, 6zellikle son 50 yildir dispersif
sok dalgalartyla ilgili ¢alismalara onem verildigi goriilmektedir.  Dispersif sok
dalgalarmin incelenmesi uzun bir tarihe dayanir. Oncii katkilar 1960 ve 1970’lerde

baglamistir. O yillarda DSW daha cok collisionless sok olarak bilinmekteydi.
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Sekil 1.1 : mKdV denkleminde # = 50 i¢in goriilen dispersif sok dalga yayilimi.

Sekil 1.2 : Morning Glory dalgasinin uydu goriintiisii (Morning Glory in the Gulf of
Carpentaria (Australia).

Benjamin and Lighthill [5]’da, Sagdeev [6]’de ve Ostrovsky [7]’de carpismasiz

sokun titresimli yapis1 iizerine ¢alismiglardir.  Sonug¢ olarak, carpismasiz soku

dissipatif-dispersif denklemlerin kararli, ilerleyen ¢oziimii olarak tasvir etmislerdir.



Sekil 1.3 : Severn nehrinde goriilen undular bore (Ingiltere)

Sekil 1.4 : Princeton Universitesi’'nde gerceklestirilen tek boyutlu (sol panel) ve iki
boyutlu (sag panel) optik DSW’nin deneysel goriintiileri (Wan, Jia, Fleischer 2007).
Whitham, 1965 yilinda adi diferansiyel denklemler icin olan ortalama alma metodunu
(averaging method) genisleterek, kismi tiirevli denklemler icin bir ortalama prensibi
gelistirmistir [8]. Whitham teorisinde, ele aldig1 problemdeki dalga yayiliminda
hizli ve yavas olmak iizere iki Ol¢ek oldugunu varsaymustir.  Genlik, dalga
boyu ve hizli salinimlarin frekansin1 uzay ve zamanin yavas degisen fonksiyonlari
olarak kabul etmigtir. Bu yavas degisen fonksiyonlarin belirlendigi ve modiilasyon

denklemleri olarak adlandirilan denklemleri, ele alinan kismi tiirevli denklem i¢in olan



Sekil 1.5 : JILA, Colorado Universitesi, Boulder’da gergeklestirilen Bose-Einstein
yogusmasi patlama dalgas1 probleminin deneysel absorpsiyon goriintiileri (Hoefer ve
calisma arkadaslari, 2006). Salinimli halka yapilart DSW’lere karsilik gelmektedir.

korunum yasalar iizerinden ilgili denklemlerin periyodik ilerleyen dalga ¢6ziimlerinin
ortalamasini alarak bulmustur. Nonlineer dalga teorisinde, zamana ve uzaya gore yavas
degisim ile dl¢eklenen denklemler modiilasyon denklemleri olarak adlandirilmaktadir.
Daha sonra bu denklemleri, Whitham modiilasyon denklemleri olarak adlandiracagiz.
Whitham modiilasyon denklemlerinin ¢oziimleri yardimiyla DSW’lere ait yayilma
zarfi, yayllma hiz1 ve belirli bir andaki maksimum ve minimum genlik biiyiikliikleri

gibi 6nemli bilgilere ulasilabilmektedir.

Akigkanlar fiziginde, cogu fiziksel durum dispersiyon ve non-lineer etkiyle
aciklanmaktadir. KdV denklemi, bu durumlarin ac¢iklanmasimi saglayan evrensel
bir model ve dispersif sok dalgalarini modelleyen esas denklemlerden biridir.
[9’de Gurevich ve Pitaevskii KdV denkleminde DSW’yi incelemek i¢in Whitham
ortalama alma prensibini uygulamistir. ~ Whitham ortalama alma prensibi [8],
DSW’nin matematiksel olarak aciklanmasina olanak saglar.  Temel varsayim,
DSW’nin asimptotik olarak orijinal nonlineer dispersif denklemin yavas degisimle
karakterize edilen ilerleyen dalga ¢oziimii olarak gosterilebilecegidir. Whitham
ortalama alma metodu, lineer denlemler icin uzun zamandaki (long-time) ¢Oziimii
bulmak i¢in kullanilan asimptotik metodun nonlineer denklemler i¢in kullanilan bir
genellestirmesidir. Modiilasyon denklemleri, orjinalinde korunum yasalari iizerinden

¢cOziimlerin ortalamasinin alinmasiyla bulunur [8]. Bunun disinda Lagrangian yontemi



[10], ya da bir asimptotik analiz metodu olan ¢oklu 6l¢ekler metodu da modiilasyon

denklemlerini belirlemek i¢in kullanilabilir [11].

Tez calismasina konu olacak denklemlerle iligkili olan temel denklem, modifiye

Korteweg-de Vries denklemi (mKdV) su sekilde
ut+6ru2ux—l—uxxx:0 (1.1)

tanimlanmaktadir.  Burada, u = u(x,7) seklinde bir fonksiyondur ve 7 = =+1
degerlerini alan bir sabittir. mKdV denklemi, ince elastik ¢cubuklardaki dalga hareketi,
kivrimli okyanus akintilari, trafigin tikaniklii, hiperbolik yiizeyler, iyon akustigi
modellerindeki soliton yayilimi, carpismayan plazmalardaki Alfv’en dalgalar1 gibi
onemli uygulamalarda ortaya cikmaktadir [12]-[17]. 1976 yilinda, Driscoll ve
O’Neil mKdV denklemininin DSW c¢oziimlerini ele almistir [18]. Bu denklem
icin Whitham sistemi, orijinal Whitham yontemi kullanilarak tiiretilmistir. mKdV
denklemi icin uygun Riemann tipi degiskenler bulunmug ve buradan bu Riemann
tipt degiskenlere kars1 gelen karakteristik hizlar hesaplanmistir [18]. Riemann tipi
degiskenler, denklemlere karsi gelen Whitham sistemini kosegen formda yazilmasina
olanak saglamaktadirlar. Ayrica, defocusing mKdV denklemi (7=-1) i¢cin modiilasyon
denklemlerinin her zaman hiperbolik oldugu ve dolayisiyla periyodik ¢éziimlerin her
zaman kararli oldugu bulunmustur. Fakat, focusing durum i¢in (7 = 1) modiilasyon
denklemlerinin hem hiperbolik hem de eliptik olabilecegi ve bu nedenle eliptik olmasi

durumunda periyodik ¢oziimlerin kararsiz oldugu gosterilmistir.

1980 yilinda Flaschka, Forest ve McLaughin tarafindan KdV denklemi icin
Whitham teorisinin ¢ok faz genislemesi (multiphase extension) gelistirilmistir [19].
Modiilasyon teorisi ve KdV denkleminin integrallenebilir yapisiyla ilgili baglanti
ortaya koyulmustur. Daha sonra, Lax, Levermore ve Verakides [20,21]’da KdV
denkleminin dispersiyon etkisinin ¢ok kii¢iik oldugu durumu, ters sacilim metodu
(Inverse Scattering Method) kullanarak ele almigtir. Bu yontemle de KdV denklemi
icin daha 6nce bulunan Whitham modiilasyon denklemlerinin aynisi bulunmustur.
KdV denkleminin modiilasyon denklemleri tam (strictly) hiperbolik ve nonlineer
olarak bilinmektedir [22]. Bu calismada, korunum yasalar1 ve dispersif nonlineer

denklemlerin baglantisinin alt1 ¢izilmigtir.



[23]’de ayrik nonlineer Schrodinger denklemi kiigiik genlikli dalgalar icin
incelenmigtir. Bu denklem, 6zel olarak secilen belirli parametre secenekleri icin KdV,
defocusing mKdV ve KdV(2) denklemlerine doniisebilecegi gosterilmistir. Ayrica,
defocusing mKdV denklemi i¢in modiilasyon teorisi kullanilarak undular boru ¢6ziimii
elde edilmistir. [24] calismasinda, El hem integrallenebilir hem de integrallenemeyen
denklemler i¢in basamak tipi baglangi¢ kosulu ele alarak bore genisligi ve en biiyiik
genlige sahip dalga katarmn genligi arasindaki iligkiyi ortaya koymustur. Incelenen
ornekler arasinda KdV denklemi, defocusing mKdV denklemi ve integrallenemeyen
iyon-akustik dalgalar1 tanimlayan bir sistem bulunmaktadir. [25]’da Marchant mKdV
denklemi icin DSW teorisini ingaa etmistir. Yapilan analizde, DSW ¢o6ziimlerinin
olusabilmesi icin gerekli olan kriterlerin yam sira, "Cnoidal wave bore", "Mean
height variation" (MHV) ve bu dalgalarin kombinasyonu olan "cnoidal/sinusiodal
bore", "sinusiodal wave bore/MHV" olarak adlandirilan farkli sok dalga ¢oziimleri
tiiretilmis ve basamak tipi baslangi¢c kosulunun muhtemel farkli formlarina gére bu
coziimler simiflandirilmigtir. Daha sonra, [26]’de modifiye Korteweg-de Vries-Burger
(mKdVB) denklemi icin Whitham modiilasyon teorisi ortaya konmustur ve mKdVB
denkleminin 6zel hali olan mKdV denklemi i¢in basamak tipi baslangic kosulu
altinda olusan dalga formlari icin Merchant’in yaptigina benzer bir simiflandirmaya
yer verilmistir. Basamak tipi baslangic kosuluna bagh olarak "Contact Dispersif
Sok Dalgas1" (CDSW) , Seyreltme Dalgas1 (R) ve bu dalgalarin kombinasyonu
CDSW-DSW, CDSW-R sok dalga ¢oziimleri tiiretilmigtir. Bu ¢alismada mKdV
denklemi i¢in elde edilen farkli tipteki sok dalga formlart Marchant tarafindan elde
edilen sonuglarla tutarlidir. Bu ¢aligsmalara ek olarak, [27]’de mKdVB denklemi i¢in
basamak tipi baglangi¢ kosulu altinda olusan sok dalga formlar1 icin denklemin sayisal

ve analitik ¢oziimleri i¢in kargilagtirma yapilmustir.

[28]’da Matsuno tek boyutlu Benjamin Ono (BO) denklemini ele almigtir. Yaptig1
calismada, modiilasyon denklemlerini Oncelikle Lagrangian yOntemini kullanarak
tiiretmigtir. Sonrasinda Whitham’in orijinal teorisini kullanmis ve bu denklemlere
uyguladigr bir doniisiimle, BO denklemine ait Lagrangian kullanarak buldugu
denklem sistemine indirgenebilecegini gostermistir. BO denklemi i¢in modiilasyon

denklemlerinin matematiksel yapisinin KdV denklemi ile karsilastirildiginda son



derece basit oldugu goriilmiistiir. Makalenin devaminda, Benjamin-Ono denkleminin
asimptotik c¢Oziimiinii, dispersiyon etkisinin ¢ok kiiciik oldugu durumlarda deger-
lendirmistir. Modiilasyon denklemlerinin ¢oziimlerini bir basamak tipi baslangic
kosulu alarak incelemistir. ~ Sonucta yapilan niimerik ve analitik calismanin
uyumlulugu gosterilmistir. Ayrica, bu ¢alismada Matsuno 6zel bir baslangi¢c kosulu
alarak analiz yaptiZim1 ve bunun daha genis siniflara genisletebileceginin altim
cizmigtir. Nitekim, ¢ok kisa bir siire sonra Matsuno [29]’da bir 6nceki ¢alismasinda
( [28]) bahsettigi farkli baslangi¢c kosullart altindaki ¢oziimleri incelemigtir. Whitham
modiilasyon teorisi yardimiyla elde ettigi Benjamin-Ono denkleminin modiilasyon
denklemlerinin iki ayr1 baslangi¢ kosulu altinda ¢oziimleri irdelemistir. Bunlar,
lokalize edilmis baslangi¢ kosulu ve basamak tipi baslangic kosuludur. Bu calismada,
her iki baslangi¢ kosulu i¢in de dispersiyon etkisinin ¢ok kii¢iik oldugu durumda dalga
profiliyle ilgilenilmistir. Lokalize edilmis baslangi¢ kosulu i¢in, ¢oziimlerin soliter

dalga dizilerinden olustugu gozlemlenmistir.

Benjamin-Ono denklemi icin Whitham teorisi [28] ve [29]’da goriildiigli gibi insaa
edilmistir. Ancak bu denklem i¢in kiigiik siirtiinme etkisi 2007 yilinda [30]’de ele
alinmisti. Bu calismada, Benjamin-Ono-Burger (BOB) denklemi i¢in (u; + uuy +
Hu,, = €uy, , burada H Hilbert doniisiimiidiir) modiilasyon denklemleri Whitham
ortalama prensibiyle tiiretilmistir. Ayrica, BOB denklemine ait Whitham modiilasyon
denklemlerinin disipasyon etkisi olmadan (epsilonun sifir olmasi hali) [29]’da
bulunan Whitham sistemiyle Ortiistiigii goriilmiigtiir. Bulunan Whitham sisteminin
kosegen formda yazilmasi i¢in Riemann invaryantlart tamimlanmis ve modiilasyon
denklemleri bu Riemann invaryantlari cinsinden elde edilmistir. Whitham modiilasyon
denklemlerinin c¢oziimleri tek basamakli bagslangic kosulu altinda bulunmustur.
Siirtiinme etkisine farkli degerler verilip niimerik olarak hesaplar yapilmis ve yapilan

analitik incelemeyle niimerik ¢6ziimiin uyumu kargilastirtlmistir.

Kamchatnov ve calisma arkadaglari [31]’de Gardner denkleminde goriilen DSW icin
analiz yapmugtir. Gardner ya da extended KdV olarak bilinen denklem dispersif sok
dalgalar icin esas modellerden birini olugturur. Bilinen en 6nemli uygulamalarindan
birisi de i¢ dalgalarda (internal waves) biiyiik genlikli dalgalar1 aciklamasidir. Bu

denklemde kiibik nonlineer terim onemlidir. Kiibik terimin Oniindeki katsay1, i¢inde



bulunulan fiziksel problemleme gore pozitif ya da negatif olabilir. Ornegin pozitif
olmast durumu bu denklemin iki tabakali akiskanlarin incelenmesinde kargilasilir.
Yine bu terimin sifir olmasi halinde KdV denklemine indirgendigi goriiliir. Ayrica,
yapilan bir degisken doniisiimiiyle mKdV denklemine doniisebilecegi de gosterilmistir.
Bu calismada oncelikli olarak denklemin ilerleyen dalga ¢oziimii ayrintili bigcimde
ingaa edilmigtir. Aslinda bu denklem icin ilerleyen dalga coziimleri literatiirde
mevcuttur [32,33]. Ancak bu caligmada, DSW coziimlerini ifade etmek i¢in ilerleyen
¢Oziimleri daha kapsamli sekilde ortaya koyulmustur. Sonrasinda denkleme karsi gelen
Whitham sistemi “finite gap integration method” ile Riemann invaryantlari cinsinden
ifade edilmistir. Buradan Gardner-Whitham sisteminin, yapilan bir doniisiimle KdV
denkleminin Whitham sistemine doniisebilecegi gozlemlenmistir. Ek olarak, bu
calismada, DSW’nin yam sira basamak tipi baglangic kosuluna bagh olarak olusan

farkl tipte sok dalga formlari i¢in de analiz yapilmigtir.

El ve Hoefer, DSW teorisiyle ilgili derleme bir makale hazirlamislardir [4]. Bu
makalede, integrallenebilir ve nonlineer dalga denklemleri Whitham modiilasyon
teorisi acisindan kapsamli bir sekilde agiklanmistir. KdV ve defocusing nonlineer
Schrédinger denklemi icin DSW’nin detayli incelemesi, Gurevich ve Pitaevskii’nin
uygulamis oldugu yontem (matching regularization procedure) yardimiyla yapilmustir.
Makalenin devaminda integrallenemeyen sistemlerdeki DSW, birden fazla DSW’nin
etkilesimi, klasik olmayan DSW gibi daha yeni gelismelere deginilmistir. DSW teorisi
s1g su dalgalar1 (shallow water), nonlineer optik, Bose Einstein alanlarda fiziksel
acidan onemli alanlara uygulanmig ve 6nemi vurgulanmistir. Miller’in [34]’deki
derleme makalesi ise DSW’nin integrallenebilir sistemlerdeki uygulamasiyla ilgilidir.
Ters sacilim yonteminin (Inverse Scattering Metodunun) kullanimi esas alinmustir.
Ik olarak, lineer Schrodinger denklemi ve ¢oziimii Fourier doniisiimii ve Green
fonksiyonlar1 yardimiyla bir ¢ok acidan incelenmistir. Defocusing NLS denklemi i¢in
ilk olarak, DSW’nin zayif (weak) asimptotik analizi Lax-Levermore teorisi vasitastyla
yapilmistir ve sonrasinda giiclii (strong) asimptotik analizi i¢in Deift-Zhou metodu
kullanilmigtir. Bu analitik teknikler modiilasyon denklemlerini kapali olarak ortaya

koymustur.



[35]’de Kamchatnov, Pertiirbe KdV denklem sinifi icin modiilasyon denklemlerini
tiiretmistir. Bu denklemlert tiiretirken [8]’de uygulanan Whitham’1n orijinal metodunu
kullanmugtir. [36]’de Ostrovsky denkleminin ((u; + utty + tyry)y = €%u) Whitham
modiilasyon denklemleri [37]te kullanilan yontemle elde edilmistir.  Ostrovsky
denklemi de bir tiir pertiirbe KdV denklemidir. Ancak denklemin sag yaninda bulunan
yerel olmayan (non-local) pertiirbasyon teriminden dolayr Kamchatnov’un pertiirbe
KdV denklemler icin yaptig1 genelleme [35] burada kullanilamamaktadir. Asimptotik

analiz yardimiyla Ostrovsky-Whitham sistemi tiiretilmistir.

Buraya kadar 6zetlenen calismalar (1+1) boyutlu modellerdeki DSW ¢o6ziimleriyle
ilgilidir. Yiiksek boyutlu sistemler icin DSW ingas1 ise, son 10 yildaki ¢alismalara
konu olmuslardir. Bu caligmalarin ilk Ornegi olarak, (2+1) boyutlu genel

Kadomtsev-Petviashvili (KP) denkleminin
(I/l[ +6unux+£2uxxx>x+ Guyy = 0, (1.2)

DSW c¢oziimlerinin ingasi verilebilir. Burada, u = u(x,y,t),0 < € < 1 ve 6 = F1.
n=11i¢n 0 = —1 ve 0 =1 olma durumlan sirastyla KPI ve KPII denklemleri
olarak adlandirilir. (1.2) denklemi n = 2 i¢in modifiye Kadomtsev-Petviashvili
(mKP) denklemi olarak isimlendirilir. KP ve mKP denklemleri, lineer olmayan
dalga teorisinde, zayif dispersif dalgalar1 ¢6ziim kabul eden ikinci mertebeden lineer
olmayan bir sistemin indirgenmesi olarak ortaya ¢ikan iki denklem modelidir [38]. Bu
denklemler, 6zellikle iyon akustik dalgalari (ion acoustic waves) [39], ses dalgalar
[40], s1g su dalgalan (shallow water waves) [41], ve ince filmlerde goriilen manyetik
uyarimlar (magnetic excitations) [42] gibi Onemli fiziksel uygulamalarda ortaya

cikmaktadirlar.

Literatiir dikkatli incelendiginde gerekli matematiksel araclarin yetersizligi nedeniyle
dispersif sok dalgalariyla ilgili ¢alismalarin genellikle (1+1) boyutlu denklemler
icin yapildig1 goriilmektedir. Bu denklemlere karsi gelen Whitham modiilasyon
denklemleri ¢ogunlukla Whitham ortalama metoduyla bulunmustur. Ozellikle son
yillarda, Ablowitz Onciiligiinde ¢ok boyutlu denklemler i¢in ¢aligmalar yapilmaya
baglanmistir. Bu caligmalarin Onciisii olan [43]’de Ablowitz, Demirci ve Ma (2+1)

boyutlu modellerde DSW’nin ingast problemine yonelmiglerdir Bu caligmada, KP



ve (2+1) boyutlu Benjamin-Ono denklemlerinde goriilen dispersif sok dalga ¢oziimii
iizerinde durulmustur. Ozel olarak, DSW’1n parabolik bir cephe boyunca ilerledigi
varsayillmistir. Denklemlere benzerlik doniisiimii uygulanmis ve orijinal KP denklem-
inin silindirik KdV (cKdV), (2+1) boyutlu Benjamin-Ono denkleminin ise silindirik
BO (cBO) denklemine indirgendigi gosterilmistir. Indirgenen bu denklemlere coklu
Olcekler metodu uygulanarak [11] Whitham modiilasyon denklemleri elde edilmistir.
Sonuglar niimerik olarak incelenmis ve orijinal denklemlerle uyumlulugu goster-
ilmistir. [44]’da Ablowitz, Biondini ve Wang (2+1) boyutlu Kadomtsev-Petviashvili
(KP) denkleminin Whitham sistemini c¢oklu olcekler metodu kullanilarak elde
etmislerdir. Daha 6nce KP denklemi icin modiilasyon denklemleri 6zel varsayimlar
altinda [43]’de bulunmustur. Ancak bu calismada daha genel bir yaklagim izlenmistir.
Tek boyutlu denklemler i¢in korunum yasalari, dalgalarin korunumu ve sekiilerlik
kosulundan elde edilmektedir. Ancak sistemlerde bu kosullarin yani sira Fredholm
Coziilebilirlik (solvability) kosulu da kullanilmaktadir. [44]’da biitiin bu kosullar
kullanilarak 5 tane kismi tiirevli denklemden olusan sistem tiiretilmistir. Indirgenen
bu denklem sistemi uygun bicimde Riemann invaryantlar cinsinden yazilmistir. Elde
edilen KP-Whitham sistemine indirgemeler yapilarak bazi durumlarda KdV denklem
sisteminin Whitham denklemlerine doniistiigii gosterilmistir. Yine yapilan bagka bir
doniistimle KP-Whitham sisteminin ¢cKdV denkleminin modiilasyon denklemlerine
indirgendigi gozlemlenmistir. Calismanin devaminda, KP-Whitham sistemi i¢in
baslangic-deger ve sinir-deger problemi incelenmistir. Son olarak da KP denkleminin
periyodik ¢oOziimlerinin stabilitesi tizerinde calisilmisti. Bu makalede kullanilan
yontemde denklemlerin integrallenebilirli§i gerekmez. Nitekim kisa bir siire sonra
integrallenemeyen bir denklem olan (2+1) boyutlu Benjamin Ono i¢in de benzer
bir analiz yapilmistir [45]. Bdylelikle uygulanan bu yontemin diger (2+1) boyutlu
kismi tiirevli denklemlere de uygulanabilecegi gosterilmistir. [45] de ise (2+1) boyutlu
KP denklemine uygulanan yontem, iki boyutlu Benjamin-Ono (2DBO) denklemi
icin kullanilmigtir. Burada da 2DBO denkleminin Whitham sistemi coklu ol¢ekler
metodu kullanilarak elde edilmistir. Kullanilan yontem sonunda 5 tane kismi tiirevli
denklemden olusan sistem tiiretilmistir. indirgenen bu denklem sistemi uygun bicimde

Riemann invaryantlar1 cinsinden yazilmistir. Bu makalenin devaminda, 2DBO-
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Whitham sistemi icin indirgemeler uygulanmis ve baz1 6zel hallerde bu indirgemenin
BO denklemine indirgendigi gosterilmistir. Bazi kabuller altinda ise [24]’de caligilan
cBO (cylindirical Benjamin Ono) denklemine doniistiigii gozlemlenmigtir.  Son

kisimda ise, 2DBO denkleminin periyodik ¢oziimiiniin stabilitesi incelenmistir.

Ablowitz, Biondini ve Rumanov [1]’de (2+1) boyutlu KP, (2+1) boyutlu BO ve
modifiye KP denklemi iizerinde calismislardir. Burada, daha once de [26]’da
caligilan 2DKP ve 2DBO denklemlerinin daha basit halde Whitham sistemlerini
elde etmiglerdir. Ancak [44]’da bulunan Whitham sistemi bir takim singiilerlik
icermektedir. Yeni yapilan analiz, singiilerlik durumlarim1 ortadan kaldirmaktadir.
Ayrica ayni ¢alismada, mKP denklemi de ele alinmis ve karst gelen Whitham sistemi
tiretilmisti. Devaminda ise, mKP denkleminin periyodik ¢oziimlerinin stabilite

analizi yapilmistir.

DSW ile ilgili calismalar daha yiiksek boyuttan denklemler icin de yapilmugtir.
[46]’de (3+1) boyutlu Benjamin Ono denklemi i¢in [11]’de uygulanan asimptotik
analiz yardimiyla Whitham modiilasyon denklemleri tiiretilmistir. Daha sonra, benzer
analiz (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi icin yapilmistir [47]. Bu calismalara ek
olarak, defocusing nonlinear Schrodinger (NLS) denklemi i¢cin Whitham modiilasyon

denklemleri iki, ii¢ ve daha yiiksek boyutlu modeller i¢in tiiretilmistir [48].

Bu tez calismasinda ise dort ayr1 denklemin DSW ¢6ziimleri incelenmistir. Ilk boliimii
olusturan bu bolimde DSW’ler ile ilgili tanimlamalar verilmis ve DSW ile ilgili
yapilan ¢alismalarin kisa bir tarihi 6zetlenmistir. Boliim 2’de, (2+1) boyutlu focusing
modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f)) denkleminde goriilen dispersif sok
dalgalar1 tizerinde durulmustur. Burada, (2+1) boyutlu mKP(f) denklemi icin basamak
tipi baglangic kosulu ele alinmigs ve DSW’lerin parabolik bir cephe boyunca ilerledigi
varsayllmistir. Daha Once, [49] ’de verilen KP denklemini silindirik KdV denklemine
indirgemek icin kullanilan benzerlik doniisiimii yardimiyla orijinal mKP(f) denklemi
(1+1) boyutlu focusing silindirik modifiye Korteweg-de Vries (cmKdV(f)) denklemine
indirgenmistir. Onerilen ¢6ziim formu sonucu elde edilen cmKdV(f) denkleminin,
Whitham modiilasyon denklemleri bir asimptotik analiz olan ¢oklu dlcekler yontemi

kullanilarak tiiretilmistir. Ayrica, cmKdV(f)-Whitham sisteminin 6zel durumda, yani

11



silindirik terim ©6zdes olarak sifir iken mKdV(f)-Whitham sistemine indirgendigi
gozlemlenmistir. Bu nedenle, bu bolimde mKdV(f) denkleminin sayisal ¢oziimlerine
de yer verilmistir. Daha sonra (1+1) boyutlu cmKdV(f) denklemi ve klasik mKdV(f)
denklemlerine ait Whitham modiilasyon denklemlerinin sayisal ¢oziimleri ile mKdV(f)
ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimlerinin bulunmus ve sonuclar
kargsilastirilarak yontemin uygunlugu da gosterilmistir. cmKdV(f) denklemi i¢in olan
Whitham modiilasyon denklem sistemi kosegen degildir ve bu 6zellik analitik ¢oziimii
bulmay1 oldukg¢a zorlastirmaktadir. Bu yiizden analitik ¢6ziim yerine, Shampine [53]
tarafindan MATLAB platformu iizerinde hiperbolik denklem sistemlerinin ¢oziimleri
icin gelistirilen, sonlu farklar temelli bir¢ok yontemin kullanilabilecegi, sayisal ¢coziicii
programi kullanilmistir. (141) boyutlu mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin sayisal
¢Oziimii i¢in mevcutlar i¢inde en etkin spektral tabanli sayisal yontem olarak bilinen
ve bircok nonlineer evrim tipi diferansiyel denklemin ¢oziimiinde hizi ve dogrulugu
test edilmig, “Exponential Time Differencing Runge Kutta-4” ETDRK4 yonteminin
modifiye hali kullanilmigtir. Ek olarak, denklemleri dogrudan ¢dzmek i¢in kullanilan

ETDRK4 yontemi i¢in hata analizi yapilmisgtir.

Boliim 3’te, Boliim 2’de ortaya konan yontem kullanilarak, (3+1) boyutlu nonlineer
kismi tiirevli bir denklem olan focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f))
denkleminde dispersif sok dalga yayilimi1 problemi ele alinmigtir. (3+1) boyutlu
mKP(f) denklemi, 6zel olarak se¢ilen paraboloid tipte bir baslangi¢ kosulu i¢in, (1+1)
boyutlu kiiresel smKdV(f) denklemine indirgenmistir. indirgeme isleminin ardindan,
mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin Whitham modiilasyon denklemleri asimptotik
olarak elde edilmistir. Daha sonra, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri Exponential
Time-differencing Fourth-Order Runge Kutta (ETDRK4) metodunun modifiye hali
kullanilarak dogrudan sayisas ¢Oziimler elde edilmistir. Ardindan, asimptotik ve
dogrudan coziimler karsilagtirilarak kullanilan asimptotik yontemin dogrulugu test
edilmisti.  Bu karsilastirma ile, Whitham teorisinin ne kadar basarili oldugu
gozlemlenmistir. Ote yandan, daha once de belirtildigi gibi smKdV(f)-Whitham
sistemi, kiiresel terim 6zdes olarak sifir alindiginda (yani 4; = 0) mKdV(f)-Whitham
sistemine indirgenmektedir. Bu nedenle, bu boliimde mKdV(f) denkleminin sayisal

ve asimptotik ¢Oziimlerine de yer verilerek, kiiresel terimin ¢oziimleri ne olgiide
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etkiledigi gosterilmistir. Ayrica, zamana baglh terimin denklemler iizerindeki etkisini
ortaya koymak i¢in Boliim 2’de calisilan cmKdV(f) denklemi ve smKdV(f) denklemi
icin kargilagtirma yapilmisti. Bu tez caligmasinin temel amaci DSW c¢oziimlerini
incelemektir. Ancak, literatiir incelendiginde klasik mKdV denklemi i¢in farkli tipte
sok dalga ¢oziimleri icin siniflandirma yapildig1 goriilmektedir [24]-[26]. [25,26]’da
focusing mKdV denkleminde DSW c¢o6ziimlerinin olusabilmesi icin gerekli olan
kriterlerin yam sira, "Contact Dispersif Sok Dalgas1" (CDSW) , Seyreltme Dalgasi
(R) ve bu dalgalarin kombinasyonu CDSW-DSW, CDSW-R sok dalga ¢oziimleri
tiretilmisti. DSW c¢oOziimiiniin olugabilmesi icin verilen kriterler, basamak tipi
baglangic kosulunu tanimlarken kullanilan seviyelere baglidir. Ancak cmKdV(f)
ve smKdV(f) denklemleri gibi herhangi degisken katsayili kismi tiirevli denklem
(PDE) modeli i¢in benzer bir problem siniflandirmasi heniiz yapilmamistir. Bu
calismada cmKdV(f) ve smKdV(f) denkleminin coziimlerinin siniflandirilmasina
yardimct olabilmek i¢in ilgili denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleri ile elde edilen

sonuglar verilmistir.

Boliim 4’te, (2+1) ve (3+1) boyutlu defocusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili
(mKP(d)) denklemleri icin DSW c¢oziimleri iizerinde durulmustur. 11k olarak, B6liim 2
ve Boliim 3’e benzer bir analiz yapilarak, (2+1) boyutlu mKP(d) denklemi defocusing
silindirik modifiye Korteweg-de Vries (cmKdV(d)) denklemine; (3+1) boyutlu
mKP(d) denklemi ise kiiresel modifiye Korteweg-de Vries (smKdV(d)) denklemine
indirgenmigtir.  Calismanin devaminda ise, mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemleri i¢in sayisal ¢oziimler verilmistir. Daha Onceki problemlerde oldugu gibi
silindirik ve kiiresel terimin etkisini gézlemlemek amaciyla klasik denklemin yani
mKdV(d) denkleminin dogrudan ve asimptotik ¢oziimlerine yer verilmistir. Her ii¢
denklem i¢in de focusing denklemlerde (mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f)) oldugu
gibi dogrudan ve asimptotik ¢oziimler bulunarak karsilastirma yapilarak asimptotik
¢cOziim i¢in uygulanan yontemin uygunlugu gosterilmistir. Daha sonra, denklemleri
sayisal olarak dogrudan ¢ozmek icin kullanilan ETDRK4 yontemi i¢in hata analizi
yapilmustir. Ayrica, bu boliimde, klasik mKdV(d) denklemi i¢in yapilan siniflandirma
[24] g6z Oniine alinarak cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemleri i¢in de sayisal ¢coziimler

kullanilarak bir siniflandirmaya yer verilmistir.
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Sonuglar kisminda ise, tez ¢calismasinda elde edilen sonuglar 6zetlenmistir. Ayrica, tez
konusu ile ilgili olan agik problemlere ve gelecekte ele alinabilecek diger problemlere

de bu kisimda yer verilmistir.
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2. (2+1) BOYUTLU FOCUSING MODIFiYE KADOMTSEV- PETVIASHVILI
(mKP (f)) DENKLEMININ DiSPERSIF SOK DALGA COZUMLERI

2.1 Giris

Bu boliimde, parabolik bir dalga cephe boyunca uzanan basamak tipi baslangi¢
kosulu i¢in (2+1) boyutlu focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili denkleminin
dispersif sok dalga (DSW) ¢6ziimleri incelenmistir. Tez ¢alismasinda bu denklem icin
mKP(f) kisaltmasi kullanilacaktir. Denkleme benzerlik doniisiimii uygulanarak orijinal
mKP(f) denklemi (1+1) boyutlu focusing silindirik modifiye Korteweg-de Vries
(cmKdV(f)) denklemine indirgenmistir. Onerilen ¢6ziim formu sonucu elde edilen
cmKdV(f) denkleminin, Whitham modiilasyon denklemleri bir asimptotik analiz olan
coklu olgekler yontemi kullanilarak tiiretilmistir. Whitham modiilasyon denklemleri
tiiretilirken dalgalarin korunumu yasasi ve sekiirlerlik kosullar1 kullanilmigtir. Daha
sonra, cmKdV(f) denkleminin Whitham modiilasyon denklemleri sayisal olarak
cOziilmiistiir. Ayrica, cmKdV(f)-Whitham sisteminde silindirik terimin 6zdes olarak
sifir olmas1 durumunda klasik focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKdV(f))
denkleminin Whitham sistemine indirgendigi gozlemlenmistir. Bu nedenle, sayisal
coziimlerde silindirik terimin etkisini de gozlemlemek i¢in mKdV(f)-Whitham
sisteminin c¢oOziimlerine de yer verilmistir.  Ardindan, elde edilen bu sonuclar
mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimleri ile karsilastirilarak

kullanilan yontemin uygunlugu da kontrol edilmistir.

2.2 (2+1) Boyutlu mKP(f) Denkleminin (1+1) Boyutlu cmKdV(f) Denklemine

Indirgenmesi
(2+1) boyutlu focusing modifiye Kadomtsev-Peviashvili (mKP(f)) denklemi,
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(b)
Sekil 2.1 : (2.3) ile verilen parabolik cephenin dogadaki karsili81 (a) Quinque nehri
(b) Alaska.

formundadir. Burada, v = v(x,y,t) ve 6 = F1 dir. € ise zayif dispersiyon bagintisidir
(0 < € < 1). Bu denklem, antiferromanyetik malzemelerdeki ses dalgalarinin yayilimi

ile ilgili olarak tiiretilmistir [40].

(2.1) denklemi icin asagida belirtilen basamak tipindeki baglangi¢c kosulu ele
aliacaktir (r = 0):

, < 0;
v(n,0) = { SN (2.2)

Burada, n = x+ %y/ (y,¢)’dir. Yukaridaki baslangi¢ kosulunda yer alan v, ve v; reel
sabitleri gostermektedir. mKdV(f) denkleminde DSW dalga yayiliminin olusabilmesi
icin v; > v, > 0 esitsizliginin saglanmasi gerekir [25,26]. Bu esitsizliin saglanmadig1
diger durumlar i¢in de mKdV(f)-Whitham modiilasyon sistemi farkl tipte sok dalga
coziimleri iiretilebilir [25,26]. Bolim 3.4.5’te (2.2) baglangi¢ kosulunda kullanilan
sabitlere bagli olarak olusan bu farkli sok dalga ¢oziimlerine yer verilecektir. Fakat, bu

tez calismasinda DSW ¢oziimleri iizerinde durulacaktir.

Diger taraftan, (2.1) denkleminin silindirik denkleme indirgenebilmesi i¢in (2.1)
denkleminin ¥ bir reel sabit olmak iizere 6zel olarak secilen Sekil 2.1°den de

goriilebilecegi gibi parabolik baglangi¢ cephesi

v(y,0) = yy* (2.3)

16



boyunca asagidaki ¢6ziim formunu sagladigi kabul edilmektedir:

1
V:f(X—FEl[/(y,l‘),y,t). (2.4)
Ayrica, v fonksiyonunun sonsuzda asagidaki sinir kosulunu sagladigi varsayilmaktadir:
N — —co iken v—v;S(t) ve N — o iken v—v,.S(z). (2.5)

Burada yer alan S(¢) fonksiyonu ¢alismanin devaminda belirlenecektir. Daha sonra,

(2.4) ¢6ziim formunun (2.1) denkleminde kullanilmasiyla

1 1 1
(E‘thn + fi +6f2fn ‘l‘ngnnn)n ‘l‘G(Z‘Vyzfnn "‘E%yfn +‘Vyfny+fyy) =0 (2.6)

elde edilir. Artmayan tipteki (2.5) ile verilen simir kosulu uygulanir ve istenilen
indirgemenin yapilabilmesi i¢in yy,’nin y den bagimsiz oldugu varsayildiginda, f;
terimi ile ilgili katsayilarin toplami yalnizca #’ye bagl olur ve boylece ¢oziim formu
v=f(x+ %I/I(y,t),t) seklinde alinabilir. Boylece, (2.6) denkleminden asagidaki

denklem sistemi elde edilir:
o
v+ = (9)* =0, 2.7)
2 2 o
fi+6f"fn+e€ fnnn"’E‘l’yyf:O- (2.8)

(2.7) denklemi "dalgaya seklini veren denklem" (front shape equation) olarak
adlandirilmaktadir ve 7 = y, doniisiimii yardimiyla Hopf denklemine indirgenebilir

(Hopf denklemi u; 4 v u,—o formundadir);
h; +chhy, = 0. (2.9)
(2.9) denklemi i¢in baglangi¢ kosulu, y(y,0) = }/yz oldugu kullanilarak

h(y,0) =2yy (2.10)

olarak bulunur ve boylece (2.9) denkleminin ¢oziimii

_ 2yy
h(y,t) = 2701 (2.11)

seklinde elde edilir. Buradan, dalgaya seklini veren fonksiyon

2
Yy
= 2.12
v(y,1) 1+2yot (2.12)

17



olur. Ayrica, (2.12) ¢oziimiinden, y,, nin tiim ¢ degerleri i¢in y’den bagimsiz oldugu
yani bagta alinan vy, lizerindeki varsayimla c¢elismedigi goriilmektedir. Buradan,
su yorumlar yapilabilir: Pozitif ¢ ekseni dogrultusunda yo > 0 iken, baslangictaki
parabolik cephenin egriligi azalir. Fakat, yo < 0O iken negatif ¢ ekseni dogrultusunda
kritik bir ¢ degerinde <tc = %/) patlama (blow-up) meydana gelir. Bunu 6nlemek
adina, yo > 0 ve ¢t > 0 kabul edilecektir. Sonu¢ olarak, (2.12) denkleminin
(2.8) denkleminde kullanilmasiyla (2+1) boyutlu mKP(f) denklemi, yapilan degisken
doniisiimii ve kullanilan parabolik cephe baslangic kosuluyla birlikte (1+1) boyutlu
focusing silindirik modifiye KdV (cmKdV(f)) denklemine indirgenir:

1
f,+6f2f,,+ezf,mn+mf:o. (2.13)

Burada, fy = GL}/ "dir. Ek olarak, bu ¢alismada ¢ = 1 durumu incelenecektir. Diger
durumda, yani ¢ = —1 olmas1 durumunda sonuclar y yerine —7 kullanilarak elde
edilebilir. Dalga cephesinin farkli secilmesi durumunda (2.13) denkleminin yapisinin
degisecegi aciktir. Ornegin, bu calismada parabolik cephe yerine diizlemsel bir
cephe, yani y(y,0) = vy, secilseydi, ¥, teriminin y’den bagimsiz olma kosulu yine
saglanirdi. Fakat bu durumda (2.8) denklemi klasik mKdV(f) denklemine doniisiirdii.
Literatirde mKdV(f) denklemiyle ilgili DSW calismalart mevcuttur [25,26]. Bu

nedenle bu durum tez calismasina dahil edilmemistir.

Burada, diger bir duruma dikkat ¢cekmek gerekir. Eger y(y,0) = }/yz parabolik cephe
baglangi¢ kosulu saglanmazsa, (2.8) denkleminde yer alan y,, terimi y’den bagimsiz
olmayacaktir ve (2.7) denklemi, yani dalgaya seklini veren denklem ayni kalacaktir;

fakat (2.8) degisecektir. Bu durumda, (2.8) denklemi

1
(ft + EWyyf+6f2fn +82fnnn>n + G(‘Vyfny +fyy) =0 2.14)

seklinde olur. (2.14) denklemi, (2+1) boyutlu kismi tiirevli bir denklemdir ve orijinal
(2.1) denkleminden daha karmasiktir. Bu kosullar altinda, kullandi§imiz doniisiim
(2.1) orijinal denklemi cmKdV(f) denklemine indirgemez. Ciinkii (2.14) denkleminde

f’nin tiirevlerine bagh ek terimler yer almaktadir. Eger,

L(f;w) = Wy fny + fyy (2.15)
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olmak iizere, |L(f;y)| << 1 kosulu saglanirsa, (2.14) denklemi (2.8) denklemine

doniigebilir. Fakat, bu ¢alismada 5, nin y’den bagimsiz oldugu durum incelenecektir.

Ote yandan, (2.13) denkleminin sonsuzdaki simir kosullarimi belirlemek igin, (2.13)
denkleminde yer alan 1)’ya bagl tiirevler ihmal edilirse, (2.13) denklemi ¢ bagimsiz
degiskeni i¢in adi diferansiyel denkleme doniigiir. Elde edilen bu denklemin S(0) = 1
baglangi¢ koguluyla birlikte ¢6ztimii (2.5)’de yer alan S(¢)’yi belirler:

1

2.3 cmKdV(f) Denkleminin Whitham Modiilasyon Denklemlerinin Tiiretilmesi

Bu boliimde, (2+1) boyutlu (2.1) denkleminden degisken doniisiimii yardimiyla
elde edilen (1+1) boyutlu cmKdV(f) denkleminin Whitham modiilasyon denklemleri
tiretilecektir. ~ Bunun i¢in, Whitham’in orijinal teorisi [8] ile baglantili bir
asimptotik analiz olan coklu dlcekler metodu [11] kullanilarak korunum yasalarinin
elde edilmesi amaclanmaktadir. Whitham’in orijinal teorisinin yerine bu yontemi
kullanmamizin baglica nedenlerinden biri, orijinal teori ile cmKdV(f) denkleminin
korunum yasalarinin dogrudan elde edilmesinin miimkiin olmamasidir. Bu yontemde,
f fonksiyonu 1) ve t yavas degiskenlerinin ve 0 hizli degiskeninin fonksiyonu oldugu
yani f = f(0,1n,t) oldugu kabul edilecektir. 6 hizli degiskeni i¢in de 8 = 6(n,¢)

formunda oldugu kabulii altinda asagidaki tanimlamalar yapilmaktadir:

g — K0 _omn) K @17)

Burada, yavag degiskenler 1 ve #’nin fonksiyonlari olan k dalga sayisini, @ agisal hiz1

ve V faz hizim gostermektedir.

(2.17)’de yer alan tamimlamalar aracithgiyla (6y); = (6;)y uyumluluk kosulu
kullanilirsa,

ki+ (kV)y =0 (2.18)

olur.  Ayrica (2.18) “dalgalarin korunumu” (conservation of waves) olarak da

adlandirilmaktadir. Boylelikle ilk korunum yasasi elde edilmis olur.
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Diger korunum yasalarini elde etmek i¢in ise asimptotik analiz uygulanacaktir. Hizl

ve yavas deg8iskenler arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir:

d kd  d 0_ 09 9

Bu bagintilar, (2.13)’te kullanilirsa
1 of  39°f 2,9f
E(_ FIRTERAALFT)
Of | 12 OFf 9*f 29f
+<& + 3k 8n802+3kkn862+6f 2t—|—t0 (2.20)
*f 9*f If\ |, 29°f
—|-£< 20012 +3k’7898n +knn89) +€ 8773 =0
bulunur. f fonksiyonu £’ nun kuvvetlerine gore seriye acilir,
f(67 TIJ) - fO(eanat) +8f1(9777>t) +82f2(97777f) Y (2.21)

ve bu agilim (2.20)’de kullanilirsa; € nun aym kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirek

€ mertebesinde problemler hiyerarjisi elde edilir. Bu calisma kapsaminda sirasiyla
1

ilk iki pertiirbasyon problemi olan, & <E> ve O(1) mertebelerindeki problemlerin

incelenmesi yeterli olacaktir:

., o0 2dfo 39 fo
ﬁ( ) 05 +6kf 55 +10 5 =0, (2.22)
, _ af a(f3f) 3PN
o): Zifi=-0F+a S0 0 - (2.23)
Burada,
([ df zafo 2 Pfo Ff . fo
M= (az 462 W g 3k ey (2.24)
dir.

2.3.1 £ ! mertebeli problemin coziimii

(2.22) ile verilen e~ mertebeli problemdeki denklem, [25]’deki mKdV denkleminin
ilerleyen dalga ¢oziimiinii bulurken indirgenen denklem ile ayni yapidadir. &'
mertebeli problemi ¢6zmek i¢in (2.22) denklemi bir kez 6 degiskenine gore integre

edilirse,

f() fO

k3
TR 502

—0fy+ 6k =D, (2.25)
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d
elde edilir. Burada, D keyfi bir sabittir. (2.25) denklemi a—J;) ile carpilir ve sonrasinda

integre edilirse, D, keyfi bir sabiti gostermek iizere

2 4 13
—w&+k&+k 2fo

2 Ky 7 (Ge) ~Difo kD (220

elde edilir.  Gerekli diizenlemelerin ardindan (@ = kV oldugu da goz Oniinde

bulundurulursa), (2.26) denklemi,

2 E‘f() 2 f‘4 2 227
k — — 0—|—‘/ f0+21)1fb+1)2 ( . )
ya da
k2 fO 2— ((Z — f — — — 2.28
7 =(o O)(f() (xz)(fo (X3)(fo a4) (2.28)

halini alir. (2.28) denkleminin sag yaninda yer alan oy, 0, o3 ve Q4 dordiincii
dereceden polinomun reel kokleridir. Ayrica, o + ¢ + 03 + 04 = 0°dir ve bu denklem
kullanilarak oy diger kokler cinsinden elde edilebilir. Bu ¢alisma modiilasyon teorisi
iizerine ingaa edildiginden, o;’ler (i = 1,2,3) n ve #’nin fonksiyonlar1 olarak kabul
edilmektedirler. Diger yandan, kararl (stabil) ilerleyen dalga ¢6ziimii i¢in o; > fo >
0 > 03 > 04 esitsizligi saglanmalidir [50]. (2.28) denklemi integre edilirse ;

/ a il —Lo—6) (2.29)

fo /(o —fo)(fo—oa)(fo—a)(fo—ou) &

olur. (2.29)’de yer alan eliptik integral [50] yardimiyla

2F (@,m)
V(o — o) (o —oy)

olarak yazilir. F(¢,m) birinci tip tam olmayan eliptik integrali gostermektedir ve

1
= (660 (2.30)

oo G
dir. m modiili ifade ederken, (2.29) denkleminde yer alan faz farki terimi 6 ise,
bir integrasyon sabitidir. 6y teriminin daha yiiksek mertebeden asimptotik acilim
kullanilarak belirlenebilecegi bilinmektedir. [63] calismasinda, KdV denkleminin
ilerleyen dalga coziimiindeki faz fark: terimi i¢in daha yiliksek mertebeden Whitham

denklemleri tiiretilmistir.  Ilk mertebe denklemin ¢oziimiindeki yavas faz farki

belirlenmis ve bu faz farkinin, basamak tipi baglangi¢c kosullari i¢in bir sabit
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oldugu sonucuna varilmistir. Bu inceleme tez konusunun kapsami digindadir. Tez
calismasinda, ilk iki pertiirbasyon problemi ile ilgilenildiginden, 6y dogrudan sayisal

coziimlerle karsilagtirma yapilarak belirlenecektir.

Gerekli ara islemler sonucunda f’1n ¢6ziimii asagidaki gibi elde edilir:

fo(6,n.1) = —(utop+o)
oy +op+o03) (0 +200+03)
(a1 +20p+0a3) 4 (0 —0)sn?[Uy (6 —6g),m]

(2.32)

(2.32)’)da  yer alan sn Jacobi eliptik siniis fonksiyonudur ve U; =

\/((Xl — OC3)<061 +200 + (X3)/2k’dlr.

Bu calismada amacimiz cmKdV(f)- Whitham modiilasyon sistemini kdsegen forma
en yakin halde yazmaktir. Bu amagla, Whitham sistemini daha sade formda elde

edebilmek icin asagidaki tanimlamalar yapilir [18];

ohH+ o

”15”1(7771): 22 37
(04 o

n=nng) =222, (2:33)
o)+ o

r3Er3(n7t): 2 *

Burada, rq, 2, r3 Riemann tipi degiskenler olarak adlandirilmaktadir ve r3 > rp >

ri’dir. €' mertebeli problemin ¢oziimii olan fy, (2.33) ile verilen Riemann tipi

degiskenler cinsinden yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

fo(earlat) = rn—rn+n
2(ra—r1)(r3+r1) (1 —sn*[2(0—6p)K,m])
r3+ri+(ry—ry)sn2[2(0—6y)K,m|

(2.34)

olur. (2.34) denklemindeki K = K(m(n,t)) birinci tip tam eliptik integraldir. Ek
olarak, modiil, dalga sayis1 ve faz hizi sirasiyla Riemann tipi deg8iskenleri ry,r,r3

cinsinden agagidaki gibi ifade edilir (EK A, denklem 257):

2 2
rs—r
m= 2 1 k2:

oo e V=2044r). (2.35)
3 1

Ayrica, (2.17) integre edilerek, hizli degisken olan 0 asagidaki sekilde hesaplanir.

n k(' Ck(n.)V (n,
O(W):/_L (xg,t)dx,_/o (n,t)g (1) .o (2.36)
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05

| | (I
\ ) i 0'1 i i | —— m=0
NN NN s,

Sekil 2.2 : (2.34) ile verilen fy’1n farkli modiil degerleri icin grafikleri.

sn’(z,m) eliptik fonksiyonu 2K (m) periyotlu bir fonksiyon oldugundan f; fonksiy-
onunun periyodu 1 olarak bulunur. Sekil 2.2°den de goriilecegi gibi m — 1 iken
sn(z,m) — sech(z) oldugundan soliter dalga ¢oziim formu; m — 0 iken sn(z,m) —
sin(z) oldugundan harmonik dalga ¢6ziimii elde edilir. Burada, fy’in acik ifadesinde
ortaya c¢ikan ry,r,r3’ii tam olarak belirlemek i¢in bir iist mertebe probleme ihtiyag
vardir. Bu sebeple fj bir iist mertebe problem olan (2.23)’te yerine yazildiginda
denklemin sag yaninda 8’ya bagl bir sekiilerlik olustugu goriilmektedir. Yani terimler
0’ya gore fazla biiylimektedir. Olusan bu sekiilerligi onlemek i¢in kendine es (adjoint)

problem asagidaki gibi tanimlanmalidir:

p, Zpu = 0, yani (2.23) denkleminin homojen kisminin kendine es (adjoint)

probleminin ¢oziimii olmak iizere,

Lp = 0,

2.37)
P) P PE
A o v 2 Y 43
L = Ogg —6kfig —K 553

denklemini saglar. Sekiiler terimleri ortadan kaldirmak icin (2.23) denkleminden elde

edilen asagidaki bagint1 kullanilir:

/01 [p.zhf] —flg,;‘p] 46 = /Olp,///de ~0. (2.38)
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(2.38) es problemi icin iki lineer bagimsiz ¢oziime ihtiyac vardir. Bunlardan ilki olarak,
p = 1 alinabilir. (2.38)’nin diger bir ¢oziimii olarak da p = f alinabilecegi kolaylikla

goriilebilir. Bu iki lineer bagimsiz ¢6ziim, (2.38)’da yerine yazildiginda,
1 1
| wao=o. [ f.aae o (2.39)
0 0

sekiilerlik kogullar1 elde edilir. Kismi integrasyon teknigi kullanilarak asagidaki

ozelliklerin saglandi81 uzun fakat standart bir hesaplama ile gosterilebilir:

Yo'fo .o 9’ fo . .
[ Svde o, /foaejde 0 i=12 . .vej=13,. (2.40)
ve
32]”0 dfo\2
/f0892 /(ae)de 2.41)

(2.40) ve (2.41) denklemleri (2.39)’da kullanilirsa cmKdV (f) denkleminin sekiilerlik
kosullar1 agik olarak asagidaki gibi elde edilirler:

ar/f°d9+ (/fo ) 2+o/f0d9 0 (2.42)

2 2 L dfo\2 2
8t/f0d6+ (/f‘ 3k/ (%) d8> 2l+0/f0d9 0. (243

(2.42) ve (2.43)’de yer alan integraller (2.34) ile verilen f ve eliptik fonksiyonlarin
ozelliklerinden yararlanilarak hesaplanir [50] (EK A, denklem 338.02, 338.03, 338.04
ve 362.25).

Dikkat edilirse, (2.34) ile verilen fy ¢6ziimiinii tam olarak bulabilmek icin Riemann
degiskenlerinin (r1,r7,73) belirlenmesi gerekir. Bu Riemann degiskenleri icin (2.18)
dalgalarin korunumu yasasi ve (2.42)-(2.43) sekiilerlik kosullarindan elde edilen
iic tane denklemin coziilmesi gerekecektir. Boylece, (2.18), (2.42) ve (2.43)
denklemlerindeki terimler sirasiyla hesaplanarak, cmKdV(f) denkleminin Whitham

modiilasyon denklemleri tiiretilecektir.

2.3.2 Dalgalarin korunumu yasasi

Dalgalarin korunumu yasasi, (2.18)’de
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olarak verilmisti. Burada, (2.35) ile verilen,

3R B
m= k , V. =2(r +r3+r
I”%—l”] 4K2 ( 1 2 3)

bagntilar1 kullanilir ve r;’lerin (i = 1,2,3), 1 ve #’nin fonksiyonu oldugu da goz

oniinde bulundurularak (2.18)’te yerine yazilirsa

a( [ri2=r?), 0 rPon? o a0 | L
E( W +% 2 W(}”l +nr —i—r3) =0 (244)

olur. Tiirev alma kurallar1 yardimiyla,

O ity e i

b 2.45
ot 4K? (2:45)
ve
) L %( r32—r12(r12+r22+r32))K—Z\/r32—r12(r12+r22—|—r32)§l—11§3—’g
— (kV) =
817( ) K2

(2.46)
bagntilar1 elde edilir. Burada K = K(m(n,t)), birinci tip tam eliptik integraldir.
dK
Ayrica, m tiirev terimi asagidaki gibi hesaplanir (EK A, denklem 710 ):
m

dK E—(1-m)K

dm — 2m(1—m) 247)

Bu ifadede yer alan E = E(m(n,t)) ikinci tip tam eliptik integrali gostermektedir.

(2.45) ve (2.46)’te yerine yazilir ve gerekli ara iglemler sonucunda,
Arrrie+Ary +A13ry + Biirig + Biaran +Bizrin =0 (2.48)

formunda bir yap1 elde edilir. Ayy, A2, A3, B11, B2, B13’ler (n,t) degiskenlerine
bagli katsayilardir ve acik ifadeleri EK B’de yer almaktadir. Boylelikle ilk modiilasyon

denklemi elde edilmis olur.

2.3.3 Sekiilerlik kosullar:

(2.42) ve (2.43) ile sirasiyla verilen asagidaki sekiilerlik kosullarini1 goz 6niine alalim:

8/f0d6+ (/fo ) 2+0/f0d6 0,
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at/focle)+ (/fA 3k2/1(%)2d6) 2t+0/f02d6 0.

Dikkat edilecek olursa, bu kosullarin hesaplanmasi i¢in

/ fod®, / fode, / f3de, / fo'de, / (afo)

integrallerinin hesaplanmasi1 gerekmektedir. Ancak, (2.42) ve (2.43)’te yer alan
integralleri hesaplayabilmek icin yararlanilan yardimei kaynaga [50] bakildiginda (EK
A, denklem 338.04) fo’1

cn? 2 (6 — o) K, m]

=X+Y
fo(6,n,1) + 1—nsn2[2(6 —6y) K, m]

(2.49)

formunda yazmanin daha uygun oldugu goriilmektedir. Yapilan diizenlemelerin

ardindan

h 1 h 1 cn?[2 (0 — 6o) K, m]
_/0 fode_/o {X+Y1_nsn2[2<9_00)1{’m] }d@ (2.50)

olur. Burada,

(r1—r)
(r3+r1)

X=r—-n+r, Y=2(n-r), n= (2.51)

dir. Hesaplarin ifadelerinde modiilasyon denkleminin insasinda 6nemli olmadig1 i¢im,
6p ihmal edilecektir ve calismanin devaminda yapilan niimerik hesaplarla bulunacaktir.

Bu durumda,

! cn? 26K, m|
I = X+Y - do 2.52
: /0 { * l—nsn2[29K,m]} (2.52)

olur. /; integralini hesaplayabilmek i¢in, 20K = v degisken doniisiimii yapilirsa, [
asagidaki gibi yeniden diizenlenir:

2K 2 d Y
11:/ {X+YM}—UZX+—X1. (2.53)
0 2K

1 —nsn2[v,m| 2K

n? [V, m]

Wd v seklinde tanimlanmustir.

2K
Burada, X; = /
0

Yine yardimci kaynak [50] yardimiyla (EK A, denklem 338.01)

n? [V, m]

1
T nsnZ[o,m] 40 = 5 {0+ (1= D@ mm)} (2.54)
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bagntist bilinmektedir. Burada, IT(¢,n,m) ticlincii tip tam olmayan Legendre eliptik
integralini (Legendre’s incomplete elliptic integral of the third kind) gostermektedir
(EK A, denklem 400). Integralleri tam eliptik fonksiyonlar cinsinden hesaplama

gerekliliginden dolay1, X

2K on2lo
X1 = / A [2,m] dv
o 1 —nsn?[v,m]

K o 2K
= dv ——————dV
/o l—nsnzvm +/ 1—nsn2vm]

formunda yazilmahdir. Ikinci integralin de smirlarini ayn1 yapmak igin Q = 2K — v

(2.55)

degisken doniisiimii uygulamir ve EK A (denklem 122.00 ve 122.04) dan, cn(2K —
Q) = —cnQ ve sn(2K — Q) = snQ bagmtilart kullanilirsa, X; asagidaki sekilde
yazilabilir:

cn? [V, m]
X1 =2 ————dv. 2.56
] / 1 —nsn? [v,m] v (2.56)

Boylelikle, (2.54)’de sinirlar yerine yazildiginda,

2K —1
X1 == 428 N (n,m) (2.57)
n n
olur. Buradan,
Y Y (2K n—1
L = X+—X X+—<—+4+2 11
1 +2K 1= +2K{ + (n,m)}
(2.58)
Y Yn—-1
= X+_+Enn I1(n,m)

dir. Diger integraller de benzer analiz yapilarak yine yardimci kaynak [50] yardimiyla
(EK A, denklem 338.02, 338.03, 338.04 ve 362.25)
! E(=2r}+2r3
12:/f02d6 :r%—kr%—r%—i——( r1+ r3),
0 K
1
L= / 13de
0

B 2H(r2—|—r3)(r%—i—r%—|—r§)
B K
— (r% + r% + r%r3 + rzr% + rg + r%(rz +r3)+ri(n+ r3)2) ,

27



1
I = / fotdo
0

_ —8(3Iryrr3(ra+r3) + (r% - r%)(r% + r% + r%))
3K
N 3r‘11 + 3}"2l + Zr%r% — 5r§1 + 12rimr3(ra+13) + Zr%(Sr% +6ryr3 + r%)
3 )

A
n= | (55) 40
8K>(ry+1r3) (r1(2ra+r3) +r3(r2 —13))

3(?‘1 —r3)
+16KHF1F2F3(1’2+F3) _SK(r%+r%+r%)(r§_r%)E (2.59)
(ri —r3)(r1+r3) 3(ri—r3)(r1+r3)

olarak bulunur. Burada, Iy,15,15,14 ve Is integrallerinin sonuclarinda yer alan
K(m), E(m) ve I1(n,m) yerine kisalik olmasi amaciyla sirasiyla K, E ve I1 yazilmistir
ve bunlar sirasiyla birinci tip, ikinci tip ve iiciincii tip tam eliptik integrali temsil
etmektedir. Ayrica yine integrallerin agik ifadelerinde karsilasilan ry,r>,r3” iin 1
ve t yavas degiskenlerinin birer fonksiyonu olduguna dikkat edilmelidir. Boylelikle
sekiilerlik kosullarin1 hesaplamak i¢in ilk asama tamamlanmis olur. Simdi de, (2.42)
ile verilen birinci sekiilerlik kosulunun sol yaninda yer alan I; ve I3 integralleri

yerlerine yazildiginda

i/lfde + 2i/lf3d9+ ! /lfde
at Jo ’° an Jo 7° 2 +10Jo 7°

= Apiri +Axry +Axsry + Barig + Byuroag + Bazrapg +Ci

=0
(2.60)
olarak bulunur. Burada, A>j,A2,A23 ve By1,B2,B>3’iin acik ifadelerine EK B’den

ulagilabilir. Ayrica, C; silindirik terimi gostermektedir ve

1 1
Ci = do 2.61
1 2mo/o fo 2.61)

ifadesiyle verilmektedir (EK B). Sekiilerlik kosullarindan ikincisi olan (2.43) icin de

benzer bicimde sirasiyla gerekli olan tiirevler hesaplanir ve sonra (2.43) denkleminde
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yerlerine yazilirlarsa,

o [, b 1 » (Y ,df0\2 2 L,
E/o 1246 + %(3/01‘3‘—%/0 (Z2) d9>+2t+t0/of0d9

= Aziri +Asry +A33ry + B3irig +B3arog + Basrsg + G

= 0
(2.62)

seklinde yazilir. Burada, A;j, B;;’lerin (i =3, j = 1,2,3) ve asagidaki integralle temsil

edilen C;’nin

2 1 2
G, = do 2.63
A 2WO/OfO (2.63)

acik ifadeleri EK B’de mevcuttur.

2.3.4 cmKdV(f)-Whitham sistemi

Modiilasyon denklemlerinin son halleri (2.48), (2.60) ve (2.62) birlikte diisiiniiliirse,
r1,ra,r3 fonksiyonlar: i¢in asagidaki birinci mertebeden kuazilineer denklem sistemi
elde edilir:

Burada A ve B 3 x 3’lik matrisleri, r,,ry ve C vektorleri asagidaki gibi

tanimlanmuglardir:
Ay A Az Bi1 B2 B3 Tt
A=Ay Axp Ax |, B=|By By By|, r=|r],
Az; Az Az B31 B3y Bsiz I3
(2.65)
rln 0
l‘n: 'y ,C: C1
3n G

Ayrica A ve B matrisleri tekil matrisler degildirler (yani detA £ 0 ve detB # 0’dir).

Dolayisiyla (2.64) ile verilen denklemin her iki yani soldan A" matrisi ile carpilirsa,

1
A% —h=0 2.66
Fe+ Vi + 2t + 1ty ( )

sistemi elde edilmis olur. Ac¢iktir ki bu denklem sistemi kuasilineer denklem sistemidir

ve

Vi 0 0
V= 0 V2 0
0 0 V3



seklinde kosegen elemanlar v; (i = 1,2,3), olan bir kosegen matristir. Bu matrisin
elemanlar1t mKdV(f) denkleminin Whitham karakteristik hizlarin1 verir [18] ve acgik

ifadeleri asagidaki gibi bulunur:

4K(3—1)

Y S
Vi (ri+ry+r3) X E
4K (r —r)(r3 —13)
vy = 207 +r5+13) - , (2.67)
E(r% — r%) — K(r% — r%)
4(r: — K
vy = 2(r%+r%+r§)+—( 3 Z 2) .
Ayrica, h vektoriiniin bilesenleri de silindirik terimi temsil etmektedir ve
I K(rlNl + r2r3N2)
1 )
(r{ —r3)(K —E)
K(rNy+rirN;
h, = — 2( 5 > ) 5o (2.68)
E(r;—ry) —K(r; —13)
K(r3Ni +rirnN,)
h3 2_ 2

seklindedirler. K = K(m),E = E(m) ve Il =I1(n,m) sirastyla birinci, ikinci ve tigiincii
tip tam eliptik integralleri gostermektedir. Ek olarak,

rn—nr

_ Ny —
r3+r’ ! K ’
(2.69)

K(ri+r+r)—2(rn+r)I

N> =
2 K

olarak ifade edilmektedir.

(2.66) denkleminde silindirik terim olmadiginda, yani h terimi 6zdes olarak sifir
alindiginda cmKdV(f) icin elde edilen Whitham sistemi mKdV(f) i¢in Driscoll ve

Oneil tarafindan bulunan Whitham sistemine indirgenir [18].

2.4 mKdV(f) ve cmKdV(f) Denklemlerinin Sayisal Coziimleri

Boliim 2.2°de (2+1) boyutlu mKP(f) denklemi, 6zel bir ¢oziim ve parabolik cephe

boyunca ilerledigi varsayimiyla (1+1) boyutlu cmKdV(f) denklemine indirgenmistir.
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Boliim 2.3’te ise Onerilen ¢oziim formu sonucu elde edilen cmKdV(f) denkleminin,
Whitham modiilasyon denklemleri bir asimptotik analiz olan ¢oklu dl¢ekler yontemi
kullanilarak tiiretilmistir. Ayrica, cmKdV(f)-Whitham sisteminin 6zel durumda, yani
silindirik terim ©6zdes olarak sifir iken mKdV(f)-Whitham sistemine indirgendigi
gozlemlenmistir. Bu nedenle, bu bolimde mKdV(f) denkleminin sayisal ¢oziimlerine
de yer verilecektir. Ote yandan, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemleri ayn1 f ¢oziimiine
(ilk mertebe problemin ¢oziimii) sahip oldugundan mKdV(f) denklemi i¢in sok dalga
coziimleri icin (2.2) baglangic kosulunda kullanilan v, ve v; sabitlere bagh olarak
yapilan siniflandirma; [25,26]’deki sonuglar da g6z oniinde bulundurularak, cmKdV(f)

denklemi icin sayisal ¢oziimler kullanilarak tekrarlanacaktir.

Daha sonra (1+1) boyutlu cmKdV (f) denklemi ve klasik mKdV(f) denklemlerine ait
Whitham modiilasyon denklemlerinin sayisal ¢oziimleri ile mKdV(f) ve cmKdV(f)
denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi amag¢lanmaktadir. Bulunan
sonu¢lar karsilastirilarak yontemin uygunlugu da gosterilecektir. cmKdV(f) denklemi
icin olan (2.66) Whitham modiilasyon denklem sistemi kdsegen degildir ve bu 6zellik
analitik ¢o6ziimii bulmay1 olanaksiz kilmaktadir. Bu yiizden analitik ¢dziim yerine,
sonlu farklar iizerine bir¢ok yontemin kullanilabilecegi Shampine [53] tarafindan
geligtirilen MATLAB temelli sayisal ¢oziicii programi kullanilacaktir. (1+1) boyutlu
mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin sayisal ¢6ziimii icin mevcutlar i¢inde en
etkin spektral tabanli sayisal yontem olarak adlandirilan ve bircok nonlineer evrim
tipi diferansiyel denklemin ¢oziimiinde hizi ve dogrulugu test edilmis, “Exponential
Time Differencing Runge Kutta-4” ETDRK4 yonteminin modifiye hali kullanilacaktir
[51,52]. Daha sonra bu iki sayisal hesaplama sonucu elde edilen c¢oziimler

kargilastirillacaktir.

2.4.1 mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin asimptotik ¢6ziimii

Ik olarak, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin Whitham sistemlerinin sayisal

coziimlerini bulacagiz.

Klasik mKdV(f) denklemine ait Whitham sistemi i¢in Riemann degiskenlerinin
saglamast gereken sinir kosullar1 baslangic kosullarinin sinirdaki degerleri olarak

sabitlenmisgtir. Fakat, asil problemimiz olan cmKdV(f) denkleminin saglamasi gereken
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sinir kogullart S(¢) fonksiyonuna baglh olarak degistigi i¢in cmKdV(f) denklemine ait
Whitham sistemi i¢in sinir kosullart da zamana bagl olarak belirlenmelidir. cmKdV(f)
denkleminin Whitham sistemi i¢in sol sinir u¢ (m — 0) ve sag sir u¢ (m — 1) igin,
(2.66) denkleminde 1 uzaysal degiskenine baglh tiirev terimleri ihmal edilerek elde

edilen diferansiyel denklem sistemi ¢oziilecektir:

I't—f— h:()

2t +19
Bunun i¢in (2.68) ile verilen h silindirik terimin bilesenlerinin sirasiyla m — 0 ve

m — 1 durumlarinda limit degerleri hesaplanacaktir.

Modiilii temsil eden 7’ nin Riemann degiskenleri cinsinden ifadesi
2.2

m =
2 2
r3—ri

idi. Buradan, m — 0 iken r, — r| ve m — 1 iken r3 — r, oldugu goriiliir. Buna gore,
hi’lerin (i = 1,2,3) m — 0 ve m — 1 durumundaki limitleri yardimecr kaynak [50]

(Formiil numarasi:111.00, 111.01) yardimiyla asagidaki gibi bulunur:

r2 r2
lim hy ==, lim hp=-2, lim h3 = r3, (2.70)
m— 0 r m— 0 r m— 0
lim h1 =r, lim ]’lz = 21”3, lim h3 = 27’3. (2.71)
m— 1 m— 1 m— 1

Uyan 2.4.1 Dikkat edilirse, (2.70)’de m — 0O iken hy ve hy terimlerinde paydada r,
yer almaktadir. Bu sebeple, Riemann degiskeni ry icin baslangi¢ kosulu sifirdan farkli

secilmelidir.

Ayrica, cmKdV denkleminin (2.2) basamak tipi baslangi¢c kosulu altinda ¢oziimii
arandi81 i¢in, (2.2) kosulu Riemann tipi degiskenleri olan ry, r, ve r3 cinsinden
belirlenmelidir. Bu bu baglangi¢ kosulu ayn1 zamanda (2.66) Whitham sistemi icin de
gecerlidir. Boylece, Whitham sistemi i¢in baglangi¢ kosulu asagidaki gibi belirlenir:

v, N<0

v, >0 , 13(1n,0) =v;. (2.72)

F1(1,0) = vy, r2(17,0) = {

Daha oOnce de belirtildigi gibi (2.72)’de verilen parametreler icin v; > v, > 0

esitsizligi saglanmaktadir. (2.72) baslangi¢ kosullariyla birlikte, (2.70) ve (2.71) limit
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degerleri, (4.60) adi diferansiyel denkleminde yerlerine yazilarak sirasiyla Riemann
degiskenlerinin sol u¢ ve sag uctaki sinirlari belirlenir. Buna gore, sirasiyla limit

durumlarinda Riemann degiskenleri

m — 0 iken,

2(v2 — vlz)t +v2ty to
t) = t t \|— 2.73
”1(777 ) r2(777 )_>\/ 2l+lo ’ ”3(777 )_>Vl 2l‘+l(), ( )

m — 1 iken,

o fo
t it/ , 1) = 1) — 2.74
ri(n,t) —v GTE r(n,t) =r3(n,t) s (2.74)

olarak bulunurlar. (2.73) ile verilen r; ve r, goz Oniine alindiginda, reel degerli
coziimler elde etmek icin

22— vt +v2itg >0 (2.75)

esitsizliginin saglanmasi gerektigi goriilmiistiir.

0.7
""" ri(s,0)
r2(v,0)
L r3(x,0)
B
2
=
e 0.6 provmmm s ———
&
@
=] 0.55 B
=
g
E 0.5 R e s i s e
2
14
045}
0.4 * : :
-40 -20 0 20 40

7

Sekil 2.3 : Riemann tipi degiskenler i¢in v, = 0.5 ve v; = 0.6 secimine karg1 gelen
(2.77) baglangi¢ kosullar1 (r = 0).

Uyar1 2.4.2 ¢cmKdV denkleminin arka kenarinda goriilen DSW ¢oziimleri ince-
lendiginde kritik bir t., degerinden sonra ry ve ry’nin kompleks degerli oldugu
gozlemlenmistir. (2.75) yardimiyla bu kritik deger

l()v%

T (2.76)

teq =
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n n

Sekil 2.4 : Sol panelde mKdV(f) denklemi, sag panelde cmKdV(f) denklemi icin
t=2.5,5,7.5 ve t = 10’daki Whitham sistemlerinin ¢6ztimleri.

olarak bulunur. Dikkat edilecek olursa, (2.28) denkleminin sag yaninda yer alan

asagidaki polinomun iki kokii kompleks eslenik olmaktadur:

(01— fo)(fo—)(fo—03)(fo—as) =0
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(2.33) denklemi yardimiyla, r| ve ry’nin kompleks olmasindan o ve o’ nin reel, 03
ve 0y kompleks eslenik oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple, cmKdV(f) denkleminin
periyodik ilerleyen dalga ¢oziimii [18] kararli (stabil) degildir. Fakat, bu durum

cmKdV(f) denkleminin dogrudan sayisal ¢oziimlerinde gozlemlenmemistir.

(2.75)’te elde edilen kisitlamayla birlikte DSW ¢6ziimleri i¢in #p = 10 se¢imi i¢in v, =

0.5 ve v; = 0.6 baglangi¢ kosullar1 ele alinmistir (Sekil 2.3):

-~ ] 05 n<o0 B
”1(71;0)—0577’2(7770)—{ 06, nZO ) ”3(7770)—06 (2.77)
Benzer hesaplama (2.75) esitsizligini saglayan farkli v, ve v; degerleri i¢cin de

yapilabilir.

(2.66) cmKdV-Whitham sisteminin, (2.77) baglangi¢ kosullar1 ve (2.70)-(2.71) sir
kosullartyla birlikte sayisal ¢oziimlerinin bulunmasinda, Shampine [53] tarafindan
birinci mertebe hiperbolik kismi tiirevli denklemler icin gelistirilmis MATLAB tabanlh
sayisal ¢oziicli kullanilmistir. Hesaplarda iki basamakli Lax-Wendrof yonteminin
farkl1 bir tiirti kullamlmigtir. Sayisal ¢oziimde 7 i¢in, [—160, 160] tanim aralginda N =
212 nokta kullanmilmigtir. Coziimlerin grafikleri + = 2.5,5,7.5 ve t = 10 degerlerinde
klasik mKdV(f) ve cmKdV(f) icin, Sekil 2.4’de verilmistir.

Sekil 2.4’den goriildigii gibi mKdV(f) denklemine ait Riemann degiskenlerinin
sinirlart sabit kalmakta iken, cmKdV(f) denkleminde r|(n,7) ve r3(1n,t) zamanla
birbirine yaklagmaktadir ve biitiin Riemann degiskenlerinin seviyeleri zamanla
diigmektedir. Bu asamadan sonra, elde edilen bu sonuc¢larin uyumlulugunu gostermek
icin (2.34) ile verilen fy ve (2.36) hizli degisken olan 6 kullanilarak mKdV(f) ve
cmKdV(f) denklemlerinin dispersif sok dalga coziimleri, Sekil 2.11 ve Sekil 2.12°te

cizdirilmisgtir.
2.4.2 mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢coziimii

Klasik mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin (2.2) baglangi¢ kosulu altinda ve ilgili
sinir kosullariyla birlikte sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin ETDRK4 (Exponential

Time Differencing Fourth Order Runge-Kutta) [51,52] yonteminin modifiye versiyonu
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kullamlacaktir. ilk olarak, kullamlacak dogrudan sayisal yontem icin simir kosullari
sabit olmalidir. Klasik problemde, yani mKdV(f) denkleminin sinir kosullar1 sabittir.
Ancak cmKdV(f) denkleminin sinir kosullari #’nin bir fonksiyonudur. Dolayisiyla,

asagidaki doniisiimii yaparak oncelikle sinir kosullar1 uygun hale getirilir:

F=S(E. (2.78)

Burada, S(7) = dir. (2.78) denkleminin (2.13) denkleminde kullanilmasiyla
V2t 41y

& +6SZ§2§n ‘|‘825nnn =0 (2.79)

olur. (2.78) doniisiimiiyle birlikte, (2.79) denklemi icin yeni sabit sinir kosullar1 sol
tarafta & = v; iken sag tarafta &, = v, olur.

Ote yandan, ETDRK4 yonteminin spektral dogrulugu i¢in baslangic kosullar1 diizgiin
ve periyodik olmalidir. Bu nedenle, (2.79) denklemi 1n’ya gore tiiretilir ve &, = z
olarak tanimlanirsa,

2t +68*(E%2)n + €% 2qnn =0 (2.80)

denklemi elde edilir. (2.80) denklemine Fourier doniisiimii uygulanir:
% =L+ 68°N(2,1). (2.81)

Bu béliim ve devaminda 2 = F(z) , z’nin Fourier doniisiimiinii ve z = F~(2) ise ters
Fourier doniisiimiinii gostermektedir. Ek olarak, L lineer terimi ve N non-lineer terimi
gostermektedir. Sonug olarak, (2.13) denklemi asagidaki adi diferansiyel denklem
sistemine indirgenir:

L: = —ig%k’,

N(2t) = —ikF[(E-+ /_ '; P (3dy) 2P (2)] (2.82)

Burada, R bir pozitif sabiti gostermektedir. Yukarida goriilen Fourier uzayindaki
denklem sistemini ¢6zmek i¢in Exponential-Time Differencing fourth-order Runge
Kutta yontemi (ETDRK4) [51,52] kullanilir. Klasik mKdV(f) denkleminin cmKdV(f)
denkleminden tek farki, nonlineer terim olan N’nin zamana bagli terimler icermesidir.
ETDRK4 yonteminin spektral dogrulugu i¢in z’nin baglangic kosullar1 diizgiin ve

periyodik olmalidir. Fakat, v i¢in olan (2.2) baslangi¢ kosullarindan

z(n,0) = —6(n) (2.83)
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elde edilir. Burada, § Dirac delta fonksiyonudur. Bu nedenle (2.83) baslangi¢ kosulu

asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

2(n,0) = —gsechz(fn). (2.84)

Burada, K biiyiik pozitif bir sabittir. Yapilan Fourier doniisiimiiyle (2.80) denklemi
(2.81) denklemine doniisiir. (2.81) denkleminin ¢oziimiiniinde uygulanan ETDRK4
yontemi i¢in Fourier modu N = 215 maddesel koordinat icin [—160,160] tanim
aralig1 ve zaman ayriklagtirma aralig1 olarak 10~* alinarak, gerekli sayisal hesaplar
yapilmistir.  Ayrica, ty = 10, €2 =5.10"% ve K = 10 olarak secilmistir. Buradan,
bu parametreler kullanilarak, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin ¢+ = 10’daki
dogrudan sayisal ¢oziimleri sirastyla Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’da verilmisgtir. Sekil 2.5
dikkatlice bakildiginda mKdV(f) denkleminde, m — O iken arka kenarin genligi 0.5’te
sabit, fakat m — 1 iken 6n kenarda genligi seviye farkinin iki kat1 (2(0.6-0.5)=0.2) olan
solitonlarin oldugu goriiliir. Bu gozlem, Marchant tarafindan mKdV(f) denklemi icin
yapilan calisma ile tutarhidir [25]. Diger taraftan Sekil 2.6 incelendiginde cmKdV(f)
denklemi i¢in durumun farkli oldugu aciktir. Silindirik terimin katkis1 Sekil 2.6’da
goriilmektedir. Burada, arka kenarin genliginin zamanla azaldig1 ve yine zamana bagh

terimin etkisiyle ayni sekilde 6n kenarin genliginin de azaldigina dikkat edilmelidir.

Ek olarak, hesaplarda zayif dispersiyonu temsil eden £ un etkisini gdzlemlemek i¢in
kullanilan sayisal ¢oziicii i¢inde kullanilan diger parametreleri sabit tutarak €2 =0.05
ve €2 = 0.005 icin klasik mKdV(f) denkleminin dogrudan sayisal c¢oziimleri Sekil
2.7’de verilmigstir. € azaldikg¢a, salimmlarin dalga boyunun azaldigi goriilmektedir.
Diger bir gozlem ise, parabolik cepheyi belirleyen #y degeri {izerinedir. 7y degerleri
biiytidiikce parabolik cephenin egriligi zamanla azalmakta ve yapist bozulmaktadir.
Buna bagh olarak, ¢oziimlerin klasik mKdV(f) denkleminin ¢oziimlerine indirgendigi
goriilmektedir. Ayrintilar icin Sekil 2.8’e bakilabilir. Bu durum, tez caligsmasi
konusunun disindadir. Dolayisiyla, tp = 10 problemimizi ¢ozmek i¢in kullanilan en

uygun degerdir.

Ote yandan, biiyiik ¢ degerleri icin mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin DSW
coziimlerini i¢in de sonuglar sirasiyla Sekil 2.9 ve Sekil 2.10°da verilmistir. Sekil

2.9’da 1ise mKdV(f) denkleminin ¢ = 5, 10,25 ve ¢t = 50’deki dispersif sok dalga
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cOziimleri goriilmektedir. Zaman artmasina ragmen arka kenarin seviyesi 0.5’te sabit
iken ve on kenarin genli8i seviye farkinin 2 katina yaklagsmaktadir. Sekil 2.9’dan
goriilecegi gibi hizlarin pozitif olmasi nedeniyle, DSW’s1 ilk sigramanin sagina dogru
ilerlemektedir. Ayrica, on kenarda (leading edge) solitonlar olugmaktadir. Sekil
2.10’da 1se cmKdV(f) denkleminin ¢ = 5, 10, 25 ve t = 50°’deki dispersif sok dalga
coziimleri goriilmektedir. Sekil 2.10’dan goriilecegi gibi zaman arttikga hem 6n kenar

hem de arka kenar seviyesi azalmaktadir. Ornegin, ¢ = 5 icin arka kenar seviyesi

S(t).vy = §(5).(0.5) = \/;:g.(O.S) = 0.3535 iken; on kenar S(¢).v; = S(5).(0.6) =

10
1/ 2—0.(0.6) = 0.424’tir. ¢ = 50 i¢in ise arka kenar 0.1507, 6n kenar 0.1809dur.

0.7

0.68 |

0.66 | 05
0.64 ¢
0.65
0.62

- 0.6 1 w 0.6

0.58

0.56 0.55

0.54 u

0.52

n

Sekil 2.5 : (2.2) ile verilen basamak tipi baglangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6
secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen mKdV(f) denkleminin # = 10’daki
dispersif sok dalga yayilima.

24.3 mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan ve asimptotik ¢oziim-

lerinin karsilastiriimasi

Bu bdliimde ise, tiiretilen modiilasyon denklemlerinin (2.66) sayisal ¢oziimlerinden
elde edilen dispersif sok dalga ¢oziimleriyle, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin

dogrudan sayisal ¢oziimlerinin uyumlulugunun gosterilmesi amaclanmistir. mKdV(f)
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Sekil 2.6 : (2.2) ile verilen basamak tipi baglangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6
secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen cmKdV(f) denkleminin # = 10’daki
dispersif sok dalga yayilimi.
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Sekil 2.7 : mKdV(f) denkleminin (2.2) ile verilen basamak tipi baglangi¢c kosulunda
v, = 0.5 ve v; = 0.6 secilmesi ile elde edilen farkli € degerleri icin dogrudan sayisal
cOziimleri.

ve cmKdV(f) denklemlerinin Whitham sistemlerinin ¢oziimiinii elde etmek i¢in Sekil

2.4 ile verilen Whitham sisteminin ¢dziimleri ile birlikte; (2.34) ile verilen ilk mertebe
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Sekil 2.8 : cmKdV(f) denkleminin (2.2) ile verilen basamak tipi baslangic kosulunda
v, = 0.5 ve v; = 0.6 secilmesi ile elde edilen farkli 7y degerleri i¢in dogrudan sayisal
cOziimleri. Coziimlerin ¢y biiylidiik¢e klasik mKdV(f) denkleminin ¢6ziimlerine
yaklastig1 goriiliir.
problemin ¢oziimii (fy) ve (2.36)’de verilen hizli degisken 6 kullanilarak, mKdV(f) ve
cmKdV(f) denklemlerinin # = 2.5,5,7.5 ve t = 10’daki dispersif sok dalga yayilimi
cizdirilmigtir. Bulunan sonu¢ ile daha onceden dogrudan sayisal olarak coziilen

mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerin ¢oziimlerine ait cizimler Sekil 2.11 ve Sekil

2.12°da st iiste ¢izdirilmistir.

Buradan, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinde goriilen dispersif sok dalgalarinin
yapistyla ilgili olarak 6n kenar genliginin ve salimimlarin dalga boyunun, asimptotik
yaklagim ve sayisal ¢oziimle uyumlu oldugu goriiliir. Fakat, 6n kenar pozisyonunda
ufak bir fark mevcuttur. Bu durum, (2.34) ile verilen ilk mertebe ¢oziimde yer
alan 6y’dan kaynaklanmaktadir. Aslinda daha yiiksek mertebeden asimptotik ac¢ilim

yapilarak faz farki i¢in daha 1yi sonuglar elde edilebilir. Fakat bu inceleme

40



0.7 -

0.65 |

w 0.6

0.55 -

(b) t =10

7
0.65
- 0.6
0.55 -
0.54

25
2°t 0 .
(c)t=25 (d) t=50

Sekil 2.9 : (2.2) ile verilen basamak tipi baslangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6
secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen mKdV(f) denkleminin farkli # degerleri
icin dispersif sok dalga yayilimi.
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Sekil 2.10 : (2.2) ile verilen basamak tipi baglangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6
secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen cmKdV(f) denkleminin farkli ¢ degerleri
icin dispersif sok dalga yayilimi.
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calisilan tez konusunun digindadir. Ozel olarak, 6y en biiyiik genlige sahip dalga
katar ile arka kenarin ortalamasi alinarak belirlendiginde sayisal ¢oziimle asimptotik
coziimiin uyumlu oldugu goriilmektedir. Faz farki 6y, baslangic deger problemlerinin

ozelliginden dolay1 sabit degildir.

Klasik mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerine ait Whitham modiilasyon denklemlerinin
asimptotik ¢oziimlerinin uygunlugunu gostermek icin dogrudan sayisal coziimler
ile asimptotik coziimlerin t = 2.5,5,7.5 ve t = 10°da karsilagtirilmas1 yapilmistir.
Sonuclar, Sekil 2.11-2.12°de verilmistir. Buradan, dalga sayis1 ve dalga genliklerinin
birbiriyle tutarli oldugu sonucuna varilmistir. ~ Asimptotik ¢oziimlerde yer alan
0p’larin belirlenmesi icin mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal
coziimlerinden yararlanilmigtir. Bunun igin, ilk olarak dogrudan sayisal ¢oziimlerden
elde edilen sol taraftaki seviye degeri ile sag taraftaki en biiylik dalga katarinin
genlik degerinin ortalamasi alinmistir. Buradan elde edilen ortalama genlik degerleri
"Aavg" ile gosterilmektedir. Asimptotik ¢oziimde bu ortalama degere en yakin genlige
sahip ortadaki dalga katarina gore 6y belirlenmistir. Asimptotik coziimlerden elde
edilen ortadaki dalga katarin genligi "M," ile temsil edilmektedir. mKdV(f) ve
cmKdV(f) denklemlerine ait genlik degerleri farkli zaman degerleri icin sirasiyla
Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2’de verilmistir. Ayrica, en biiyiik genlige sahip dalga
katarina ait ortalama hiz degerleri (V) de bu ¢izelgelerde yer almaktadir. Genliklerin
hesaplanmasin1 # = 10 degerini ele alarak aciklayalim. cmKdV(f) denklemi ig¢in,
ortalama deger (0.38246 +0.34641) /2 = 0.3643 iken, asimptotik ¢oziimde bu degere
en yakin ortadaki dalga katarinin genlik degeri 0.3674’dur. mKdV(f) denklemi icin
bu degerler sirastyla (0.6 40.693)/2 = 0.6465 ve 0.6572’dir. Bu sonuglar, mKdV(f)
ve cmKdV(f) denklemleri i¢in dogrudan sayisal ve asimptotik ¢oziimlerin tutarl
oldugunu gostermektedir. Ek olarak, mKdV(f) denkleminin en biiyiik genlige sahip
dalga katarimin ortalama hizi ¢ = 10’daki Ve = 1.9179’dur.  ¢cmKdV(f) denklemi
icin ise ¢t = 10°daki ortalama hiz V,,, = 1.0432°dir. Burada su noktaya dikkat
cekmek gerekir: cmKdV(f) denkleminin ortalama hi1z1 mKdV (f) denklemine gore daha
diisiiktiir. Bunun sebebi en biiyiik genlige sahip dalga katarinin genliinin zamanla

azalmasidir.
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Sekil 2.11 : (2.2) baslangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6 se¢ilmesiyle mKdV(f)
denklemi i¢in (a) t = 2.5, (b) t =35, (c) t =7.5 ve (d) t = 10°da dogrudan sayisal ve
Whitham sistemleri tizerinden elde edilen asimptotik ¢dziimlerin kargilagtirilmasi.

2.4.3.1 ETDRK4 metodu icin hata analizi

Bu kisimda, mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerini basamak tipi baglangi¢ kosuluyla

birlikte dogrudan ¢dzmek i¢in kullanilan sayisal yontem i¢in hata analizi yapilacaktir.
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Sekil 2.12 : (2.2) baglangi¢ kosulunda v, = 0.5 ve v; = 0.6 secilmesiyle cmKdV(f)
denklemi icin (a) t = 2.5, (b)t =35, (c) t =7.5 ve (d) t = 10’da dogrudan sayisal ve
Whitham sistemleri iizerinden elde edilen asimptotik ¢éziimlerin karsilagtirilmasi.

Literatiir incelendiginde, silindirik denklemler i¢in baslangi¢c deger problemleri ile

ilgili kullanilan sayisal yontem icin hata analizinin mevcut olmadig1 goriilmiistiir.

Yapilan analizde baslangi¢c kosulu olarak kullanmak iizere, soliter dalga ¢oziimleri

aragtirtlmis ve klasik mKdV(f) denklemi icin literatirde c¢alismalarin yapildigi

gorilmiistiir [54]-[56].

bilinmemektedir.

Ancak, cmKdV(f) denkleminin soliter dalga coziimleri

Bu nedenle, hata analizinde farkli zaman adimlar i¢in bulunan

dogrudan sayisal ¢Oziimler karsilagtirarak ETDRK4 yonteminin kullamiglilign test
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Cizelge 2.1: 1 =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde mKdV(f) denklemi i¢in
Aavg, My ve Vg, degerleri.

t (Zaman) Ag, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢oziim) Ve

2.5 0.6363 0.6489 1.9766

5 0.6431 0.6455 1.9258
7.5 0.6454 0.6485 1.9206
10 0.6465 0.6572 1.9179

Cizelge 2.2 : t =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde cmKdV (f) denklemi icin
Aavg, My ve Vo degerleri.

t (Zaman) Ag,, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢oziim) Ve

2.5 0.5142 0.5269 1.5785
5 0.4470 0.4484 1.3050
7.5 0.3998 0.3983 1.1513
10 0.3643 0.3676 1.0432

edilecektir. Bunun i¢in dogrudan sayisal ¢oziimde nispeten kiiciik 0.0001 zaman
adimin1 referans alinarak elde edilen ¢oziim, "gercek c¢oziim" olarak bu analizde
adlandirilacaktir ve f** ile temsil edilecektir. Ayrica, bu ¢oziimleri elde ederken,
Boliim 2.4.2°de elde edilen sayisal ¢coziimler icin kullanilan parametreler ve basamak
tipi baslangic kosullar1 kullanilmigtir. Sirasiyla (0.0005, 0.001, 0.005, 0.01) zaman

araliklar1 i¢in elde edilen ¢oziim (f°°™), "

gercek ¢oziimle" karsilastirilacaktir. Bunun
icin, N Fourier modu sabit tutulmaktadir ve karsilastirma asagidaki norm yardimiyla
gerceklestirilecektir:

Lo = max | ff*—f{"" . (2.85)

Burada, L. vektor 6gelerinin maksimum mutlak degerini 6lcen normdur. Bu
karsilastirma farkli Fourier modlar1 i¢cin hem mKdV(f) hem de cmKdV(f) denklemi
icin yapilmustir. Cizelge 2.3’de mKdV(f) denklemine ait farkli Fourier modlar1 i¢in
norm hata degerleri verilirken; Cizelge 2.4’da ise cmKdV (f) denkleminin farkli Fourier
modlar1 icin elde edilen norm hata degerleri verilmistir. Bu ¢izelgeler ve Sekil 2.13
yardimiyla, zaman adimu arttikca hatanin biiyiikligiiniin de arttigr goriilmektedir.
Ancak, Fourier modlarinin sayist N = 2%ten N = 216’ya yiikseldiginde, her iki
denklem durumu i¢in hatanin biiyiikliigiinde 6nemli bir degisiklik olmadig1 sonucuna

varilmistir.
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Sekil 2.13 : (a) mKdV(f), (b) cmKdV(f) denkleminin # = 10’da farkli Fourier modlari
(N) icin L. normuna gore hatalarin karsilastirilmasi. Burada, baglangi¢ on kenar ve
arka kenar seviyesi (0.5,0.6) ve 2 = 0.005 olarak secilmistir.

0.01

Cizelge 2.3 : mKdV(f) denklemi i¢in elde edilen norm hata analizi.

h (Zaman adimi) N = 214 N=2P N =26
0.0005 1.9863e-07 1.9863e-07 1.9863e-07
0.001 1.3359e-06 1.3359e-06 1.3359e-06
0.005 5.1691e-05 5.1691e-05 5.1691e-05
0.01 4.6348e-04 4.6348e-04 4.6348e-04

Cizelge 2.4 : cmKdV(f) denklemi i¢in elde edilen norm hata analizi.

h (Zaman adim1)) N =2'% N=2P N =216
0.0005 5.5447e-05 5.5447e-05 5.5447e-05
0.001 1.2475e-04 1.2475e-04 1.2475e-04
0.005 6.8494e-04 6.8535¢-04 6.8542¢-04

0.01 0.0014 0.0014 0.0014
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3. (3+1) BOYUTLU FOCUSING MODIFiYE KADOMTSEV- PETVIASHVILI
(mKP(f)) DENKLEMININ DISPERSIF SOK DALGA COZUMLERI

3.1 Giris

Bu boliimde, Boliim 2’°de ortaya konan yontem kullanilarak, (3+1) boyutlu nonlineer
kismi tiirevli bir denklem olan focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f))
denkleminde

(v,—|—6v2vx+82vxxx)x—|—G(vyy+vzz) =0 (3.1)

dispersif gok dalga yayilimi problemi ele alinacaktir. Burada, v = v(x,y,z,7) seklinde
bir fonksiyon, 0 < € < 1 olmak iizere zay1f dispersiyon etkisini belirleyen sabit ve ¢ =
F1°dir. (3.1) denkleminin iki boyutlu hali Boliim 2’de incelenmistir. (3.1) denklemi,

plazma fiziginde soliton dalga yayilimi i¢in tiiretilmigtir [66].

3.2 (3+1) Boyutlu mKP(f) Denkleminin (1+1) Boyutlu smKdV(f) Denklemine

Indirgenmesi

(3+1) boyutlu Benjamin-Ono denklemi icin DSW yayilim problemi [46]’de ele
alinmistir.  Bu calismada, ©zel olarak paraboloid tipte bir baslangic kosulu
secilmis ve boOylece denklem (141) boyutlu kiiresel Benjamin-Ono denklemine
indirgenmistir.  Burada anlatilan yontemin, (3+1) boyutlu mKP(f) denklemine
uygulanmasi literatiire 6nemli katkilar1 olacag1 diistiniildiigiinden bu tez ¢alismasinin
konusu olmustur. Oncelikle, (3.1) denklemini indirgeyebilmek icin asagidaki yeni

degiskeni tanimlayalim:

n :x+%l//(y,z,t). (3.2)
(3.2)’de yer alan y’nin agik formu ¢alismanin devaminda belirlenecektir. Ayrica, (3.1)
denkleminin agagidaki basamak tipi baslangi¢c kosulunu sagladig1 kabul edilmektedir
(r=0):

, <0
v(n,0>={ Ej ,f,’>0 : (3.3)
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Daha once de belirtildigi gibi bu tez ¢alismasinda dispersif sok dalga ¢oziimleri ile
ilgilenildiginden, yukarida ifade edilen baslangic kosulunda, v, ve v; reel sabitleri
gostermek iizere, v; > v, > 0 esitsizliginin saglanmasi gerekmektedir [25,26]. Bu
varsayim altinda, (3.1) denkleminin kiiresel denkleme indirgenebilmesi icin o reel bir

sabit olmak {izere 6zel olarak paraboloid tipte bir cephe se¢ilecektir:

¥(1,2,0) = a(y* +2°). (3.4)

(3.1) denkleminin (3.4) ile verilen paraboloid tipi cephe boyunca indirgemesinin

yapilabilmesi icin asagidaki ¢oziim formunu sagladig kabul edilmektedir:

1
V:f<x+§ll/(y7zat)7y7t>' (35)

Daha sonra, (3.5) ile verilen ¢6ziim formu, (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

1 1 1
(Ell’tfn + fi +6f2fn +82fnnn> +0 (Z ((‘/’y)z 1 (‘l’z)2>fnn + E(Wyy*’ ‘l/zz)fn) =0
n
(3.6)
olur. Ek olarak, (3.1) denkleminin sonsuzda asagidaki artmayan tipteki sinir kogulunu

sagladig1 varsayilmaktadir:
nN— —o iken v—v;S(t) ve v—vS(t) iken 1 — oo. (3.7)

Yukaridaki sinir kosulunda goriilen S(¢) boliimiin sonunda belirlenecektir. Ayrica,
(3.7) smr kosulu ile birlikte ve v, ve Y, fonksiyonlarinin y ve z degiskenlerinden
bagimsiz oldugu kabul edilirse, (3.6) denklemindeki f terimi ile ilgili katsayilarin
toplam1 yalmizca ¢ degiskenine bagli olur. Ek olarak, (3.6) denklemindeki fpnp
teriminin katsayilar toplaminin sifir oldugu kabul edilirse, ¥ ve f fonksiyonlari

asagidaki denklem sistemini saglar:

vit 5 (1) +(w)?) =0, (33)
Fi 612y € Famn + 5 (W + Y22 =0. (39)

(3.8) denklemi, "dalgaya seklini veren denklem" (front shape equation) olarak
adlandirilir. Bu denklemin ¢6ziimii, (3.4) baslangi¢ kosuluyla birlikte karakteristikler

metodu kullanilarak
o(y* +2%)

3.10
1+2aot ( )

v(y,z,t) =
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olarak elde edilir. Dikkat edilecek olursa, yapilan varsayimi uygun olarak, y,, ve
V., tiim ¢ degerleri icin y ve z degiskenlerinden bagimsizdirlar. Ote yandan, (3.9)
denklemi DSW’nin 1 ekseni dogrultusunda yayilimini karakterize eder. (3.10) ¢oziim
formu (3.9) denkleminde yerine yazilirsa, (1+1) boyutlu focusing kiiresel modifiye
Korteweg-de Vries (smKdV(f)) denklemi elde edilir ve bu denklem plazma fizigi (dust

ion acoustic waves) alaninda daha once tiiretilmigtir [58]:

1 1
612 fn + € ——f=0, fy=-. 3.11
Ji+6f"fn+ fnnn+t+t0f ) 0= 35 (3.11)
Bu calismada, yalnizca 6 = 1 durumu ele alinmistir. Benzer inceleme, 6 = —1 i¢in

a — —a doniisiimii yardimiyla yapilabilir ve bu durumda, dalga cephesinin yonii

tersine doner. Fakat, bu analiz bu tez konusunun kapsami digindadir.

Diger yandan, (3.11) denkleminin sonsuzdaki sinir kosullarinda yer alan S(z)’yi
belirleyebilmek i¢in, (3.11) denklemindeki 1n’ya bagh tiirev terimleri ihmal edilir ve
geriye kalan 7 bagimsiz degiskenine bagl adi diferansiyel denklem S(0) = 1 baglangi¢

kosuluyla birlikte ¢oziiliirse, S(z) fonksiyonu

S(t) = ti—oto (3.12)

olarak bulunur.

3.3 smKdV(f) Denkleminin Whitham Modiilasyon Denklemlerinin Tiiretilmesi

Bu kisimda, smKdV(f) denklemi i¢in ii¢ tane Whitham modiilasyon denklemleri elde
edilecektir. Bunun i¢in, Driscol ve Oneil tarafindan mKdV(f) denklemi [18] icin
kullanilan Riemann tipi degiskenler tanimlanarak modiilasyon denklemleri kdsegen
forma en yakin bigimde yazilacaktir. smKdV(f) denkleminin modiilasyon denklemleri,
birinci mertebeden kuazilineer bir denklem sistemi olusturur ve bu denklemler
Whitham sistemi olarak adlandirilir. Boliim 2°de oldugu gibi, f’nin asimptotik ¢oziimii
i¢cin ¢oklu dlcekler metodu kullanilacaktir [11]. Bunun i¢in, hizli degisen faz degiskeni

0,

E E E

bagintilariyla tanimlanir. Burada, k ile dalga sayisi, @ ile frekans ve V ile faz hiz1

gosterilmektedir. Bu yeni tanimlanan 6 hizli degiskeninde yer alan k, @ ve V yavas
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degisen 1 ve #’nin fonksiyonlaridirlar. (3.13) taniminda, (6y); = (6;)n uyumluluk
kosulunun kullanilmasiyla

ki+ (kV)y =0 (3.14)

elde edilir. Boliim 2°den hatirlanacagi gibi, (3.14) denklemi "dalgalarin korunumu
yasas1" (conservation of waves) olarak adlandirilmaktadir ve bu bizim i¢in gerekli olan

ilk modiilasyon denklemidir.

Simdi de diger iki Whitham modiilasyon denklemlerini elde etmek icin asimptotik

analiz yapilacaktir. Bunun i¢in, yavas ve hizli degiskenler arasindaki

9 ko 9 9 09 9

on €96 "an’ o e96 o (3.15)
bagintilar (3.11) denkleminde kullanilirsa,
1 of  39°f 2, Of
of ., 9% Pf  Ldf | f
+ <E+3k 91902 +3kknm+6f %—F—H—to
o’ f 9% f df 207 f
denklemi elde edilir. Daha sonra, f fonksiyonu £ nun kuvvetlerine gore acilir;
f(97n7l) = f0(97r’7t) +€f1(9771=f) +32f2(9777,f) + e (317)

ve (3.17) ile verilen asimptotik acilim (3.16) denkleminde kullanilirsa, € un ayni
kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenerek f,,’nin ardisik olarak hesaplanabilecegi bir
problemler hiyerarsisi elde edilir. Bu calismada, kullanilacak olan ilk iki pertiirbasyon

problemi asagida verilmektedir:

N d.fo 200 390 _
() —oF oS k5 =0, (3.18)
. ofr 0gh) [
R e T (3.19)
Burada,
(%o p00fo 0 P fo Pfo . fo
= ( S O G 3 5 S+ ke T +t+t0) (3.20)

1

olarak tanimlanmaktadir. Analize, €~ mertebe problemi ¢oziilerek devam edilecektir.

Dikkat edilirse, (3.18) denklemi ve mKdV(f) denkleminin ilerleyen dalga c¢oziimii
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icin indirgenen denklem ile aynmi yapidadir [26]. (3.18) denkleminin ¢Oziimiiniin
bulunmasindaki ayrintilar icin Bolim 2’ye ve [26] calismasina bakilabilir. Buradan,
(3.18) denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimii agagidaki formda elde edilir:

Qo+ +o3) (0 +200+03)

(o +20+05) + (o — o )sn2[Uy (0 —6p),m] (3.21)

fo(6,m,1) = —(a1+0n+03) +

Burada, U; = \/(Ocl—oc3)(051+20¢2+oc3)/2k’d1r. Ayrica, o), 0p ve a3, 1
ve t’'nin yavas degisen fonksiyonlaridir. Bu degiskenler arasinda, o > ap >
os esitsizligi saglanmaktadir.  (3.21) ¢oziimiindeki, sn(z,m) Jacobi eliptik siniis
fonksiyonunu; k dalga sayisin1 ve integrasyon sabiti olarak ortaya ¢ikan 6y ise faz
farkim1 gostermektedir. Bu sabitin degeri smKdV(f) denkleminin sayisal ¢oziimleri

karsilagtirilarak bir sonraki boliimde bulunacaktir.

Calismamiza bu agamadan sonra, mKdV(f) denkleminin Riemann tipi degiskenlerini
ri=ri(n,t) (i=1,2,3) tanimlayarak devam edelim:

O +o3
= 5

o to3

ot
240 '

> (3.22)

r ) r3

Bu degiskenler arasinda r3 > r, > ry esitsizligi gecerlidir. Boylece, (3.21) ¢oziimiinde,

(3.22) kullanilirsa, ilk mertebe problemin ¢oziimii

2(ry —r1)(r3 +r1)en®[2(6 — 60) K, m]
(r3+r1)(ry —r1)sn2[2(6 — 6y) K, m]

olarak elde edilir. Burada, K = K (m(n;t)) birinci tip tam eliptik integraldir. Ek olarak,

(3.23)

f()(evnat):r3_r2+rl+

modiil, dalga sayis1 ve faz hiz1 terimleri Riemann degiskenleri cinsinden sirasiyla;

rs—r 3t 2,2, 2
— | A— V=2 3.24
m 22 K (ri+ry+r3) (3.24)

olarak yazilirlar. Ayrica, (3.13) yardimiyla, hizli degisken olan faz degiskeni

K ’ , Ck(n, / v(n, ’ /
O(H,I):/_L¥dx —/0 wdt. (3.25)

olarak bulunur. Ilk mertebe problemin ¢oziimii olan (3.23), (3.19) denkleminde
yerine yazilirsa, (3.19) denkleminin sag yaninda 0’ya bagh sekiilerlik olugsmaktadir,
yani terimler 0’ya gore fazla biiylimektedir. Bu sekiilerligi ortadan kaldirmak igin,
fo’1n 6’ya gore periyodunun 1 oldugu da kullanilarak, (3.19) denkleminden asagidaki

sekiilerlik kosullar elde edilir:

1 1
/ M dO =0, / fo#dO =0. (3.26)
0 0
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(3.26) sekiilerlik kosullart uzun fakat standart bir hesaplama ile asagidaki denklemlere

9 [ ([ 4 1o
E/o fode—l—%(Z/o f0d6)+m/0 fod6 =0, (3.27)

> 2 (1 9foy2 2
at/f0d9+ (/f4 3k/ (52) de) t+0/f0de 0. (3.28)

(3.27) ve (3.28) ile verilen sekiilerlik kosullarindaki integralleri hesaplamak icin

indirgenirler:

(3.23) ilk mertebe problemin ¢6ziimii ve yardimci kaynaktaki sonuglar [50]
kullanilir. Integrallerin hesaplanmasindaki ayrmtilar icin Boliim 2’ye ve sonuglart
icin (2.58)-(2.59)’a bakilabilir. Bu kosullara ek olarak, (3.14) ile verilen dalgalarin
korunumu yasasimin eklenmesiyle smKdV(f) denklemi i¢in Whitham modiilasyon
sistemi tiiretilmis olur. Boylece, (3.14), (3.27) ve (3.28) modiilasyon denklemleri

standart bir hesaplama ile

or; or; 1

" +vi(r1, rz,r3)an t+tohi:0 i=1,2,3. (3.29)

seklinde elde edilir. Burada, v; (i = 1;2;3) terimleri ile mKdV(f) denkleminin
Whitham karakteristik hizlar1 [18] gosterilmektedir ve acik ifadeleri asagidaki gibidir:

4K(3—1)

R
Vi (ri+ry+r3) XL
4K(r2 — rz)(r2 — r2)
vy = 2443 — 2R VAN BV 3.30
e ) o
4K (r? —r?
vy = %ﬁ+é+%%%—L%—ﬁ,
Ayrica, hi’ler de(i = 1;2;3) kiiresel terim ile iligkili terimleri gostermektedir:
K(rlNl + r2r3N2) K(r2N1 + r1r3N2) K(F3N1 +r r2N2)
1= 2= ) 3=
(rl—r3)(K E)’ E(r%—r%)—K(r%—r%) (r%—r%)l(??) -

Burada, K = K(m), E = E(m) ve I = Il(n,m) sirastyla birinci, ikinci ve iigiincii tip

eliptik tam integrallerdir. Ek olarak, (3.31) denkleminde goriilen ilgili terimler

K 2 2 .2 ] 2 2E
Ny = (ri+ry—r3) =203 —r7) N, =
K )

K(r1+r2—|—r3)—2(r2—|—r3)H n_}"l—rz
K ’ o r3+n
(3.32)
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seklinde tanimlanirlar.  Dikkat edilirse, (3.29) denkleminde, h;(i = 1,2,3)’ler
0zdes olarak sifir alindiginda, smKdV (f)-Whitham sistemi klasik mKdV (f)-Whitham

sistemine indirgenir [18].

3.4 mKdV(f) ve smKdV(f) Denklemlerinin Sayisal Coziimleri

Bu boliimde, oncelikle mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin Whitham modiilasyon
denklemleri asimptotik olarak c¢oziilecektir. Daha sonra, mKdV(f) ve smKdV(f)
denklemleri Exponential Time-differencing Fourth-Order Runge Kutta (ETDRK4)
metodunun [51,52] modifiye hali kullamilarak dogrudan ¢ozdiiriilecektir. Ardindan,
asimptotik ve dogrudan c¢oziimler karsilastirilarak kullanilan asimptotik yontemin
dogrulugu test edilecektir. Bu karsilagtirma ile, Whitham teorisinin ne kadar basarili

oldugu gozlemlenecektir.

Ote yandan, daha once de belirtildigi gibi smKdV(f)-Whitham sistemi, kiiresel
terim Ozdes olarak sifir alindiginda (yani h; = 0) mKdV(f)-Whitham sistemine
indirgenmektedir. Bu nedenle, bu bolimde mKdV(f) denkleminin sayisal ve
asimptotik coziimlerine de yer verilerek, kiiresel terimin ¢éziimleri ne 6l¢iide etkiledigi

gosterilecektir. Ayritilar Boliim 3.4.1°de verilmektedir.

Daha sonra, zamana bagl terimin denklemler iizerindeki etkisini ortaya koymak i¢in
Boliim 2’de ¢alisilan cmKdV(f) denklemi ve smKdV(f) denklemi i¢in karsilastirma

yapilacaktir.

3.4.1 mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin asimptotik ¢oziimii

Oncelikle, (3.29) smKdV(f)-Whitham sistemi igin olan (3.3) baslangic kosulu
Riemann tipi degiskenler cinsinden agagidaki sekilde ifade edilmelidir :

v, N<O0

v, >0 (3.33)

ri(n,0)=v, r(n,0)=v, r(n,0) = {

Dikkat edilecek olursa, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri icin ilk mertebe problemin
cOziimii olan fo aynidir. mKdV(f) denkleminin farkli sok dalga ¢oziimleri i¢in bilinen
siniflandirma yardimiyla, (3.3) baslangic kosulunda DSW yayilimi1 gozlemlenmesi
icin v; > v, > 0 esitsizliginin saglanmas1 gerekmektedir [25,26]. Ayrica, muhtemel

diger esitsizlikler i¢in de farkli tipte sok dalga coziimleri elde edilebilir. Bu tez
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calismasinda, mKdV(f) denklemi icin yapilan simiflandirma goz Oniinde tutularak

benzer bir inceleme Boliim 3.4.5’te yapilacaktir.

Baglangic  kosulunun saglamasi gereken esitsizlik  belirlendikten  sonra,
smKdV(f)-Whitham sistemi i¢in sinir kosullar1 belirlenmelidir. mKdV(f)-Whitham
sisteminin sinir kogullar1 sabit oldugundan, bu tez ¢aligmasinda asil amag S(z)’ye
baglh olarak degisen smKdV(f)-Whitham sisteminin sinir kosullarin1 belirlemektir.
Bu amagla, (3.31) denkleminde yer alan A;’lerin m — O (sol sinir ug) ve m — 1 (sag
sinir u¢) iken limitleri hesaplanacaktir. Yapilan uzun hesaplamalar sonucu bu limitler

asagidaki gibi elde edilirler:

r2 r2
lim hy ==, lim hp=-2, lim hsy =r3, (3.34)
m— 0 rt m— 0 ri m— 0
lim hy =r;, lim hy =2r3, lim h3 =2r3. (3.35)
m— 1 m— 1 m— 1

Uyan 3.4.1 (3.34) limit degerleri incelendiginde, ry’in sifirdan farkli secilmesi
gerektigi sonucuna varinustir. Boliim 2’den hatirlanacag gibi cmKdV(f) denkleminin
sol simir u¢ limit degerinden elde edilen kisitlama sebebiyle Riemann degiskeni ry

stfirdan farkli alinarak sayisal ¢oziimler elde edilmigtir.

Ardindan, smKdV (f)-Whitham sisteminin sinir kosullarini belirleyebilmek i¢in, (3.29)
denklemindeki 1’ ya bagli tiirevler ihmal edilir ve geriye kalan 7 bagimsiz degiskenine

bagli adi diferansiyel denklem sistemi ¢oziilerek asagidaki sonuclar elde edilir:

V02— +10)2 49713

. Io
m—0 iken ri=r — , 3 —V 3.36
1=n (t+10) 3T (3.36)
. 1o (t0)*
—1 ik — =r = vV——s 3.37
m tken ri—=veTe, =y (1) (3.37)

Uyan 3.4.2 Dikkat edilecek olursa, (3.36) c¢oziimleri yardumiyla ry ve ry limit

degerlerinden reel ¢oziimler elde edebilmek icin
(v = Vi)t +10)* +vitg 2 0 (3.38)

esitsizligi saglanmalidir.
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Sekil 3.1 : Secilen baglangic adim degerler1 v; = 0.69 ve v,=0.6"ya gore Riemann
degiskenleri icin (3.39)’de verilen baglangi¢ degerleri.

Bu esitsizlik, v,, vy, t ve tq lizerine kisitlama getirmektedir ve alinan degerlere bagh

olarak coziimler eliptik ya da hiperbolik olmaktadir.

Simdi, tez ¢caligmasinin amacina uygun olarak, yani DSW yayiliminin gozlemlenmesi
icin, (3.38) esitsizligini saglayacak sekilde 79 = 10 olmak tlizere Riemann tipi

degiskenler i¢in agagidaki baglangi¢ kosulu alinmigtir (Sekil 3.1):

F(1,0) = 0.6, r(1,0) = { 8:2’97 7’77;00 . r3(0,0)=0.69.  (3.39)
Benzer inceleme diger o degerleri i¢in de yapilabilir. Ancak, bu degerin ¢ok biiyiik
ya da kiiclik secilmesi durumunda paraboloid yapinin formu bozulmaktadir. (3.29)
Whitham modiilasyon denklemlerinin, (3.39) baslangic kosulu ve (3.36)-(3.37) sinir
kosullartyla birlikte sayisal ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in Shampine [53] tarafindan
birinci mertebe hiperbolik kismi tiirevli denklemler icin gelistirilmis MATLAB tabanlh
coziicii kullanmilmigtir. Coziimler elde edilirken, Lax-Wendrof yonteminin farkl bir
tiirii secilmigtir. Bu boliimle ilgili analiz yapilirken, [—160, 160] tanim aralifinda N =
2!2 nokta kullanilmis ve zaman ayriklastirma aralig1 olarak da maddesel ayriklagtirma
araligmin 0.4 katt secilmistir. mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait DSW
coziimlerinin grafikleri elde edilirken, (3.23) ve (3.25) denklemleri kullanilmistir.

mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait Riemann degiskenlerinin ¢oziimleri ¢ =
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Sekil 3.2 : mKdV(f) denklemi i¢in (3.29) Whitham sisteminin asimptotik olarak
coziilmesi sonucu elde edilenr = 2.5, 5, 7.5, 10’daki Riemann degigkenleri.
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Riemann degiskenleri

Riemann degiskenleri
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Sekil 3.3 : smKdV(f) denklemi i¢in (3.29) Whitham sisteminin asimptotik olarak
¢oziilmesi sonucu elde edilen r = 2.5, 5, 7.5, 10’daki Riemann degiskenleri.
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2.5,5,7.5 ve t = 10 icin sirastyla Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’te ¢izdirilmistir. Sekil 3.3’te,
smKdV(f) denklemine ait tiim Riemann degiskenlerinin zamanla azaldig1 acikca

goriilmektedir.

3.4.2 mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢céziimii

Onceki bolimde mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait Whitham sistemlerinin
cOziimleri bir tiir asimptotik analiz olan coklu Olcekler metodu kullanilarak elde
edilmistir. Bu boliimde ise, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal
cOziimleri bulunacaktir. Daha 6nce de Boliim 2°’de mKdV (f) ve cmKdV (f) denklemleri
icin yapilan analizde belirtildigi gibi basamak tipi baglangi¢c kosulu ve ilgili sinir
kosullar1 ile birlikte sayisal olarak elde etmek icin ETDRK4 metodunun modifiye

versiyonu kullanilacaktir.

Ayrintilar1 daha Onceki ilgili boliimde anlatilan ETRK4 yontemini uygulayabilmek icin
sinir kosullarinin sabit olmasi gerekmektedir. mKdV(f) denkleminin sinir kosullar
sabit olarak kalmaktadir, ancak smKdV (f) denkleminin sinir kogullarinda zamana bagh
S(t) fonksiyonu yer almaktadir. Bu nedenle, 6ncelikle, smKdV(f) denklemi i¢in sinir

kosullar1 asagidaki doniisiim ile sabit hale getirilir:

F=SWE  S@)=—"" (3.40)

ottty

(3.40) doniistimiiniin (3.11) ile verilen smKdV(f) denkleminde yerine yazilmasiyla
& + 6822y + € Ennn =0 (3.41)

elde edilir. (3.40) doniisiimii yardimiyla elde edilen (3.41) denklemi, sol sinir ugta
E_ = v; sag smur ugta ise &, = v, olacak sekilde sabit sinir kosullarini saglar. Boliim
2’de oldugu gibi ETDRK4 yontemini kullanabilmek icin (3.41) denklemi 7n)’ya gore

bir kez tiiretilip, &, = z olarak isimlendirilirse asagidaki denklem elde edilir:
2+ 65 (E%2)n + €22qqn =0 (3.42)
Uygun bir teknik ile doniistiiriilen (3.42) denklemine Fourier doniisiimii uygulanirsa

% =L2+685°N(3,1) (3.43)
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A

olur. Burada, 2 = F(z), z'nin Fourier déniisiimii ve z = F~!(2) ile ters Fourier
doniisiimii temsil edilmektedir. Daha Onceki boliimde oldugu gibi, L lineer terimi
ve N nonlineer terimi gostermektedir. Boylece, (3.11) denklemi

L: = —ie’k’s,

NGz = —ikF[(‘g’_+/_1F—1(2)dy)2F—1(2)} (3.44)

seklinde adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir. Elde edilen bu sistemde, R
pozitif bir sabiti gostermektedir. ETDRK4 yonteminin spektral dogrulugu i¢in z’nin
baglangic kosullarinin diizgiin ve periyodik olmasi gerektigi bir onceki boliimden

hatirlanacak olursa, v i¢in olan (3.3) baslangi¢ kosulu
z(n,0) =—68(n), o6 = Dirac delta fonksiyonu (3.45)

seklinde ifade edildiginden (3.45) baslangi¢c kosulu asagidaki gibi yeniden diizen-
lenebilir: _
K 2,
2(n,0) = —7 sech™(Kn). (3.46)
Burada, K ile biiyiik pozitif bir sabiti temsil etmektedir. Sonug¢ olarak, (3.42)
denklemi uygulanan Fourier doniisiimii ile birlikte (3.43) denklemine doniisiir.

(3.43) denkleminin sonlu [—R,R] araliginda ETDRK4 sayisal semas1 kullanilarak

coziilebilecegi goriilmektedir.

Yukarida anlatilan sayisal sema kullanilirken, maddesel koordinat i¢in [—200,200]
tanim aralig1 secilirken, bu koordinat i¢cin N = 215 Fourier modu kullanilmigtir. Ayrica,
zaman ayriklastirma aralig1 olarak 107> secilmistir. Ek olarak, yapilan bu analizde

smKdV(f) denklemi icin 7y = 10, €2=5103ve K =10 parametreleri alinmistir.

mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait dogrudan sayisal ¢oziimlerin grafikleri t =
2.5,5,7.5 ve t = 10 i¢in swrastyla Sekil 3.4 ve Sekil 3.5’te verilmistir. Bunlara ek
olarak, grafiklerin iic boyutlu halleri Sekil 3.7°de ¢izdirilmistir. Sekil 3.4 ve Sekil
3.7’ten goriildiigii iizere, mKdV(f) denkleminde zaman artmasina ragmen arka kenar
0.6’da sabit iken, 6n kenarin genligi 0.2’ye yaklagsmaktadir. Sekil 3.5 ve Sekil
3.7 incelendiginde, smKdV(f) denklemi i¢in zaman arttikca hem 6n kenar hem de
arka kenar seviyelerinin azaldig1 goriiliir. Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 karsilagtirildiginda,

smKdV(f) denkleminde yer alan kiiresel terimin etkisiyle, arka kenar ve 6n kenar
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Sekil 3.4 : Kirmiz1 kesikli olarak verilen ¢izgi, v;= 0.69 ve v,= 0.6 i¢in (3.3)’de adim
baslangic degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli zaman degerlerinde
€2 =5.1073 secilmesi ile dogrudan sayisal ¢oziimle elde edilen mKdV (f)
denkleminin dispersif sok ¢oziimiinii temsil etmektedir.
genlikleri azalmaktadir. Hem mKdV(f) hem de smKdV(f) denklemlerinde DSW’nin

ilk sicramanin sagina dogru ilerledigini ve solitonlarin 6n kenarda (sag taraf) olustugu

gozlemlenmektedir.

Sekil 3.6’da ise mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimlerine
ait uzay-zaman grafikleri verilmistir. Buradan, smKdV(f) denklemine ait dalga
katarlarinin mKdV(f) denkleminden farkli olarak birbirinden ayrildigi daha net bir

sekilde goriilmektedir.

3.4.3 mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin asimptotik céziimii ve dogrudan

sayisal ¢oziimiiniin karsilastiriimasi

Bu kisimda, (3.29) modiilasyon denklemlerinin sayisal ¢éziimlerinden elde edilen

DSW coziimleriyle, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin dogrudan sayisal
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Sekil 3.5 : Kirmizi1 kesikli olarak verilen ¢izgi, v;=0.69 ve v,= 0.6 i¢in (3.3)’de adim

bagslangi¢ degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli zaman degerlerinde
e2=5103 very =10 secilmesi ile dogrudan sayisal ¢oziimle elde edilen smKdV(f)
denkleminin dispersif sok ¢oziimiinii temsil etmektedir.

mKdV(f)
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6 o 0.23
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Sekil 3.6 : (a) mKdV(f) (b) smKdV(f) denklemi i¢in # = 0 ve ¢t = 10 arasindaki
dogrudan sayisal ¢oziimlerin uzay-zaman grafikleri.
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Sekil 3.7 : Sol panelde mKdV(f) denklemi, sag panelde smKdV(f) denklemi i¢in
t=2.5,5,7.5 vet = 10’da elde edilen dogrudan sayisal ¢oziimlerin grafikleri.
coziimlerinin karsilastirnllmas: yapilacaktir. Bu amagla, mKdV(f) ve smKdV(f)
denklemlerinin Whitham sistemlerinin ¢oziimiinii elde etmek icin Sekil 3.2 ve Sekil
3.3 ile verilen sonuglarla birlikte, (3.23) ile verilen ilk mertebe problemin ¢oziimii ( fp)
ve (3.25) ile hesaplanan hizli degisken olan 6 kullanilarak, mKdV(f) ve smKdV(f)
denklemlerinin ¢ = 2.5,5,7.5 ve t = 10’daki DSW yayilimi elde edilmistir. Bulunan
sonuglar ile daha 6nce bulunan mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait dogrudan
sayisal coziimler (Sekil 3.4-Sekil 3.5) Sekil 3.8 ve Sekil 3.9°de kargilastiriimisgtir.
Buradan, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinde goriilen DSW yapisiyla ilgili olarak
on kenar genliginin ve salimimlarin dalga boyunun, asimptotik yaklasim ve sayisal
coziimle uyumlu oldugu goriilmektedir. Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 incelendiginde, dalga

katarlarinin pozisyonlar1 arasinda ufak bir fark oldugu goriiliir. Bu durum, (3.23)
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Cizelge 3.1 : t =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde mKdV (f) denklemi i¢in
Aavg, My ve Ve degerleri.

t (Zaman) Ag,, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢oziim) — Vj,,

2.5 0.7236 0.7175 27976
5 0.7291 0.7296 2.7741
7.5 0.7312 0.7356 2.7350
10 0.7316 0.7301 2.7331

Cizelge 3.2 : t =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde smKdV(f) denklemi i¢in
Aavg, My ve Vo degerleri.

t (Zaman) Ag, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢oziim) Vi,

2.5 0.5736 0.5701 2.4850
5 0.4786 0.4834 1.9614
7.5 0.4099 0.41074 1.5476
10 0.3557 0.3567 1.4496

ilk mertebe problemin ¢éziimiinde yer alan 65’1 yaklagik olarak belirleyebilmemizden
kaynaklanmaktadir. Aslinda daha yiiksek mertebeden asimptotik acilim yapilarak faz
farki icin daha iyi sonuclar elde edilebilir. Fakat bu inceleme ¢alisilan tez konusunun
disindadir. Ozel olarak, asimptotik ¢oziimler igin gerekli olan 8y, dogrudan sayisal
coziimlerden elde edilen sol taraftaki seviye degeriyle sag taraftaki en biiyiik genlige
sahip dalga katarinin ortalamasi alinmigtir ve bu ortalama genlik degeri "A,,," ile
temsil edilecektir. Daha sonra, asimptotik ¢oziimde bu degere en yakin ortadaki
dalga katarina gore 6y degeri belirlenmistir. Asimptotik ¢oziimdeki, ortalama genlik
degerine en yakin dalga katarinin genligi ise My ile gosterilmektedir. mKdV(f) ve
smKdV(f) denklemlerine ait A,,, ve M, degerleri farkli zaman degerleri i¢in sirasiyla
Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2°’de verimektedir. Bu sonuclar, denklemlerin dogrudan
sayisal ¢coziimleri ve Whitham modiilasyon denklemlerinin ¢oziimlerinin birbiri ile
tutarli oldugunu gostermektedir. Ek olarak, ayni ¢izelgelerde en biiyiik genlige sahip
dalga katarinin ortalama hiz degerleri (V,,,) farkli zaman degerleri icin verilmigtir.
Cizelgelerden goriildiigii tizere, smKdV(f) denklemine ait ortalama hiz degerleri
mKdV(f) denklemine gore oldukga kiic¢iiktiir. Bu durum, en biiyiik genlige sahip dalga
katarinin genliinin zamanla azalmasindan kaynaklanmaktadir. Bunun sebebi, genlik

azaldikca ortalama hiz degerinin de azalmasidir.
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Sekil 3.8 : €2 = 5.107 secilerek farkli zaman degerlerinde v; = 0.69 ve v, = 0.6
adim tipi baslangi¢ degerleri icin mKdV(f) denkleminin dogrudan sayisal ¢oziimiiniin
ve asimptotik ¢oziimiiniin (Whitham modiilasyon teorisi ¢oziimii) karsilagtirmalari.
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Sekil 3.9 : €2 =5.1073 ve 1 = 10 secilerek farkli zaman degerlerinde v; = 0.69 ve
v, = 0.6 adim tipi baslangic degerleri icin smKdV(f) denkleminin dogrudan sayisal
¢Oziimiiniin ve asimptotik ¢6ziimiiniin (Whitham modiilasyon teorisi ¢6ziimii)
karsilagtirmalari.
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3.4.3.1 ETRK4 yontemi icin hata analizi

Bu boliimde, orijinal denklemleri dogrudan ¢6zmek i¢in kullanilan ETDRK4 yontemi
icin hata analizi yapilmistir. Bunun i¢in, 4 = 0.0001 zaman aralig1 referans olarak
alinmis ve zaman araliklar1 degistirilerek L., normuna gore hata hesaplanmistir. Boliim
2.4’te mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemleri i¢in kullanilan yontem yardimiyla v, =
0.6 ve v; = 0.69 Riemann tipi baslangic kosulu icin klasik mKdV(f) ve smKdV(f)
denklemleri i¢in hata analizi yapilmistir. Hesaplamalarda, maddesel koordinat icin
[—200,200] tanim arali§i alimirken; zayif dispersiyon etkisini belirleyen sabit € =
0.005 olarak alinmigtir. Dikkat edilecek olursa, bu parametreler denklemleri dogrudan

cozmek icin de kullanilan degerlerdir.

Ik olarak, klasik mKdV(f) denklemi icin dogrudan c¢oziimde kullanilan diger
parametreler sabit tutularak, Fourier mod sayilart N = 214 N =2 N =2!° alinarak
yapilan hesaplamalara gore, norm hata degerleri Cizelge 3.3’te verilmistir. Bu
cizelgeler yardimiyla, zaman aralig1 arttik¢a hata mertebesinin arttig1 gozlemlenmistir.
Ek olarak, Sekil 3.10’da N = 214 N =21 N = 2'® Fourier mod sayilar1 i¢in hata
analizi karsilagtirmast yapilmis ve Fourier mod sayisi arttiginda hata mertebesinde
onemli bir degisiklik olmadig1 gdzlemlenmistir. Sekil 3.10’dan da goriilecegi gibi hata

h = 0.0005 zaman arali81 i¢in 107 iken zaman aralig1 arttik¢a hata artmaktadir.

Klasik mKdV(f) denklemi icin yapilan analiz smKdV(f) i¢in de yapilmustir. Cizelge
3.4’de maddesel koordinat i¢in tanim araligi [—200,200] ve dispersiyon sabiti g2 =
0.005 olarak alinarak tekrarlanan hesaplamalarda, secilen farkli Fourier mod sayilarina
gore ortayancikan hata degerleri verilmistir. Ayrica, farklt Fourier mod sayilari i¢in
hata karsilastirilmas1 Sekil 3.10°de yapilmistir. Buradan, klasik denklemle smKdV(f)
arasindaki hatalar karsilagtirildiginda smKdV(f) denkleminde hatanin mertebe olarak
daha biiyiik oldugu gozlemlenmistir. Benzer bicimde, smKdV(f) denklemi icin de

adim aralif1 arttifinda hata mertebesinin arttig1 bu sekiller yardimiyla goriiliir.
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Sekil 3.10 : (a) mKdV(f), (b) smKdV(f) denkleminin ¢ = 10’da farkli Fourier modlar1
(N) i¢in L., normuna gore hatalarin karsilagtirilmasi. Burada, baglangic 6n kenar ve
arka kenar seviyesi (0.6,0.69) ve €2 = 0.005 olarak secilmistir.
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Cizelge 3.3 : mKdV(f) denklemi i¢in elde edilen hata analizi.

h (Zaman adimi) N = 14 N=2P N =2°

0.0005 1.8830e-07 1.8885e-07 1.8904e-07
0.001 9.4657e-07 9.4935e-07 9.5056e-07
0.005 7.5173e-05 7.5361e-05 7.5377e-05

0.01 0.0019 0.0019 0.0019

Cizelge 3.4 : smKdV(f) denklemi icin elde edilen hata analizi.

h (Zaman adimi)) N =2 N=2D N =2°

0.0005 6.7066e-05 6.7066e-05 6.7066e-05
0.001 1.5089e-04 1.5089e-04 1.5089e-04
0.005 8.3057e-04 8.3058e-04 8.3063e-04

0.01 0.0017 0.0017 0.0017

3.4.4 mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait Whitham modiilasyon

teorisi ve dogrudan ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

Bolim 2’de cmKdV(f) denklemine ait sayisal ¢oziimler elde edilmis ve klasik
mKdV(f) denklemine ait coziimlerle karsilastirilarak silindirik terimin etkisi ince-
lenmigtir. Bolim 3’te ise smKdV(f) denklemi ile mKdV(f) denklem c¢oziimleri
karsilastirilarak sonuglar ortaya koyulmustur. Bu kisimda, klasik mKdV(f), cmKdV(f)

ve smKdV(f) denklemlerine ait sayisal ¢oziimlerin karsilastirilmasi1 amaglanmaktadir.

Oncelikle, denklemler icin baslangic kosulu uygun sekilde belirlenmelidir. Bunun
icin, Boliim 2.4.1’de cmKdV(f) denkleminin Whitham modiilasyon denklemlerinin

coziimlerinden elde edilen (2.75) esitsizligini
2(v: v+ v >0
ve smKdV (f)-Whitham sisteminin ¢éziimlerinden gelen (3.38) esitsizligini
(Vi =vi)(t+10)> +vitg >0

saglayacak sekilde v, ve v; degerleri belirlenmelidir. Her iki esitsizlik de g6z oniinde
bulundurulursa v; = 0.69 ve v, = 0.6 olacak sekilde adim tipi baslangic kosulu
ele alinabilir. Ayrica, bu baglangic kosulu Bolim 3’te ele alinan seviye degerleri

oldugundan analizi kolaylastirmaktadir. Burada ele alinan baslangi¢c kosulu disinda
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esitsizlikleri saglayacak sekilde farkli basamak tipi baslangic kosullari icin DSW

cOzlimleri elde edilebilir.

Sekil 3.11’de mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait Whitham
sistemlerinin ¢oziimleri (Riemann degiskenlerinin zamana bagh degisimi), dogrudan
sayisal ¢oziim- asimptotik ¢oziim karsilastirmasi ve dogrudan ¢éziimlerin uzay-zaman
grafikleri verilmigtir. Biitiin grafiklerde + = 10 degerindeki sonuglar yer almaktadir.

Benzer analiz, diger t degerleri i¢in de yapilabilir.

Her ii¢ denklem icin Riemann deg8iskenlerinin zamanla degisimini inceleyerek analize
baglanilacak olursa, cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinde, r; ve r3 seviyeleri
zamanla azalarak birbirine yaklagmaktadir. Klasik mKdV(f) denklemi icin ise, bu
seviyelerinin 0.6 ve 0.69 sabit olarak kaldig1 goriilmektedir. Zamana bagli terim igeren
denklemlerden olan smKdV(f) denklemine ait ¢oziimlerdeki azalma kiiresel terimin

etkisiyle cmKdV(f) denklemine ait ¢oziimlerdeki azalmaya gore daha fazla olmustur.

Ote yandan, dogrudan sayisal ¢oziim- asimptotik ¢oziim karsilastirmasinda, her iic
denklem i¢in de genlik ve dalga katarlar1 sayisinin birbiri ile uyumlu oldugu goriiliir.
mKdV(f) denkleminde sol taraftaki seviye 0.69°da sabit iken en biiyiik genlige sahip
dalga katarmin genligi yaklasik olarak (seviye farkinin iki kati) 0.2’ye yaklasir.
cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerin de ise sol taraftaki seviye farki sirasiyla 0.398
ve 0.345°dir. Ayrica, bu denklemler icinde en biiyiik genlige sahip dalga katarinin
genligi seviye farkinin iki katidir. Bu gézlem, Marchant tarafindan focusing mKdV(f)

denkleminde goriillen DSW c¢oziimleri icin elde edilen verilerle tutarlidir [25].

Ek olarak, Sekil 3.11°de klasik mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin
t =0 ile t = 10 arasindaki dogrudan sayisal ¢oziimlere ait uzay-zaman grafikleri de
cizdirilmigtir. cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin klasik mKdV (f) denkleminden
farkl1 olarak dalga katarlarinin birbirinden uzaklastifi goriilmektedir.  Ayrica,
cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri arasindaki farki daha iyi gézlemlemek icin her ii¢
denkleme ait dogrudan sayisal ¢oztimler ve bu ¢oziimlere ait uzay-zaman grafikleri r =
10 i¢in Sekil 3.12°de cizdirilmistir. Buradan, smKdV(f) denkleminin dalga katarlari

arasindaki uzakligin en fazla oldugu goriiliir.
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Sekil 3.11 : mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait = 10°da ilk satirda
ilgili denklemlere ait Whitham sistemleri ¢oziimii, ikinci satirda dogrudan sayisal
¢Oziim-asimptotik ¢6ziim karsilastirmasi ve son satirda dogrudan sayisal ¢oziimlere
ait uzay-zaman grafikleri verilmistir.

3.4.5 mKdV(f) tipindeki denklemler icin Riemann problemi

Bu tez calismanin temel amaci DSW c¢oziimlerini incelemektir. Ancak, literatiir
incelendiginde klasik mKdV denklemi icin farkli tipte sok dalga coziimleri icin
siniflandirma yapildig1 goriilmektedir [24]-[26]. Bu calismalardan [24]’de defocusing
mKdV denklemi igin farkli sok tipi ¢Oziimlerinin siniflandirilmas: yapilmistir.
Defocusing mKdV denklemi ile ilgili ayrintilar Boliim 4°te verilecektir. [25,26]da

focusing mKdV denkleminde DSW c¢o6ziimlerinin olusabilmesi i¢in gerekli olan
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Sekil 3.12 : v; =0.69 ve v, = 0.6 adim tipi baslangi¢ degerleri icin = 10°da (a)
mKdV(f), (b) cmKdV(f) ve (¢c) smKdV(f) denkleminin dogrudan sayisal ¢éziimleri ve
uzay-zaman grafikleri.
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kriterlerin yan1 sira, "Contact Dispersif Sok Dalgasi" (CDSW) , Seyreltme Dalgasi
(R) ve bu dalgalarin kombinasyonu olan CDSW-DSW, CDSW-R sok dalga ¢oziimleri
tiretilmigti. ~ DSW ¢Oziimiiniin olusabilmesi icin verilen kriterler, baglangi¢
kosulunda verilen seviye degerlerine baghidir. Ancak cmKdV(f) ve smKdV(f)
denklemleri gibi herhangi degisken katsayili kismi tiirevli denklem modeli icin
benzer bir problem siniflandirmasi heniiz yapilmamistir. Bu ¢calismada cmKdV(f) ve
smKdV(f) denklemlerinin ¢éziimlerinin siniflandirilmasina yardimci olabilecek, ilgili

denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleri ile elde edilen sonuglar verilecektir.

Hoefer ve El yaptig1 detayli calismada mKdV(f) denkleminde dispersif sok dalga

yayilliminin gdzlemlenmesi i¢in
il > vel, v 20 (3.47)

sartinin saglanmasi gerektigini gostermistir [26]. Benzer farkli sartlarin saglanmasina
bagli olarak olusan farkli tipteki sok dalga formlarina dair kriterler Cizelge 3.5°te

verilmisgtir.

lvi| > |vi| ve vyv; > 0 sartlart saglandiginda, DSW’s1 olugsmaktadir. Sekil 3.13’de
v; = 1,v, = 0.5 parametre se¢cimine bagl olarak olusan r = 15’te DSW yayilim
gozlenmektedir. Klasik mKdV(f) denkleminin arka kenar ve 6n kenar pozisyonlari
strastyla 7y = —45 ve g, = 67°dir. cmKdV(f) denklemi i¢in bu pozisyonlar 17 = —89
ve M = 28’dir. Bir diger zamana bagli terim iceren smKdV(f) denklemi icin ise
arka kenar ve 0n kenar pozisyonlari sirasiyla nr = —92 ve 1y = 24’tiir. Bu sonuglar,
mKdV(f) denkleminden smKdV(f) denklemine dogru 6n kenarlarin yavasladigini, arka
kenarlarin ise daha hizli hale geldigini gostermektedir. Ayrica, her ii¢ denklem icin de
on kenarda seviye farklarinin iki kat1 genlikli en biiyiik genlige sahip dalga katarlari

mevcuttur. Arka kenarda ise en kii¢iik genlikli dalgalar olugmaktadir.

lvi| > |v,| esitsizliginin saglandig1 fakat v,v; > 0 esitsizliginin saglanmadigi durumda
ise, klasik mKdV(f) denkleminde CDSW ve DSW dalgalarin kombinasyonu olarak
adlandirilan "CDSW-DSW" dalga formu olugsmaktadir [25,26]. Sekil 3.13’te baslangi¢
kosulu olarak v; = 0.3 ve v, = —0.1 parametre secimine bagli olarak olusan r = 15’teki
CDSW-DSW c¢oziimleri goriilmektedir. Bir CDSW, klasik DSW’ye benzer saliniml

bir yapiya sahiptir ve 7 — —oo itken B > 0 ve N — o iken A = —B olmak lizere
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Cizelge 3.5 : mKdV(f) denklemi i¢in siniflandirma.

vi| > vl vy >0 Sok Dalga Tipi
Evet Evet DSW
Hayir Evet Seyreltme Dalgasi
Hayir Hayir CDSW-R
Evet Hay1r CDSW-DSW

iki durumu birbirine baglar (A ve B reel sabitlerdir). Her ii¢ denklem modelinin
CDSW-DSW formlarin1 kargilastirdigimizda, mKdV(f) denkleminin CDSW-DSW
¢Oziimiiniin zarfinin, cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait ¢6ziim zarflarindan

oldukca farkli oldugu belirtilmelidir.
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Sekil 3.13 : mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerine ait t = 15 i¢in sok
dalga ¢6ziimlerinin siniflandirilmasi. Coziimler elde edilirken, 7o = 10 ve €2 = 0.005
olarak alinmistir. Ayrica, olusan sok dalga formlar1 sekillerde etiketlenmistir.
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lvi| < |ve| ve vyvy > 0 sartlar1 saglandiginda ise, "CDSW" ve "R" dalgalarinin
kombinasyonu olugsmaktadir. v, = 0.5 ve v; = 0.3 secimiyle olusan bu dalga formu

t = 15 icin Sekil 3.13’te verilmistir.

lvi| < |ve| ve vy < O sartlart saglandiginda ise, (v; = —0.5 ve v, = —1) olusan

seyreltme dalgas1 ¢ = 15 i¢in elde edilmis ve grafigi Sekil 3.13’te verilmisgtir.
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4. (2+1) ve (3+1) BOYUTLU DEFOCUSING MODIFIYE KADOMTSEYV-
PETVIASHVILI DENKLEMININ (mKP(d)) DISPERSIF SOK DALGA
COZUMLERI

4.1 Giris

(2+1) boyutlu mKP(f) denkleminin DSW c¢oziimleri Bolim 2°de ele alinmistir.
(2+1) boyutlu mKP(f) denkleminden o©zel bir doniisiim yardimiyla indirgenen
cmKdV(f) denkleminin, Whitham modiilasyon denklemlerinin asimptotik ¢oziimii
tizerinde durulmus ve dogrudan sayisal ¢6ziim ve asimptotik ¢6ziim arasindaki uyum
gosterilmigtir. Daha sonra, Boliim 3’te (3+1) boyutlu mKP(f) denklemi icin benzer
analiz yapilarak, indirgeme sonucu tiiretilen smKdV(f) denklemine iliskin Whitham
modiilasyon denklemleri asimptotik olarak elde edilmistir. Boliimiin devaminda,
smKdV(f) denkleminin dogrudan ¢oziimleri ile asimptotik coziimleri karsilastirilarak

yontemin uygunlugu tartigtlmisgtr.

Bu boliimde, (2+1) ve (3+1) boyutlu defocusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili

(mKP(d)) denklemleri i¢cin DSW c¢oziimleri iizerinde durulacaktir.

4.2 (2+1) ve (3+1) Boyutlu mKP(d) Denklemlerinin indirgenmesi ve Whitham

Modiilasyon Denklemlerinin Tiiretilmesi

4.2.1 (2+1) boyutlu mKP(d) denkleminin (1+1) boyutlu cmKdV(d) denklemine

indirgenmesi ve cmKdV(d)-Whitham sisteminin tiiretilmesi

Bu kisimda, tez calismasimin birinci ve ikinci probleminde kullanilan yontem
yardimiyla (2+1) boyutlu nonlineer kismi tiirevli bir denklem olan defocusing modifiye

Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d)) denkleminin

dispersif sok dalga ¢oztimleri analiz edilecektir. Burada, v = v(x,y,7), €, zayif

dispersiyon bagintisini1 belirleyen kii¢iik bir sabit (0 < € < 1) ve 6 = F1°dir. (4.1)
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denkleminin asagida belirtilen basamak tipi baslangic kosulu icin ¢oziimleri insaa
edilecektir (r = 0):

, < 0;
v(n,0) = { e 4.2)

Burada, n = x+ %V/(y,t) dir. (4.2)’de yer alan v; ve v, reel sabitleri gostermektedir
ve DSW dalga ¢oziimlerinin elde edilebilmesi i¢in v, > v; esitsizliginin saglanmasi
gerekir. Bu esitsizligin saglanmadig1 diger durumlar i¢in defocusing mKdV-Whitham
modiilasyon sistemi i¢in farkli tipte sok dalga ¢oziimleri elde edilebilir [24]. Farkli

tipteki sok ¢oztimlerine ait ayrintilara Boliim 4.3.4°te yer verilmistir.

Diger taraftan, (4.1) denkleminin ¢oziimleri (4.2) baslangic kosuluyla birlikte ele
almarak ve (4.1) denkleminin bir indirgemesi yapilarak elde edilecektir.  Bu
indirgemenin yapilabilmesi i¢in 7y bir reel sabit olmak iizere y(y,0) = yy? zel

secimiyle birlikte asagidaki ¢oziim formunu sagladigi kabul edilir:

v:f<x+%w(y,t),t>. 4.3)

Ayrica, (4.3) ile verilen v fonksiyonunun asagidaki azalmayan tipte sinir kosullarini

sagladig1 kabul edilir:
N — —c iken v—v;S(t) ve M — oo iken v— v, S(t). 4.4)

Yukarida verilen sinir kosulunda yer alan S(7) ¢alismanin devaminda belirlenecektir.

(4.3) ¢coziim formunun (4.1) denkleminde yerine yazilmasiyla

(%‘l’tfn + i —6f7fy +£2f777m) +0 (i%zfnn + %‘Vyyfn + ‘Vyfny"'fyy) =0
! 4.5)
elde edilir. Daha sonra, (4.4) sinir kogulu uygulanir ve ¥y, nin y’den bagimsiz oldugu
varsayildiginda, fy’nin katsayisi yalmizca ¢’ye bagh olur ve sonug olarak y ve f

asagidaki denklem sistemini saglar:
c
vt 5 (1) =0, (46)

c
ﬁ—6f2fn+£2fnnn—|—§y/yyf:0. (4.7)
(4.6) denklemi focusing denklemlerde oldugu gibi "dalgaya seklini veren denklem"

olarak adlandirilir ve bu denklem degisken doniisiimii ile Hopf denklemine
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indirgenebilir. Bu denklemin y(y,0) = yy? baslangi¢ kosulu altindaki ¢oziimii
vy

= 4.
1+2yot (4.8)

v(y,t)

olarak elde edilir. Ayrica, Y, nin tiim ¢ degerleri i¢in y’den bagimsiz olma kabuliinii
sagladig1 kolaylikla goriiliir.  Ayrica, kritik bir ¢ degerinde ¢oziimlerde patlama
olmasini onlemek adina, yo > 0 ve # > 0 oldugu durumlar i¢in analiz yapilacaktir.
Bu kabuller altinda, (4.8) denkleminin (4.7) denkleminde kullanilmasiyla cmKdV(d)
denklemi olarak adlandiracagimiz defocusing silindirik mKdV denklemi asagidaki
gibi elde edilir:

1

1
fi =6 fn + € faqn + 5——f =0, ="

4.9
2t + 1ty 9

Bu béliimde ¢ = 1 durumu igin analiz yapilacaktir. Ote yandan, (4.4) smir kosulunda
yer alan S(¢) belirlemek icin, (4.9) denkleminde yer alan 1’ya bagh tiirevler ihmal
edilir ve geriye kalan adi diferansiyel denklem S(0) = 1 baglangi¢ kosulunu saglayacak

bicimde ¢oziiliirse, S(¢) fonksiyonu

S(t)__,/zﬂrt0 (4.10)

Incelemenin devaminda, (1+1) boyutlu (4.9) ile verilen cmKdV(d) denklemine ait

olarak bulunur.

Whitham modiilasyon denklemlerini tiiretmek icin bir asimptotik analiz olan coklu
Olcekler metodu [11] kullanilacaktir. Bu yontemi uygulayabilmek icin 6 hizhi

degiskeni temsil etmek iizere

0, = . 6 =— == 4.11)

tanimlamalar1 yapilir. Daha 6nceki boliimlerde incelenen problemlerde oldugu gibi
f = f(6,n,t) formunda oldugu kabul edilmektedir. (4.11) taniminda verilen, k ile
dalga sayisi, o ile acisal hiz ve V ile de faz hizi temsil edilmektedir. Bu degiskenlerin,
yavas degisen 1 ve t’nin fonksiyonlar1 oldugu kabul edilir. (4.11) ile verilen tanimda

(6n): = (6;)y uyumluluk kosulunun dikkate alinmasiyla

ki+ (V) =0 (4.12)
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olur ve (4.12) denklemi “dalgalarin korunumu” olarak adlandirilir. (4.12) denklemi,
cmKdV(d)-Whitham denklem sistemini tiiretebilmek icin kullanilacak ilk modiilasyon

denklemidir.

Diger modiilasyon denklemlerini tiiretmek icin, coklu olgcekler metodunun olagan

uygulamasi olarak hizli ve yavas degiskenlere gore tiirevler

J k d d d o J 0
an e90 "o’ o e96 on (4.13)

olarak yazilir. Daha sonra, bu bagintilar (4.9) denkleminde kullanilirsa,

1 df  30°f 2, Of

(- TR kae>

3f 9% f 2af f
+3kk”392 6f 2t—|—t0)

zﬁ

on3

af 2
o K anae?
f % f af
k30002 T 5e0m Thkmgg

+ (5,

+£(3 )+e =0 (4.14)

denklemi elde edilir. Ardindan, f, €’ nun kuvvetlerine gore seriye acilir:

f(67nat> :f0(97n7t)+8f1(95n7t)+82f2(97n7t)+"' : (415)

(4.14) denkleminde, (4.15) seri agcilimi yerine yazilip terimler £’ nun ayn1 kuvvetlerinin
katsayilari esitlenirek gruplanirsa, € mertebesinde problemler hiyerarjisi elde edilir. Bu
calismadaki analizde yeterli olacagi i¢in, ilk iki pertiirbasyon problemi asagidaki gibi
elde edilir:

N afo 29 fo 3a Jo
03): —055 —6kfiSg +K 52 =0, (4.16)
. _0f L OUGh) 59N
ﬁ(l) .,%fl:—a)ae — 6k 90 +k 893 =M. (4.17)
Burada,
_ (9o 00fo 0 Pfo fo . fo
M=~ <8t 68 5y + 3K 5961+ n g +—2t+t0) (4.18)

dir.
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4.2.1.1 £ ! mertebeli problemin coziimii

I mertebeli

Boliim 2’de incelenen focusing denklemlerde oldugu gibi, ilk olarak &~
problemin ¢6ziimiinii bulalim. Dikkat edilirse, (4.16) ile mKdV(d) denkleminin
ilerleyen dalga ¢6ziimii i¢in indirgenen denklemin ayni yapida oldugu goriiliir. Bu

denklemin ¢oziimiinii bulabilmek i¢in, (4.16) denklemi bir defa 0 degiskenine gore

integre edilir ve 25? ile carpilirsa
2.9fo\2 5
K (5g) =fo +Vf5+2Dsfo+Ds (4.19)
veya
0
kz(a_];))z = (fo—ou)(fo—x)(fo—03)(fo—ou) (4.20)

halini alir. (4.19) denkleminde yer alan D3 ve D4, denklemi integre ederken ortaya
cikan integrasyon sabitlerini gostermektedir. Ayrica, (4.20) ile verilen denklemin sag
yaninda yer alan o, o, a3z ve 0y dordiincii dereceden denklemin reel kokleridir
ve oq + 0 + 03 + 0y = 0 bagintis1 saglanmaktadir. Ardindan, (4.20) denklemi 6
degiskenine gore bir kez integre edilirse,

d fo 1 o
\/(fO_Oh)(fo—az)(fo—as)(fO_OM)_k(e 60), 60=sabit  (4.21)

olur. Diger taraftan, kararli yapidaki ilerleyen dalga ¢6ziimiinii elde edebilmek icin

op > 0 > fo > a3z > oy esitsizligi saglanmalidir [50]. Bu parametreler arasinda

asagidaki bagintilar gecerlidir:
o +op+oz+oy=0,

V=o0p+amas+oza;+ (o + o+ 03)ay,
(4.22)
2D3 = —0 003 — (00 0 + 003 + 03,00 ) O,

Dy =0o10p0304.
(4.21) integrali, yardimec1 kaynak [50] kullanilarak hesaplanirsa, (4.16) denkleminin
¢cOzumii

(a1 — ) (on — o)

f0(97n7t) =0 = (051 _ a3) — (062 — OC3)SH2 [U2<9 — 90>7m}

(4.23)
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olarak bulunur. 4.23’te yer alan U, m ve k’nin acik ifadesi agagidaki gibidir:

Uy — V(o —og) (o +20n + 03) i (0 —03) (0 — )

2 2k ’ (ou—o03)(02—ay)’
(4.24)

2o (o —o3)(on—oy)

16K (m)?
Burada, sn(z,m) Jacobi eliptik siniis fonksiyonudur. K = K(m) ile birinci tip tam
eliptik integral, k ile dalga sayis1 ve m ile modiil temsil edilmektedir. Hizli degisken

olan 0, (4.11)’in dikkate alinmasiyla

9(n,t)=/n —k(x’t)dx’—/t kmV(.t) ) (4.25)
0

—L E €
olarak bulunur.

Simdi de , tez calismasinda incelen diger problemlerde oldugu gibi Whitham sistemini

daha sade hale getirmek i¢in asagidaki Riemann tipi de8iskenler (r1, 7>, r3 ) tanimlanir:
oG=rn+r3—ry, O=r3+ri—r, 03=r1+r—r3. (4.26)

Bu Riemann tipi de8iskenler (4.23) ile verilen ilerleyen dalga ¢oziimiinde kullanilir ve

gerekli ara iglemler yapilirsa,

B 2(rp—r1) U _nk—n
1—Ussn22(0 —60)K,m]" >  ri—n

fo(0,n,t) = (r2+r3—r1) (4.27)

olarak elde edilir. Burada, m, k ve V i¢in agagidaki bagintilar gegerlidir ( [50], denklem
255):
2_ 2 22
r3—r r3—r
m= —é _rg, ==t V=-20i+3+n). (4.28)
Daha 6nce belirtildigi gibi, sn?(z,m) eliptik fonksiyonu 2K (m) periyotlu oldugundan
fo fonksiyonunun periyodu 1 olur. Sekil 4.1’den goriilecegi lizere, m — 1 iken
sn(z,m) — sech(z) oldugundan soliter dalga ¢6ziimii; m — 0 iken sn(z,m) — sin(z)

1

oldugundan harmonik dalga ¢6ziimii, olusur. Bdylece, € mertebeli problemin

¢Oziimii tamamlanmuis olur.
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0.34

0.2
m=0.1
— =0.5
NN NN NN it
2]
== =) e 1 2 3
N DA B

Sekil 4.1 : (4.27) ile verilen fj 1n farkli modiil degerleri icin grafikleri.

4.2.1.2 €° mertebeli problemin ¢6ziimii

Bu kisimda, £ mertebeli problemin ¢6ziimii i¢in analiz yapilacaktir. fo’1in agik ifadesi
dikkatlice incelendiginde ¢6ziimde yer alan ry,r, ve r3’li tam olarak belirlemek icin
bir iist mertebe probleme ihtiya¢ vardir. Bu amacla, fy bir list mertebe problem
olan (4.17)’de yerine yerlestirildiginde denklemin sag yaninda 0’ya baglh sekiilerlik
olugsmaktadir. Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in kendine es (adjoint) problem
tanimlanmalidir. Bu amagla, p, (4.17) denkleminin homojen kisminin kendine es

probleminin ¢oziimii olmak tizere (Zju = 0),

Lp = 0,
(4.29)
P) P PE
A o v 2 Y 43
L = a5 —6kfy 5~k 553

denklemini saglar. Sekiilerligi onlemek icin (4.17) denklemi yardimiyla elde edilen

asagidaki bagint1 kullanilir:

1 1
/O (0Lhfi — fi L] d6 :/0 p. 1 d6 0. (4.30)

(4.29) es problemini, p = 1 ve p = fy fonksiyonlari, ¢6ziim olarak saglamaktadirlar.

Bu iki lineer bagimsiz ¢oziimiin, sirasiyla (4.30)’da kullanilmasiyla,

1 1
/ M dO =0, / fo#dO =0 (4.31)
0 0
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sekiilerlik kogullar1 elde edilir. Bu sekiilerlik kosullar1 hesaplanirken, fy’1n periyodik

olmasi ile birlikte asagidaki 6zellikler de g6z Oniine alinir:

La'fo b9 fo .
[ Shdo—0. [ f50d8 -0 i=12.vej=13..  (432)
ve
) /o
/Ofowde_—/o (ae d6. (4.33)

Boylece, (4.31) integralleri, cmKdV(d) denklemi i¢in sirasiyla asagidaki sekiilerlik

kosullarini verir:

9 ! ) L,
5 /0 fod6+%(2 /0 de9> 2t+t0 / fod0 =0 (4.34)

2 (' J : 2 [t 9fo\2 gy L Y
E/o f0d6+%(3/0f5‘—3k/0 (52)7dae +2t+t0/0f0d9_0. (4.35)

(4.34) ve (4.35)’te yer alan integraller, (4.27) ile verilen f; ve eliptik fonksiyonlarin

ozelliklerinden yararlanilarak hesaplanir [S0].

(4.12) dalgalarin korunumu yasasi ve (4.34)-(4.35) sekiilerlik kosullar1 ile birlilte
cmKdV(d) denklemi icin Whitham modiilasyon sistemini olustururlar. Dikkat edilirse,
(4.17)’de ti¢ bilinmeyen (ry, rp,r3) vardir ve buradan ii¢ tane korunum yasasina ihtiyag
oldugu aciktir. Simdi de (4.12), (4.34) ve (4.35) denklemlerindeki terimler sirasiyla

hesaplanarak, modiilasyon denklemleri agagidaki gibi tiiretilir:

8r +v(r - r)8Fi+ /’l,‘
a i\"l, 273an 2t—|—t0

=0, i=1,2,3. (4.36)

Bu denklem sistemi kuasilineer denklem sistemidir ve

vi 0 O
V=| 0 v 0 (4.37)
0 O V3

seklinde kosegen elemanlart v;, (i = 1,2,3), olan bir kdsegen matristir. Bu matrisin

elemanlart mKdV(d) denkleminin Whitham karakteristik hizlarin1 verir [23] ve acik
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ifadeleri asagidaki gibi bulunurlar:

K(r? —r?
v = —2(1’%—}—1’%4—1’%)—1——( 2E 1),
4K (r3 —r3)(r3 —r})
v = =2(r 4413 - , (4.38)
E(r3—r})—K(r3—17)
4K (r? —r?
vy = —2(r%+r%+r%)——(3 2).

K—-E
hi (i=1,2,3)’ler ise,

11 E
Y =r1+r2+73—2(r2+r3)E» ‘Pz:r%ﬂ”%—rz—%r%—r%)f

olmak iizere
(Kl"llpz — }’2}”3‘1’1)

hl )
E(r% — r%)

K(rnW,; —rir¥))
hy = — , (4.39)
E(r% — r%) — KE(r% — r%)

E(I’3‘P2 — r1r2‘P])
(K—E)(r3—1{)

seklindedirler. K = K(m),E = E(m) ve I1 = I1(n,m) sirastyla birinci, ikinci ve iigiincii

h3

tip tam eliptik integralleri gostermektedir. Ek olarak, n = (r3 —r))/((r3 — r1) dir.

Boylece, cmKdV(d) denklemi i¢cin Whitham modiilasyon denklemleri Riemann
degiskenleri cinsinden kosegen hale en yakin forma indirgenmistir. Ek olarak, (4.36)
denkleminde 7y — oo iken cmKdV(d) icin elde edilen Whitham sistemi, mKdV(d) icin
Kamchatnov tarafindan bulunan Whitham sistemine indirgenecegi kolaylikla goriiliir

[23].

4.2.2 (3+1) boyutlu defocusing mKP denkleminin (1+1) boyutlu smKdV(d)

denklemine indirgenmesi ve smKdV(d)-Whitham sisteminin tiiretilmesi

Bu boliimde, (3+1) boyutlu defocusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d))

denkleminde goriilen DSW yayilimi ele alinacaktir:
(v — 6v2v, + szvm)x +0(vy+v;) =0, o=FI. (4.40)

Burada, v = v(x,y,z,¢) seklinde bir fonksiyon ve & 0 < &€ < 1 olmak iizere

zayif dispersiyonu gosteren parametredir.  (4.40) denkleminin iki boyutlu hali
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antiferromanyetik malzemelerde ses dalgalarinin yayilimu ile ilgili olarak tiiretilmistir

[40].

Boliim 4.2.1°te yapilan analize benzer bir yol izlenece8inden, bu béliimde Bolim
4.2.1’e atf yapilarak analize devam edilecektir. Ilk olarak, (4.40) denklemini (1+1)
boyutlu kiiresel denkleme indirgeyebilmek icin, yeni 1 = x+ %l]/(y,z,t) olmak tizere
degiskenini tanimlayarak baslayalim. Bu yeni degiskende goriilen y’nin acik formu
boliimiin ilerleyen kisminda belirlenecektir. Ek olarak, (4.40) denkleminin agagidaki

¢Oziim formunu sagladig1 kabul edilmektedir:

1
v=fl+Zy0n)m0). (4.41)

Burada, 6zel olarak

v(3,2,0) = a(y* +2°) (4.42)
paraboloid tipi baglangic cephesi i¢in analiz yapilacaktir.

(2+1) boyutlu mKP(d) denkleminde oldugu gibi, (4.40) denklemindeki DSW
coziimleri i¢in (4.2) basamak tipi baslangi¢ kosulu (# = 0) ve (4.4) azalmayan tipte sinir
kosulu ele alinacaktir, fakat burada 1 = x + %l]/(y,z,t) olduguna dikkat edilmelidir.
Sinir kogulunda yer alan S(z)’nin acik formuna béliimiin sonunda yer verilecektir. Bu
azalmayan tipteki sinir kosulu ve ¢oziim formu (4.41)’in (4.40)’da birlikte kullanilmasi

ile y ve f i¢in asagidaki denklem sistemi elde edilir:
o
vit o ()2 + (w)?) =0, (4.43)

fi =62 fy & famn + 5 (Vi + ¥i)f = 0. (4.44)

(4.43) denklemi, bilindigi gibi dalga cephesinin zamanla evrimini karakterize eder
ve bu denklemin (4.42) baslangi¢ kosulu altindaki ¢oziimii karakteristikler metodu

kullanilarak
a(y? +72%)

4.45
1+2aot ( )

W(%Zat) =
elde edilir ~ Daha sonra, w(y,z,¢) ¢oziimii i¢in (4.44) denkleminde yerine
yerlestirilmesiyle, (1+1) boyutlu defocusing kiiresel mKdV (smKdV(d)) denklemi elde
edilir:

fo 6 gt Efn b ——F =0, fo= (4.46)
! n Ty T 07 26a’ '
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Bu boliimde, ¢ = 1 olma durumu ele alinacaktir. (4.46) denkleminin sonsuzdaki
sinir kosulunu bulmak i¢in, Boliim 4.2.1 ile benzer yol izlenerek (4.4) sinir kosulunda
goriilen S(z) asagidaki gibi bulunur:

S(t) = ti—oto (4.47)

1ndirgeme isleminin tamamlanmasinin ardindan (1+1) boyutlu smKdV(d) denklemine
ait Whitham sistemi elde edilecektir. Bu amagcla, (4.11) denklemi ile analize
baglayalim ve (4.13) denklemi ile verilen hizl1 ve yavas degiskenler arasindaki iligki

(4.46) denklemine uygulanirsa

1 If | 39°f 2, 9f
E<_ 90 T 903 g

3 2
+(af+3k2 o f +3kkn§9]; 6f28f L)

ot 1062 t+1
2 f o f af 2 f
e(skaea 5+ 3Ky 555 +knn89)+8 77 =0 (4.48)

olur. Daha sonra, f fonksiyonu f(60,1,t) = fo(0,n,t)+£f1(0,n,t)+- - - olarak £ nun
kuvvetlerine gore seriye acgilir ve bu acilimin (4.48) denkleminde kullanilmasiyla
ortaya ¢ikan denklem £’nun kuvvetleri cinsinden gruplanirsa bu analiz icin yeterli olan

ilk iki mertebe problem asagidaki gibi elde edilir:

1y 3f0 zafo 393f0 B
6’<8>. 05y —6kfo 5o+ 5T =0, (4.49)
. 8f (fofl) 3a fl o
O1): —05g —6k= O S — . (4.50)
Burada,
_(9fo zafo » 3 fo 3f  fo
=50 - 6350 3k smagr T M ger ) s

dir. Bu problemlerin ¢oziimii i¢in, ilk olarak & (8* ) mertebe problemin ¢Oziimil ingaa
edilecektir. Dikkatlice edilirse, (4.49) denklemi, cmKdV(d) denkleminin Whitham

modiilasyon denklemlerini tiiretirken &'

mertebeli problemde ortaya c¢ikmaktadir.
Boliim 4.2.1°de oldugu gibi smKdV(d)-Whitham modiilasyon denklemlerini tiiretirken
(4.26) ile verilen Riemann tipi degiskenler kullanilacaktir. (4.49) denkleminin
ilerleyen dalga ¢oziimiiniin, bir sonraki problemin ¢éziimiinde kullanilacagindan

2(7‘2—}’1) Us —
, U=
1 —Ussn2[2(6 — 6y)K,m] r3—ri

r3s—rnr

f0(97nat) - (r2+r3_r1)_
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seklinde oldugunu hatirlayalim. Burada, K = K(m) birinci tip tam eliptik integrali
gostermektedir. Ayrica, Boliim 4.2.1°den bilindigi gibi modiil, dalga sayis1 ve faz hizi

asagidaki gibi tammmlanmaktadir;

2 2

2 2 rs—r

s —r 3 1
S S SO A BB Y S )

rs—ri 2K

Dikkat edilirse, smKdV(d) denklemine iligkin ilk modiilasyon denklemi, cmKdV(d)
denkleminde oldugu gibi (4.12) dalgalarin korunumu yasasindan gelmektedir. Diger
modiilasyon denklemlerini tiiretmek i¢in sekiilerlik kosullari kullanilacaktir. Bu
amacla, (4.27) ile verilen fy, (4.50) ile verilen ¢'(1) mertebe problemde kullanilirsa,
(4.50) denkleminin sag yaninda 6’ya bagl sekiirlerlik olugsmaktadir. Bu sekiilerligi
ortadan kaldirmak i¢in kendine es problem tanimlanir ve Boliim 4.2.1°de oldugu gibi

asagidaki sekiirlerlik kosullar1 elde edilir:
1 1
/ M d6 =0, / foll dO = 0. (4.52)
0 0

Daha sonra, (4.52) denkleminde . nin kullanilmasiyla bu sekiilerlik kosullari

2/lfde—i 2/1f3d9 +L/]fd9—o (4.53)
ot Jo 7° an\"Jo ’° t+i0Jo 77T '

2 2 ! dfo\2 2
at/fode (/f‘+3k/ (52) dO) t+0/f0d9 0. (454)

seklinde elde edilirler. Ardindan, fy ve yardimci kaynakta verilen eliptik fonksiyon-
larin 6zelliklerinin [50] (4.53)-(4.54)’de kullanilmasiyla sekiirlerlik kosullarinin agik
yapilar1 elde edilir. Bu sekiilerlik kosullarina (4.12) dalgalarin korunumu yasasinin

eklenmesiyle, smKdV(d) denklemi i¢in Whitham modiilasyon sistemi elde edilir:

or: ar; 1
a_rtl+Vi(V1,rz,r3)i+—hi:0’ i=123. (4.55)

an  t+n
Burada, v; (i = 1;2;3), mKdV(d) denkleminin karakteristik hizlarim vermektedir [23];

K(3—1)

veo= 2+ A

4K(r3 —13)(r3 —r7)

v o= =20+t - (4.56)

4K(3-13)

vi = 2(P+r+r3) - X_E
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ve h; (i = 1;2;3) kiiresel terimlerinin agik iafadeleri

K(r1N3—r2r3N4) h K(r2N3—r1r3N4) K(r3N3—r1r2N4)
1= ) 2= ) 3= .
E(r}—r3) E(r;—r})—K(r3—r}) (K—E)(r3 —(41’%5)7)

olarak elde edilir. Burada goriilen, K(m) ile birinci tip, E(m) ile ikinci tip ve IT =
I1(n,m) ile ticiincii tip tam eliptik integral temsil edilmektedir. Ayrica,
_r3—n

2,2 2 22
. N K(ry+rs—ri) —2(r5 —r)E
r3—ry K

Y

(4.58)
K(ro+r3—r1)—2(ry—r)II
K

Ny =
seklindedir.

Dikkat edilecek olursa, (4.55) denkleminde zamana bagli h;(¢) kiiresel terimi
0zdes olarak sifir alinirsa, smKdV(d)-Whitham sistemi mKdV(d)-Whitham sistemine

indirgenir [23].

4.3 Sayisal Sonuclar ve Tartisma

Calismanin bu boliimiinde, mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemleri icin
sayisal ¢oziimlerin verilmesi amaclanmaktadir. Daha 6nceki problemlerde oldugu gibi
silindirik ve kiiresel terimin etkisini gézlemlemek amaciyla ilk olarak klasik denklemin
yani mKdV(d) denkleminin dogrudan ve asimptotik ¢oziimleri bulunacaktir. Her ii¢
denklem icin de focusing denklemlerde oldugu gibi dogrudan ve asimptotik ¢coziimler
bulunacak ve bu ¢oziimlerin karsilagtirmasi yapilarak asimptotik ¢oziim i¢in uygulanan

yontemin uygunlugu gosterilecektir.

4.3.1 mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin dogrudan ¢oziimii

Bu bolimde, klasik mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin (4.2)
baglangic¢ kosulu altinda v; = 0 ve v, = 0.5 degerleri ve ilgili sinir kosullariyla birlikte
sayisal ¢oztimleri i¢in, daha 6nceki problemlerde (mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f))
oldugu gibi ETDRK4 (Exponential Time Differencing Fourth Order Runge-Kutta)
[51,52] metodunun modifiye versiyonu kullanilacaktir. Yontemin uygulanmasindaki
ayrintilar i¢in Boliim 2 ve Boliim 3’e bakilabilir. Kullanilan kod igerisinde, Fourier

modu icin N = 2! nokta , maddesel koordinat icin [—200,200] tanim aralig1 segilirken,
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zaman ayriklastirma arali1 olarak da 10~ degeri secilmistir. Ek olarak, 7o = 10, €2 =

5102 ve K =10 parametreleri alinarak ¢oziimlerin grafikleri elde edilmistir.

mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemleri i¢cin dogrudan ¢dziimlere ait grafikler,
farkli zaman degerleri icin sirastyla Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’de verilmistir. Her
ic denklem icin de faz hizi olan V’nin negatif olmasindan dolayr DSW’s1 sol tarafa
dogru yayilmaktadir. Sekil 4.2°’den goriilecegi gibi klasik mKdV(d) denklemi icin
zaman artmasina ragmen On kenarda (leading edge) olusan kiiciik genlikli dalgalarin
genlifi 0’da sabit iken arka kenarda (trailing edge) olusan en biiyiikk genlige sahip
dalga katarinin genligi seviye farkinin iki kat1 olan 1 degerine yaklasmaktadir. Ayrica,
arka kenarda (trailing edge) "dark solitonlar" olusmaktadir. Ote yandan, Sekil 4.3
incelendiginde, silindirik terimin etkisiyle arka kenarin seviyesi zamanla azalmaktadir
ve ayni zamanda arka kenarda olusan en biiyiik genlige sahip dalga katarinin genligi
de azalmaktadir. Sekil 4.4’de, cmKdV(d) denkleminde oldugu gibi smKdV(d)
denklemi i¢in de zamana bagli terimin etkisiyle arka kenar seviyesinin azaldigi
goriilmektedir. Tiim bunlara ek olarak, zamana bagli terimin etkisini daha rahat
gorebilmek icin klasik mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin t = 10°da
dogrudan c¢oziimlerinin grafikleri Sekil 4.5’te verilmistir. Dikkat edilirse, tic denklem
arasinda arka kenarda olusan en biiylik genlikli dalga katarlar1 arasindaki en biiyiik
genlik mKdV(d) denkleminde iken, en kiigiik genlik smKdV(d) denklemine aittir. Ek
olarak, Sekil 4.6’da klasik mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin ¢ = 0 ile
t = 10 arasindaki dogrudan sayisal ¢oziimlerine ait uzay-zaman grafikleri ¢izdirilmistir.
cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin klasik mKdV(f) denkleminden farkli olarak

dalga katarlarinin birbirinden uzaklastig1 goriilmektedir.

Simdi de, focusing mKdV denklemi i¢in yapilan analize benzer olarak hesaplarda zayif
dispersiyonu temsil eden €’un etkisini gozlemlemek i¢in kullanilan sayisal ¢oziicii
icinde kullanilan diger parametreler sabit tutarak; €2 =0.01 ve €2 = 0.001 degerleri
almarak klasik mKdV(d) denkleminin dogrudan sayisal c¢oziimleri Sekil 4.7’te
verilmigtir. € azaldikca, salimimlarin dalga boyunun azaldig:r goriilmektedir. Diger
taraftan, cmKdV(d) denkleminde yer alan parabolik cepheyi belirleyen fy etkisi i¢in
farkl f9 degerleri alinarak sonuclar Sekil 4.8°de verilmistir. #y biiyiidiik¢e ¢coziimlerin

klasik mKdV(d) denkleminin ¢oziimlerine yaklastigi goriilmektedir. Gergekten de

90



0.6

04

0.2

N

----- t=0
—t=2. —1t=5
0.4 22 - | 0.4 ‘ ‘
-40 -20 0 20 30 -40 -20 0 20 30
n n
(@) 1 =25 (b) =5
0.6 - ‘ 0.6
0.4/ — 0.4/

- OI: fmmvmw“‘“”ﬂ“nﬂﬂ”{\ [ 0.: ¢VA¢vnunvnunUﬂ“ﬂﬂ“"ﬂnnnMﬂ“
o) |

-0.2
----- t=0
—t=7.5 —t=10

-0.4 ‘ -0.4 : ‘
-40 -20 0 20 30 -40 -20 0 20 30

n n
©)t=175 (d) ¢t =10

Sekil 4.2 : Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen ¢izgi, v;j= 0 ve v,= 0.5 icin (4.2)’de adim
baglangic degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli zaman degerlerinde
€2 =5.102 secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen mKdV(d) denkleminin
dispersif sok ¢oziimiinii temsil etmektedir.

fo’1n biiyiimesi ile silindirik terimin etkisi azalmakta ve (4.9) ile verilen cmKdV(d)
denklemi klasik mKdV(d) denklemine indirgenmektedir. Benzer sonuglar, Boliim 2°de

focusing cmKdV denkleminde de elde edilmistir.

4.3.2 mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin dogrudan ¢oziimleri ile

asimptotik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin Whitham sistemlerinin sayisal
cOziimlerini bulmak i¢in ilk olarak mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin
(4.2) basamak tipi baslangi¢c kosulu, Riemann tipi degigkenleri cinsinden belirlen-
melidir:

Vi, 77<0

b >0 r3(n,0) =v,, v, >v. (4.59)

rl(n,0)=vz,rz(n70)={
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Sekil 4.3 : Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen cizgi, v;= 0 ve v,= 0.5 icin (4.2)’de adim
baslangic degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli zaman degerlerinde
g2 =5.10"2 secilmesi ile dogrudan ¢oziimle elde edilen cmKdV(d) denkleminin
dispersif sok ¢oziimiinii temsil etmektedir.
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Sekil 4.4 : Kirmiz1 (kesikli) olarak verilen ¢izgi, v;= 0 ve v,= 0.5 icin (4.2)’de adim
baslangic degerlerini gostermektedir. Mavi egri ise, farkli zaman degerlerinde
g2 =5.10"2 secilmesi ile dogrudan dogrudan ¢oziimle elde edilen smKdV(d)

denkleminin dispersif sok ¢oziimiinii temsil etmektedir.
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Sekil 4.5 : (4.2) ile verilen basamak tipi baslangi¢ kosulunda v;= 0 ve v,= 0.5 i¢in
t = 10 zaman degerinde (a) mKdV(d) (b) cmKdV(d) (c¢) smKdV(d) denklemleri i¢in
dogrudan ¢oziimlerin karsgilastirilmasi.
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Sekil 4.6 : (4.2) basamak tipi baslangi¢ kosulunda v; = 0 ve v, = 0.5 degerleri icin
t = 10’da (a) mKdV(d), (b) cmKdV(d) ve (c) smKdV(d) denkleminin dogrudan
sayisal ¢ozlimleri ve uzay-zaman grafikleri.
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Sekil 4.7 : mKdV(d) denkleminin basamak tipi baslangi¢ kosulu i¢in farkl €
degerleri i¢in sayisal ¢oziimleri. € azaldik¢a, salinimlarin dalga boyunun azaldigi
goriilmektedir.
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Sekil 4.8 : cmKdV(d) denkleminin basamak tipi baglangic kosulu icin farkl 79
degerleri icin dogrudan sayisal ¢coziimleri. Coziimlerin 7 biiyiidiikce klasik mKdV(d)
denkleminin ¢o6ztimlerine yaklastig1 goriiliir.

Focusing denklemlerde oldugu gibi cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin

saglamasi gereken sinir kosullart S(z) fonksiyonuna bagli olarak degistigi igin
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cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemierine ait Whitham sistemi icin sinir kosullar1 da
zamana bagli olarak belirlenmelidir. Ayrica, mKdV(d) denkleminin saglamasi gereken
sinir kosulu (focusing mKdV denkleminde oldugu gibi) sabittir. Bu sinir kosullarini
bulmak i¢in cmKdV(d) denkleminin Whitham sisteminde sol u¢ (m — 0) ve sag ug
(m — 1) i¢in, (4.36) denkleminde 7 uzaysal de8iskenine bagl tiirev terimleri ihmal
edilerek elde edilen diferansiyel denklem sistemi ¢oziilecektir:

8r,- hl’

— +— =1,2,3. 4.60
8l 2t + t()’ )< ( )
Bu amacla, (4.39) ile verilen h; bilesenlerinin sirasiyla m — 0 ve m — 1 durumlarinda

limit degerleri hesaplanacaktir.

Hatirlanacak olursa modiilii temsil eden m’nin Riemann degiskenleri cinsinden ifadesi

R-r
G
2
idi. Buradan, m — 0O iken r3 — r, ve m — 1 iken r, — ry oldugu goriiliir. Buna gore,
hi’lerin (i = 1,2,3) m — 0 ve m — 1 durumundaki limitleri yardimer kaynak [50]

yardimiyla asagidaki gibi bulunurlar:

7”2 7'2
limh; =r, limhy=-, limhy= -, (4.61)
m—0 m—0 r3 m—0 r3
lim h1 = 21’1, lim h2 = 21‘1, lim h3 =r3. (462)
m— 1 m— 1 m— 1

(4.59) baslangi¢ kosullariyla birlikte, cmKdV(d) denklemi i¢in (4.61) ve (4.62) limit
degerleri, (4.60) adi diferansiyel denkleminde yerlerine yazilarak sirasiyla Riemann
degiskenlerinin sol u¢ ve sag uctaki sinirlar1 belirlenir. Buna gore, sirasiyla limit

durumlarinda Riemann degiskenleri

m — 0 iken,

1 2(v2 —v2)t + v
) 5 rz(n,t)zrz(n,t)%\/( ST 4y

m — 1 iken,

Io
2t + 1ty

ri(n,t) =r(n,t) —v r3(n,t) — v, (4.64)

0
2t +1o’

olarak bulunurlar.

97



Daha sonra, benzer sekilde smKdV(d) denklemine iligkin sinir kogullarin1 zamana
bagl olarak belirlemek i¢in, (4.55) denkleminde yer alan h;, (i = 1,2,3.) terimlerinin
m — 0 ve m — 1 iken limitleri hesaplanir. Bu limit degerleri (4.61) ve (4.62)
ile aynidir. (4.61) ve (4.62) limit degerleri, (4.55) denkleminden 1’ya bagh tiirev
terimlerinin ihmal edilmesi sonucu elde edilen adi diferansiyel denklemde yerine

yazilir ve ¢oziiliirler. Boylece bu coziimler, smKdV(d)-Whitham sistemine ait sinir

kosullarini
0 iken F(m0) = vi—2—,  ra(n.t)=r3(n.1) V07 e i
m— iken r - r =r —
1N, lt—i—to’ 2(M, 3(M, P )
(4.65)
L1 iken n(mt)=n(t) e s (466
m i ri(n,t) =r(n, v , nr3(n, y .
belirlerler.
0.6}
E 1(n,0)
e ...  }  |=== ri(s,
% 0.4\ —rZ(?;,(}}'
;gj ---------- rs(?'r’t}
e 0.2'
&
5
g O
0.2
-40 20 0 20 40

1

Sekil 4.9 : Riemann tipi degiskenler icin v, = 0.5 ve v; = 0 secimine kargs1 gelen
(4.67) ile verilen baglangi¢ degerleri (r = 0).

DSW c¢oziimleri elde edilirken; 79 = 10, v; = 0 ve v, = 0.5 degerleri se¢ilmistir (Sekil
4.9). Bu durumda baslangi¢ kosullari

0, <0
A0 =0nmo={ g5 150 nmo=0s e

seklinde olurlar. Benzer hesaplama, farkli v; ve v, degerleri i¢in de yapilabilir.

(4.36) ile belirtilen cmKdV(d) denklemine ait Whitham sisteminin sayisal ¢éziimiinde

(4.59) baslangic kosullar1 ve (4.61)-(4.62) smur kosullar1 ele alinmugtir. Ote
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Sekil 4.10 : mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) Whitham sistemlerinin asimptotik
olarak c¢oziilmesi sonucu elde edilen ¢t = 2.5, 5, 7.5, 10’daki Riemann degiskenleri.
yandan, (4.46) smKdV(d)-Whitham sisteminin ¢6ziimiinde ise, (4.59) baslangic
kosullar1 ve (4.65)-(4.66) sinir sosullart icin sonuglar elde edilmistir. Ek olarak,
klasik mKdV(d)-Whitham sistemi i¢in de sayisal ¢oziimlere yer verilmigstir. Bu
sayisal c¢oziimlerinin bulunmasinda, Shampine [53] tarafindan birinci mertebe
hiperbolik kismi tiirevli denklemler i¢in gelistirilmis MATLAB tabanl sayisal ¢oziicii
kullanilmigtir. Bu ¢oziiciiniin kullanildig1 hesaplamalarda iki basamakli Lax-Wendrof
yonteminin farkli bir tiirti kullanmilmigtir. Sayisal ¢oziimde, 7 i¢in [—200,200] tanim
araliginda N = 2!! nokta kullamlmustir. Céziimlerin grafikleri r = 2.5,5,7.5 ver = 10
degerleri icin Sekil 4.10°da verilmistir. Sekil 4.10 dikkatlice incelendiginde zamana
bagl terim iceren cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinde, ri(n,t) ve r3(n,¢) nin
zamanla birbirine yaklastig1 goriiliir. Ayrica, cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinde

99



r3(1,t) seviyesinin diistiigii ve smKdV(d) denkleminde bu seviye degerinin daha fazla

diistiigii goriilmektedir.

Bu asamadan sonra, elde edilen bu sonuglarin uyumlulugunu gostermek i¢in (4.27)
ile verilen fo ve (4.25) hizli degisken olan 6 kullanilarak mKdV(d), cmKdV(d) ve
smKdV(d) denklemlerinin DSW c¢oziimleri sirasiyla, Sekil 4.11, Sekil 4.12 ve Sekil
4.13’de cizdirilmistir. Buradan, mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinde

0.5 e 0.5 [(b)
0.4 0.4 ‘
0.2 0.2
f f
0 A 0
-0.2 -0.2 U
‘ ' -0.4 ‘ '
-20 -10 0 10 -20 -10 0 10
1 1
0.5 (c) | {“*“-‘-‘-“ 0.5 (d)
0.4 0.4 '
0.2 0.2
f f
0 0
-0.2 0.2
-0.4 0.4
30 -20 -10 0 10 30 20 -10 O 10
g e Asimptotik n
——Niimerik

Sekil 4.11 : €2 = 5.1072 ve 1y = 10 segilerek farkli zaman degerlerinde v; = 0 ve
v, = 0.5 adim tipi baglangi¢ degerleri icin mKdV(d) denkleminin (a) t = 2.5, (b)
t=5,(c)t="7.5ve (d)t = 10’da dogrudan sayisal ¢oziimiiniin ve asimptotik
¢cOziimiiniin (Whitham modiilasyon teorisi ¢6ziimii) karsilagtirmalari.

goriilen dispersif sok dalgalarinin yapisiyla ilgili olarak arka kenar genliginin ve
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Sekil 4.12 : €2 =5.1072 ve 19 = 10 segilerek farkli zaman degerlerinde v; = 0 ve
v, = 0.5 adim tipi baglangic degerleri icin cmKdV(d) denkleminin (a) t = 2.5, (b)
t=35,(c)t="7.5ve (d) t = 10’da dogrudan sayisal ¢6ziimiiniin ve asimptotik
¢Oziimiiniin (Whitham modiilasyon teorisi ¢6ziimii) karsilastirmalari.
salinimlarin dalga boyunun asimptotik yaklasim ve sayisal ¢6ziimle uyumlu oldugu
goriiliir.  Ayrica, (4.27) temel mertebe problemin ¢6ziimiinde yer alan 6y’1 yaklasik
olarak belirlerken, Boliim 2 ve Boliim 3’tekine benzer bir analiz yapilmistir. Bu
boliimlerden hatirlanacagi gibi, asimptotik ¢oziimler i¢in gerekli olan 6y, dogrudan
sayisal coziimlerden elde edilen sol taraftaki seviye degeriyle sag taraftaki en biiyiik
genlige sahip dalga katarinin ortalamasi alinarak hesaplanmistir ve bu ortalama genlik

degeri "Agg" ile gOsterilmektedir. Ardindan, asimptotik ¢dziimde bu ortalama degere

en yakin ortadaki dalga katarina gore 6y degeri bulunmustur. Hesaplarda, asimptotik
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Sekil 4.13 : €2 = 5.1072 ve 1o = 10 segilerek farkli zaman degerlerinde v; = 0 ve
v, = 0.5 adim tipi baglangi¢ degerleri i¢in smKdV(d) denkleminin (a) ¢ = 2.5, (b)
t=25,(c)t="7.5ve (d) t = 10’da dogrudan sayisal ¢éziimiiniin ve asimptotik
cOziimiiniin (Whitham modiilasyon teorisi ¢oziimii) karsilastirmalari.
coziimdeki ortalama genlik de8erine en yakin dalga katarinin genligi ise "M," ile
temsil edilecektir. mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerine iligkin Agy,
ve My degerleri, farkli zaman degerleri icin sirasiyla Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve
Cizelge 4.3’de verilmektedir. Bu ¢izelgeler yardimi ile, denklemlerin dogrudan sayisal
coziimleri ve Whitham modiilasyon denklemlerinin ¢6ziimlerinin birbiri ile uyumlu

oldugu goriiliir. Ayrica, en bilyiik genlige sahip dalga katarinin ortalama hiz degerleri

(Vavg) farkli zaman degerleri i¢in bu cizelgelerde verilmistir. Cizelgelerden goriildiigii
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Cizelge 4.1 : 1 =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde mKdV(d) denklemi i¢in
Aavg, My ve Ve degerleri.

t (Zaman) A, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢dziim) Vavg

2.5 0.11145 0.1144 -0.2343
5 0.14605 0.1538 -0.3369
1.5 0.16532 0.1641 -0.3873
10 0.17457 0.1779 -0.4028

Cizelge 4.2 : 1 =2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde cmKdV(d) denklemi icin
Aavg, My ve Vo degerleri.

t (Zaman) Ag,, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢oziim) Vavg

2.5 0.08683 0.09278 -0.0634

5 0.08162 0.09565 -0.1440
7.5 0.08732 0.08539 -0.1660
10 0.07145 0.07828 -0.1831

tizere, smKdV(d) denklemine ait ortalama hiz degerleri mKdV(d) ve cmKdV(d)
denklemlerine gore oldukca kiiciiktiir. Bunun sebebi, genlik azaldik¢a ortalama hiz
degerinin de azalmasidir. Ayrica, focusing denklemlerden (mKdV(f), cmKdV(f) ve
smKdV(f)) farkli olarak DSW’s1 sola dogru yayilmaktadir. Bunun nedeni defocusing

denklemler i¢in V,,,, degerinin negatif olmasidir.

4.3.3 ETRK4 yontemi icin hata analizi

Tez calismasimin bu bolimiinde, denklemleri dogrudan ¢oziimiinde kullanilan
ETDRK4 yontemi i¢in hata analizi yapilmistir. Hesaplar yapilirken, 4 = 0.0001 zaman
aralif1 referans olarak alinmig ve zaman araliklar1 degistirilerek L., normuna gore
hata hesaplanmistir. Bolim 2 ve Bolim 3’te; mKdV(f), cmKdV(f) ve smKdV(f)
denkemleri icin yapilan analizde v, = 0.5 ve v; = 0 Riemann tipi baslangic kosulu

alinarak hata analizi yapilmigtir. Hesaplamalarda, maddesel koordinat 1’nin tanim

Cizelge 4.3 :1=2.5,5,7.5 ve t = 10 zaman degerlerinde smKdV(d) denklemi icin
Aavg, My ve Ve degerleri.

t (Zaman) Ag,, (Dogrudan ¢oziim) My (Asimptotik ¢dziim) Vavg

2.5 0.0753 0.0756 -0.0537
5 0.0735 0.0751 -0.0952
7.5 0.0655 0.0649 -0.1139
10 0.0582 0.0538 -0.1306
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Cizelge 4.4 : mKdV(d) denklemi i¢in elde edilen hata analizi.

h (Zaman adimi) N = 14 N=2P N =2°

0.0005 1.1091e-04 1.1130e-04 1.1374e-04
0.001 3.2387e-04 3.2786e-04 3.3173e-04
0.005 0.0017 0.0017 0.0017

0.01 0.0029 0.0029 0.0030

Cizelge 4.5 : cmKdV(d) denklemi i¢in elde edilen hata analizi.

h (Zaman adimi)) N =2 N=2D N =2°

0.0005 6.7945e-05 6.9139e-05 6.9346e-05
0.001 2.2717e-04 2.3328e-04 2.3343e-04
0.005 8.9742e-04 9.0667e-04 9.1088e-04

0.01 0.0021 0.0021 0.0021

araligi [—200,200] olarak alinmustir. Ayrica, zayif dispersiyon etkisini belirleyen
€ = 0.05, zamana bagli terim igerisinde yer alan #y = 10 olarak kullanilmistir ve r = 10
icin sonuclar elde edilmistir. Hata analizi hesab1 yapilirken, kullanilan parametrelerin,

denklemleri dogrudan ¢6zmek i¢in ele alinan degerler olduguna dikkat edilmelidir.

Ik olarak, klasik mKdV(d) denklemi igin dogrudan c¢oziimde kullanilan diger
parametreler sabit tutularak Fourier mod sayilar1 N = 214 N =21 N =216 alinarak,
norm hata degerleri hesaplanmistir. Bu degerler Cizelge 4.4’te verilmistir. Bu
cizelgeler yardimiyla, zaman aralig1 arttikca hata mertebesinin arttig1 gézlemlenmistir.
Bu sonuclar, Boliim 2 ve Boliim 3’te klasik focusing mKdV denklemi i¢in yapilan
hata analizi ile tutarlidir. Ek olarak, Sekil 4.14’te N = 214 N =21 N =2'° Fourier
mod sayilari i¢in hata analizi karsilastirmasi yapilmis ve Fourier mod sayisi arttiginda
hata mertebesinde degisiklik olmadig1 gézlemlenmistir. Sekil 4.14°den de goriilecegi
gibi hata h = 0.0005 zaman arah@ i¢in 10~* iken, zaman arahg arttikca hata
artmaktadir. Klasik mKdV(d) denklemi i¢in yapilan analiz, cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemleri i¢in de yapilmis ve elde edilen sonuglar sirasiyla Cizelge 4.5 ve Cizelge
4.6’da verilmigtir. Ayrica, sayisal olarak hesaplanan bu hata degerleri Sekil 4.14’te
verilmektedirler. Benzer bicimde, cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemleri i¢in de adim
aralig1 arttifinda hata mertebesinin arttigi bu sekiller yardimiyla goriilebilir. Bir
diger gozlem ise, zamana bagh terim iceren cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinde

hesaplanan hata degerlerinde 6nemli bir degisiklik olmamasidir.
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Cizelge 4.6 : smKdV(d) denklemi i¢in elde edilen hata analizi.
N=2" N=2P0 N=21°

h (Zaman adimi)

0.0005 5.6240e-05 5.8242e-05 5.8278e-05
0.001 2.3019e-04 2.3005e-04 2.3197e-04
0.005 0.0011 0.0011 0.0011

0.01 0.0021 0.0021 0.0021
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Sekil 4.14 : (a) mKdV(d), (b) cmKdV(d) ve (c) smKdV(d) denkleminin # = 10’da
farkli Fourier modlar1 (N) i¢in L., normuna gore hatalarin karsilagtirilmasi. Burada,
baslangic seviyesi (0.5,0) ve €2 = 0.05 olarak secilmistir.
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4.3.4 mKdV(d) tipindeki denklemlerin Riemann tipi baslangi¢c kosulu icin

siniflandirilmasi

2005 yilinda El, yaptifi1 calismada mKdV(d) denkleminde dispersif sok dalga

yayiliminin gdozlemlenmesi i¢in
Vel > vl vy >0 (4.68)

sartinin saglanmas1 gerektigini gostermistir [24]. Bu esitsizligin saglanmadigi
durumlarda seyreltme dalgasi, kink ve bu dalgalarin kombinasyonu olarak adlandirilan
farkli tipte sok dalga tipleri olusur. Ayrica, literatiir incelendiginde daha ©nce
silindirik ve kiiresel kismu tiirevli denklemlere ait dalga formlari i¢in bir siniflandirma
yapilmadig goriilmektedir. Bu tez ¢alismasi kapsaminda, klasik mKdV(d) denklemi
icin yapilan simiflandirma [24] g6z Oniine alinarak, cmKdV(d) ve smKdV(d)

denklemleri icin yapilabilecek siniflandirma icin sayisal sonuglar ortaya konacaktir.

[k olarak, |v,| > |v;|, v, > 0 sartlarinin saglanmas1 durumunu inceleyerek analize
baglayalim. Bu esitsizligin saglandigi durumda DSW’s1 olusmaktadir. Sekil 4.15°te
v, = 0.5,v; = 0.1 parametre se¢cimine bagl olarak klasik mKdV(d), cmKdV(d) ve
smKdV(d) denklemleri i¢in olugan DSW yayilimi gézlenmektedir. mKdV(d) denklemi
icin en biiyiik genlige sahip dalga katarinin arka kenarda 11 = —7°de olustugu goriiliir.
Ayrica, arka kenarda 2(v, —v;) = 0.8 genlikli dark solitonlar mevcuttur. On kenarda
N = —34’de ise en kiigiik genlikli dalgalar olugsmaktadir. cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemlerin ise arka kenar pozisyonlar: sirasiyla n = —3 ve 1 = —2’dir. Her iki
denklem i¢in de zamana baglh terimin etkisiyle arka kenarda olusan en biiyiik genlikli
dalga katarinin genligi kiiciilmektedir. Bu denklemlerde klasik mKdV(d) denkleminde
oldugu gibi en biiyiik genlikli dalga katarlar1 arka kenarda mevcuttur. Ayrica, en kiigiik
genlikli dalga katarinin olustugu 6n kenar pozisyonlar;; cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemleri i¢in sirasiyla n = —22 ve n = —19°dur.

lve| > |vi| ve vyv; < O sartlart saglandiginda ise, "DSW" ve "kink (K)" dalgalarin
kombinasyonu olarak adlandirilan, "DSW-K" dalga formu olugsmaktadir. Sekil 4.15°de
v; = —0.5 ve v, = 0.7 parametre se¢cimine baglh olarak olusan "DSW-K" ¢oziimleri

goriilmektedir.
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[ve| < |v| ve v,v; < 0 kosullar altinda, "K" ve seyreltme dalga (R) kombinasyonu

olugmaktadir. v, = 0.5 ve v; = —1 secimiyle olusan bu dalga formu yine Sekil 4.15’ten
goriilebilir.
[ve| < |vi| ve vyv; > 0 esitsizlikleri saglandiginda ise, (v; = —1 ve v, = —0.5) olusan

seyreltme dalgasinin grafigi de Sekil 4.15’te verilmistir.

Burada su noktaya dikkat ¢cekmek gerekir. Defocusing klasik mKdV denkleminde
DSW c¢oziimleri olugabilmesi i¢in |v,| > |v;| (her ikisi de pozitif ya da her ikisi de
negatif) sartinin saglanmasi gerekir. Fakat v, ya da v;’den herhangi birisinin negatif
olmasi durumunda defocusing mKdV ve focusing mKdV denklemlerin ¢oziimleri
sonucu olusan sok dalgasi oldukca farklidir. Defocusing mKdV denkleminde v; — —v,
iken bagtaki soliter dalganin genligi azalmaktadir ve bu limit degerinde "bore" olmayan
bir sok dalgasi olusmaktadir (kink wave). Focusing klasik mKdV denkleminde
ise, v, — —v; iken bastaki soliter dalganin genligi artmakta ve bu limit degerinde
sinus seklinde bir "bore" olugsmaktadir (CDSW). Bu farkliligin nedeni su sekilde
aciklanabilir. (4.24) ile verilen defocusing mKdV denkleminin modiiliiniin

» _ (m—o03)(0n—o4)
I (o — o3) (00 — 04)

oldugunu hatirlayalim. Buradan, m — 0 olmasi i¢in o = 03 ya da o = o4 olmalidir.
Ancak defocusing mKdV denklemde kararli ilerleyen dalga ¢oziimleri elde etmek i¢in
kokler arasinda o > oy > o3 > oy esitsizligi gecerli oldugundan, o = oy veya o =

03 durumlari s6z konusu olabilir.

Boliim 2’den hatirlanacagi gibi focusing mKdV denklemine ait (2.31) ile verilen modiil

e (o—0n)(a3—0as)
1o¢ ™ (on— o) (02— o)

seklinde ifade edildi. Bu modiil degerinden, m — 0 olmas1 hali iki durumla
aciklanabilir; yani o = ap veya o3 = 0y durumlarindan biri gegerli olabilir. o = 0
olmas1 durumunda lineer dalgalar olusurken, o, = o3 iken sonlu genlikli harmonik
dalgalar olusur. Bunun nedeni aciklamak i¢in focusing mKdV denkleminin (2.32) ile
verilen ilerleyen dalga ¢6ziimiinii goz Oniine alalim:

2oy +op+03) (0 +200+03)
(o +20n+03) + (o —0)sn?[U; (0 —6p),m]

f0(67n7t) = _(a1+a2+a3) +
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Burada, U; = /(0 — 03) (0 + 200 + 03) /2k’dir. Dikkat edilirse, 6zellikle o3 = oy
oldugunda sn(z,m) — sin(z) oldugundan sonlu genlikli harmonik dalgalar olusur. Ote
yandan, defocusing mKdV denkleminin (4.23) ilerleyen dalga ¢oziimii

(a1 — ) (o —as)

fo(6,1,0) = ou — (o1 — 03) — (0 — a3)sn? [U» (6 — 6p),m]

dir.  Burada, Uy = /(0 —03)(a; +20n 4+ 03)/2k seklinde tanimlanmaktadir.
Defocusing durumda m — 0 durumuna karsilik gelen o = a4 (ya da ap = 03) olmast

halinde fj ¢oziimiinde yer alan U, nin etkisinden dolay1 lineer dalgalar gézlemlenir.

Ayrintilar i¢in Sekil 3.13 ve Sekil 4.15’e bakilabilir.

mKdV(d) cmKdv(d) smKdV(d)
0.4 [ 0.2 [ 02 [
; _ : |
502l 2 o1 " % 01 0
a | a m-ummm.\ﬂﬂml ||”|l| o Mm‘lﬁ'ﬂmlm |
0 . || 0 Wi
b 0.1 l 0.1
80 -60 40 20 0 20 40 80 60 -40 20 0 20 40 80 60 40 20 0 20 40
7 7 i
! 03 0.2
y , e o |
8 o "ww“ 8 o ‘ 8 o "‘
< U X i Wﬂ x 0.2 I ’l’i‘\l‘
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g ° | g 9 g0 |
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Sekil 4.15 : mKdV(d), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemleri i¢in €% = 0.05 ve farkli
v, ve v; secimlerine kars1 gelen farkli sok dalga tipleri. Tiim grafiklerde # = 15 i¢in
sonuglar verilmistir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasi kapsaminda (2+1) boyutlu focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili
(mKP(f)), (3+1) boyutlu focusing modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(f))
denklemi ve bu denklemlerin defocusing halleri olan (2+1) boyutlu defocusing
modifiye Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d)), (3+1) boyutlu defocusing modifiye
Kadomtsev-Petviashvili (mKP(d)) denklemi olmak {iizere dort baslica denklem ele

alinarak, bu denklemlere kars1 gelen DSW ¢oziimleri ayrintili olarak incelenmistir.

Ik olarak, parabolik bir dalga cephe boyunca uzanan basamak tipi baslangic kosulu
altinda (2+1) boyutlu mKP(f) denkleminin DSW ¢o6ziimleri incelenmistir. Bunun
icin denkleme benzerlik doniisiimii uygulanarak orijinal mKP(f) denklemi, (1+1)
boyutlu focusing silindirik modifiye Korteweg-de Vries (cmKdV(f)) denklemine
indirgenmistir. Elde edilen cmKdV(f) denkleminin, Whitham modiilasyon denklemleri
bir asimptotik yontem olan coklu Olcekler yontemi kullanilarak tiiretilmistir.
Whitham modiilasyon denklemleri elde edilirken dalgalarin korunumu yasasi ve
sekiirlerlik kosullar1 kullanilmigtir.  Ardindan, cmKdV(f) denkleminin Whitham
modiilasyon denklemleri sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Ayrica, cmKdV(f)-Whitham
sisteminde silindirik terimin 0zdes olarak sifir olmasi durumunda klasik fo-
cusing modifiye Korteweg-de Vries (mKdV(f)) denkleminin Whitham sistemine
indirgendiginden sayisal ¢oziimlerde zamana bagli terimin etkisini gdzlemlemek i¢in
mKdV (f)-Whitham sisteminin c¢oziimleri de incelenmistir. Daha sonra, mKdV(f)
ve cmKdV(f) denklemlerinin asimptotik ¢oziimleri ile ilgili denklemlerin dogrudan
sayisal ¢oziimleri karsilastirilarak kullanilan yontemin uygunlugu da gosterilmistir.
Denklemlere ait dogrudan sayisal ¢oziimler “Exponential Time Differencing Runge
Kutta-4” (ETDRK4) yonteminin modifiye hali kullanilmistir. Bunlara ek olarak,
mKdV(f) ve cmKdV(f) denklemlerini basamak tipi baslangi¢c kosuluyla birlikte

dogrudan ¢6zmek i¢in kullanilan ETRK4 yontemi i¢in hata analizi yapilmistir.
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Diger bir problem olarak, (3+1) boyutlu mKP(f) denklemi i¢in paraboloid tipi
bir dalga cephesi ve basamak tipi baslangi¢ kosulu ele alinmigtir. (3+1) boyutlu
mKP(f) denklemi uygun bir ¢6ziim formu kullanilarak (1+1) boyutlu focusing kiiresel
modifiye Korteweg-de Vries (smKdV(f)) denklemine indirgenmistir. Daha sonra,
smKdV(f) denklemine ait Whitham modiilasyon sistemi ¢oklu olcekler yontemi
kullanilarak tiiretilmigtir. Ayrica, smKdV(f)-Whitham sistemi, kiiresel terim 6zdes
olarak sifir alindiginda (yani #; = 0) mKdV(f)-Whitham sistemine indirgenmektedir.
Bu asamadan sonra, mKdV(f) ve smKdV(f) denklemlerinin Whitham modiilasyon
denklemleri asimptotik olarak ¢oziilmiistiir. Daha sonra, mKdV(f) ve smKdV(f) den-
klemleri ETDRK4 metodunun modifiye hali kullanilarak dogrudan c¢ozdiiriilmiistiir.
Ardindan, asimptotik ve dogrudan ¢oziimler karsilagtirilarak kullanilan asimptotik
yontemin dogrulugu test edilmistir. Bu karsilastirma ile, Whitham teorisinin ne
kadar basarili oldugu gézlemlenmistir. Daha sonra, zamana baglh terimin denklemler
izerindeki etkisini ortaya koymak i¢cin cmKdV(f) denklemi ve smKdV(f) denklemi
icin karsilagtirma yapilmistir. Ayrica, bu bolimde de ETRK4 yontemi i¢in hata analize
yapilmustir. Ote yandan, literatiir incelendiginde mKdV (f) denkleminde DSW yayilinu
gozlemlenmesi icin baslangicta kullanilan basamak tipi baslangic kosullarina bagh
olarak saglamasi gereken kriter |v;| > |v,|, v,v; > 0 olarak ifade edilmistir. Bu
kriterde yer alan v; ve v, basamak tipi baglangi¢c kosulunda kullanilan parametrelerdir.
Bu esitsizligin saglanmadig1 durumlarda seyreltme dalgasi, CDSW ve bu dalgalarin
kombinasyonu olarak adlandirilan farkli tipte sok dalga tipleri olusur. Ayrica,
literatiir incelendiginde daha once silindirik ve kiiresel kismi tiirevli denklemlerine
ait dalga formlar i¢in bir siniflandirma yapilmadig: goriilmektedir. Bu tez ¢alismasi
kapsaminda, klasik mKdV(f) denklemi i¢in yapilan siniflandirma goz oniine alinarak
cmKdV(f) ve smKdV(f) denklemleri i¢in de yapilabilecek muhtemel bir siniflandirma

icin sayisal sonuglara yer verilmistir.

Bu problemlerin yaninda, (2+1) ve (3+1) boyutlu mKP(d) denklemleri icin DSW
coziimleri i¢in analiz yapilmistir. (2+1) boyutlu mKP(d) denklemi, parabolik dalga
cephesi boyunca uzanan basamak tipi baglangi¢ kosuluyla birlikte ve uygun bir
¢oziim formu ile (1+1) boyutlu defocusing silindirik modifiye Korteweg-de Vries

(cmKdV(d)) denklemine indirgenmistir. (3+1) boyutlu mKP(d) denklemi i¢in benzer
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bir analiz kullanilarak, (1+1) boyutlu defocusing kiiresel modifiye Korteweg-de Vries
(smKdV(d)) denklemi tiiretilmistir. Daha sonra, her iki denklem i¢in de ¢oklu dlcekler
metodu yardimiyla Whitham sistemleri tiiretilmigtir. Elde edilen Whitham sistemleri
sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Ayrica, bu tez calismasinda focusing denklemlerde oldugu
gibi zamana bagh terimin etkisi gozlemlemek i¢in klasik mKdV(d) denkleminin
cOziimlerine de yer verilmistir. Ardindan, denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleri
ile asimptotik ¢oziimleri karsilastirilmistir.  Incelemenin devaminda, mKdV(d),
cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin dogrudan sayisal ¢oziimlerinde kullanilan
ETRK4 yoOntemi i¢in hata analizi yapilmisti. ~ Bolimiin sonunda, defocusing
denklemler i¢in yapilan siniflandirmaya yer verilmistir. Klasik mKdV(d) denklemi
icin yapilan siniflandirma gz Oniinde bulundurularak cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemleri i¢in dalga formlarinin muhtemel siniflandirilmasina yardimer olarak
sayisal sonuclara yer verilmistir. Focusing denklemlerde goriilen CDSW dalga formu

yerine defocusing durumda "kink" dalgasi formundaki ¢6ziim mevcuttur.

Hem focusing hem de defocusing denklemlerde, #’ye bagli terim iceren cmKdV(f),
smKdV(f), cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin genlik seviyelerinde diisiis
oldugu gozlemlenmistir. Farkli # degerleri icin sayisal ¢Oziimler yapilarak, DSW
coziimlerine ait 6n ve arka kenar seviyelerindeki degisim ortaya konmustur. Klasik
denklemler, yani mKdV(f) ve mKdV(d) denklemleri icin yapilan analizde ise genligin
sabit kaldig1 goriilmiistiir. Denklemlerin dogrudan sayisal ¢oziimleriyle asimptotik
coziimlerinin kargilagtirmas1 olarak verilen grafikler yardimiyla salinimlarin 6n
kenar genligi ile dalga boyunun asimptotik yaklasimda ve sayisal ¢oziimde uyumlu
oldugu goriilmektedir. Bu karsilastirma ile, cmKdV(f), smKdV(f), cmKdV(d) ve
smKdV(d) denklemlerinin sinir kosullar1 zamana bagh olarak degismesine ragmen
Whitham modiilasyon teorisi dogru bir yaklasim elde etmemizi saglamistir. Ayrica,
DSW’lere ait yayilma zarfi, yayilma hiz1 ve belirli bir andaki maksimum-minimum
genlik biyiikliikleri gibi bilgiler denklemlerin dogrudan sayisal c¢oziimlerinden
elde edilememektedir. DSW’lerin yayilimini modelleyen Whitham modiilasyon
denklemlerinin ¢oziimleri bu bilgilerin bulunmasina olanak saglamaktadir. Bu

calismada, indirgenmis denklemlere ait bu bilgiler elde edilmistir.
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Asimptotik c¢oziimlerde yer alan 6p’larin belirlenmesi i¢in denklemlerin dogrudan
sayisal coziimlerinden yararlanilmigtir.  Bunun icin, ilk olarak dogrudan sayisal
coziimlerden elde edilen sol taraftaki seviye degeri ile sag taraftaki en biiyiik dalga
katarinin genlik degerinin ortalamasi alinmistir. Asimptotik ¢éziimde bu ortalama
degere en yakin genlige sahip ortadaki dalga katarina gore 6y belirlenmistir. Focusing
ve defocusing denklemler icin fakli # degerleri kargs1 gelen 6y degerleri hesaplanmustir.
Elde edilen sonuglar, dogrudan sayisal ve asimptotik ¢Oziimlerin tutarli oldugunu
gostermektedir. Ek olarak, hem klasik hem de zamana bagh terim iceren denklemler
icin en biiylik genlige sahip dalga katarlarinin ortalama hiz degerleri hesaplanmustir.
Burada su noktaya dikkat cekmek gerekir: cmKdV(f) ve smKdV(f) denkleminin
ortalama hiz1 mKdV(f) denklemine gore daha diisiiktiir. Bunun sebebi en biiyiik
genlife sahip dalga katarmin genliginin zamanla azalmasidir. Ayrica, smKdV(f)
denkleminin en biiyiik genliginin ortalama hiz degerinin focusing denklemler i¢inde
en kiiciikk oldugu goriiliir. Defocusing denklemler icin de benzer analiz yapilarak,
en biiyiik genlige sahip dalga katarinin ortalama hizinin en biiyiikk oldugu durum
klasik mKdV(d) denkleminde gozlemlenirken en kiiciik oldugu durum smKdV(d)
denkleminde oldugu sonucuna varilmistir. Ayrica, defocusing denklemlerde faz
hizinin negatif olmasindan DSW yayilimi sola dogrudur. Bu nedenle, en biiyiik genlige
sahip dalga katar1 arka kenarda olusmaktadir. Buna gore, cmKdV(f) ve smKdV(f)
denklemlerinin DSW’nun 6n kenar1 mKdV(f) denklemlerine gére daha yavas hareket
etmektedir. Ek olarak, cmKdV(d) ve smKdV(d) denklemlerinin DSW’nun arka kenar1

mKdV(d) denklemine gore daha yavas hareket etmektedir.

Hem focusing hem de defocusing silindirik ve kiiresel mKdV denklemlerine ait
uzay-zaman grafikleri incelendiginde bu denklemlerin mKdV denklemine goére daha
yavas oldugu goriilmiistiir. Ayrica, cmKdV(f), smKdV(f), cmKdV(d) ve smKdV(d)
denklemleri i¢cin dalga cephelerinin geometrik yayilma etkisinden dolay1 kavisli

oldugu sonucuna varilmistir.

Bu tez calismasindan elde edilen indirgenmis denklemlerin DSW c¢oziimlerine ait
bilgiler, (2+1) veya daha yiiksek boyutlu denklemlere DSW c¢o6ziimlerinin elde
edilmesinde biiyiikk 6neme sahiptirler. (2+1) ve daha yiiksek boyutlu denklemler

icin bu tiir bilgiler sayisal ¢oziimler ile elde edilebilirler ve ¢ok uzun hesaplama

112



stireleri gerektirmektedir. Fakat, benzerlik doniisiimii sonucu elde edilmis indirgenmis
denklemlerin DSW c¢o6ziimleri sayesinde bu hesaplama siireleri ciddi sekilde
diismektedir. (2+1) ve daha yiiksek boyutlu sistemlere ait sayisal ¢oziimlerin elde
edilmesi gelecekteki bagka bir ¢alismasinin konusu olarak ele alinabilir. Bu tiir bir
calisma yapildiginda, sayisal ¢oziimlerin dogrulugunun test edilebilmesi i¢in bu tez

calismasindaki sayisal sonuglarin kullanilmasi 6nem arz edecektir.

Tez calismasinin sonuclarina bagli olarak, ilgili (2+1) ve (3+1) boyutlu sistemlerin
genellestirmesi olan, (N+1) boyutlu daha yiiksek boyutlu sistemlerin DSW

cOziimlerinin elde edilmesi problemi, gelecekte bagka bir ¢calismanin konusu olabilir.
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EK A: Eliptik Integraller ve Fonksiyonlar

Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and Scientists kitabindan ( [50])
kullanilan formiiller asagida verilmektedir. Hesaplarda bu kitapta kullanilan denklem
numaralari referans alinarak hesaplar yapilmistir.

Tanmimlar

Bu boliime, tez calismasinda kullanilan eliptik integraller ve eliptik fonksiyonlarin
tanimlarim1 vererek baglayalim. Bu kisim, yardimci kaynak [50]’deki denklem
numaralar1 ve semboller kullanilarak olusturulmustur. Asagidaki formiillerde yer alan
k modiili temsil etmektedir. Ayrica, "complementary modulus" olarak tanimlanan
tamamlayic1 modiiliin acik ifadesi

K =+1-k2 (A.1)

seklindedir. Burada, su noktaya dikkat edilmelidir. Tez kapsaminda c¢aligilan
problemlerde, dalga sayisi ile modiiliin ifadesinin karigmamasi adina modiil icin m
sembolii kullanilmistir. Yani, bu kisimda verilen formiillerde yer alan k2 ifadesi tez
calismasinda kullanilan m’yi ifade etmektedir.

Ote yandan, hesaplarda kargilasilan Legendre eliptik integrallerinin farkli tiirleri
mevcuttur.  Bunlardan, ilki Birinci tip tam olmayan eliptik integral olarak
isimlendirilen F (¢, k)’dir ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

/y dt _/‘P dv
0 /(1—12)(1—k2) 1 — k2sin® ¢
—/ du=u; =sn" ' (y,k) = F(@,k)

= sin@; ¢ = amu].

110.02 (A.2)

\

¥/
Burada, 6zel olarak ¢ = — olmasi durumunda, Birinci tipten tam eliptik integral olarak
adlandirilan K (k) elde edilir:

/2
110.06 / / du=F(n/2.k)=K(K) =K.  (A3)
0 V1-— VI—Rsin? o
Ikinci tipten tam olmayan eliptik 1ntegra11n genel ifadesi
y 1 — k22 ¢ \/7 u
AL P 2l _ 2
noosd | o= [ Vi—Rsinoas = [Cantudu

=E (u)) = E (amuy, k) = E(@,k).

seklindedir. Bu formiilde, ¢ = g olmasi halinde, Ikinci tipten tam eliptik integral
olarak adlandirilan E (k) elde edilir:

/2 K
110.07 / 1 —K2sin? 9dd = / dn’udu=E(n/2,k)=E(k)=E. (A.5)
0 0
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Uciincii tipten tam olmayan eliptik integralin agik ifadesi ise,

( /y dt _/‘P dd
0 (1-a22)\/(1-12)(1=k2%)  Jo (1—a2sin®®) /1 —K2sin® 0
u du
11004 :/O m :H(ulyaz) En(amulaazak) EH((P,OCzak)
[—oo < & < oo].

\

(A.6)

2 parametresi tez calismasinda n ile temsil

seklindedir.  Burada, kulanilan o

edilmektedir. Yukarida verilen formiilde ¢ = > olmas1 halinde, Ugiincii tipten tam

eliptik integral olarak adlandirilan H((xz, k)

/”/2 dd /K du

11008 /0 (1-0a2sin?®) V1 —k2sinfy  Jo 1—a2sin*u (A7)
=T (n/2,0% k) = (a? k), [a®#1]

olarak ifade edilmektedir.

Simdi, Jacobi eliptik fonksiyonlarinin ii¢ standart formunu tamimlayarak devam
edelim. Sirasiyla siniis, kosiniis ve delta genlik eliptik fonksiyonlari olarak adlandirilan
sn(u, k), cn(u,k) ve dn(u,k) olarak temsil edilmektedir. Bu fonksiyonlarin tanimlart
asagida verilmektedir:

u= F(p k)—/(P 4
’ 0 \/(l—kzsinzﬁ),

Burada,

0<i2<1, 0§¢<§ (A.8)

@ = F~'(u,m) = am(u,m)

seklinde tanimlanirsa

sin ¢ = sin(am(u, k)) = sn(u, k),

cos ¢ = cos(am(u,k)) = cn(u,k), (A.9)

\/1 —k2sin® @ = \/1 — k2 sin?(am(u, k)) = dn(u, k)

olur. Asagidaki formiillerden de goriilecegi gibi modiiliin 6zel degerleri disinda
snu, cnu ve dnu gosterimi mevcuttur.

Eliptik Integrallerin Ozel Degerleri

0
111.00 F(0,k)=0 (A.10)
0
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(E(9,0) =9,
F(9,0) =9,
(g, a%0)=¢,a>=0ise;
111.01 tan~! (\/1 — o2 tan <p) ) (A.11)
= , o”<lise
V1—o?
tanh ™! (\/ o — 1tan (p)
= . a’>lise.
\ a?—1
K0)=K'(1)=nx/2
111.02{ E(0) = E'(1) = 1./2 (A.12)
E(n/2,1)=E(1)=E'(0) =1,
111.05¢ F(m/2,1)=K(1) =K'(0) = oo, (A.13)
(n/2,a%1) = (a? 1) = .
Eliptik Fonksiyonlara ait Temel Iliskiler
sn’u+cn’u =1
k*sn’u+ dn’u = 1
121. A.14
00 dn’u — k*cn’u = K (A.14)
k?sn’u + cn’u = dn’u
Eliptik Fonksiyonlarmn Ozel Degerleri
am(—u) = —amu am0 = 0
sn(—u) = —snu sn0 =0
122.00 en(—u) = cnu 122.01 en0 — 1 (A.15)
dn(—u) = dnu dn0=1
am(u +2K) = w+ amu,
122,04 Slu+2K) = —snu (A.16)

cn(u+2K) = —cnu,
dn(u+2K) = dnu.

Boliim 2 ve Béliim 3’te €' Mertebeli Problemin Tlerleyen Dalga Coziimiinde
Kullamilan Formiiler

1

Bu kisimda, Boliim ve Boliim 3’te yer alan € mertebeli problemdeki ¢oziimiinde yer

alan formiiller yer almaktadir.

Via—1t,\/t —b,\/t —c ve V/t —d ifadelerini iceren integrand icin formiiller:
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2, b—d)la—t) , (a—b)(c—d) 2

(a—b)i—d)’ (a—c)(b—d)’ CEDICETR
_b-a o =) .
az—b_d<0, ¢ = amu;| = sin ! (@—b)y—d)’ snu; = sin Q.

Burada, a >y > b > ¢ > d esitsizligi gecerlidir.

dt
257.00¢ Jy /(a—1t)(t—b)(t—c)(t—d)

= g/ 1du =gu| = gsnfl(sin(p,k)
0
= gF(9,k),
(A.17)

Boliim 4’te £~ ! Mertebeli Problemin ilerleyen Dalga Coziimiinde Kullamlan
Formiiler

Bu kisimda ise, Boliim 4’te yer alan e~ ! mertebeli problemdeki ¢oziimiinde yer alan
formiiller yer almaktadir.

a>b>y>c>d olmak iizere Va—t,v/b—t,\/t —c ve Vt —d ifadelerini iceren
integrand i¢in formiiller:

snzu:(a—c)(b—t), k2:(b ¢)(a— d), y 2
(b—c)la—1) (@a—c)(b—d) (@a—c)(b—d)
O<a2=b_c<k2,(p—amu1—sm w, snu; = sin @
a—c (b—c)(a—y)
[t e e s
frd U= 92U = 2Sn Sin y
255000 )y Jla—0b-0i-ot-a "o sh=8 ¢
= 8F (9,k)
(A.18)
Yineleme Bagintilar:
336.00 Voz/du:u:F((p,k), (A.19)
3601 Vi= [ W 1 (¢, a2 k), (A.20)
du 1
V, = = [PE(u) + (K — o) u+
—a2sn2u)? 2(02—1) (k2 — o2
336.02 (1 — a?sn’u) ( ) ( ) ) ;
i 420l — ot 3T 2\ @ snucnudnu
+ (20°k* + 20 — o* = 3k*) I (@, * k) T otein |
(A.21)
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( 1
s = Sy (- @ e — o) (O DVt

336.03 4 +2(m+1) (02, + a* = 3k*) Vi1 +

4

o snucnudnu
+(2m+3) (o* —202k* — 202 +3K2) Vi n +

\ ( )( ) Vs (1 — a2sn2u)™ >
(A.22)
338.00 X, :/duzu:F(q),k), [ = amu] (A.23)
33801 X, = /M:i[w(oﬁ—nn@ a2 k)] (A.24)

1 a23n2u 062 ’ ’ ’ '
en*udu B 1

338.02 XZ:/ ler2(@ =1Vt (@-1)v|, @a25)

(1—a2sn2u)> «
6
d 1
X3:/ on udu 3= +3(X—1) Vo+
338.03 (1—a2sn2u)’  of [(a2—1)3V3+ (A.26)
+3 (OCZ—I)VH—M],

2m
cn udu
338.04 X, = —1 —V; A.27
" /(1 a?sn2u) 062’” Z 4 (m J) ! (27
2,02, 32
d 1
/ SR Y R du = — [—KPTI (1, 0%) + (3K — 02k? — %) Va+
362.25 (1 = Oczsnzu) a
: 2,2 2 2 4 2 2 32
+ (205K +20° = 3k" — o*) Va4 (" — 1) (o" — k%) V4]
[336 yardimiyla.]
r Y dt
(p,a k / 242 2 2.2
0 (1—022)\/(1—12) (1 —k2¢2)
/‘P d19
400.017 0 Oczsm ¥) V1 —k2sin® ¥
_ T =TI 2
/ sy =11 0.7),
| [y =sing =snu, t:smﬁ—snu o ;élveyakzyél}

(A.28)

d
731. Olg—(snu) = cnudnu. (A.29)

u

Eliptik Integrallerin Tiirev Formiilleri
71000 4K _E-K°K (A.30)
T dk kK2 '
dE. E—-K
710.02 — = —— A3l

dk k ( )
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iH((io,ocz,k)

ok
710.12 r o
= o) | £ KT (9.0 k) - TR
A Vs
(A.32)
J 2 8V1 Vo =V
—II k) = _ _
733.00 2 2 2 4 2 5 ot snuenudnu
X [a E@w)+ (K —a”)u+ (o* —k°) T (u, & ,k)_m ,
[0? = n]
(A.33)
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EK B : Modiilasyon Denklemlerindeki Katsay1 Matrisleri A ve B’nin ve C
Vektoriiniin Bilegenleri

(2.64) denklemindeki katsay1 matrisleri A, B’nin ve C vektoriiniin bilesenleri agik
ifadeleri asagida verilmektedir ve katsayilarda yer alan K, E ve Il sirasiyla K(m),
E(m) ve I1(n,m) eliptik integrallerini temsil etmektedir:

(K—E)r“/—r%—l—r%
A =

n 2K2(r% —r%) ’

3/2 K(—r24r2
) (=i +3)" (B - FE)
" 2K2(—r%+r%)(—r%+r%) ’

Er3\/—r%+r%
Az =

2K2(—r% + r%) y

(K —E)(Kr? +Krars + (K =2I1)r (ry +713))

Ay = — ,
K2(rt —r3)
4 (Kri + (K —210)r) (—Er? + Kr3 + (~K + E)r?) (B.1)
22 = 5
Kz(rl — I’z)(rl + 1’2)(}’2 — r3)
E(Kri + (K —2IT)r3)
A23 = 2
K?(rp —r3)
o 2AK-EPR(R-R)
31 — ;
Kz(r% — r%)
A 2r2(—Er%—|—Kr%—|—(—K—i—E)r§)2
32 = - y
-3 -7
2E%r3(—rf +713)
A3z =

Kz(—rg +r§)
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B

B3

By

By

B3

B3,

B33

riy/—r2+12(3K —E)P — (K+E)2 + (K —E)?)

K0 -1) |

(473473) (ER—KA+(K=E))
ray/ —ri+ (2K + G )

e B |
e

r3\/ =13+ 13(Erf + (2K +E)r3 + (2K +E)r3)
Kz(—r%—l—rg)

Y

2((3K —E)ri — (K+E)ry + (K — E)r3)(Kri +Krar3 + (K = 2I1)ri (r2 +13))

K2(ri=r3)

_2(Kri + (K- 2I)ry)(Erf — 3K73)
Kz(rl — rz)(rl -+ rz)(rz — r3)

2(Kry+ (K —2I0)r) (2K —E)r3ri + (K —E)ry + r3 (K + E)r5 — Kr3))
K2(ry —r)(r1 +12)(ra —r3)

Y

2(Kry + (K —2I1)r3) (Er? 4+ (—2K +E)r3 + (2K + E)r3)
K2(ry —r3) ’

4r (1} — r3)((3K% —4KE + E®)r? + (K> + E2)r3 + (K — E)*73)
Kz(r% — r%) ’

4?‘2

R ()

(K—E)*rri+(K—E) S +E* (3 =) — P (K(K +4E)r4

(E*r +3K*5 + K(—5K +4E)r3r3

2(K>+KE —E)i3ri+(K—E)*)),

AEr3(r? —r3)(Eri + (=2K+E)r3 + (2K + E)r3)
Kz(r%—r%) '

(B.2)
i = 2H(r2+r3)—K(r1+r2—|—r3)
b K (2t +19) ’
N (B.3)
2(r% + r% — r% — —E(r;{r3))
G =
2t + 19
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EK C : ETDRK4 Yontemi

Denklemleri dogrudan sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan ETRK4 yontemi
icin formiiller verilecektir. Model olarak,

uw=cu(t)+F(u(),t) (C.1)

denklemi goz Oniine alinsin. Burada, ¢ sabit ve F nonlineer terimi gostermektedir.
ETD yontemini tiiretmek icin denkleminin her iki yam e~ integrasyon carpaniyla
carpilir ve daha sonra t = t, zaman adimindan ¢ = #,;| = t, + h zaman adimina
denklemi integre edilir ve T =1t — 1, yeni degigskeninin tanimlanmasiyla

h

W(tnsr) = u (1) ¢ 4 o / ¢F (u(ty 4+ 7)1+ 7)dT (C2)
0

olur. ETD yoOnteminin farkh tiirleri (ETDI1, ETD2,...) elde etmek i¢in yukaridaki

integral igerisinde yer alan F i¢in farkli yaklasimlar sonucu elde edilmigtir. Ayrica,

islem sadeligi icin bundan sonraki formiilasyonda, u(#,) yerine u, ve F (up,t,) yerine

de F,;, kullanilacaktir.

ETD yonteminin farkli tiirlerini elde etmek icin F icin en basit yaklasim olarak,
integralinde F sabit olarak F = F;, 4+ €'(h) bigiminde alinarak

Fy(e—1
U1 = pe™ + Fule” 1) (C.3)
c
ETD1 sayisal semasi elde edilir.
T(Fy — Fy—
Diger bir yaklagim olarak, 1, <t < 1,1 olmak iizere, F = F,, + % +0 (hz)
olarak kabul edilirse ETD2 sayisal semasina ulagilir:
Fi((hc+1)e —1—2hc)  Fyq(—e"+1+h
et = e+ n((hc+1)e c)+ n—1(—e"" 4+ 14 hc) (C4)

hc? hc?
Benzer bicimde analize devam edilerek herhangi bir mertebedeki ETD sayisal semasi
tiiretilebilir:

s—1 m

m

tpr = une™ +1Y gm Y. (—1)* ( . )Fnk (C.5)
m=0 k=0

Burada, s semanin mertebesini gostermektedir. C.5’te yer alan g,’ler asagidaki

rekiirans bagintisiyla verilmektedir:

chgo = "1,
1 1 1 (€.6)
chgmi1+1 = gm""igmfl +§gm72+"'+m—+180» m > 0.

Cox and Matthews zaman adimi icin Runge Kutta metodu kullanarak ETDRK
olarak adlandirilan yontemi gelistirmistir [51]. Bu zaman adimi i¢in Runge Kutta
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metodu kullanilarak ETDRK olarak gosterilen yontem gelistirilmistir. Bu calismada,
dordiincii mertebe sema kullanilarak tiiretilen ETDRK4 yontemi kullanilmigtir. Cox
ve Matthews’in tiirettikleri ETDRK4 sayisal semas1 asagidaki gibidir:

ay = upe? + (eCh/z — 1) F (un,ty)/c, (C.7)
by = une™? 4 (ech/z - 1) F (an,ta +1/2)/c, (C.8)
en = e 4 (M2 1) (2F (bt +h/2) ~ F (1)) (C9)

Ung1 = tne" +{ F (uy,ty) [—4 — he + € (4— 3hc+h202)]
F2(F (s ty + 1 /2) + F (b, ty +1/2)) [2+hc+e’“(—2+hc)} (C.10)

FF (cnytn+h) [—4 ~3he — 23 4 ehe (4 — hc)} VR,

Bu tez calismasinda kullanilan ETRK4 yonteminin modifiye halidir [52]:

o=1" (eLh/2—1>, (C.11)
fi=h2L73 4 Lht (4 —3Lh+ (Lh)?)], (C.12)
=2l (44 20k s eLh(—4+ 2Lh)] VN (C.13)
fr=h"2L73 4 3Lh— (Lh)2 + et (4 —Lh)| . (C.14)

Burada, L kosegensel matrisi gostermektedir.
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